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Introduction

Henri Philibert Gaspard Darcy, est né en 1803 à Dijion, ayant entres établi la loi de

Darcy et l'équation de Darcy-Weibach ; Ingénieur général des ponts et chaussées.

Les l'équation de Navier - Stokes sont en pratique inapplicables dans les millieux

poreux, puisqu'on ne connait pas ce qui se passe au niveau microscopique, mais on

peut les modi�er et éliminer quelques termes négligeables. pour arriver à une loi simple

c'est la loi de Darcy [11].

Considérons, alors l'équation de Navier-Stokes incompressible dans Rn :
div(v) = 0,

∂v

∂t
+ (∇v).v2 = −∇(gxn)− 1

ρ
∇p+ v∆v.

ou p est la pression, et v est la vitesse.

donc par conséquence (voir [11] ), la loi de Darcy dans Rn s'écrit :

v = −k(x)∇(p+ xn).

Etudié dans la dimension R2, donc la loi de Darcy est donner par :

v = −k∇(p+ y).

Avec k est le co�écient de perméabilité et si le milieu est homogéne alor k est constante

qui est strictemment positive.

Le probléme de la digue a été étudie sur tout par J.carillo et M.chipot [3] (le cas condition

de Dirichlet) et [4] (la cas des conditions de Neumann, notre article de base).

Soit Ω un domaine borné avec une frontière ∂Ω = S, continue localement lipschitzienne,
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( Ω représente la partie de milieu poreux ) et S1, S2, S3 = (S3,i)1≤i≤N des sous ensembles

de S tels que S1 est fermé, et S3 est ouvert dans le complément de S1 dans S.

Notre travail est composé de trois chapitres :

� Dans le premier chapitre, rappels et dé�nitions.

� Dans le second chapitre, déclaration du problème, et démontrons l'éxistance de la

solution de le problème suivant :

(P )



Trouver (p, χ) ∈ H1(Ω)× L∞(Ω) telque

(i) p ≥ 0, 0 6 χ 6 1 p.p. dans Ω, χ = 1 sur [p > 0],

(ii) p = 0 sur S2,

(iii)

∫
Ω

∇p· ∇ξ + χξydX −
∫
S3

β(X,ϕ− p)· ξdσ(X) ≤ 0,

∀ξ ∈ H1(Ω) , ξ ≥ 0 sur S2.

� Dans le troisième chapitre, nous donnons quelques résultats préliminaires concer-

nant la solution du problème faible et nous montrons que le caractère unique ne

peut contenir que des � bassin�, c'est-à-dire des fonctions particulières.
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Notations

Ω : domaine borné de R2

Si f : Ω 7−→ C est une fonction, le support de f est suppf = {(x, y) ∈ R2 : f(x, y) 6= 0}.

Ck(Ω) : fonctions k fois continûment di�érentiables sur Ω (k ≥ 0).

D(Ω) : l'espace des fonctions C∞(Ω) à support compact.

f, g : Ω 7−→ R

[f ≤ g]={(x, y) ∈ Ω \ f(x, y) ≤ g(x, y)} ,

[f < g]={(x, y) ∈ Ω \ f(x, y) < g(x, y)}.

ξ∧
pε
δ
∈ V .

∂u

∂ν
: dérivée normale extérieure.

∇ est un opérateur dé�nie par (
∂

∂x
,
∂

∂y
).

p.p. : presque partout.

|Ω| : mesure (de Lebesgue) de l'ensemble Ω.

( )+ désingne la partie positive d'un fonctions.

χA : désigne la fonction caractéristique d'un ensemble A.

ξy : désigne la dérive Partielle de ξ par rapport y d'un fonctions ξ.

→ convergence forte.

⇀ convergence faible.

〈 , 〉 produit de dualité V ′, V .
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L∞ : u mesurable sur Ω et il existe C tel que |u(x)| ≤ C p.p. sur Ω.

W 1,p(Ω), H1(Ω) : espaces de Sobolev.

H ′ La dual d'un espace de Hilbert H.

γ0 : désigne l'opérateur de trace usuel.
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Chapitre 1

Rappels et dé�nitions

1.1 Espaces de Banach

Dé�nition 1.1. (espace vectoriel normé) Tout couple (E, ‖.‖) ou E est un R-espace vec-

toriel et ‖.‖ est une norme sur E, s'appelle un R-espace vectoriel normé.

Dé�nition 1.2. (espace de Banach) (E, ‖.‖) un R-espace vectoriel normé, E est un Ba-

nach si toute suite de cauchy de E est convergente ( dans E ).

Dé�nition 1.3. (espaces ré�exifs)[1] Soit E un espace de Banach et soit J l'injection

canonique de E dans E ′′. On dit que E est ré�exif si J(E) = E ′′.

Dé�nition 1.4. (espaces séparables)[1] On dit qu'un espace métrique est séparable s'il

existe un sous-ensemble D ⊂ E dénombrable et dense.

1.2 Espaces de Hilbert

Dé�nition 1.5. [1] Soit F un R-espace vectoriel. Un produit scalaire (u, v) est une forme

bilinéaire de F × F dans R, symétrique, dé�nie positive c'est-à-dire (u, u) > 0 si u 6= 0

Un espace vectoriel muni d'un produit scalaire est appelé espace pré-hilbertien.

Un espace pré-hilbertien et complet est un espace de Hilbert.
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Dé�nition 1.6. [1] Soit H un espace de Hilbert, On dit qu'une forme bilinéaire

a(u, v) : H ×H 7−→ R est

(i) continue s'il existe une constante C telle que

|a(u, v)| ≤ C |u| |v| , ∀u, v ∈ H.

(ii) coercive s'il existe une constante α > 0 telle que

a(u, u) ≥ α |u|2 , ∀u ∈ H.

Théorème 1.1. (Lax-Milgram) [1] soit H un espace de Hilbert, muni d'un produit scalaire

( , ), f ∈ H ′, et a(u, v) une forme bilinéaire continue,coercive dans H, soit K un ensemble

non vide, fermé de H. Alors, il existe solution unique u ∈ K de

a(u, v) = 〈f, v〉 , ∀v ∈ H.

Théorème 1.2. (Stampacchia) [1] Soit a(u, v) une forme bilinéaire continue et coercive.

Soit K un convexe, fermé et non vide.

Étant donné ϕ ∈ H ′ il existe u ∈ K unique tel que

a(u, v − u) ≥ 〈ϕ, v − u〉 ∀v ∈ K.

De plus, si a est symétrique, alors u est caractérisé par la propriété

u, v ∈ K,
1

2
a(u, v)− 〈ϕ, u〉 = min

{
1

2
a(u, v)− 〈ϕ, u〉

}
.

Théorème 1.3. (Point �xe de Schauder) Soient E un R-espace vectoriel topologique sé-

paré et C un convexe fermé non vide de E. Si T est une application continue de C dans

C telle que T (C) soit relativement compact, alors T a un point �xe.

Théorème 1.4. (Point �xe Brouwer) Toute application continue d'une boule fermée d'un

espace euclidien dans elle-même admet un point �xe.

1.3 Opérateurs monotones

Soit V est un espace de Banach ré�exif et séparable, et A une application de V dansV ′

(en général non linéaire).
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Dé�nition 1.7. On dit que

i) A est un monotone si

∀u, v ∈ V , 〈A(u)− A(v), u− v〉 ≥ 0.

ii) A est strictement monotone si de plus 〈A(u)− A(v), u− v〉 > 0 ∀u, v ∈ V , avec

u 6= v.

iii) A est hémicontinue si pour tous u, v ∈ V , l'application t 7−→ 〈A(u+ tv), v〉 est

continue de R dans R.

1.4 La mesure de Lebesgue

Théorème 1.5. Il existe une unique mesure positive σ sur (Rn;B(Rn)) ayant les deux

propriétés suivantes :

� a mesure du pavé fermé borné [0, 1]n est égale à 1.

� si A est un borélien de Rn et x un élément de Rn, les ensembles A et

A+ x := {a+ x; a ∈ A}.

sont tels que σ(A) = σ(A+ x) (on dit que la mesure σ a la propriété d'invariance

par translation).

Dé�nition 1.8. (σ-presque partout) Soit Ω un ensemble, T une tribu sur Ω, et σ une

mesure positive σ : T 7−→ [0,+∞] On dit qu'un sous-ensemble N de Ω est σ-négligeable

si et seulement si N est inclus dans un sous-ensemble B appartenant à T et tel que B

véri�e σ(B) = 0.

Tout sous-ensemble d'un sous-ensemble σ-négligeable est encore σ-négligeable et l'on

dira d'une propriété P (x) satisfaite pour tout x dans Ω, excepté lorsque x appartient à

un sous-ensemble négligeable, qu'elle est satisfaite σ-p.p.

Théorème 1.6. (théorème de Lebesgue) Soit f : [a, b] −→ R une fonction bornée en

valeur absolue sur un segment de R. La fonction f est intégrable au sens de Riemann sur
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[a, b] si et seulement si elle est mesurable et intégrable au sens de Lebesgue sur [a, b] et

si, de plus, l'ensemble des points de discontinuité de f est négligeable relativement à la

mesure de Lebesgue. Les intégrales calculées au sens de Riemann et de Lebesgue dans ce

cas coïncident.

1.5 Espaces Lp

Dé�nition 1.9. L1(Ω), L'ensemble des fonctions intégrables sur Ω à valeurs dans R tels

que
∫

Ω

|f(x)| <∞

On note

‖f‖L1(Ω) =

∫
Ω

|f(x)|.

Dé�nition 1.10. [1] Soit p ∈ R avec 1 ≤ p <∞ , on pose

Lp(Ω)={f : Ω→ R; f mesurable et |f |p ∈ L1(Ω)}

On note

‖f‖Lp =

[∫
Ω

|f(x)|p dx
]1/p

.

On a ‖ · ‖Lp est une norme.

Dé�nition 1.11. L∞(Ω), L'ensemble des fonctions sur f : Ω 7−→ R ; f mésurable, et il

existe une constante C telle que |f(x)| < C p.p. sur Ω

On note :

‖f‖L∞(Ω) = sup essx∈Ω |f(x)|.

Théorème 1.7. (Théorème de convergence dominée de Lebesgue) : Soit (X;σ) un espace

mésuré, et soit (fn)n≥1 une suite d'applications mésurables fn : X −→ R, on suppose que

1. la suite (fn)n≥1 converge presque partout vers une fonction mésurable f : X −→ R

2. Il existe une fonction intégrable g : X −→ R+ positive, telle que l'on ait la condition

de domination
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|fn| < g, p.p. ∀n ≥ 1.

Alors, les fonctions fn et f sont intégrables et ‖fn − f‖1 −→ 0 quand n −→ +∞. En

particulier, on a

lim
n→+∞

∫
fndσ =

∫
lim

n→+∞
fndσ =

∫
fdσ

1.6 Espace de Sobolev

Dé�nition 1.12. [1] L'espace de Sobolev d'ordre 1, W 1,p(Ω) est l'ensemble suivent :

W 1,p(Ω) =

{
f ∈ Lp(Ω),

∂f

∂x
,
∂f

∂y
∈ Lp(Ω)

}
,

En particulier W 1,p(Ω) = H1(Ω).

Dé�nition 1.13. [1] Pour m ∈ N, Wm,p(Ω) est l'ensemble suivante :

Wm,p(Ω) = {f ∈ Lp(Ω), Dαf ∈ Lp(Ω),∀ |α| ≤ m} ,

L'espace Wm,p(Ω) est muni de la norme

‖.‖Wm,p(Ω) = ‖.‖Lp(Ω) +
m∑
α=1

‖Dα.‖Lp(Ω),

En particulier Wm,2(Ω) = Hm(Ω) et W 1,2(Ω) = H1(Ω).

Théorème 1.8. (Formule de Green)[1] Soit Ω un ouvert borné, régulier de R2, sa fron-

tière ∂Ω = Γ,η le vecteur normale unitaire vers l'extérieur, et ηi(x) les composantes de

η(x).

On a

i) ∀f ∈ H1(Ω),
∫

Ω

∂f

∂xi
dx =

∫
Γ

f.ηi(x) dΓ(x).

ii) ∀f, g ∈ H1(Ω),
∫

Ω

∂f

∂xi
.g dx = −

∫
Ω

f.
∂g

∂xi
dx +

∫
Γ

f.g.ηi(x) dΓ(x).
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1.7 Inégalités de Base

1.7.1 Inégalite de Poincaré

Soit p, tel que 1 6 p < ∞ et un ouvert de largeur �nie (borné dans une direction).

Alors il existe une constante C, dépendant uniquement de Ω et p, telle que, pour toute

fonction u de l'espace de Sobolev W 1,p
0 (Ω)

‖u‖Lp(Ω) ≤ C‖∇u‖Lp(Ω).

1.7.2 Inégalité de Hölder

Soient f ∈ Lp(R) et g ∈ Lq(R) avec 1 ≤ p , q ≤ +∞ ,on pose
1

p
+

1

q
=

1

r
, alors :

f, g ∈ Lr, et

‖f. g‖r ≤ ‖f‖p . ‖g‖q,

1.7.3 Inégalité de Cauchy-Schwarz

soit (E, (, )) un espace pré-hilbertien réel. Alors ; pour tout u, v ∈ E

|(u, v)| ≤ (u, u)
1
2 (v, v)

1
2 .

1.8 Fonctions convexes

On suppose maintenant que E est un espace vectoriel.

Dé�nition 1.14. [1] soit ϕ : E −→ R une fonction numérique, L'épigraphe de ϕ est

l'ensemble

epiϕ = {[x, λ] ∈ E × R;ϕ ≤ λ}.

Dé�nition 1.15. [1] Une fonction ϕ : E 7−→]−∞,+∞] est dite convexe si

ϕ(tx+ (1− t)y) ≤ tϕ(x) + (1− t)ϕ(y) ∀x, y ∈ E,∀t ∈ ]0, 1[ Votent propriétés élé-

mentaires des fonctions convexes :
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1. Si ϕ est une fonction convexe, alors epi ϕ est un ensemble convexe dans E × R ;

et réciproquement.

2. Si ϕ est une fonction convexe, alors pour tout λ ∈ R l'ensemble [ϕ ≤ λ] est convexe ;

mais la réciproque n'est pas vraie.

3. Si ϕ1 et ϕ2 sont des fonctions convexes, alors ϕ1 + ϕ2 est convexe.

4. Si (ϕi)i∈I est une famille de fonctions convexes alors l'enveloppe supérieure des

(ϕi) est convexe.

1.9 Topologie faible, faible *

Soit E un espace de Banach, E ′ son dual

Dé�nition 1.16. [1] La topologie faible σ(E,E ′) sur E est la topologie la moins �ne sur

E telle que toutes les applications,

ϕf : E −→ R

x 7−→ ϕf (x) =< f, x >

avec f ∈ E ′, soient continues.

Dé�nition 1.17. [1] La topologie faible ∗ désignée aussi par σ(E ′, E) est la topologie la

moins �ne sur E ′ telle que touts application

ϕx : E ′ −→ R

f 7−→ ϕx(f) =< f, x >

avec x ∈ E, soient continues.

Théorème 1.9. [1] Soit C ⊂ E convexe. Alors C est faiblement fermé pour σ(E,E ′) si

et seulement s'il est fortement fermé.
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Chapitre 2

Position du problème, existence de

solution

2.1 Déclaration du Problème

Soit Ω un domaine borné, localement lipschitzien de R2, (dans la nature Ω représente

une section d'une digue), la frontiére ∂Ω = S continue, subdivisée aux sous-ensembles

suivants (voir la Figue (2.1)) :

Figure 2.1 �
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S1 ; la partie imperméable de la digue ,

S2 ; la partie de la frontières ∂Ω de Ω en contact avec l'air,

S3 ; la partie du digue sous l'eau (sous réservoire ).

Nous supposerons que S1 est un sous-ensemble fermé de Ω, et que S3 est ouvert dans

le complément de S1 dans S.

De plus, dans le cas de plusieurs réservoirs, nous noterons également S3,1, S3,2, ..., S3,n les

di�érentes composantes connectées de S3 (dans la �gure S3 = S3,1 ∪ S3,2 ∪ S3,3 ∪ S3,4).

Nous supposerons aussi que le domaine Ω est verticalement convexe, c'est-à-dire :

∀(x, y), (x, y′) ∈ Ω, le segment {x} × [y, y′] ⊂ Ω (2.1)

De plus, nous supposerons que :

S1 est un sous-ensemble fermé connexe de S, qui entoures sous Ω. (2.2)

S2 ∪ S3 entoure Ω en haut. (2.3)

Pour plus précise, si on note par Πx la projection de R2 sur l'axe x pour x ∈ Πx,

S+(x) = sup {y|(x, y) ∈ Ω} , S−(x) = inf {y|(x, y) ∈ Ω} , (2.4)

(2.1) est équivalent à

Ω =
{

(x, y)|x ∈ Πx(Ω), S−(x) < y < S+(x)
}

(2.5)

Maintenant (2.2), (2.3) signi�ent respectivement que :

S1 est un morceau connexe de S qui contient tous les points (x, y) de S ,

tells que y ≤ S−(x, y).

S2 ∪ S3 contient tous les points (x, y) de S tells que y ≥ S+(x, y).

Le problème fondamental est maintenant de trouver la pression p = p(x, y) du �uide dans

Ω , et la partie de Ω qui est mouillée - c'est-à-dire l'ensemble humide A.

13



2.2 Formulation forte

La frontière ∂A de A est divisée en quatre parties :une partie imperméable Γ1, La

frontières libre Γ2, une partie recouverte par le �uide Γ3, et en�n Γ4 est l'humide partie

de la digue qui touche l'air, où le �uide s'écoule à l'extérieur de Ω, mais n'y reste pas en

quantité signi�cative pour modi�er la pression .

La vitesse v du �uide dans A est donnée, selon la loi de Darcy, par :

v = −k∇(p+ y), (2.6)

où p est la pression , k la coe�cient de perméabilité du milieu,

Nous supposons que le milieu est homogène, alors k est constante, strictement positive .

Nous supposons par exemple, que le �uide de l'eau avec un poids spéci�que ègal à 1.

Ensuite, si le �uide est incompressibles , nous avons

div(v) = 0 dans A,

Mais

div(v)= div(−k∇(p+ y) )=−k∆p

Alors

∆p = 0 dans A (2.7)

Ensuite, sur Γ1 ∪ Γ2 il n'y a pas de �ux de �uide à travers cette partie de La frontière,

donc :

ν · v = 0 sur Γ1 ∪ Γ2

telle que ν = (νx, νy) indique l'unité extérieure normale à ∂A .

D'ou , par (2.6), et

∇(p+ y)· ν =
∂

∂ν
(p+ y) , on a

∂

∂ν
(p+ y) = 0 sur Γ1 ∪ Γ2 (2.8)
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Sur Γ4, le �uide est libre de sortir du milieu poreux , et nous avons

ν · v ≥ 0 sur Γ4.

Alors, puisque k est strictement positive et par conséquent :

∂

∂ν
(p+ y) ≤ 0 sur Γ4 (2.9)

Dans la suite, nous supposerons que la pression atmosphérique est égale à 0 , et nous né-

gligerons les e�ets de capillarité et d'évaporation,la pression de l'air et de l'eau sur Γ2∪Γ3

est donneé par la fonction de Lipschitz continu ;

ϕ(x, y) =


0 si (x, y) ∈ S2,

hi − y si (x, y) ∈ S3,i , i=1,...,n.,

(2.10)

où hi désigne le niveau du réservoir couvrant S3,i.

Outre (2.8), il existe une deuxiéme condition sur Γ2 , á savoir que la pression p coincide

avec la pression atmosphérique, est donner par

p = 0 sur Γ2 ∪ Γ4. (2.11)

Dans le cas de la condition aux limites de Dirichlet (voir [3]), c'est-à-dire :

p = ϕ sur Γ3. (2.12)

Dons ce eus là, nous supposons que ;

∂

∂ν
(p+ y) = β(X,ϕ− p) sur S3. (2.13)

Ici, X = (x, y) désigne un point de R2, on peut supposer par exemple,

β(X, 0) ∈ L2(S3), (2.14)

et que

X → β(X, u) est mesurable pour chaque u ∈ R, (2.15)
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Aussi, il exits une constante C > 0, telle que :

|β(X, u1)− β(X, u2)| ≤ C|u1 − u2| σ-p.p. X ∈ S3, ∀u1, u2 ∈ R, (2.16)

u→ β(X, u) est croissante pour σ-p.p. X ∈ S3, (2.17)

β(X, u) ≥ 0 σ-p.p. X ∈ S3, ∀u ≥ 0. (2.18)

Donc, le problème est maintenant de trouver le (p, χ) qui véri�é (2.7),(2.8),(2.9),(2.11),

et (2.12), cette équivalent à :

(I)



∆p = 0 dans A,

p = 0 sur Γ2 ∪ Γ4, p = ϕ sur Γ3,

∂

∂ν
(p+ y) = 0 sur Γi, i = 1, 2, 3.,

∂

∂ν
(p+ y) ≤ 0 sur Γ4.

C'est ce que l'on appelle la formulation forte .

2.3 Formulation faible

Notons d'abord que trouver le couple (p,A) est équivalent ou trouver le couple (p, χA),

le couple (p,A) qui représente la solution de la problème (I),

Pour la fonction test ξ ∈ C1(Ω)

∆(p+ y) = 0 alors ∆(p+ y)· ξ = 0

Supposons que ∂A est assez régulière , et intégrant dans domaine A, et utilisant la formule

de Green :∫
A

∇p· ∇ξ + ξy dX =

∫
A

∇(p+ y)· ∇ξ dX

=

∫
∂A

∂(p+ y)

∂ν
· ξdσ(X)−

∫
A

∆(p+ y)· ξdX

=

∫
∂A

∂(p+ y)

∂ν
· ξdσ(X)−

∫
A

∆p· ξdX.

Donc, si nous supposons que P est une fonction régulière satisfaisante (2.7)-(2.13), nous

obtenons, par (2.7) ,
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∫
A

∇p· ∇ξ + ξydX =

∫
∂A

∂(p+ y)

∂ν
· ξdσ(X),

en utilisant (2.8) et (2.13) cela implique∫
A

∇p· ∇ξ + ξydX =

∫
S3

β(X,ϕ− p)· ξdσ(X) +

∫
Γ4

∂(p+ y)

∂ν
· ξdσ(X),

i.e. ∫
A

∇p· ∇ξ + ξydX −
∫
S3

β(X,ϕ− p)· ξdσ(X) =

∫
Γ4

∂(p+ y)

∂ν
· ξdσ(X).

Supposons que

ξ ≥ 0 sur Γ4, (2.19)

alors, on obtient d'après (2.9),∫
A

∇p· ∇ξ + ξydX −
∫
S3

β(X,ϕ− p)· ξdσ(X) ≤ 0. (2.20)

Maintenant, nous étendons p par 0 en extérieur de A, et on désigne toujours cette extension

par p.Ensuite, clairement, si p est lisse on déduire , de (2.20) que :∫
Ω

∇p· ∇ξ + χAξydX −
∫
S3

β(X,ϕ− p)· ξdσ(X) ≤ 0, ∀ξ ≥ 0 sur S2. (2.21)

Donc, le probléme est donne par

(P )



Trouver (p, χ) ∈ H1(Ω)× L∞(Ω) telque

(i) p ≥ 0, 0 6 χ 6 1 p.p. dans Ω, χ = 1 sur [p > 0],

(ii) p = 0 sur Γ2,

(iii)

∫
Ω

∇p· ∇ξ + χξydX −
∫
S3

β(X,ϕ− p)· ξdσ(X) ≤ 0,

∀ξ ∈ H1(Ω) , ξ ≥ 0 sur S2.

Nous appelons (P ) la formulation faible de notre problème initial. Clairement, si (2.7)

-(2.13) a une solution (p,A) et si p désigne également l'extension de p par 0 en extérieur

de A, alors nous avons montré ci-dessus que (p, χA) est une solution de (P ) et donc toute

solution forte de notre problème initial sera trouvée parmi celles de (P ).

Etudions maintenant la question de l'existence d'une solution à (P ).
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2.4 Existence d'une Solution

Nous introduisons d'abord le problème approximatif suivant,

(Pε) =



Trouve pε ∈ H1(Ω) telle que,

pε = 0 sur S2

et∫
Ω

∇pε∇ξ +Hε(pε)· ξydX −
∫
S3

β(X,ϕ− pε)· ξdσ(X) = 0,

∀ξ ∈ H1(Ω), ξ = 0 sur S2.

Ici Hε est l'approximation du graphe de Heaviside, dé�ni par

Hε(p) =



1 si p ≥ ε,

p

ε
si 0 ≤ p ≤ ε ,

0 si p ≤ 0

(2.22)

Théorème 2.1. [4] .Supposons que β(X, u) est une fonction véri�ant (2.14) − (2.18).

Alors, sous les hypothèses ci-dessus, pour tout ε > 0, il existe une solution unique pε à

(Pε). De plus, nous avons

pε ≥ 0 p.p. sur Ω (2.23)

Preuve. on va sure la démonstration trouvée dans [4].

Soit l'ensemble V, donne par

V =
{
υ ∈ H1(Ω)|υ = 0 sur S2

}
.

pour p ∈ V , on considére l'application de V en R :

ξ →
∫

Ω

∇p· ∇ξdX −
∫
S3

β(X, γ0(ϕ− p))· ξdσ(X), (2.24)

Par souci de simplicité, nous omettons parfois la notation γ0 dans la seconde intégrale de

(2.24).

Puisque β est Lipschitzienne, continue, et satisfait (2.14), (2.16), on a :
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∣∣∣∣∫
S3

β(X, γ0(ϕ− p))· ξdσ(X)

∣∣∣∣ ≤ C|γ0(ϕ− p)|L2(S3)|ξ|L2(S3) + |β(X, 0)|L2(S3)|ξ|L2(S3)

≤ K|ξ|H1(Ω),

(2.25)

Nous supposons que V est muni de la norme. Nous déduisons de (2.24) que (2.25)

dé�nit une forme linéaire continue sur V que nous désignons par A(p). Donc si 〈 , 〉

désigne le produit dual entre V ′et V , nous avons dé�ni un opérateur A de V en V ′ par la

formule

〈A(p), ξ〉 =

∫
Ω

∇p· ∇ξdX −
∫
S3

β(X, γ0(ϕ− p))· ξdσ(X), (2.26)

A est une monotone sur V , puisque

〈A(p)− A(p′), p− p′〉 ≥
∫

Ω

|∇(p− p′)|2 dX. (2.27)

et A est coécrive sur V (voir [9]).

Maintenant, si v ∈ L2(Ω), alors

ξ → −
∫

Ω

Hε(v)ξydX.

dé�nit une forme linéaire continue sur V . Ainsi, pour tout v ∈ L2(Ω), il existe un unique

uε a égale τε(v) telle que

uε ∈ V 〈A(uε), ξ〉=−
∫

Ω

Hε(v)ξydX, ∀ξ ∈ V (2.28)

Donc, pour prouver qu'il existe une solution à (Pε), il su�t maintenant de montrer

que l'application (τε) admet un point �xe. Pour cela, si ϕ dénote une extension continue

Lipschitzienne de ϕ à Ω, nous notons que (uε − ϕ) ∈ V , ainsi de (2.28) nous obtenons

〈A(uε), uε − ϕ〉=−
∫

Ω

Hε(v)(uε − ϕ)ydX,
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Par conséquent, la constante C est indépendante de ε,

〈A(uε)− A(ϕ), uε − ϕ〉 =−〈A(ϕ), uε − ϕ〉 −
∫

Ω

Hε(v)· (uε − ϕ)ydX

=−
∫

Ω

∇ϕ· ∇(uε − ϕ)dX +

∫
S3

β(X, 0)(uε − ϕ)dσ(X)

−
∫

Ω

Hε(v)(uε − ϕ)ydX

≤ (‖∇ϕ‖L2(Ω) + |Ω|1/2 + C|β(X, 0)|L2(S3))‖∇(uε − ϕ)‖L2(Ω)

(2.29)

| . | denote la mesure de lebesgue sur Rn.

D'après l'inégalité de Cauchy-Schwarz.∫
Ω

|∇(uε − ϕ)|2 ≤ (‖∇ϕ‖L2(Ω) + |Ω|1/2 + C|β(X, 0)|L2(Ω))
2 (2.30)

et ainsi :

|uε|H1(Ω) ≤ C, (2.31)

ou C(ϕ) est une constante qui dépend de ϕ seulement, ainsi uε est borné dans H
1(Ω)

dans L2(Ω), il résulte que τε est continue.

Alors, pour r assez grand, applique τε de la boule de centre 0 et de rayon r (dans L2(Ω))

dans lui même. En appliquant Théorème de point �xe nous obtenons l'éxistance de pε

comme un point �xe de τε.

pour prouver l'unicitè, nous discutons comme pour des résultats plus généraux.

pour δ > 0,

fδ(x) =


(
1− δ

x

)+
si x ≥ 0,

0 si x ≤ 0.

(2.32)

Alors, fδ(x) est une fonction continue de Lipschitz et si pε, p
′
ε sont des solutions de (Pε),

alors fδ(pε − p′ε) appartient V .

On déduit donc (Pε) écrit pour pε et p
′
ε, que∫

Ω

∇(pε − p′ε)· ∇fδ(pε − p′ε)dX = −
∫

Ω

(Hε(pε)−Hε(p
′
ε))fδ(pε − p′ε)ydX

+

∫
S3

(β(X,ϕ− pε)− β(X,ϕ− p′ε)) · fδ(pε − p′ε)dσ(X).

(2.33)
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Par conséquent, de la monotone de β,∫
Ω

∇(pε − p′ε)· ∇fδ(pε − p′ε)dX ≤ −
∫

Ω

(Hε(pε)−Hε(p
′
ε))fδ(pε − p′ε)ydX.

Donc, si on pose qε = pε − p′ε . sur [qε > δ], on obtient facilement, en utilisant (2.32) et la

continuité de Lipschitz de Hε,∫
[qε>δ]

|∇qε|2

q2
ε

dX ≤ 1

ε

∫
[qε>δ]

|∇qε|
qε

dX .

Ainsi, par l'inégalité de Cauchy-Schwartz,

∫
Ω

∣∣∣∣∇ ln

(
1 +

(qε − δ)+

δ

)∣∣∣∣2 dX =

∫
[qε>δ]

|∇qε|2

q2
ε

dX ≤ |Ω|
ε2

Par l'inégalité de Poincaré, on obtient

∫
Ω

∣∣∣∣ln(1 +
(qε − δ)+

δ

)∣∣∣∣2 dX ≤ C,

où C est indépendant de δ. Laissant δ → 0 on en déduit

qε ≤ 0 p.p., dans Ω

et l'unicité de pε s'ensuit en échangeant les rôles de pε et de p
′
ε.

Prouver (2.23) : on pose ξ = (pε)
−en (pε) on obtient

−
∫

Ω

∣∣∇p−ε ∣∣2 dX − ∫
S3

β(X,ϕ− pε)· p−ε dσ(X) = 0,

donc, par (2.18),∫
Ω

∣∣∇p−ε ∣∣2 dX ≤ 0

et (2.23 ) suit. �

Remarque 2.1. [4] En fait, nous avons que si ϕ, ϕ′ sont telles que

ϕ ≤ ϕ′ en S2 ∪ S3,

alors les solutions correspondantes pε et p′ε sont telles que

pε ≤ p′ε p.p. sur Ω,

En e�et, fδ(pε − p′ε) ∈ V , et la dernière intégrale de (2.33) écrite avec ϕ et ϕ′ est

nonpositivé.

En fait, l'existence d'une solution positive à (Pε) lorsque u→ β(X, u) n'est pas supposé
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être non décroissant peut également être prouvé.

En e�et nous avons.

Théorème 2.2. [4] Supposons que β(X, u) est une fonction de Carathéodoré , c'est-à-dire

mesurable dans X pour chaque u, et continue dans u pour σ-p.p., x et telle que, pour une

constante a, b, nous avons

|β(X, u)| ≤ a |u|+ b σ-p.p., X ∈ S3 ∀u ∈ R (2.34)

Alors, si a est assez petit, il existe une solution pour (pε) De plus, si (2.18) cales,

alors nous avons

Pε ≥ 0 p.p. sur Ω

Preuve. Pour v ∈ L2(S3), il existe un unique uε ∈ V telle que∫
Ω

∇uε· ∇ξdX = −
∫

Ω

Hε(uε)ξydX +

∫
S3

β(X,ϕ− v)· ξdσ(X) (2.35)

Ceci est une conséquence facile du théorème de points �xes de Schauder (voir la preuve

ci-dessus).

On pose τε(v) = y0(uε)

où y0 indique la trace sur S3. Clairement, τε est une application continue de L2(S3) en

elle-même. On pose

K =
{
v ∈ L2(S3)| |v − ϕ|L2(Ω) ≤ R

}
.

Alors K est un convexe fermé de L2(S3). En prenant ξ = uε − ϕ en (2.35) on obtient∫
Ω

∇ |uε − ϕ|2 dX = −
∫

Ω

∇ϕ· ∇(uε − ϕ)dX

−
∫

Ω

Hε(uε)· (uε − ϕ)ydX

+

∫
S3

β(X,ϕ− v)· (uε − ϕ)dσ(X)

(on suppose que ϕ est prolongé à Ω vers une fonction de Lipschitz, voir [6] ). Appliquant

l'inégalité de Cauchy-Schwartz, et (2.34), on obtient :

‖∇(uε − ϕ)‖2
L2(Ω) ≤ (‖∇ϕ‖L2(Ω) + |Ω|1/2) ‖∇(uε − ϕ)‖L2(Ω)

+(a |v − ϕ|L2(S3) + b |S3|1/2) |uε − ϕ|L2(S3)
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avec notations précédentes. Maintenant, pour certains C constant, nous avons

|uε − ϕ|L2(S3) ≤ C‖∇(uε − ϕ)‖L2(Ω),

donc,

‖∇(uε − ϕ)‖2
L2(Ω) ≤(‖∇ϕ‖L2(Ω) + |Ω|1/2 + aC |v − ϕ|L2(S3) + bC |S3|1/2) ‖∇(uε − ϕ)‖L2(Ω),

et on en déduit

‖∇(uε − ϕ)‖L2(Ω) ≤ ‖∇ϕ‖L2(Ω) + |Ω|1/2 + aC |v − ϕ|L2(S3) + bC |S3|1/2 , (2.36)

et donc

|uε − ϕ|L2(S3) ≤ C‖∇(uε − ϕ)‖L2(Ω) ≤ C‖∇ϕ‖L2(Ω) + C |Ω|1/2 + aC2 |v − ϕ|L2(S3)

+bC2 |S3|1/2.
Si on choisit v ∈ K, alors uε=τε(v) ∈ K à condition

C‖∇ϕ‖L2(Ω) + C |Ω|1/2 + bC2 |S3|1/2 + aC2R ≤ R

c'est-à-dire, si aC2 ≤ 1 à condition que

R ≥ (1− aC2)−1·C{‖∇ϕ‖L2(Ω) + |Ω|1/2 + bC |S3|1/2} (2.37)

Ainsi, si on suppose que aC2 ≤ 1, et (2.37) valables, alors τε est un opérateur de K en K.

De plus, par (2.36), uε est uniformément borné dans H1(Ω), et τε est compact.L'existence

d'un point �xe pour τε est alors une conséquence du théorème de Schauder .Cela prouve

l'existence de pε Pour prouver que pε ≥ 0, on utilise les mêmes argument du théorème

précédant. �

Remarque 2.2. [4] On applique théorème 2.2 , par exemple, lorsque, pour quelque constantes

α, γ,

|β(X, u)| ≤ α |u|1−ε + γ σ-p.p. X ∈ S3, ∀u ∈ R (2.38)

Théorème 2.3. [4] Supposons que β est une fonction véri�ant (2.14)- (2.18) ou (2.18)

et (2.34), alors il existe une solution (p, χ) du problème (P ).

Preuve. Soit pε la solution de (Pε). De (2.31), (2.36) on déduit

|pε| ≤ C,
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où C est une constante indépendante de ε. Ainsi, en utilisant les arguments de com-

pacité classiques (voir [10]), nous pouvons extraire une sous-séquence de ε, toujours notée

ε, telle que,pour quelque p ∈ V ,

pε ⇀ p dans H1(Ω), pε → p dans L2(Ω) et p.p. sur Ω, (2.39)

γ0(pε)→ γ0(p) dans L2(S3). (2.40)

Puisque {v ∈ V \ v(x) ≥ 0 p.p. sur Ω} est fermé, convexe, il est faiblement fermé et donc

p est dans cet ensemble de sorte que

p ≥ 0 p.p.sur Ω. (2.41)

Puisque Hε(pε) est uniformément borné, il existe une fonction χ telle que

Hε(pε) ⇀ χ p.p., dans Ω (2.42)

L'ensemble

{ f ∈ L∞(Ω)\ 0 ≤ f ≤ 1 p.p., dans Ω }

étant fermé, et convexe est faiblement fermé et, par (2.42), on a

0 ≤ χ ≤ 1 p.p., dans Ω (2.43)

Par (2.39) sur [p > 0] on a

Hε(pε)→ 1 p.p. dans Ω.

et donc, par le théorème de Lebesgue, Hε(pε)→ 1 dans L2([p > 0]),

Depuis, par (2.42), nous avons aussi

Hε(pε) ⇀ χ dans L2([p > 0]),

on en déduit

χ = 1 sur [p > 0], (2.44)

et donc (P )(i), (ii) dans le problème P , suit.

Ensuite pour ξ ∈ H1(Ω), ξ ≥ 0 sur S2 nous avons pour tout δ > 0
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Ainsi, Si on utilise
(
ξ∧
pε
δ

)
comme une fonction test pour (Pε), on obtient :∫

∇pε· ∇
(
ξ∧
pε
δ

)
+Hε(pε)

(
ξ∧
pε
δ

)
y
dX −

∫
S3

β(X,ϕ− pε)· ξ∧
pε
δ
dσ(X) = 0.

Ainsi, nous avons aussi∫
[ξ≤pε/δ]

∇pε· ∇ξdX +

∫
Ω

Hε(pε)
(
ξ∧
pε
δ

)
y
dX −

∫
S3

β(X,ϕ− pε)·
(
ξ∧
pε
δ

)
dσ(X)

= −
∫

[pε/δ<ξ]

|∇pε|2

δ
dX ≤ 0.

(2.45)

Maintenant, en utilisant le théorème de divergence. Notons que

∫
Ω

Hε(pε)
(
ξ∧
pε
δ

)
y
dX = −

∫
Ω

(Hε(pε))y· ξ∧
pε
δ
dX +

∫
∂Ω

Hε(pε)· νy· ξ∧
pε
δ
dσ(X), (2.46)

où νy représente la deuxième composante de la normale vers l'extérieur à Ω. Notons que,

dans cette formule, ainsi que dans (2.45), nous utilisons le fait que

γ0

(
ξ∧
pε
δ

)
= γ0(ξ)∧γ0

(pε
δ

)
.

Laisser δ → 0 dans (2.46) et de puis

ξ∧
pε
δ
→ ξ p.p., sur pε > 0,

on obtient, par le théorème de Lebesgue,

lim
δ→0

∫
Ω

Hε(pε)
(
ξ∧
pε
δ

)
y
dX = −

∫
Ω

(Hε(pε))y· ξdX +

∫
∂Ω

Hε(pε)· νy· ξdσ(X),

=

∫
Ω

Hε(pε)· ξydX

Ensuite, par le passages à la limite en (2.45) on obtient,

pour tout ξ ∈ H1(Ω), ξ ≥ 0 sur S2,∫
Ω

∇pε· ∇ξdX +

∫
Ω

Hε(pε)ξydX −
∫
S3

β(X,ϕ− pε)· ξdσ(X) ≤ 0. (2.47)

La seule di�culté application être de la passages à la limite dans la dernière intégrale du

côté gauche de (2.45). Pour cela, Notez que

−
∫
S3

β(X,ϕ− pε)·
(
ξ∧
pε
δ

)
dσ(X)

= −
∫
S3∩[pε>0]

β(X,ϕ− pε)·
(
ξ∧
pε
δ

)
dσ(x) −

∫
S3∩[pε=0]

β(X,ϕ)· (ξ∧0) dσ(X)

≥ −
∫
S3∩[pε>0]

β(X,ϕ− pε)·
(
ξ∧
pε
δ

)
dσ(X) −

∫
S3∩[pε=0]

β(X,ϕ)· ξ dσ(X) .

25



Puisque β(X,ϕ) ≥ 0. En laissant δ → 0 par le théorème de Lebesgue, on en déduit

lim
δ→0
−
∫
S3

β(X,ϕ− pε)·
(
ξ∧
pε
δ

)
dσ(X) ≥ −

∫
S3

β(X,ϕ− pε)· ξ dσ(X)

et (2.47) suit

En laissant ensuite ε→ 0 dans (2.47) et en utilisant (2.39) , (2.40) et (2.42) , nous obtiens,

pour tout ξ ∈ H1(Ω) , ξ ≥ 0 sur S2∫
Ω

∇p· ξdx +

∫
Ω

χξydX −
∫
S3

β(x, ϕ− p)· ξdσ(X) ≤ 0

et (P )(iii) suit.. �
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Chapitre 3

Résultats complémentaires

3.1 Quelques propriétés des solutions

Dans cette section, nous présentions quelques propriétés utiles de toute solution (p, χ)

à (P ).D'abord, on a ;

Proposition 3.1. [4] Soit (p, χ) une couple de solution de (P ) .Alors, nous avons au

sens de la distribution :

∆p+ χy = 0 dans Ω (3.1)

∆p ≥ 0, χy ≤ 0 dans Ω (3.2)

Preuve. soit ξ ∈ D(Ω), alors ±ξ est une fonction test pour (P )(iii), puisque ξ = 0 on

∂Ω, on obtient∫
Ω

∇p· ∇ξ + χξydy = 0, ∀ξ ∈ D(Ω),

En appliquent la formule de green, on obtient (3.1).

Ensuite, si ξ ∈ D(Ω), ξ ≥ 0, alors ±Hε(p)ξ est une fonction test pour (P )(iii). (Hε est

dé�ni par (2.22).) De (P )(iii), on en déduit :∫
Ω

∇p· ∇(Hε(p)ξ) + χ· (Hε(p)ξ)ydX = 0.

Par conséquent, puisque, sur [p = 0], Hε(p) = 0 et, sur [p > 0], χ = 1,
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∫
Ω

Hε(p)∇p· ∇ξ + (Hε(p)ξ)ydX = −
∫

Ω

H ′ε(p)ξ· |∇p|
2 dX ≤ 0.

Puisque Hε(p)ξ = 0 sur ∂Ω, on obtient, en appliquant la formule de green pour la seconde

intégrale,∫
Ω

Hε(p)∇p· ∇ξdX ≤ 0, ∀ξ ∈ D(Ω), ξ ≥ 0.

En laissant ε→ 0, par le théorème de convergence de Lebesgue, nous obtenons∫
Ω

∇p· ∇ξdX ≤ 0, ∀ξ ∈ D(Ω), ξ ≥ 0. (3.3)

La première inégalité de (3.2) suit, la seconde résulte de (3.1) �

En conséquence, nous avons,

Proposition 3.2. [5] Soit (p, χ) une solution de (P ). Si (x0, y0) ∈ [p > 0], alors il existe

ε > 0 tel que le demi-cercle

Cε = {(x, y) ∈ Ω| |x− x0| < ε, y < y0 + ε}

est inclue dans l'ensemble [p > 0].

Preuve. Si (x0, y0) ∈ [p > 0], pour ε assez petit le carré

Qε = {(x, y) ∈ Ω| |x− x0| < ε, |y − y0| < ε}

est également inclus dans [p > 0]. Nous avons donc χ = 1 sur Qε,et par monotonie de

χ,χ = 1 sur Cε (nous avons utilisé ici le fait que par (3.2), Cε est connexe par des segments

verticaux). Mais à d'après Proposition 3.1, on obtient maintenant ∆p = 0 sur Cε, et si

p prend la valeur 0 sur Cε par le principe maximum p est identique 0 sur Cε, ce qui

contradiction Qε ⊂ [p > 0]. �

Dans le cas des conditions aux limites de Dirichlet-et dans un cas comme, par exemple,

à la �gure 2.1 - la pression reste positive en dessous de S3 (voir [3]).

Nous voudrions montrer que ce n'est plus le cas dans la situation actuelle.

Tout d'abord, nous devons montrer :
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Proposition 3.3. [4] Supposons que β ≡ 0. Alors chaque solution à (P ) est donnée par

(p, χ) = (h− y, 1) (3.4)

sur chaque composante connexe du [p > 0],

(p, χ) = (0, 0) (3.5)

en outre

Preuve. Si β ≡ 0 nous avons∫
Ω

∇p· ∇ξ + χξydX ≤ 0, ∀ξ ≥ 0 sur S2.

pose ξ = ±p, on en déduit ∫
Ω

|∇p|2 + χpydX = 0. (3.6)

on pose ξ = k + y pour k assez grand de telle sorte que k + y ≥ 0 sur S2, on a∫
Ω

(py + χ)dX ≤ 0,

Puisque χ = 1 sur [p > 0], et 0 ≤ χ ≤ 1

on a : ∫
Ω

(χpy + χ2)dX ≤ 0. (3.7)

En ajoutant (3.6) et (3.7) on obtient∫
Ω

(|∇p|2 + 2χpy + χ2)dX ≤ 0,

par conséquent ∫
Ω

(p2
x + (py + χ)2)dX ≤ 0, (3.8)

Ainsi on a

∇p = (0,−χ) p.p., sur Ω

En particulier, sur tout composant connexe de [p > 0],

∇p = (0,−1)

et donc p = (h− y). à l'extérieur

(0, 0) = ∇p = (0,−χ),

et fait suite à la proposition.
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Remarque 3.1. [3] Il est clair que chaque paire donnée par (3.4), (3.5) dé�nit une so-

lution (P ) pour β = 0 . Par exemple, dans le cas de (Figure 2.1) la couple

(p, χ) = ((k − y)+, χ[y<k])

est une solution à (P ) pour β = 0 autant que k est assez petit (voir Figure 2.1), de toute

évidence, di�érentes valeurs de k sont adaptés ici a�n que (P ) n'a pas de solution unique.

Nous rencontrons des solutions de� bassin� comme dans le cas du problème de barrage

avec la condition aux limites de Dirichlet - (voir [3]). Nous verrons cela à nouveau dans

le Théorème 3.1.

Proposition 3.4. [4] La région en dessous de S3 n'est pas saturée en général, c'est-à-dire

qu'il n'ya pas en général p > 0 en dessous de S3.

Preuve. Considérons β satisfaisant les hypothèses du Théorème 2.3, Pour tout (0 <

η < 1), il existe une solution (pη, χη) de (P ) correspondant à ηβ. En particulier (P )(iii)∫
Ω

(∇pη∇ξ + χηξy)dX −
∫
S3

(ηβ(X,ϕ− pη)· ξ)dσ(X) ≤ 0 (3.9)

Pour tout ξ ∈ H1(Ω), ξ ≥ 0 sur S2, en prenant ξ = pη − ϕ dans cette inégalité, on en

déduit très (comparer avec (2.31) et (2.36)), que

|pη|H1(Ω) ≤ C,

Où (C) est indépendant de η. Par conséquent, jusqu'à une sous-séquence,

pη ⇀ p sur H1(Ω), pη → p sur L2(Ω), pη → p sur L2(S3),

pη → p p.p., sur Ω, χη ⇀ χ sur L2(Ω)

quand η → 0. En passage à la limite en (3.9) on obtient :

lim
η→0

(∫
Ω

(∇pη∇ξ + χηξy)dX −
∫
S3

ηβ(X,ϕ− pη)· ξdσ(x)

)
=

∫
Ω

(∇p· ∇ξ + χξy)dX ≤ 0.

Donc ∫
Ω

(∇p· ∇ξ + χξy)dX ≤ 0 ∀ξ ∈ H1(Ω), ξ ≥ 0 sur S2 (3.10)

Par prouve du Théorème 2.3, nous avons clairement,

p ≥ 0, p ∈ V , 0 ≤ χ ≤ 1, χ = 1 sur [p > 0].
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et donc (p, χ) est une solution de (P ) pour β ≡ 0.

Si, pour tout η, nous avions p > 0 inférieur à S3, nous aurions χη ≡ 1 inférieur à S3 et

donc à la limite χ ≡ 1 inférieur à S3. �

Ainsi, si β est su�samment petit, une région non saturée pourrait se développer.

Puisque les propriétés de (p, χ) dans le modèle que nous examinons di�èrent considéra-

blement de celles de (p, χ) dans le cas de conditions aux limites de Dirichlet, il est utile

de véri�er que le problème (P ) est un problème de frontière libre.

Pour cela nous pouvons prouver

Théorème 3.1. [4] Supposons que β est choisi comme dans le Théorème 2.3. De plus,

on suppose que

β(X, u)·u ≥ 0, ∀u ∈ R, σ-p.p. X ∈ S3 (3.11)

Soit (p, χ) une solution de (P ) et désignons par h1 le niveau du plus haut réservoir. Ensuite

nous avons,

(p, χ) = (k − y, 1),

sur tout composant connexe [p > 0] qui intersecté [y > h1]. De plus, à l'extérieur de ces

composants connexes, nous avons

p ≤ (h1 − y)+. (3.12)

Preuve. Soit (p, χ) une solution de (P ). On pose

ξ = (p− (h1 − y)+)+,

dans (P )(iii), on obtient∫
Ω

(∇p· ∇(p− (h1 − y)+)+ + χ(p− (h1 − y)+)+
y )dX−

−
∫
S3

β(X,ϕ− p)(p− (h1 − y)+)+dσ(X) ≤ 0.

Intégrent uniquement sur p > (h1 − y)+ > ϕ, donc sur cet ensemble, par (3.11), nous

avons

β(X,ϕ− p) ≤ 0,

et l'inégalité ci-dessus Former suivent
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∫
Ω

(∇p· ∇(p− (h1 − y)+)+ + χ(p− (h1 − y)+)+
y )dX ≤ 0.

Maintenant, sur l'ensemble p > (h1 − y)+, on a p supérieure a 0, et donc χ égale 1,

on obtient∫
Ω

(∇p· ∇(p− (h1 − y)+)+ + (p− (h1 − y)+)+
y )dX ≤ 0

ce qu'on peut écrire ,∫
[y≤h1]

∣∣∇(p− (h1 − y))+
∣∣2 dX +

∫
[y>h1]

(|∇p|2 + py)dX ≤ 0. (3.13)

En prenant maintenant ξ = (y − h1)+ dans (P )(iii), on obtient , puisque ξ = 0 sur S3,∫
[y>h1]

(py + χ)dX ≤ 0.

Notant que χ2 ≤ χ et χpy = py p.p., alors∫
[y>h1]

(χpy + χ2)dx ≤ 0. (3.14)

Additionner (3.13) et (3.14) on obtient∫
[y≤h1]

∣∣∇(p− (h1 − y))+
∣∣2 dX +

∫
[y>h1]

(p2
x + (py + χ)2)dX ≤ 0, (3.15)

dont on déduit

∇p = (0,−χ) sur [y > h1]. (3.16)

Ainsi, sur toute composante connexe C de [p > 0] qui intersection [y > h1], nous avons

p = k − y.

En e�et, p = k − y de la part de C intersection [y > h1]. Par prolongement analytique

(puisque de (3.1) ∆ = 0 dans C) et donc p est analytique dans C, nous avons p = k − y

sur C. En extérieur de ces composants connexes , nous avons p = 0 et donc (3.12) ou, par

(3.15),

∇(p− (h1 − y)+)+ = 0,

quand y ≤ h1. Ainsi, sur toute composante connexe de l'ensemble [y < h1], nous avons

(p− (h1 − y)+)+ = Cst.

Cependant, tout composant de ce type touche la ligne y = h1 quelque part, où la constante
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est 0 puisque p = 0 (si p n'était pas égal à 0, nous serions sur un composant C de [p > 0]

intersection [y > h1]). Si la constante est nulle, alors clairement (3.12). �

Figure 3.1 �

Remarque 3.2. [4] Considérons, par exemple, la situation illustrée à la Figure 3.1. Alors

pour y > k nous avons p = 0. Si non, nous aurions p = h−y pour h > k et cela conduirait

à une contradiction avec p = 0 sur S2. Pour la même raison, nous avons (p, χ) = (0, 0)

dans O (voir Figures 3.1 et (3.16)).

En prenant ξ = ±pχc (χc est la fonction caractéristique de C) dans (P )(iii)

on obtient : ∫
C

|∇p|2 + χpy dX = 0.

En prenant ξ = (y − k)χc on obtient :∫
C

py + χ dX ≤ 0.

et en procédant comme ci-dessus, nous obtenons

∇p = (0,−χ) sur C,

et ainsi

p = (h− y)+ sur C. (3.17)
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pour certains h ≤ k. Inversement, toute fonction ((h−y)+, χ[y<h]) sur C étendue de (p, χ)

en dehors de C est une solution de (P ). Par conséquent, comme dans le cas des conditions

aux limites de Dirichlet, les résultats d'unicité pour ce problème ne concerneront que des

� bassin� i.e., fonctions ((h− y)+, χ[y<h]), (voir [3]).

3.2 Quelques exemples particuliers

Le premier cas que nous considérons est décrit dans la Figure 3.2, où on supposons

que S1 = φ et β sont indépendants de x.

Ensuite, nous voudrions montrer que dans cette facilité quand

0 ≤ β(ϕ)

νy
≤ 1. (3.18)

la seulement solutionà (P ) est donnée par

(p, χ) =

(
0,

(
β(ϕ)

νy

)
χI

)
,

où χI désigne la fonction caractéristique de la région en dessous de S3, notée I sur la

Figure 3.2, et νy est l'entrée y de l'unité normale vers l'extérieur à Γ sur S3 (nous avons

noté β(ϕ)/νy la fonction indépendante de y égale à β(ϕ)/νy sur S3).

Il s'agit donc d'un cas particulier dans lequel l'unicité est valable. Cependant, nous voyons

que nous ne pouvons pas, en général, nous attendre à ce que χ soit une fonction carac-

téristique d'un ensemble ( χ ne l'est pas si β(ϕ)/νy < 1). De plus, le milieu poreux est

complétement insaturé. La situation est donc assez di�érente de celle du problème de la

digue classique (voir[3]).

Proposition 3.5. [4] Supposons que (3.18) soit vrai et que β ne diminue pas avec

β(0) = 0. Alors le problème (P ) correspondant à la Figure 3.2 a une solution unique

donnée par

(p, χ) =

(
0,

(
β(ϕ)

νy

)
χI

)
, (3.19)
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Figure 3.2 �

Preuve. Véri�ons d'abord que (p, χ) donné par (3.19) satisfait à (P ). Il su�t de

véri�er (P )(iii). Pour cette Proposition , puisque β(ϕ)/νy est une fonction dépend de x

uniquement∫
Ω

∇p· ∇ξ + χξydX −
∫
S3

β(ϕ− p)· ξdσ(X)

=

∫
I

β(ϕ)

νy
ξydX −

∫
S3

β(ϕ)· ξdσ(X),

=

∫
I

(
β(ϕ)

νy
· ξ
)
y

dX −
∫
S3

β(ϕ)· ξdσ(X),

=

∫
∂I\S3

β(ϕ)

νy
·ny· ξdσ(X) ≤ 0 , (3.20)

pour tout ξ > 0 sur S2, ny désigne l'entrée y de l'unité sortante normale à ∂I\S3 et

donc ny ≤ 0 (voir la Figure 3.2). ∂I désigne la frontière de I. Donc, (p, χ) donné par

(3.19) est une solution de (P ). Notons que de (3.20), on déduit :

∫
Ω

χ· ξydX −
∫
S3

β(ϕ)ξdσ(X) = 0, ∀ξ ∈ H1(Ω), ξ = 0 sur ∂I ∩ S2 . (3.21)

Notons maintenant (p′, χ′) une autre solution à (P ). Ainsi, nous avons∫
Ω

∇p′· ∇ξ + χ′ξydX −
∫
S3

β(ϕ− p′)· ξdσ(X) ≤ 0, ∀ξ ∈ H1(Ω), ξ ≥ 0 sur S2 .

(3.22)

En prenant ξ = p′ dans (3.22) et ξ = −p′ dans (3.21) et en ajoutant on obtient :∫
Ω

|∇p′|2 + (χ′ − χ)· p′ydX −
∫
S3

(β(ϕ− p′)− β(ϕ))· p′dσ(X) ≤ 0. (3.23)
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Cependant :∫
Ω

(χ′ − χ)p′ydX =

∫
Ω

(1− χ)p′ydX

=

∫
I

(
1− β(ϕ)

νy

)
p′ydX +

∫
II

p′ydX

=

∫
I

((
1− β(ϕ)

νy

)
p′
)
y

dX

=

∫
S3

(
1− β(ϕ)

νy

)
· νy· p′dσ(X) ≥ 0.

donc ∫
Ω

(χ′ − χ)p′ydX =

∫
S3

(
1− β(ϕ)

νy

)
· νy· p′dσ(X) ≥ 0. (3.24)

De plus, du fait que β non décroissant nous avons :

−
∫
S3

(β(ϕ− p′)− β(ϕ))· p′dσ(X) ≥ 0, (3.25)

en combinant (3.23), (3.24) et (3.25), on en déduit :∫
Ω

|∇p′|2 dX ≤ 0,

et donc p′ = p = 0. Cependant, pour (3.22) on a,∫
Ω

χ′ξydX −
∫
S3

β(ϕ)· ξdσ(X) ≤ 0, ∀ξ ∈ H1(Ω), ξ ≥ 0 sur S2 . (3.26)

En prenant ξ ∈ D(Ω), ou en utilisant (3.1) , on en déduit

χ′y = 0 ou χ′ = χ′(x).

Alors, si on note T et B respectivement les parties haute et les dessous de Γ, on en déduit

(3.26), pour ξ ∈ H1(Ω), ξ ≥ 0 sur S2,

0 ≥
∫

Ω

(χ′ξ)ydX −
∫
S3

β(ϕ)· ξdσ(X)

=

∫
T

χ′· ξ· νydσ(X) +

∫
B

χ′· ξ· νydσ(X)−
∫
S3

β(ϕ)· ξdσ(X). (3.27)
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En prenant (3.27) tout ξ qui disparait sur S2 on obtient :∫
S3

(χ′νy − β(ϕ))· ξdσ(X) = 0.

pour un tel que ξ. D'où χ′ = β(ϕ)/νy sur S3. Alors (3.27) devient

0 ≥
∫

Γ\S3

χ′· ξ· νydσ(X), ∀ξ ∈ H1(Ω), ξ ≥ 0 sur S2.

En prenant ξ ≥ 0 sur T , ξ = 0 sur B on en déduit

0 ≥
∫
T\S3

χ′· ξ· νydσ(X),

d'où χ′ = 0 sur T\S3 et le résultat suit. (Nous avons supposé que νy > 0 sur T ). �

Remarque 3.3. [4] En général, nous ne savons pas si l'unicité d'une solution à (P )

détient modulo � bassin� . Cependant, l'exemple ci-dessus et celui ci-dessous semblent

indiquer que c'est le cas.

Remarque 3.4. [4] Si l'on suppose qu'une partie de B est imperméable, alors p = 0 n'est

plus une solution. En e�et, si c'était le cas, alors nous aurions (3.26) et donc (3.19), voir

la preuve ci-dessus. Cependant, il est clair que nous n'aurions pas (P )(iii), donc dans ce

cas, la solution est saturée, c'est-à-dire que l'ensemble [p > 0] a une mesure positive. La

même chose se produit lorsque β(ϕ)/νy > 1 sur un ensemble de mesures positives.

Figure 3.3 �

Remarque 3.5. [4] Si p = 0 sur un "rectangle" D inférieur à S3, comme illustré à la
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Figure 3.3, nous avons nécessairement

χ =
β(ϕ)

νy
sur D. (3.28)

En particulier, en raison de (P )(i), cette situation est impossible (voir aussi (2.13))

lorsque
β(ϕ)

νy
> 1 sur ∂D ∩ S3.

Pour prouver (3.28), notons que si ξ est une fonction disparaissant sur ∂D\S3 et que

nous étendons cette fonction de 0 en extérieur de D, on obtient :∫
D

χ· ξy −
∫
S3∩∂D

β(ϕ)· ξdσ(X) = 0. (3.29)

Ainsi

χy = 0 sur D ou χ = χ(x) sur D.

Par (3.29) on a∫
S3∩∂D

(χνy − β(ϕ))· ξdσ(X) = 0,

pour tout ξ disparaitre sur ∂D\S3.et le résultat suit.
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Conclusion

Nous avons présenter une étude sur un problème de barrage avec des conditions de

fuite.

L'étude du problème a été adoptée au chapitre deusième dans [3] et [4], et dans le

dernier chapiter [4], mais la base de article est [4] . C'était une vue partielle du problème,

mais elle ouvrait la porte à d'autre recherches dans ce domaine :

1. L'unicité de la solution,

2. Surmontrer cette restriction dans le cas à Rn, n > 2.
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 : ملخصال

 ذات حدية مسألة انها . التدفق شروط تحت الترابي السد بمسألة المذكرة هذه في نهتم       

 .والأمثلة الخصائص وبعض الحل وجود سندرس. نيومان لشروط وفقا حرة حافة

 .مسامي وسط  ,السوائل تدفق  ,الحرة الحافة مسائل: المفتاحية  الكلمات

------------------------------------------------------------------------------- 

Résumé: 

 
      Dans ce mémoire, on s'intéresse au problème de la digue avec des 

conditions de fuite, c'est un problème aux limité de frontière libre avec de 

conditions aux forts de Neumann. Nous étudient  l'existence, et quelques  

propriétés  et exemples. 

Les mots clés : Problèmes de limites libres, fuite d'un fluide, milieux 

poreux 

------------------------------------------------------------------------------- 

Abstract: 

      In this memoir, we are interested in the problem of the dike with 

leakage conditions, it is a problem to the limited free frontier with condit- 

tions to the Neumann forts. We study existence, and some properties and 

examples. 

The Key works: Free boundary problems, Fluid flow, Porous media. 


