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Introduction

Henri Philibert Gaspard Darcy, est né en 1803 & Dijion, ayant entres établi la loi de
Darcy et ’équation de Darcy-Weibach ; Ingénieur général des ponts et chaussées.

Les ’équation de Navier - Stokes sont en pratique inapplicables dans les millieux
poreux, puisqu’on ne connait pas ce qui se passe au niveau microscopique, mais on
peut les modifier et éliminer quelques termes négligeables. pour arriver & une loi simple
c’est la loi de Darcy [11].

Considérons, alors I’équation de Navier-Stokes incompressible dans R"™ :

— + (Vv).v? = —V(gz,) — %Vp + vAv.
ou p est la pression, et v est la vitesse.

donc par conséquence (voir [11] ), la loi de Darcy dans R™ s’écrit :
v=—k(z)V(p+ z,).
Etudié dans la dimension R?, donc la loi de Darcy est donner par :
v=—kV(p+y).

Avec k est le coffécient de perméabilité et si le milieu est homogéne alor k est constante
qui est strictemment positive.

Le probléme de la digue a été étudie sur tout par J.carillo et M.chipot [3] (le cas condition
de Dirichlet) et [4] (la cas des conditions de Neumann, notre article de base).

Soit €2 un domaine borné avec une frontiére 9€) = S, continue localement lipschitzienne,



( Q représente la partie de milieu poreux ) et Sy, Sa, S5 = (S3,)1<i<n des sous ensembles
de S tels que S; est fermé, et S3 est ouvert dans le complément de S; dans S.

Notre travail est composé de trois chapitres :

— Dans le premier chapitre, rappels et définitions.

— Dans le second chapitre, déclaration du probléme, et démontrons 1’éxistance de la

solution de le probléme suivant :

(

Trouver (p,x) € HY(Q) x L=(Q) telque
(1) p>0,0<x <1 pp. dans Q, x =1 sur [p>0],
(P) S (i1) p=0 sur S,

(iii) /Q ViV x6dX = [ B =) Edo(X) <0

VEe HY(Q) ,£€ >0 sur S,.

— Dans le troisiéme chapitre, nous donnons quelques résultats préliminaires concer-
nant la solution du probléme faible et nous montrons que le caractére unique ne

peut contenir que des < bassin >, c¢’est-a-dire des fonctions particuliéres.



Notations

Q) : domaine borné de R?

Si f : Q —— C est une fonction, le support de f est suppf = {(z,y) € R? : f(z,y) # 0}.
C*(Q) : fonctions k fois contintiment différentiables sur Q (k > 0).

D(Q) : I'espace des fonctions C*°(Q2) a support compact.

fig: Q—R

f <gl={(z,y) € Q\ flz,y) < g(z,y)},
f <gl={(z,y) € Q\ f(z,y) < g(z,9)}.

De
—eV.
X
ou . . ..
Em : dérivée normale extérieure.
v

Y

0
oy

V est un opérateur définie par ((%
p.p. : presque partout.

2| : mesure (de Lebesgue) de 'ensemble €.

()T désingne la partie positive d'un fonctions.

X4 : désigne la fonction caractéristique d’un ensemble A.

&y : désigne la dérive Partielle de £ par rapport y d'un fonctions &.
— convergence forte.

— convergence faible.

(, ) produit de dualitée V', V.



L : u mesurable sur Q) et il existe C tel que |u(z)| < C p.p. sur €.
Whr(Q), H'(Q) : espaces de Sobolev.
H’ La dual d’'un espace de Hilbert H.

Yo : désigne I'opérateur de trace usuel.



Chapitre 1

Rappels et définitions

1.1 Espaces de Banach

Définition 1.1. (espace vectoriel normé) Tout couple (E, ||.||) ou E est un R-espace vec-

toriel et ||.|| est une norme sur E, s’appelle un R-espace vectoriel normé.

Définition 1.2. (espace de Banach) (E,||.||) un R-espace vectoriel normé, E est un Ba-

nach si toute suite de cauchy de E est convergente ( dans E ).

Définition 1.3. (espaces réflexifs)[1] Soit E un espace de Banach et soit J l'injection

canonique de E dans E". On dit que E est réflexif si J(E) = E".

Définition 1.4. (espaces séparables)[1] On dit qu’un espace métrique est séparable s’il

existe un sous-ensemble D C E dénombrable et dense.

1.2 Espaces de Hilbert

Définition 1.5. [1] Soit F' un R-espace vectoriel. Un produit scalaire (u,v) est une forme
bilinéaire de F' x F' dans R, symétrique, définie positive ¢’est-a-dire (u,u) > 0 si u # 0
Un espace vectoriel muni d’un produit scalaire est appelé espace pré-hilbertien.

Un espace pré-hilbertien et complet est un espace de Hilbert.



Définition 1.6. /1] Soit H un espace de Hilbert, On dit qu’une forme bilinéaire
a(u,v) : Hx H+— R est
(1) continue s’il existe une constante C telle que
la(u,v)| < Clul|v|, VYu,v e H.
(ii) coercive s’il existe une constante a > 0 telle que

a(u,u) > alul*, Yue H.

Théoréme 1.1. (Laz-Milgram) [1] soit H un espace de Hilbert, muni d’un produit scalaire
(,), f€H, eta(u,v) une forme bilinéaire continue,coercive dans H, soit K un ensemble

non vide, fermé de H. Alors, il existe solution unique u € K de

a(u,v) = (f,v), Yve H.

Théoréme 1.2. (Stampacchia) [1] Soit a(u,v) une forme bilinéaire continue et coercive.
Soit K un conveze, fermé et non vide.
Etant donné ¢ € H' il existe u € K unique tel que

a(u,v —u) > (p,v —u) Yve K.

De plus, si a est symétrique, alors u est caractérisé par la propriété

1

wo e K, %a(u,v) _ (o, u) = min {ﬁa(u,v) _ (go,u>}.

Théoréme 1.3. (Point fire de Schauder) Soient E un R-espace vectoriel topologique sé-
paré et C un conveze fermé non vide de E. Si T est une application continue de C' dans

C' telle que T'(C') soit relativement compact, alors T a un point fize.

Théoréme 1.4. (Point fize Brouwer) Toute application continue d’une boule fermée d’un

espace euclidien dans elle-méme admet un point fixe.

1.3 Opérateurs monotones

Soit V' est un espace de Banach réflexif et séparable, et A une application de V' dansV”’

(en général non linéaire).



Définition 1.7. On dit que

i) A est un monotone si

Vu,v e V, (A(u) — A(v),u —v) > 0.

ii) A est strictement monotone si de plus (A(u) — A(v),u —v) > 0 Yu,v € V, avec
u # .

iii) A est hémicontinue si pour tous u,v € V, Uapplication t — (A(u+ tv),v) est

continue de R dans R.

1.4 La mesure de Lebesgue

Théoréme 1.5. I existe une unique mesure positive o sur (R"; B(R™)) ayant les deux
propriétés sutvantes :
— a mesure du pavé fermé borné [0, 1]" est égale a 1.
— st A est un borélien de R™ et x un élément de R™, les ensembles A et
A+z:={a+uz;a€ A}
sont tels que 0(A) = o(A+ x) (on dit que la mesure o a la propriété d’invariance

par translation).

Définition 1.8. (o-presque partout) Soit Q0 un ensemble, T une tribu sur 2, et o une
mesure positive o : T +—— [0, 4+00] On dit qu’un sous-ensemble N de  est o-négligeable

st et seulement si N est inclus dans un sous-ensemble B appartenant o T et tel que B

vérifie o(B) = 0.

Tout sous-ensemble d’un sous-ensemble o-négligeable est encore o-négligeable et 'on
dira d’une propriété P(z) satisfaite pour tout = dans €, excepté lorsque x appartient a

un sous-ensemble négligeable, qu’elle est satisfaite o-p.p.

Théoréme 1.6. (théoréme de Lebesque) Soit f : [a,b] — R une fonction bornée en

valeur absolue sur un segment de R. La fonction f est intégrable au sens de Riemann sur



la,b] si et seulement si elle est mesurable et intégrable au sens de Lebesgue sur [a,b] et
si, de plus, 'ensemble des points de discontinuité de f est négligeable relativement a la
mesure de Lebesgue. Les intégrales calculées au sens de Riemann et de Lebesgue dans ce

cas coincident.

1.5 Espaces L”

Définition 1.9. LY(Q), L’ensemble des fonctions intégrables sur 0 a valeurs dans R tels

que/ﬂlf(xﬂ < o

Il = [ 1£6@)]
Q
Définition 1.10. [1/ Soit p € R avec 1 < p < 00 , on pose
LP(Q)={f:Q = R;f mesurable et |f|’ € L'(Q)}

On note

e = | [ 1500 s "

On al - |, est une norme.

Définition 1.11. L>(Q), L’ensemble des fonctions sur f : Q — R ; f mésurable, et il
existe une constante C' telle que |f(x)] < C p.p. sur )

On note :

1f1 ooy = SUP €55cq | f ()]
Théoréme 1.7. (Théoréme de convergence dominée de Lebesgue) : Soit (X;0) un espace
mésuré, et soit (fn)n>1 une suite d’applications mésurables f, : X — R, on suppose que
1. la suite (f,)n>1 converge presque partout vers une fonction mésurable f : X — R

2. Il existe une fonction intégrable g : X — R positive, telle que U'on ait la condition

de domination



Iful < g, pp. ¥n>1.

Alors, les fonctions f, et f sont intégrables et || f, — f|l;, — 0 quand n — +o0. En

i [rudo = [ g = [rao

1.6 Espace de Sobolev

particulier, on a

Définition 1.12. [1] L’espace de Sobolev d’ordre 1, W'P(Q) est I’ensemble suivent :

P — p ﬁ g p
wiow) = {re @, 78 e},

En particulier W'P(Q) = HY(Q).
Définition 1.13. [1] Pour m € N, W™P(Q) est l’ensemble suivante :
Wmr(Q) = {f € LP(Q), D*f € LP(Q),V|a| <m},
L’espace W™P(Q) est muni de la norme
- llwmn ) = -l o) + Zm: D% o
En particulier W™2(Q) = H™(Q) et W12(Q) = H(Q).

Théoréme 1.8. (Formule de Green)[1] Soit Q un ouvert borné, régulier de R?, sa fron-
tiere 02 = ',y le vecteur normale unitaire vers lectérieur, et n;(x) les composantes de
().
On a

i) YfeHY(Q),

K dx—/fm ) dr(@)
39

it) Vf,ge H(Q), /a .g dv

dx+/fgm ) dI'(z).



1.7 Inégalités de Base

1.7.1 Inégalite de Poincaré

Soit p, tel que 1 < p < oo et un ouvert de largeur finie (borné dans une direction).

Alors il existe une constante C, dépendant uniquement de €2 et p, telle que, pour toute

fonction u de 'espace de Sobolev W, ™”(Q)

[ullze) < Cl[Vullre@).-

1.7.2 Inégalité de Holder

1 1 1
Soient f € LP(R) et g € LY(R) avec 1 <p, ¢ < 400 ,on pose — + — = —, alors :
p

q
frg€e L et

1f-gll. < WAL, - llgllg,

1.7.3 Inégalité de Cauchy-Schwarz

soit (E,(,)) un espace pré-hilbertien réel. Alors; pour tout u,v € E

(v,v)2.

NI
[NIE

|(w, 0)| < (u,u)

1.8 Fonctions convexes

On suppose maintenant que E est un espace vectoriel.

r

Définition 1.14. /1] soit ¢ : E — R une fonction numérique, L’épigraphe de ¢ est

l’ensemble

epip = {[z,A] € E x Ry < A}

Définition 1.15. [1] Une fonction ¢ : E —] — 00, +00] est dite conveze si

o(tr + (1 —t)y) < tp(z) + (1 —t)p(y) Va,y € E,Vt€]0,1[ Votent propriétés élé-

mentaires des fonctions convezres :

10



1. Si p est une fonction convexe, alors epi o est un ensemble convere dans F X R ;
et réciproquement.

2. Sip est une fonction convexe, alors pour tout A € R l'ensemble [ < | est conveze ;

mais la réciproque n’est pas vraie.
3. St @1 et py sont des fonctions convexes, alors o1 + o est conveze.

4. St (@i)ier est une famille de fonctions convezes alors l’enveloppe supérieure des

(i) est conveze.

1.9 Topologie faible, faible *

Soit E un espace de Banach, £’ son dual

Définition 1.16. [1] La topologie faible o(E, E') sur E est la topologie la moins fine sur

E telle que toutes les applications,

Pr EF—R
r— ps(z) =< f,x >

avec [ € E', soient continues.

Définition 1.17. [1] La topologie faible x désignée aussi par o(E', E) est la topologie la
moins fine sur B’ telle que touts application

v B — R
avec x € E, soitent continues.
Théoréme 1.9. [1] Soit C C E conveze. Alors C est faiblement fermé pour o(E, E") si

et seulement s’il est fortement fermé.

11



Chapitre 2

Position du probléme, existence de

solution

2.1 Déclaration du Probléme

Soit © un domaine borné, localement lipschitzien de R?, (dans la nature € représente
une section d’'une digue), la frontiére 92 = S continue, subdivisée aux sous-ensembles

suivants (voir la Figue (2.1)) :

FIiGURE 2.1 —

12



S1; la partie imperméable de la digue ,
Sy ; la partie de la frontiéres 02 de €2 en contact avec 'air,

S3; la partie du digue sous I’eau (sous réservoire ).

Nous supposerons que Sy est un sous-ensemble fermé de €2, et que S5 est ouvert dans

le complément de S; dans S.

De plus, dans le cas de plusieurs réservoirs, nous noterons également Ss 1, Ss.2, ..., 53, les

différentes composantes connectées de S3 (dans la figure S5 = S31 U S32U S33U S34).

Nous supposerons aussi que le domaine () est verticalement convexe, c’est-a-dire :

V(z,y), (z,y') € Q,le segment {z} x [y,y'] C Q
De plus, nous supposerons que :
S1 est un sous-ensemble fermé connexe de S, qui entoures sous §2.

Se U S5 entoure €) en haut.

Pour plus précise, si on note par II, la projection de R? sur 'axe x pour z € II,,
S*(x) = sup {yl(z,y) € Q}, 5™ (z) = inf {yl(z,y) € Q},
(2.1) est équivalent a
Q= {(z,y)|zr €,(Q),5 (z) <y < SH(x)}

Maintenant (2.2), (2.3) signifient respectivement que :
S1 est un morceau connexe de S qui contient tous les points (z,y) de S,
tells que y < S~ (z,vy).

Sy U S3 contient tous les points (x,y) de S tells que y > ST (x,y).

(2.2)

(2.3)

(2.4)

(2.5)

Le probléme fondamental est maintenant de trouver la pression p = p(x,y) du fluide dans

Q , et la partie de Q qui est mouillée - ¢’est-a-dire ’ensemble humide A.

13



2.2 Formulation forte

La frontiére 0A de A est divisée en quatre parties :une partie imperméable I'y, La
frontiéres libre I'y, une partie recouverte par le fluide I's, et enfin I'y est 'humide partie
de la digue qui touche air, ot le fluide s’écoule a I'extérieur de €2, mais n’y reste pas en
quantité significative pour modifier la pression .

La vitesse v du fluide dans A est donnée, selon la loi de Darcy, par :

v=—kV(p+vy), (2.6)

ol p est la pression , k la coefficient de perméabilité du milieu,
Nous supposons que le milieu est homogéne, alors £ est constante, strictement positive .
Nous supposons par exemple, que le fluide de 'eau avec un poids spécifique égal a 1.

Ensuite, si le fluide est incompressibles , nous avons

div(v) =0 dans A,
Mais

div(v)= div(—=kV(p+y) )=—kAp
Alors
Ap=0 dans A (2.7)
Ensuite, sur I'y U Ty il n’y a pas de flux de fluide a travers cette partie de La frontiére,
donc :

v-v=0 sur T'1UTI9

telle que v = (v, 1) indique I'unité extérieure normale a 0A .
D’ou , par (2.6), et

0
V(p+y)'V—$(p+y),ona

0
g(p +y)=0 sur MU, (2.8)

14



Sur 'y, le fluide est libre de sortir du milieu poreux , et nous avons
v-v>0 sur T4

Alors, puisque k est strictement positive et par conséquent :

0
5(p+y)§0 sur Ty (2.9)

Dans la suite, nous supposerons que la pression atmosphérique est égale a 0 , et nous né-
gligerons les effets de capillarité et d’évaporation,la pression de 'air et de 'eau sur 'y UT'3

est donneé par la fonction de Lipschitz continu ;

0 si (z,y) € Sy,
p(r,y) = (2.10)
hi—y si (z,y) € Ss; ,i=l,...n.,

ol h; désigne le niveau du réservoir couvrant Ss;.
Outre (2.8), il existe une deuxiéme condition sur I'y , & savoir que la pression p coincide

avec la pression atmosphérique, est donner par

p=0 sur ToUTy,. (2.11)

Dans le cas de la condition aux limites de Dirichlet (voir [3]), ¢’est-a-dire :

p=¢ sur I (2.12)

Dons ce eus la, nous supposons que;

g(wy): B(X,o—p) sur Ss. (2.13)
1%

Ici, X = (z,y) désigne un point de R?, on peut supposer par exemple,
B(X,0) € L*(Ss), (2.14)

et que

X — B(X,u) est mesurable pour chaque u € R, (2.15)

15



Aussi, il exits une constante C' > 0, telle que :

|ﬁ<X, ul) — 5(X, Ug)‘ S C|U1 — U/2’ g-p.p. X e Sg, Vul,u2 € ]R, (216)
u — B(X,u) est croissante pour o-p.p. X € Sj, (2.17)
B(X,u) >0o0-pp. X€S; Yu>D0. (2.18)

Donc, le probléme est maintenant de trouver le (p, x) qui vérifié (2.7),(2.8),(2.9),(2.11),
et (2.12), cette équivalent a :

(

Ap=0 dans A,
p=0sur I'yUIl'y, p=¢ surly,
9
g(p—ky) =0 sur I';,i = 1,2, 3.,
£< +y) <0 sur I’
\ an v = v

C’est ce que 'on appelle la formulation forte .

2.3  Formulation faible

Notons d’abord que trouver le couple (p, A) est équivalent ou trouver le couple (p, x4),
le couple (p, A) qui représente la solution de la probléme (7),
Pour la fonction test £ € C1(Q)
Al(p+y)=0alors A(p+y)-£=0
Supposons que JA est assez réguliére , et intégrant dans domaine A, et utilisant la formule

de Green :
/Vp-Vf—l—@ dX = /V(p—l—y)-Vf dX
A A

| B dox) - [ A y)-ix

_ op+y) | An
= /8A 5 ¢do(X) /Apde.

Dong, si nous supposons que P est une fonction réguliére satisfaisante (2.7)-(2.13), nous

obtenons, par (2.7) ,

16



d(p+y)

Sy -Edo(X),

/ Vp-VE§ +§dX =
A

en utilisant (2.8) et (2.13) cela implique

0
[ vrvergax = [ s06e-prein(x)+ [ F2ED. i)
A S3 Ty v
i.e.
0
[opvereix - [ poce—preaot = [ 22 ()
A S3 Ty v
Supposons que
E>0 sur Ty, (2.19)
alors, on obtient d’aprés (2.9),
/ Vp-VE+EdX — | B(X, o —p)-&do(X) <0. (2.20)
A S3

Maintenant, nous étendons p par 0 en extérieur de A, et on désigne toujours cette extension

par p.Ensuite, clairement, si p est lisse on déduire , de (2.20) que :

/ Vp- VE + xaéydX — B(X,o—p)-&do(X) <0, VE>0 surSs. (2.21)
Q S3

Dong, le probléme est donne par

’

Trouver (p,x) € HY(Q) x L®(Q) telque
(1) p>0,0< x <1 pp. dans Q, x =1 sur [p>0],
(P) 4 (i1) p=0 sur Iy,

(d44) /QVP' VE + x&ydX — . B(X, o —p)-&do(X) <0,

VEe HY(Q) ,€ >0 sur S,.
\

Nous appelons (P) la formulation faible de notre probléme initial. Clairement, si (2.7)
-(2.13) a une solution (p, A) et si p désigne également 'extension de p par 0 en extérieur
de A, alors nous avons montré ci-dessus que (p, x4) est une solution de (P) et donc toute
solution forte de notre probléme initial sera trouvée parmi celles de (P).

Etudions maintenant la question de l'existence d’une solution a (P).

17



2.4 Existence d’une Solution

Nous introduisons d’abord le probléme approximatif suivant,

Trouve p. € H'(Q) telle que,

pe = 0 sur Sy
(Pe) = et

/QVp6v§+Hs(pe)€de - s ﬁ(X,gO —pg)ng'(X) = 07

VE e HY(Q), £ =0 sur S,.

\
Ici H. est 'approximation du graphe de Heaviside, défini par

1 si p>e

H(p) = P si 0<p<e, (2.22)
€
0 si p<O

Théoréme 2.1. [4] .Supposons que B(X,u) est une fonction vérifiant (2.14) — (2.18).
Alors, sous les hypothéses ci-dessus, pour tout € > 0, il existe une solution unique p. a
(P.). De plus, nous avons

pe>0 p.p. surQ (2.23)

Preuve. on va sure la démonstration trouvée dans [4].

Soit 'ensemble V, donne par
V={ve H(Q)v=0sur S}.
pour p € V', on considére I'application de V en R :

- /Q Vp VEdX — [ B v0lp — p))-Edo(X), (2.24)

S3

Par souci de simplicité, nous omettons parfois la notation vy dans la seconde intégrale de
(2.24).

Puisque f est Lipschitzienne, continue, et satisfait (2.14), (2.16), on a :
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g B(X,v(p—p))-&do(X)| < Clvo(e —p)|r2se) €l 2iss) + 18X, 0) 120s)[€ | L2(s5)

< K| a1,
(2.25)

Nous supposons que V' est muni de la norme. Nous déduisons de (2.24) que (2.25)
définit une forme linéaire continue sur V' que nous désignons par A(p). Donc si (, )
désigne le produit dual entre Vet V', nous avons défini un opérateur A de V en V' par la

formule

(A(p). &) = / Vp VEdX — [ BXvolp — ) Edo(X), (2.26)

S3

A est une monotone sur V', puisque

(Ap) — AW),p - p) > / V- p)dX. (2.27)

et A est coécrive sur V' (voir [9]).

Maintenant, si v € L?(2), alors

. / H, (0)¢€,dX.
Q
définit une forme linéaire continue sur V. Ainsi, pour tout v € L*(Q), il existe un unique

ue a égale 7.(v) telle que

w €V (A, &)= /Q H.(0)¢,dX, VeV (2.28)

Donc, pour prouver qu’il existe une solution a (P,), il suffit maintenant de montrer
que l'application (7.) admet un point fixe. Pour cela, si ¢ dénote une extension continue

Lipschitzienne de ¢ a €2, nous notons que (u. — ¢) € V, ainsi de (2.28) nous obtenons

(A(u), e — )= / H,(0) (e — @)ydX,
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Par conséquent, la constante C' est indépendante de e,

(Alu) ~ Ap), ue ) / H(0) (v — ),dX
/V(p Vue—@)dX + | B(X,0)(u. — ¢)do(X)
S3
/ H. (v ©),dX
IVl + 1212 + CIB(X, 0)| 2(s) IV (ue — )| 2
(2.29)
| . | denote la mesure de lebesgue sur R".
D’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
/Q V(ue = ) < (IVellizi) + 212 + ClB(X,0)|r2())° (2.30)
et ainsi :

ou C(y) est une constante qui dépend de ¢ seulement, ainsi u, est borné dans H'((2)
dans L?(2), il résulte que 7, est continue.
Alors, pour r assez grand, applique 7. de la boule de centre 0 et de rayon r (dans L?(Q))
dans lui méme. En appliquant Théoréme de point fixe nous obtenons I'éxistance de p.
comme un point fixe de 7.

pour prouver l'unicité, nous discutons comme pour des résultats plus généraux.
pour 6 > 0,

( —é)+ si x>0,

fs(z) = ’ (2.32)
0 si x<O0.
Alors, fs(x) est une fonction continue de Lipschitz et si p, p. sont des solutions de (P,),

alors fs(p. — pl) appartient V.

On déduit donc (P.) écrit pour p, et p., que

/ V0 1)V folpe— p)AX = — /Q (Ho(po) — H(W)) fs(pe — PL)ydX
+/S (BX, ¢ —pe) — BX, 0 —1l)) - fs(pe — po)do(X).

(2.33)
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Par conséquent, de la monotone de S,

/QV(pe — ) Vfspe — pl)dX < — /(He(pe) — He(p)) f5(pe — pl)ydX.

Q
Dong, si on pose g = p. — pl. . sur [g. > 0], on obtient facilement, en utilisant (2.32) et la

continuité de Lipschitz de H.,

2
/ Vel < 1/ Vel x
[ge>4] qz o€ [qe>6]  Ye

Ainsi, par I'inégalité de Cauchy-Schwartz,
V|’ 19

_ STt
/vm(uM) dX—/ Pl gx < 2
Q 0 [ge>4] de €

Par 'inégalité de Poincaré, on obtient

[)ln(l—i—@)

ou C est indépendant de §. Laissant 6 — 0 on en déduit

2

2

dX < C,

ge <0 p.p., dans €
et 'unicité de p. s’ensuit en échangeant les roles de p, et de p..
Prouver (2.23) : on pose £ = (p.)~en (p.) on obtient
- [ 19m Pax = [ 8¢ = p)pdox) <o
donc, p%r (2.18), ”
/ V| dXx <0
et (2;3 ) suit. O

Remarque 2.1. [4] En fait, nous avons que si p, ¢’ sont telles que

QOSQOI en SQUSg,

alors les solutions correspondantes p. et p. sont telles que

Pe < p. p.p. sur

En effet, fs(p. — pl) € V, et la derniére intégrale de (2.33) écrite avec ¢ et ¢ est
nonpositive.

En fait, 'existence d’une solution positive a (P.) lorsque u — (X, u) n’est pas supposé
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étre non décroissant peut également étre prouvé.

En effet nous avons.

Théoréme 2.2. [4] Supposons que (X, u) est une fonction de Carathéodoré , c¢’est-a-dire
mesurable dans X pour chagque u, et continue dans u pour o-p.p., x et telle que, pour une

constante a, b, nous avons

IB(X,u)| <alul+b o-pp, Xe€S3 VuelR (2.34)

Alors, si a est assez petit, il existe une solution pour (p.) De plus, si (2.18) cales,

alors nous avons

P.>0 p.p. sur €

Preuve. Pour v € L?(S3), il existe un unique u. € V telle que

/ Vo, VEdX = — / H.(u)6,dX + [ B(X, = v)édo(X) (2.35)
Q Q S3

Ceci est une conséquence facile du théoréme de points fixes de Schauder (voir la preuve
ci-dessus).

On pose Te(v) = yo(uc)

oll Yo indique la trace sur S3. Clairement, 7. est une application continue de L?*(Ss) en

elle-méme. On pose

K — {v € L*(Ss)| v — ‘P‘LQ(Q) < R}'

Alors K est un convexe fermé de L?(S3). En prenant & = u. — ¢ en (2.35) on obtient
/V|uE o dX = /Vgp V(u. — p)dX

o He(ue) (ue — ‘P)de

" / B(X, o~ v) (ue — ¢)do(X)
S
(on suppose que @ est prolongg a Q vers une fonction de Lipschitz, voir [6] ). Appliquant

I'inégalité de Cauchy-Schwartz, et (2.34), on obtient :
1/2
IV (we = )32y < IVl + 107 [V (e = @)l 2

1/2
+(av - %0’1:2(53) + 053] / ) lue — %0’1:2(53)
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avec notations précédentes. Maintenant, pour certains C' constant, nous avons

e = @l 25,y < OV (ue = @)l L2,
donc,
19 (e = )2aiy UVl + 12172 +aC [0 = @l agsyy + C 1S5 [Vt = @)l 20y

et on en déduit

1/2 |1/2

IV (ue = @)ll2@) < IVellz + 1917 + aC v = ¢l 25 + 6C S5, (2.36)

et donc

1/2
e = @lpags,) < CIV(ue = @)l < ClIVellz + C QY+ aC? v — ol ()
+bC2 |85,

Si on choisit v € K, alors u.=7.(v) € K a condition

C|IVell 2y + C QY +bC?[S5)"* + aC*R < R

c’est-a-dire, si aC? < 1 & condition que
R > (1—aC?) ™ C{||Vollr2@) + [ +bC [S5]'?} (2.37)

Ainsi, si on suppose que aC? < 1, et (2.37) valables, alors 7. est un opérateur de K en K.
De plus, par (2.36), u. est uniformément borné dans H*(Q2), et 7. est compact.L’existence
d’un point fixe pour 7. est alors une conséquence du théoréme de Schauder .Cela prouve
Pexistence de p. Pour prouver que p. > 0, on utilise les mémes argument du théoréme

précédant. Il

Remarque 2.2. [}/ On applique théoréme 2.2 , par exemple, lorsque, pour quelque constantes

a? ’}/7
B(X,u)| <alu " “+v opp. XeS; YueRr (2.38)

Théoréme 2.3. [}/ Supposons que [ est une fonction vérifiant (2.14)- (2.18) ou (2.18)

et (2.34), alors il existe une solution (p,x) du probléeme (P).

Preuve. Soit p. la solution de (F,). De (2.31), (2.36) on déduit

Ipe| < C,
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ot C' est une constante indépendante de e. Ainsi, en utilisant les arguments de com-
pacité classiques (voir [10]), nous pouvons extraire une sous-séquence de €, toujours notée

¢, telle que,pour quelque p € V,
pe —=p dans H'(Q), p.—p dans L*(Q) et p.p.sur Q, (2.39)

Yo(pe) = Y0(p) dans L*(Ss). (2.40)

Puisque {v € V\ v(z) > 0 p.p. sur Q} est fermé, convexe, il est faiblement fermé et donc

p est dans cet ensemble de sorte que

p>0 p.p.sur Q. (2.41)

Puisque H,(p.) est uniformément borné, il existe une fonction x telle que

H.(ps) = x p.p-, dans (2.42)

I.’ensemble

{fel>*>Q\0<f<1pp.,dans Q}

étant fermé, et convexe est faiblement fermé et, par (2.42), on a

0<x<1 pp.,dans (2.43)

Par (2.39) sur [p > 0] on a
H.(p) — 1 p.p. dans .
et donc, par le théoréme de Lebesgue, H.(p)) =1 dans L*([p > 0]),
Depuis, par (2.42), nous avons aussi
He(pe) = x  dans L*([p > 0]),
on en déduit
x=1 sur[p>0], (2.44)
et donc (P)(7), (ii) dans le probléme P, suit.

Ensuite pour £ € H'(Q), £ > 0 sur S, nous avons pour tout § > 0
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Ainsi, Si on utilise (Q%) comme une fonction test pour (P.), on obtient :

Jorev (65) 4 Hin (65) ax = [ 066 = Erdo) =0

Ainsi, nous avons aussi

/[ssma] Ve Ve /Q Hdp.) (5A%>y AX — | B0~ p) (6:5) do(x)

2
_ / Ved” ) <o,
pe/s<e] O

(2.45)

Maintenant, en utilisant le théoréme de divergence. Notons que

Lo (ek) X == [ o0 e 5ax + [ B dnx). (240

o0

ou v, représente la deuxiéme composante de la normale vers I'extérieur a €2. Notons que,
dans cette formule, ainsi que dans (2.45), nous utilisons le fait que

7o <€/\%) =%(&)A% <%>

Laisser 0 — 0 dans (2.46) et de puis

6/\% _>£ b.p., sur pPe > 07

on obtient, par le théoréme de Lebesgue,

tim [ 100 (65) X == [ (D) &X + [ Moy €do (),

- / H.(p.)-§,dX

Q
Ensuite, par le passages a la limite en (2.45) on obtient,

pour tout £ € HY(Q), £ > 0 sur S,

Q Q S3

La seule difficulté application étre de la passages a la limite dans la derniére intégrale du

coté gauche de (2.45). Pour cela, Notez que
Pe
— [ B —po- (6:1) do(x)

S3

_ /ngwo] B(X, ¢ — p)- (5A%) do(z) — /ng[pe—o} B(X, ¢): (£0) do(X)

2= [ B (sl ) dotx) - B(X, )€ do(X)

S3M[pe>0] S3M[pe=0]
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Puisque (X, @) > 0. En laissant § — 0 par le théoréme de Lebesgue, on en déduit

. Pe
(lslm_/ 5(X7S0 _pe)' (f/\_> dU(X) > — 6(X7 2 _pe)'g dO(X)
—0 SS (S Sg

et (2.47) suit

En laissant ensuite € — 0 dans (2.47) et en utilisant (2.39) , (2.40) et (2.42) , nous obtiens,
pour tout £ € HY(Q) , £ > 0 sur Sy

/ Vp-éda + / VedX — [ Ble.p— p)€do(X) <0
Q Q

S3
et (P)(ii1) suit.. O
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Chapitre 3

Résultats complémentaires

3.1 Quelques propriétés des solutions

Dans cette section, nous présentions quelques propriétés utiles de toute solution (p, x)

a (P).D’abord, on a;

Proposition 3.1. [}/ Soit (p,x) une couple de solution de (P) .Alors, nous avons au

sens de la distribution :

Ap+xy, =0 dans Q (3.1)
Ap >0, x, <0 dans 2 (3.2)

Preuve. soit £ € D(2), alors £ est une fonction test pour (P)(iii), puisque £ = 0 on
0f), on obtient

| 9p Ve agdy =0, v e D@,
En a;pliquent la formule de green, on obtient (3.1).
Ensuite, si £ € D(Q), & > 0, alors £H (p)¢ est une fonction test pour (P)(iii). (H, est
défini par (2.22).) De (P)(iii), on en déduit :

[V VU@ + x (), o

Par conséquent, puisque, sur [p = 0], H(p) = 0 et, sur [p > 0], x = 1,
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[ Ho) Ve Ve (000, = — [ Hipg (957 ax <o
Puisque H.(p)¢ = 0 sur 052, on obtient, en appliquant la formule de green pour la seconde
intégrale,

/QHE(p)Vp- VédX <0, YEeD(Q), &>0.

En laissant € — 0, par le théoréme de convergence de Lebesgue, nous obtenons
/Vp- VédX <0, YEeD(), £€>0. (3.3)
Q

La premiére inégalité de (3.2) suit, la seconde résulte de (3.1) O

En conséquence, nous avons,

Proposition 3.2. [5] Soit (p, x) une solution de (P). Si (xo,y0) € [p > 0], alors il existe

e > 0 tel que le demi-cercle

Ce={(z,y) € Q||x —xo| < €,y < yo+ €}
est inclue dans l’ensemble [p > 0].

Preuve. Si (xg,y0) € [p > 0], pour € assez petit le carré

Qe = {(z,y) € Q||x —z0| < €,|y —yo| <€}

est également inclus dans [p > 0]. Nous avons donc y = 1 sur Q.,et par monotonie de
X,X = 1 sur C, (nous avons utilisé ici le fait que par (3.2), C. est connexe par des segments
verticaux). Mais & d’aprés Proposition 3.1, on obtient maintenant Ap = 0 sur C,, et si
p prend la valeur 0 sur C, par le principe maximum p est identique 0 sur C., ce qui
contradiction Q. C [p > 0]. O

Dans le cas des conditions aux limites de Dirichlet-et dans un cas comme, par exemple,
a la figure 2.1 - la pression reste positive en dessous de S3 (voir [3]).

Nous voudrions montrer que ce n’est plus le cas dans la situation actuelle.

Tout d’abord, nous devons montrer :
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Proposition 3.3. [4/ Supposons que = 0. Alors chaque solution a (P) est donnée par

(p,x) = (h—y,1)

sur chaque composante conneze du [p > 0],

(p,x) = (0,0)
en outre

Preuve. Si § = 0 nous avons
/ Vp-VE+ x&,dX <0, VE>0surS,.
Q
pose £ = +p, on en déduit

/ ]Vp\Q + xpydX = 0.
Q

on pose £ = k + y pour k assez grand de telle sorte que k +y > 0 sur Sy, on a

/(py +x)dX <0,
Puiscizuelesur [p>0],et 0<x<1
on a:
/Q(Xpy +x*)dX <0.
En ajoutant (3.6) et (3.7) on obtient

/(|vp|2 +2xp, + x*)dX <0,
Q

par conséquent
/(pi + (py +x)*)dX <0,
Q
Ainsi on a
Vp=(0,—x) p.p.,sur
En particulier, sur tout composant connexe de [p > 0],
Vp=1(0,-1)
et donc p = (h — y). a Pextérieur
(07 O) = Vp = (07 _X)7

et fait suite a la proposition.
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Remarque 3.1. /3] Il est clair que chaque paire donnée par (3.4), (3.5) définit une so-
lution (P) pour =0 . Par exemple, dans le cas de (Figure 2.1) la couple

(P, x) = ((k =)™ Xy<w)
est une solution & (P) pour =0 autant que k est assez petit (voir Figure 2.1), de toute
évidence, différentes valeurs de k sont adaptés ici afin que (P) n’a pas de solution unique.
Nous rencontrons des solutions de < bassin > comme dans le cas du probleme de barrage
avec la condition aux limites de Dirichlet - (voir [3]). Nous verrons cela & nouveau dans

le Théoréeme 3.1.

Proposition 3.4. [/ La région en dessous de S n’est pas saturée en général, c’est-a-dire

qu’il n’ya pas en général p > 0 en dessous de Ss.

Preuve. Considérons [ satisfaisant les hypothéses du Théoréme 2.3, Pour tout (0 <

n < 1), il existe une solution (p,, x,) de (P) correspondant a nS3. En particulier (P)(ii4)
/(Van§ + Xn&y)dX — (nB(X, ¢ —py)-§)do(X) <0 (3.9)
Q S3

Pour tout £ € H*(Q), € > 0 sur Sy, en prenant & = p, — ¢ dans cette inégalité, on en
déduit trés (comparer avec (2.31) et (2.36)), que

|p77|H1(Q) <C,
Ou (C) est indépendant de 7. Par conséquent, jusqu’a une sous-séquence,

py—p sur H(Q), py—p sur L*(Q), p,—p sur L*(Ss),

py—Dp  pp., sur ), x,—x surL*Q)
quand 77 — 0. En passage a la limite en (3.9) on obtient :

lim (/ (Vp,VE + X6y ) dX — nB(X, ¢ — pn)'§d0($>) /(VP' VE + x§,)dX <0.
n—0 Q QO

Donc

S3

/(Vp- VE+xE)dX <0 VEe HY(Q), £>0 sur Sy (3.10)
0

Par prouve du Théoréme 2.3, nous avons clairement,

p>0, peV, 0<x<1, x=1surp>0].
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et donc (p, x) est une solution de (P) pour 5 = 0.

Si, pour tout 7, nous avions p > 0 inférieur & S3, nous aurions x, = 1 inférieur & S3 et
donc a la limite y = 1 inférieur a Ss. 0
Ainsi, si S est suffisamment petit, une région non saturée pourrait se développer.
Puisque les propriétés de (p, x) dans le modéle que nous examinons différent considéra-
blement de celles de (p, x) dans le cas de conditions aux limites de Dirichlet, il est utile
de vérifier que le probléme (P) est un probléme de frontiére libre.

Pour cela nous pouvons prouver

Théoréme 3.1. [}/ Supposons que [ est choisi comme dans le Théoréeme 2.3. De plus,

on suppose que
B(X,u)-u>0, YueR, o-pp Xe€SIs (3.11)

Soit (p, x) une solution de (P) et désignons par hy le niveau du plus haut réservoir. Ensuite
nous avons,

(pv X) - (k - Y, ]-))
sur tout composant connexe [p > 0| qui intersecté [y > hy|. De plus, a Uextérieur de ces

composcmts conneres, nous avons
p<(hi—y)". (3.12)

Preuve. Soit (p, x) une solution de (P). On pose
§=@—(h—-y)")",

dans (P)(iii), on obtient

[0 (=) + X0~ (s =) ))iX

Q
~ [ B = B (b — )Y do(X) <0
S3
Intégrent uniquement sur p > (hy — y)™ > ¢, donc sur cet ensemble, par (3.11), nous
avons

et I'inégalité ci-dessus Former suivent
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!AW%V@—Uh—wﬂ++X@—Uh—wﬂD¢¥SO
Maintenant, sur U'ensemble p > (hy — y)™, on a p supérieure a 0, et donc y égale 1,
on obtient

L Vo= (1 ="+ (0= (= ) )ax <0

ce qu’on peut écrire ,

thlwp— (h —y>>+|2dx+/ (IVpl® +p,)dX <0. (3.13)

[y>hi]

En prenant maintenant £ = (y — hy)™ dans (P)(iii), on obtient , puisque £ = 0 sur S3,

/ (py + X)dX < 0.
[y>hi]

Notant que x? < yx et xp, = p, p.p., alors

/[ . ](Xpy +x%)dz < 0. (3.14)
Yy>ni

Additionner (3.13) et (3.14) on obtient

QAQJV@—UM—MVF¢X+/‘ (P% + (py +x)*)dX <0, (3.15)

[y>hi]

dont on déduit
Vp=(0,—x) surly>h]. (3.16)
Ainsi, sur toute composante connexe C de [p > 0] qui intersection [y > hq], nous avons
p=k—uy.
En effet, p = k — y de la part de C intersection [y > hy]. Par prolongement analytique
(puisque de (3.1) A = 0 dans C) et donc p est analytique dans C, nous avons p = k —y

sur C. En extérieur de ces composants connexes , nous avons p = 0 et done (3.12) ou, par
(3.15),
V(p—(h—y)")" =0,
quand y < hy. Ainsi, sur toute composante connexe de I'ensemble [y < hy], nous avons
(p— (h—y)")* =Cst.

Cependant, tout composant de ce type touche la ligne y = hy quelque part, ol la constante
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est 0 puisque p = 0 (si p n’était pas égal a 0, nous serions sur un composant C' de [p > 0]

intersection [y > hq]). Si la constante est nulle, alors clairement (3.12). O

FiGURE 3.1 —

Remarque 3.2. [}/ Considérons, par exemple, la situation illustrée a la Figure 3.1. Alors
pour y > k nous avons p = 0. Si non, nous aurions p = h—y pour h > k et cela conduirait

& une contradiction avec p = 0 sur Sy. Pour la méme raison, nous avons (p,x) = (0,0)

dans O (voir Figures 3.1 et (3.16)).

En prenant £ = £px. (x. est la fonction caractéristique de C') dans (P)(ii7)

on obtient :

/ |V10|2 + xpy dX =0.
c

En prenant £ = (y — k)x. on obtient :

[ p+xax <o
C

et en procédant comme ci-dessus, nous obtenons

Vp=(0,—x) surC,

et ainsi

p=(h—y)t surC. (3.17)
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pour certains h < k. Inversement, toute fonction ((h—y)*, x[y<n)) sur C étendue de (p, x)
en dehors de C est une solution de (P). Par conséquent, comme dans le cas des conditions
aux limites de Dirichlet, les résultats d’unicité pour ce probléme ne concerneront que des

< bassin > i.e., fonctions ((h —y)™, Xjy<n)), (voir [3]).

3.2 Quelques exemples particuliers

Le premier cas que nous considérons est décrit dans la Figure 3.2, oli on supposons
que S7 = ¢ et [ sont indépendants de x.

Ensuite, nous voudrions montrer que dans cette facilité quand

Ble)

Vy

0< <1 (3.18)

la seulement solutiona (P) est donnée par

(p:x) = (0, (%?) XI) :

ou x; désigne la fonction caractéristique de la région en dessous de S3, notée I sur la

Figure 3.2, et v, est l'entrée y de 'unité normale vers Uextérieur a I' sur S5 (nous avons
noté 3(y)/v, la fonction indépendante de y égale & 3(p)/v, sur Ss).

Il s’agit donc d’un cas particulier dans lequel 'unicité est valable. Cependant, nous voyons
que nous ne pouvons pas, en général, nous attendre a ce que y soit une fonction carac-
téristique d’un ensemble ( x ne l'est pas si 5(¢)/v, < 1). De plus, le milieu poreux est
complétement insaturé. La situation est donc assez différente de celle du probléme de la

digue classique (voir|3]).

Proposition 3.5. [4] Supposons que (3.18) soit vrai et que 3 ne diminue pas avec

B(0) = 0. Alors le probleme (P) correspondant & la Figure 3.2 a une solution unique

(p,x) = (0, (ﬁij)) XI) : (3.19)
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FIGURE 3.2 —

Preuve. Vérifions d’abord que (p,x) donné par (3.19) satisfait & (P). Il suffit de
vérifier (P)(iti). Pour cette Proposition , puisque S(¢)/v, est une fonction dépend de z

uniquement

/Q Vp VE +x&dX — [ Bly - p)&do(X)

S
— [2eix - [ so)-aotx),

-/ (@-g)de— [ aey cant),

Vy

:/ B, edo(x) <0, (3.20)
OI1\Ss

Vy

pour tout £ > 0 sur S, n, désigne I'entrée y de I'unité sortante normale & 07\S5 et
donc n, < 0 (voir la Figure 3.2). 0I désigne la frontiére de I. Donc, (p, x) donné par

(3.19) est une solution de (P). Notons que de (3.20), on déduit :

/X-éde — | B(p)édo(X) =0, VE€ HY(Q), £€=0 sur 9INS,. (3.21)
Q Ss3

Notons maintenant (p’, x’) une autre solution a (P). Ainsi, nous avons

/Vp'- VE+XEdX — | Ble—1p)&do(X) <0, V&€ HY(Q), £€>0 sur Ss.
Q S3
(3.22)

En prenant £ = p’ dans (3.22) et £ = —p’ dans (3.21) et en ajoutant on obtient :

/Q I+ O =X = [ (8= 8) - Bl pie(X) <0, (329

35



Cependant :

Lo =nmax = [ a=upax
(-5 i
(-2
-/ (1- 22 by panx) 20

/Q(x’ - P, dX = /53 (1 - M) vy p'do(X) > 0. (3.24)

Vy

donc

De plus, du fait que 8 non décroissant nous avons :

- [ e =1 = Ble)-as(x) > 0. (3.29

en combinant (3.23), (3.24) et (3.25), on en déduit :

/ VpPdX <0,
Q

et donc p’ = p = 0. Cependant, pour (3.22) on a,

/X/gydx — | Ble)-&do(X) <0, VE€ HYQ), £€>0 sur S, . (3.26)
Q S3

En prenant £ € D(2), ou en utilisant (3.1) , on en déduit

Xy =0 ou x =x(2).
Alors, si on note T' et B respectivement les parties haute et les dessous de I', on en déduit

(3.26), pour £ € H(Q2),£ > 0 sur Ss,

0> / (O, dX — | Blo) edo(X)

Ss

= [ xee o)+ [ x-endox) = [ Be)caol), (3.27)

36



En prenant (3.27) tout £ qui disparait sur Sy on obtient :
| 0w = Be)-gdox) <o
S3

pour un tel que & D’ou x' = B(p)/v, sur Ss. Alors (3.27) devient
02/ X-&vdo(X), VEe HY(Q), €>0 sur S,
En prenal;l\tsz >0sur T, £ =0 sur B on en déduit
0> / X' & vydo(X),
T\Ss

d’ott X' = 0 sur T\ S; et le résultat suit. (Nous avons supposé que v, > 0 sur 7). O

Remarque 3.3. [/] En général, nous ne savons pas si l'unicité d’une solution & (P)
détient modulo < bassin > . Cependant, [’exemple ci-dessus et celui ci-dessous semblent

indiquer que c’est le cas.

Remarque 3.4. [}/ Si l'on suppose qu’une partie de B est imperméable, alors p = 0 n’est
plus une solution. En effet, si ¢’était le cas, alors nous aurions (3.26) et donc (3.19), voir
la preuve ci-dessus. Cependant, il est clair que nous n’aurions pas (P)(iii), donc dans ce
cas, la solution est saturée, c’est-a-dire que l’ensemble [p > 0] a une mesure positive. La

méme chose se produit lorsque B(p)/v, > 1 sur un ensemble de mesures positives.

FIGURE 3.3 —

Remarque 3.5. [4/ Si p = 0 sur un "rectangle” D inférieur a Ss, comme illustré a la
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Figure 3.3, nous avons nécessairement

sur D. (3.28)

En particulier, en raison de (P)(i), cetle situation est impossible (voir aussi (2.13))

lorsque

Bly)

Vy

>1 sur 0DNS;.

Pour prouwver (3.28), notons que si  est une fonction disparaissant sur OD\Ss et que

nous étendons cette fonction de 0 en extérieur de D, on obtient :

/ vé - / B(p)-Edo(X) = 0. (3.20)
D S3NoD
Ainsi

Xy =0 surD ou x=x(z) surD.
Par (3.29) on a

/s‘ 06D<X”y — B(p))-€do(X) =0,

pour tout £ disparaitre sur 0D\ Ss.et le résultat suit.
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Conclusion

Nous avons présenter une étude sur un probléme de barrage avec des conditions de

fuite.
L’étude du probléme a été adoptée au chapitre deusiéme dans [3] et [4], et dans le
dernier chapiter [4], mais la base de article est [4] . C’était une vue partielle du probléme,

mais elle ouvrait la porte a d’autre recherches dans ce domaine :
1. L’unicité de la solution,

2. Surmontrer cette restriction dans le cas & R",n > 2.
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Résumé:

Dans ce mémoire, on s'intéresse au probleme de la digue avec des
conditions de fuite, c'est un probléme aux limité de fronticre libre avec de
conditions aux forts de Neumann. Nous étudient 1'existence, et quelques

propriétés et exemples.

Les mots clés : Problémes de limites libres, fuite d'un fluide, milieux

poreux

Abstract:

In this memoir, we are interested in the problem of the dike with
leakage conditions, it is a problem to the limited free frontier with condit-
tions to the Neumann forts. We study existence, and some properties and

examples.

The Key works: Free boundary problems, Fluid flow, Porous media.



