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Notations

C([a, b)) : Espace des fonctions continues sur l'intervalle [a, b]
~ : Approximation .

L : Opérateur linéaire borné .

B, ., : Polynéme de Bernstein .

f(t) : Fonction donnée .

A, ¢ : Parametres réels non nul .

w : La fonction inconnue (Solution exacte)

@ : Solution approchée .

EDO : Equation différentielle ordinaire .

EDF : Equation différentielle fractionnaire .

EI : Equation intégral .

EID :Equation intégro-différentielle .

EIDF : Equation intégro-différentielle fractionnaire .
I'(.) : la fonction Gamma.

B(.,.) : la fonction Béta.
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Introduction

e nombreuses méthodes ont été étudiées et discutées pour la solution des EDO,

EDF, EI, EID et EIDF. La méthode de décomposition d’Adomian, la méthode de
séries de Taylor et des ondelettes de Legendre, la méthode trapézoidale répétée et la
méthode de simpson répétée. Ainsi, depuis quelques années 1'intérét des chercheurs
a utiliser les polyndmes de Bernstein pour la solution des équations mathématiques
(équations différentielles, équations intégrale, équations intégro—différentielles etc ...)
a augmenté.B.N. Mandal et S. Bhattacharya dans [1] et [2] ont utilisé les polynomes
de Bernstein pour résoudre les équations intégrales de volterra et de Fredholm. J. Hou
et al. [3] ont résolu les équations intégrales de Fredholm. K. Maleknejad et al. [4] ont
obtenu la solution de Volterra les équations intégrales de premier et de second type
en appliquant la méthode de discrétisation a 1’aide des polyndmes de Bernstein. Ali-
pour et Rostamy dans la référence [5] résolu I’équation intégrale d’Abel en utilisant
I'approximation de Bernstein. K. Maleknejad et al. dans la réf. [6] VFIDEs résolus nu-
mériquement en utilisant la méthode de collocation avec fusion de matrices opéra-
tionnelles de polyndmes de Bernstein. F. Hosseini et al. dans la réf. [7]19 ont appliqué
une matrice opérationnelle polynomiale Bernstein bidimensionnelle approche pour la
résolution mixte Volterra-Fredholm équation intégrale. Dans ce travail, la solution nu-
mérique des équations intégrales de Volterra-Fredholm est présentée par la méthode
de discrétisation basée sur les polyndmes de Bernstein pour résoudre les deux formes
d’EFV. La précision de la solution par la technique numérique proposée dépend du
degré de polyndome de Bernstein. La précision désirée peut étre obtenue en augmen-
tant seulement le degré de polyndme. D'une part 'augmentation de degré augmente
le cotit de calcul, mais d ?autre part la précision requise peut étre obtenue.

Ce memoire est composée de cinqg chapitres :

Dans le premier chapitre, nous donnons quelques notions et propriétés sur le



calcul fractionnaire de type Riemann-Liouville et Caputo. Nous donnons également
quelques définitions et résultats préliminaires sur les plyndmes de Bernstein a savoire
(dérivation, représentation matricielle des polyndmes de Bernstein, approximation des
fonction par les polynomes de Bernstein...), afin de les utiliser dans les chapitres qui
suivent.

Dans le deuxiéme chapitre, nous étudions les problemes aux limites associés aux
équations différentielles ordinaires linéaires, ainsi que les problémes associés aux équa-
tions différentielles d’ordre fractionnaire, en estimant que la solution s’écrit sous forme
d’une combinaisons linéaire de polyndmes de Bernstein. La méthode de collocation est
utilisée pour trouver la solution approximative.

Dans le troisieme chapitre, nous essaierons de résoudre les équations intégrales li-
néaires de type Volterra et fredholm ainsi que les équations de type mixte (Volterra-
Fredholm), la méthode décrite dans le chapitre précédent sera utilisé dans ce chapitre.
une variété d’exemples seront introduits pour tester 1'éfficacité de la méthode.

Dans les chapitres quatre et cinq, nous présentons la méthode de ondelettes de Haar
pour résoudre des équations différentielles intégro-différentielles et intégro fractionnaires-
différentielles de type Volterra et Fredholm. plusieurs exemples de types différents ont
été testés et comparés a la solution exacte, pour montrer la validité de la méthode en

certains points de collocation.



CHAPITRE 1

BASES MATHEMATIQUES DU CALCUL
FRACTIONNAIRE

e chapitre est consacré sur des concepts mathématiques de base du calcul fraction-
naire et des équations différentielles fractionnaires. Nous donnons également
quelques définitions et résultats préliminaires sur les plynomes de Bernstein a savoire
(dérivation, représentation matricielle des polyndmes de Bernstein, approximation des
fonction par les polynomes de Bernstein...), afin de les utiliser dans les chapitres qui

suivent.

1.1 Intégrales et Dérivées fractionnaires

1.1.1 Intégrale de Riemann-Liouville

Définition 1.1. [1] L'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville a gauche d’ordre o >

0 de f est définie par :

1 t o1
o / (t — 2)* " f(x)da

de méme maniére on définit 'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville a droite

vt € [a,b]; (15 F)(1) =
d’ordre o > 0 de f est définie par

Vi € a.B]: (I8 F)(t) = ﬁ / (z — )" f(x)de

Proposition 1.1. pour o > 0,3 > Oona



1.1. INTEGRALES ET DERIVEES FRACTIONNAIRES 4

1. (Ig;(t — a)ﬁ_l)(t) _ Iy (t— a)o‘+6_1

2. (I (b= 1) 71)(8) = piatly; (b — t)+7~!

Proposition 1.2. Soit a« > 0,8 > 0, et f € L*([a,b]), alors :

L (I8, 10 £)(t) = (T2 I8, ) (1) = (157 F)()

2. (L gy () = (L)) = (17 H)()

1.1.2 Dérivées de Riemann-Liouville

Définition 1.2. Soit @ > 0, et n = [a] + 1. La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

a gauche d’ordre a de f est définie par :

Vi € [a,b], D2, f(1) = ﬁ (%)n / (@ — 1 ()

La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville a droite pour d’ordre o de f est dé-

finie par

1 no b
Vt € [a,b], Dy, f(t) = % (%) /t (t —2)" " f(z)dw.

Remarque 1.1. 1. poura=0,n=1.0na DY f(t) = t(IjJrf):f(t)
2. Toutes ces dérivées coincident avec les dérivées usuelles pour les entiers Vn € N*
- D f(t) = jt_z (t)
- Dy f(t) =(—
L(0) = (-1 0

Proposition 1.3. Pour o > 0,3 > 0,0na

1 (Dg, (= a)" () = i (t — )P0

I(s-
2 (DR (b= 1P )(t) = p2 (b — )t
Université de M’sila Résolution numérique des équation différentielles frac-

TAHMI Khawla toinnelles linéaires a 1’aide des polyndmes de Bernstein



1.1. INTEGRALES ET DERIVEES FRACTIONNAIRES 5

1.1.3 Dérivées fractionnaires de Caputo

Définition 1.3. La dérivée fractionnaire de Caputo d"une fonction f(¢) donnée sur l'in-

tervalle [a; b] est définie par la relation suivante :

Vit € [, b DEF () = ﬁ / (t — )" f0) () da

avecn = [a] + 1; ol [o] désigne la partie entiere de .

Définition 1.4. Soit & > 0,n = [a] + 1 La dérivée fractionnaire de Caputo a gauche

d’ordre « est définie par :

Vt € [a,b], Dy f(t) = m/ (t —z)" L F (2)da

Soit a > 0,n = [a] + 1 La dérivée fractionnaire de Caputo a droite d’ordre « est définie

par:

G L AR P,
F(n_a)[< et £ ()

Proposition 1.4. pour o > 0,3 > 0, 0ona:

Vt € [a,b],c Dy f(t) =

L ("D (t — a) )(t) = 12 (t — )21, 8 > m

2. ("D (b— 1)) (t) = qas (b — 1) B> n

Proposition 1.5. Pour ™ (z) = d"f/dz" et n = [a] + 1.sia+ 1 = n € N alors D" f(x)

correspond a la dérivée réguliere ™ (x). Les relations suivantes sont réalisées :

1 (P J(@)) = I? (I° f(2)) = 1" () 1D
D* (D f(w)) = D7 (D[ ()) = D*** f(x) (1.2)
D (I7f(x)) = D*Pf(x),a > 8 (1.3)
n—1 k
I° (D f(2)) = f(a) + Y_ fP0) 7.2 > 0 (1.4)
k=0
Université de M’sila Résolution numérique des équation différentielles frac-

TAHMI Khawla toinnelles linéaires a 1’aide des polyndmes de Bernstein



1.2. POLYNOMES DE BERNSTEIN 6

1.2 Polyndmes de Bernstein

Définition 1.5. La forme générale des polynomes de Bernstein de degré n sur 'inter-

valle [a, b] est défini par :

a<x<b, 1=0,12--- n (1.5)

Quelques polynoémes
Les premiers polyndmes de Bernstein sur I'intervalle [0, 1], pour n = 10 sont :

BO,IO(t) — (1 — t)lo

Bi1o(t) = 10(1 — )t
Ba1o(t) = 45(1 — t)8¢2
Bz 1o(t) = 120(1 — t)"#3
Byo(t) = 210(1 — t)%¢*
Bs 10(t) = 252(1 — t)°t°
Bg10(t) = 210(1 — t)*°
Bz 1o(t) = 120(1 — t)3¢7
Bg1o(t) = 45(1 — t)2¢®
By 1o(t) = 10(1 — t)t°

Bioao(t) = t1°

On voit entres autre qu’il sont tous positives pour t € [0, 1] voir le graphe (1.1)

Université de M’sila Résolution numérique des équation différentielles frac-
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0.9 F| i
0.8\ 1
07 | 1

06 \ ]

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

FIGURE 1.1 - Les premiers polynéomes de Bernstein pour n=10

1.2.1 Propriétés des polyndmes de Bernstein

Ces polyndmes constituent une base de R, [t] (I'ensemble des polyndmes définis sur

R ) et vérifient, pour tout ¢ € [0, 1], les identités suivantes :

1. Les polyndmes de Bernstein sont définis par une relation de récurrence

Proposition 1.6. On peut définir les polyndmes de Bernstein de dégrée n par deux

polyndmes de Bernstein de dégrée n — 1
Byn(t) = (1 —=t)Brpn-1(t) + tBr—1n-1(t) (1.6)

2. Les polynomes de Bernstein sont tous non négatifs

3. Les polynémes de Bernstein forment une partition de I'unité

Proposition 1.7. Un ensemble de fonctions f;(t) est dit une partition d’ unité si :

Les k + 1 polynomes de Bernstein de degré k forment une partition d unité si :

Université de M’sila Résolution numérique des équation différentielles frac-
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k

VEe 0,1, > bia(t)=1. (1.7)

1.2.2 Dérivation des polyndmes de Bernstein

Proposition 1.8. Les dérivés des polynomes de Bernstein de degré n sont des polynomes de
degré n — 1. En utilisant la définition du polyndme de Bernstein, nous pouvons montrer que
cette dérivée peut étre écrite comme une combinaison linéaire des polyndmes de Bernstein de

degré n — 1 En particulier

abi,n(t) = n(bi—1n-1(t) = bin-1(t)) (1.8)

1.2.3 Représentation matricielle des polynémes de Bernstein

Dans plusieurs applications, les matrices associées aux polyndomes de Bernstein
sont trés importants, Le polynome donné est écrit comme une combinaison linéaire

des fonctions des bases de Bernstein

B(t) = Cob[),n(t) + C1b17n(t) + -+ Cnbmn(t)

On peut facilement écrire :

€o
C1
B(t) = [bon(t)b1,(t) - - - b ()]
Cn
Ou :
. 7 bh— n—i
bin(z) = " (E—a) =0 b =012, .n (1.9)
’ i (b—a)”
et
n n!
(”_ﬂm—nr
Université de M’sila Résolution numérique des équation différentielles frac-
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Et on peut convertir a :

[ b()o 0 0 ce 0 Co
by bun O .- 0 &
B(t) = [ 1t 2 - ] by bay bay oo+ 0 Co (1.10)
L bnO bnl bn2 e bnn 1 L Cn |

Telle que les b; j sont les coefficients de la base canonique de I'espace des polynomes
et on dit que la matrice est triangulaire inférieur

Dans le cas carréen = 2on a:

1 0 0 Co
Bity=[1¢ ]| -2 2 0| |aq (1.11)
1 -2 1] | e

1.2.4 Approximation par les polynomes de Bernstein

Développement d'une fonction en série de Bernstein

Une fonction f € L?[0, 1] peut étre écrite
f(t) = lim_ Z_; Cinbin(t)

O, ¢;, = (f,bin) et (,) est le produit scalaire standard sur L?[0, 1]. Si la série est

tronquée au n = m, alors nous avons

F2> cimbim = C"B(t)
=0

ot, C et B(t) sont les matrices (m + 1) x 1 données par

C= [CO,ma Clomy - - 7Cm,m]T
et
B(t) = [bom(t), brm(t), - by ()]
Université de M’sila Résolution numérique des équation différentielles frac-
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CHAPITRE 2

METHODES DE RESOLUTION DES EDO
ET EDF

‘objectif principal de ce chapitre est de présenter une méthode d’approximation
basée sur les polyndmes de Bernstein pour les équations différentielles ordi-
naires et les équations différentielles d’ordre fractionnaire. Cette méthode transforme
I"équation différentielle et 'équation différentielle fractionnaire en un systéme d’équa-
tions algébriques linéaires en utilisant les points de collocation, qui est ensuite résolu
al’aide de MATLAB. En outre, quelques exemples sont présentés pour illustrer la pré-

cision de la méthode et les résultats ont été présentés sous forme graphique

2.1 Résolution d’'une EDO par les polynémes de Bern-
stein

La méthode de collocation est une méthode de projection permet d’approcher la

solution d"une équation différentielle ordinaire a I’aide des polynomes de Bernstein

2.1.1 Discrétisation d’une EDO

Dans cette partie, nous voulons a 'EDO de 1°7¢ et 2°¢ ordre qui défini par :

Lu(z) = f(x), x € |a, b (2.1)

Avec:

L(y) = ao(x)y + ar(2)y + ag(2)y” + - + an(z)y™

=Y ey
=0

10
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Ou f(x) est une fonction continue dans [a, b]
Nous convertissons cette équation en systeme des équations linéaires. Pour ce résultat
,hous avons besoin de quelques fonctions de base pour estimes la solution de EDO. De
sort que, nous choisissons des polyndmes de Bernstein comme les fonctions de base.
Maintenant nous employons la technique de la méthode de Collocation Pour ceci,

nous estimons la fonction inconnue u(z) comme suit

n

u(z) =Y cibin (2.2)
i=0
Ou B, ,, sont des polyndmes de Bernstein et, ¢;,¢ = 0,1, ...,n sont des parameétres
inconnus.
Alors

0 (2.3)

Z clb(n

On remplace 2.2 et[2.3|dans 1’équation 2.1} nous obtenons

L i cz-biyn(:c) -+ i Cl'b/ + Z Clb// .+ i Czbl(f;) (37) = i aibi,n(x)
=0 =0 1=0 =0
Ou

n n

> Gl L(bin(x) + 0, (x) + (@) + .+ 00 (@) = Y aiBia(x)

i=0 1=0
Alors les équations de Collocation sont obtenues et ainsi pour chaque(j = 0, 1, ..., n)nous

prenons une équation linéaire avec les inconnus (n + 1)(¢;,7 =0, 1, ..., n).

Enfin représente le systéeme (n+ 1) des équation linéaires dans les inconnue (n+1),

sont donné.

Université de M’sila Résolution numérique des équation différentielles frac-
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Ou

n

A X = b

1,J <21

bj = ZaiBl"n(‘Tﬁ)
=0
Xj: (Ci),i:O,l,"'

2.1.2 Illustration par des exemples numériques

i,j=0,1,...

0" (2))

©,n

Exemple 2.1. Soit le probleme homogene suivant :

La solution exacte de cette équation est : u(t) = €'

La solution approché u(x) de la solution exacte u(x) est obtenu par la solution du systéme

des équations linéaires pour n = 2 :
les résultats dans le tableau et graphe (2.1)

n | x | Solution exacte | Solution approchée Erreur

1 /00| 1.00000000 1.00000000 0.000000e+00
2 101 1.10517092 1.10517092 5.264011e-12
3 02| 1.22140276 1.22140276 5.692335e-12
4 03| 1.34985881 1.34985881 6.313172e-12
5 04| 1.49182470 1.49182470 6.971312e-12
6 |05 1.64872127 1.64872127 7.709389%¢-12
7 106 1.82211880 1.82211880 8.517631e-12
8 |07 2.01375271 2.01375271 9.418244e-12
9 10.8| 222554093 2.22554093 1.040101e-11
10 1 0.9 | 2.45960311 2.45960311 1.151435e-11
11 1.0 | 271828183 2.71828183 1.260236e-11

TABLE 2.1 — Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte de 'exemple

(2.1) pour n = 10
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wz)+ulz)=0
Avecu(0) =1

28 ! ! I I I I T T
: : +  Anclytical solution :
; 4 = w s 4 E
26 [ S ......... NHWI-E’J'”E-EGJ Sﬂlﬂtiﬂﬂ- , ...... =
I 1 . O, ......... ........ ........ e R ........ ...... (. _
22_ ........ ........ ......... ........ ........ ....... * ........ .........
. . TN W W U T 50N ]
= 5
1_8_ ................ ................................................................... -
1| [N S SR ......................... T F PR SR TRPITS SRTPa i
| S e ......................... R R R R R =
7o) I N ......................... ............................................
“] 1 | 1 1 | | 1 1 1
0 01 0.2 0.3 0.4 058 DEB 07 0e ng 1

FIGURE 2.1 — Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte de
I'exemple (2.1) pour n = 10

Exemple 2.2. Soit le probléme non homogene suivant :

{ W(z) —u(x) =x; ze€l0,1]
u(0) =1,

La solution exacte de cette équation est :

u(r) =2¢"—x —1

La solution approché @(x) de la solution exacte u(x) est obtenu par la solution du systeme
des équations linéaires pour n = 2 :

les résultats dans le tableau et graphe

Université de M’sila Résolution numérique des équation différentielles frac-
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n | x | Solution exacte | Solution approchée Erreur

1 (0.0 1.00000000 1.00000000 0.000000e+00
2 101 1.11034184 1.11034184 1.053202e-11
3 02| 1.24280552 1.24280552 1.139000e-11
4 03| 139971762 1.39971762 1.263167e-11
5 104 | 1.58364940 1.58364940 1.394729e-11
6 | 05| 1.79744254 1.79744254 1.542078e-11
7 106 | 2.04423760 2.04423760 1.70365%-11
8 10.7| 232750541 2.32750541 1.883649e-11
9 10.8| 265108186 2.65108186 2.080469e-11
101 0.9 | 3.01920622 3.01920622 2.303135e-11
111 1.0 | 3.43656366 3.43656366 2.520606e-11

TABLE 2.2 — Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte de 'exemple

(4.1) pour n = 10

wm)taulx) =%
Avecwn(0) =1

35 ! . , : : ! ;
+  Analytiead solution
Numerieal solution T
ol LU SO . A I - A . . 2 -
: : : : j ¥
- »n : !
2_5_ ................ ......... ................. , ................ , ....... -
= = T
] [ — o e b i < i dm— po— o
oy B e ......... R D ........ ......... ........ e o
i A S S S S S S S
0 0.1 02z 03 04 o5 0B 07 0§ 09 1
£

FIGURE 2.2 — Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte de
I'exemple (2.2) pour n = 10

2.2 Résolution d’une EDF par les polyndmes de Bern-
stein

Dans ce section , pour les résolution 1’équation différentielle fractionnaire en utili-

sant le polyndme de Bernstein
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La forme de EDF on donnée :

k
D%u(x) = Z a; D%u(z) + ap1u(x) + g(z) (2.4)

avec la condition

u(0)=d;,i=0,1,...,n—1
Ou
aj,(j = 1,...,k + 1) ce sont de vrais coefficients constants et n — 1 < a < n et
0<fBi<fa<...<fp<a«
D* désignent les dérivées fractionnaires de 'ordre o Riemann-Liouville
Afin d’utiliser les polyndmes de Bernstein pour résoudre cette équation , nous ap-

proximons u(x) avec les polyndmes de Bernstein comme suit

n

u(r) = Z ¢ibin () (2.5)

i=0
Ou B, ,, sont des polyndmes de Bernstein et, ¢;,¢ = 0,1, ...,n sont des paramétres

inconnus.

On remplace 2.5 dans 'équation 2.4, nous obtenons

n k n n
D¢ Z Cibi,n(m) = Z aiDﬁi Z Cibi,n(x) + Ap+1 Z Cibi,n(x) + g(m)
=0 i=0 =0 i=0
Ou
n k
Z ci | Din(x) — Z aiDBibi,n($) — ap1bin(z)| = g(z)
=0 =0

Alors les équations de Collocation sont obtenues et ainsi pour chaque(j = 0, 1, ..., n)nous

prenons une équation linéaire avec les inconnus (n + 1)(¢;,i =0, 1, ..., n).

Enfin représente le systéeme (n+ 1) des équation linéaires dans les inconnue (n+1),

sont donné.

Ai,in:ij Z,]ZO,I,R

Université de M’sila Résolution numérique des équation différentielles frac-
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Ou

k
Aij = Din(x) = Y a;D"b; n(x) = apgabin(z)
=0

2.2.1 Illustration par des exemples numériques
Exemple 2.3. Soit le probléme suivant :
D%u(x) =27

avec u(0) = 0 La solution exacte de cette équation est :

_ 16a3
u(z) = NG
si on applique la méthode on a les résultats suivants
n x | Solution exacte | Solution approchée Erreur
1 |0.000 0.000000 0.000000 0.000000e+00
2 {0.100 0.001903 0.001903 2.946862e-16
3 {0.200 0.010765 0.010765 8.049117e-16
4 |0.300 0.029666 0.029666 1.065120e-15
5 |0.400 0.060898 0.060898 1.380840e-15
6 | 0.500 0.106385 0.106385 1.873501e-15
7 10.600 0.167815 0.167815 2.275957e-15
8 |0.700 0.246717 0.246717 2.442491e-15
9 10.800 0.344492 0.344492 1.998401e-15
10 | 0.900 0.462445 0.462445 7.216450e-16
11 | 1.000 0.601802 0.601802 1.110223e-16

TABLE 2.3 — Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte de I’exemple

(2.3) pour n = 10

Exemple 2.4. [27] Soit le probleme suivant :
D%u(x) = 127 — 622,
avecu(0) =0, 4 (0)=0

La solution exacte de cette équation est donnée par : 3.61082(5/2) — 2.6587x2

Si on applique la méthode on a les résultats suivants

Université de M’sila Résolution numérique des équation différentielles frac-
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D u(z) = f(a),

0.7

0.6

0.5

0.4
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0.1 r

Avec f(z) =2, a=3

*

Solution Analytique
Solution Approchée

¥
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0.4
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x

0.8
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FIGURE 2.3 — Comparaison graphique entre la solution numérique et la solution exacte de
I'exemple(2.3) pour n = 10

n X | Solution exacte | Solution approchée Erreur

1 | 0.000 0.000000 0.000000 0.000000e+00
2 10.100 -0.015168 -0.015168 3.348016e-16
3 10.200 -0.041755 -0.041755 7.771561e-16
4 {0.300 -0.061286 -0.061286 2.081668e-16
5 10.400 -0.060000 -0.060000 2.935152e-15
6 | 0.500 -0.026363 -0.026363 6.220718e-15
7 1 0.600 0.049768 0.049768 7.494005e-15
8 10.700 0.177548 0.177548 6.217249e-15
9 10.800 0.365394 0.365394 2.442491e-15
10 | 0.900 0.621138 0.621138 4.440892e-16
11 | 1.000 0.952133 0.952133 0.000000e+00

TABLE 2.4 — Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte de I’exemple

(2.4) pour n = 10
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Du(a) = f(a),
Avee f(x) = 12z — 623, o = 3,4/(0) =0, u(0) =0

Solution Analytique

o8k *  Solution Approchée |

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
x

FIGURE 2.4 — Comparaison graphique entre la solution numérique et la solution exacte de
I'exemple(2.4) pour n = 10
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CHAPITRE 3

RESOLUTION NUMERIQUE DES
EQUATIONS INTEGRALES LINEAIRES

@ ans ce chapitre, on cherche la solution approchée de quelques type d’équations
intégrales a savoire (Equations intégrales de Fredholm, Equations intégrales de
Volterra et Equations intégrales de Fredholm-Volterra). Dans les méthodes numérique

, on a s'utilisant les polyndmes de Bernstein

3.1 Description de la méthode et résolution numériques
des équation intégrales de Fredholm

On considere 1'équation intégrale de Fredholm est donné par :

uw(z) = f(x) + )\/ k(x, t)u(t)dt; z € [a, b] (3.1)

Tels que, u(x) une fonction inconnue a déterminer, k(x;t) est le noyau et f est une
fonction donnée. Pour déterminer la solution approchée de 1'équation (3.1, on utilise
la méthode des polyndmes de Bernstein. Ot u(z) est approximée par les polyndmes de

Bernstein sur [a, b] par

n

u(z) = Z cibin () (3.2)

1=0

Tels que, Cet B(x) sont des matrices données par
C= [007 Ciy" 7Cn]t
B(z) = [bon, bin(2), ..., 0nn(2)]

Et b, ,(x) sont les polyndmes de Bernstein de degré net (i =0,1,2,...,n).

19
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et c;(i = O,1,2,...,n) sont des coefficients inconnus a déterminer. La substitution

de la relation (3.2) dans (3.1) nous donne 1’équation suivante :

n b n
Zcibm(x) ) / k(m,t)zcibi,n(t)dt = f(x),z € [a,b]

ce qui donne

n

> o [b?(x) ) / bk(x,t)bi,n@)dt} = f(x),z € [a,b]

i=0
Pour déterminés les coefficients inconnues ci ¢;(i = 0,1,2,...,n), nous choisissons

les points collocation

r=x;,7=0,1,2,---,n

Alors

n

e [bi,n(g;j) ) / bk(xj,t)bi,n(t)dt} = f(x;),z; € [a,b]

i=0
On obtient Alors un systeme d’équations algébrique linéaire

AX =b (3.3)
Tels que

b

b= [f(xo), f(x1),"+ , flan)]!

X - [007017 T 7cn]t
Le systéme linéaire (3.3) peut étre résolu par n’importe quelle méthode de résolution
de systeme linéaire pour déterminer les coefficients ¢;(: = 0,1, 2, ...,n) : Ces ¢; lorsqu'ils

remplacés dans (3.2) produisent u(z) approximativement.

Exemples illustratifs

Exemple 3.1. On considere 1’équation intégrale de Fredholm
1
u(z) =+ / (z* — tYu(t)dt
-1

La solution exacte est donnée par : u(z) = x. Les résultats sont présentés dans le

tableau (3.1)
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'n | x | Lasolution exacte | La solution approchée |  Erreur |
(1 [-1.000 ]  -1.000000 | -1.000000 [ 0.000000e+00
(2 [-0.800 |  -0.800000 | -0.800000 | 7.105427e-15 |
[3 [-0.600 [  -0.600000 | -0.600000 [ 1.543210e-14 |
(4 [-0400]  -0.400000 | -0.400000 [ 2.853273e-14 |
[5 [-0200]  -0.200000 | -0.200000 [ 4.105050e-14 |
|6 | 0.000 | 0.000000 \ 0.000000 | 4.464484e-14 |
[7 0200 | 0.200000 \ 0.200000 [ 3.713696¢-14
|8 | 0400 | 0.400000 \ 0.400000 | 2.348122¢-14 |
[9 [0.600 | 0.600000 \ 0.600000 [ 1.154632¢-14 |
[10 [ 0.800 | 0.800000 \ 0.800000 [ 4.329870e-15

TABLE 3.1 — Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte de I’exemple
(3.1) pour n = 10

w(@) = f(z) + A / k(o yu(t,
Avec f(z) =z, k(z,t) =a* —t, A=1

1

0.8 i

0.6 7

0.4 7

0.2 7

> 0oFr 4

-0.2 7

0.4t .

0.6 1
Solution Analytique

-0.8r *  Solution Approchée []

-1 % !
-1 -0.8 -06 -04 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
x

FIGURE 3.1 — Comparaison graphique entre la solution numérique et la solution exacte de
I'exemple(3.1) pour n = 10

Exemple 3.2. On considere 1’équation intégrale de Fredholm par
2 4 (3
u(z) = —2 cos(z) — / cos(x — tyu(t)dt
T T Jo

La solution exacte est donnée par : u(z) = sin(x). Les résultats sont présentés dans le

tableau (3.2)
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n x | Solution exacte | Solution approchée Erreur |

n | x | | |

|1 [0.000] 0.000000 | -0.000000 [ 9.853301e-09 |
|2 [0157 ] 0156434 | 0.156434 | 9.774772¢-09 |
(3 [0314] 0309017 | 0.309017 [ 1.381628e-08 |
|4 [0471] 0453990 | 0.453990 | 1.004187e-08 |
(5 [0.628] 0587785 | 0.587785 [ 1.564014€-08 |
|6 10785| 0707107 | 0.707107 | 1.328362¢-08 |
|7 [0942] 0809017 | 0.809017 | 1.620696€-08 |
|8 |1.100| 0.891007 | 0.891007 | 1.163075e-08 |
[9 [1257] 0951057 | 0.951057 [ 1.285263e-08 |
1101414 0987688 | 0.987688 | 1.196220e-08 |

TABLE 3.2 — Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte de I’exemple
(3.2) pour n = 10

w(x) = f(x) + A ()‘% k(z, t)u(t)dt,
A‘V()(’, f(I)‘ = —%(3(‘73(:17), k(‘qf) = r?s(z — t)‘, A= —4

us N
x*
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0.6 J
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02 F ) . 1
Solution Analytique

0.1 F *  Solution Approchée 1

I I I I I I
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xT

FIGURE 3.2 — Comparaison graphique entre la solution numérique et la solution exacte de
I'exemple(3.2) pour n = 10

Exemple 3.3. On considere I’équation intégrale de Fredholm par :
1
w(w) =1 / (wt + 222 )u(t)dt
-1

La solution exacte est donnée par : u(z) = 1+, Les résultats sont présentés dans

le tableau (3.3)
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n X Solution exacte | Solution approchée Erreur |

;1 }-1.000} 2.111111 } 2.111111 }4.440892e-16\
(2 [-0.800 | 1711111 | 1.711111 | 5.773160e-15 |
[3 [-0.600 [  1.400000 | 1.400000 [ 1.643130e-14 |
(4 [-0400] 1177778 | 1.177778 [ 1.554312¢-14 |
[5 [-0200 1.044444 | 1.044444 [ 4.218847e-15 |
|6 [ 0000 [ 1.000000 | 1.000000 [ 5.329071e-15 |
(7 [0200 [ 1.044444 | 1.044444 | 7.327472¢-15 |
|8 [ 0400 | 1177778 | 1.177778 | 6.661338e-15 |
[9 [0.600 [ 1.400000 | 1.400000 [ 1.043610e-14 |
(10 0.800 [ 1711111 | 1.711111 [ 1.043610e-14 |

TABLE 3.3 — Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte de I’exemple
(3.3) pour n = 10

u(z) = f(x) + A/hl k(z, t)u(t)dt,
Avec f(xz) =1, k?(?;,f) =at+2%>, AN=1

Solution Analytique
2+ *  Solution Approchée a

8 O ¥

FIGURE 3.3 — Comparaison graphique entre la solution numérique et la solution exacte de
I'exemple(3.3) pour n = 10

3.2 Description de la méthode et résolution numérique
des équations intégrales de Volterra

On considere 1'équation intégrale de Volterra est donné par :
u(z) = f(x) + )\/ k(x,t)u(t)dt,a <z <b (3.4)

Tels que, u(z) une fonction inconnue a déterminer, k(x;t) est le noyau et f est une

fonction connue. Pour déterminer la solution approchée de 1’équation (3.4), on utilise
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la méthode décrite dans la section précédente, ott on suppose que la solution u(z) est

approximée par les polyndémes de Bernstein sur [a, b] par : Ot u(x)

u(@) =Y cibin(x) (3.5)
i=0
Tels que,C' et B(x) sont des matrices données par

C - [607017”. 7C'n,]t

BN(t> = [bO,nbl,n<t>7 T vbn,n(t)]

avec b; ,(z) sont les polynémes de Bernstein de degré n pour (i =0, 1,2, ...,n).
et c;(i = O,1,2,...,n) sont des coefficients inconnus a déterminer. La substitution

de la relation (3.5) dans (3.4) nous donne :

n n

Zcibiﬁn(x) - /\/x k(x,t) Zcibm(t)dt = f(x),a<z<b

i=0 =0

donc

n

e {bn - A/:k(x,t)bi,n(t)dt] = f(z),a<z<b

i=0
Pour déterminés les coefficients inconnues ¢;(i = O, 1,2,...,n), nous choisissons les

points collocation

r=x;7=0,1,2,....n

Alors

n

ZCZ' |:b,’n(l’]) — )\/mJ /C(ij,t)bz,n(t)dt = f(xj),a <z; < b

1=0

Alors, on obtient un systeme d’équations algébrique linéaire

AX =b (3.6)
Tels que

Zj

A = [bin(x;) — A/ k(g )bin(O)dt i, j = 0,1,2,--n
b=[f(o), flx1), -, flwa)]!

X = [007617”' 7Cn]t
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Le systéme linéaire (3.6) peut étre résolu par n’importe quelle méthode de résolu-
tion de systéme linéaire pour trouver les ¢;(i = O, 1,2, ..., n). En substituant les valeurs
de ¢;(i = 0,1,2,...,n) (3.5), on obtient la solution approchée de u(x) sous forme d'un
polyndme de degré n.

Exemples illustratifs

Exemple 3.4. On consideére 1'équation intégrale de Volterra par
u(z) == —/ (x —tu(t)dt, 0<z<5H
0

La solution exacte est donnée par u(x) = sin(x). Les résultats sont présentés dans le

tableau (3.4)

n | x | Solution exacte | Solution approchée | Erreur |
|1 [0.000] 0.000000 | 0.000000 | 0.000000e+00 |
|2 [0500] 0479426 | 0.479426 | 2.589819e-07 |
|3 [1.000] 0.841471 | 0.841472 | 5.874966e-07 |
(4 [1500] 0997495 | 0.997496 | 7.545768e-07 |
(5 [2.000] 0909297 | 0.909298 | 7.408569e-07 |
(6 [2500] 0598472 | 0.598473 | 5.447054e-07 |
(7 [3.000] 0141120 | 0.141120 | 2.151065e-07 |
|8 [3500] -0.350783 | -0.350783 | 1.658313e-07 |
19 [4000]| -0.756802 | -0.756803 | 5.110663e-07 |
(104500 | -0.977530 | -0.977531 | 7.085466e-07 |

TABLE 3.4 — Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte de 'exemple

(3.4) pour n = 10
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u(x) = f(z) + A ’ k(z, t)u(t)dt,0 <z <5

Avec f(x)

S

0

=z, k(z,t) = —t, X=-1

0.8

0.6

0.4 r
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Solution Analytique
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-1
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T
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FIGURE 3.4 — Comparaison graphique entre la solution numérique et la solution exacte de

'exemple(3.4) pour n = 10

Exemple 3.5. On considere I'équation intégrale de Volterra par

u(z) = sin(z) — 4 /0 @ —tu)d, 0<z<5

La solution exacte est donnée par : u(z)

présentés dans le tableau (3.5)

= —ssin(x) 4 2sin(2z). Les résultats sont

n | x | Solution exacte | Solution approchée |  Erreur |
|1 [0.000] 0.000000 | 0.000000 [ 0.000000e+00 |
|2 [0500] 0401172 | 0.401338 | 1.657279¢-04 |
|3 [1.000] 0.325708 | 0.325978 | 2.701921e-04 |
[4 [1500] -0.238418 | -0.238298 [ 1.207925e-04 |
|5 [2.000] -0.807634 | -0.807774 | 1.394253¢-04 |
|6 [2500] -0.838774 | -0.839045 | 2.716914e-04 |
|7 [3.000] -0.233317 | -0.233470 | 1.531176e-04 |
|8 [3500| 0554919 | 0.555022 | 1.029627e-04 |
|9 [4000| 0911840 | 0.912116 | 2.759413e-04 |
(104500 | 0.600589 | 0.600727 [ 1.382301e-04 |

TABLE 3.5 — Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte de I'exemple

pour n = 10
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w(@) = f@) 4+ A [ k(@ u()dt,0 <z <5

Avec f(x) = sm("ll)) k(z,t)=x—t, A=—4

0.8 [

Solution Analytique
*  Solution Approchée
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FIGURE 3.5 — Comparaison graphique entre la solution numérique et la solution exacte de
I'exemple(3.5) pour n = 10

Exemple 3.6. On considere I'équation intégrale de Volterra par

u(z) =1+ 2z +sin(z) + 2* — cos(z) + / u(t)dt, 0<ax<
0

rol

La solution exacte est donnée par : u(x) = 2z + sin(x). Les résultats sont présentés

dans le tableau (3.6) :

n | x | Solution exacte | Solution approchée |  Erreur |
(1 ]0.000] 1.000000 | 1.000000 | 4.440892¢-16 |
(2 [0157 [ 0975377 | 0.975377 [ 1.635359%¢-13 |
(3 [0314] 0902113 | 0.902113 [ 3.945733e-13 |
|4 [0471] 0782013 | 0.782013 | 6.029621e-13 |
|5 [0.628] 0618034 | 0.618034 | 8.106849¢-13 |
|6 [0785] 0414214 | 0.414214 | 1.011802e-12 |
(7 [0942] 0175571 | 0.175571 [ 1.195072¢-12 |
|8 |1.100| -0.092019 | -0.092019 | 1.343731e-12 |
(9 [1257] -0.381966 | -0.381966 | 1.443068e-12 |
110[1414] -0.687131 | -0.687131 | 1.518452¢-12 |

TABLE 3.6 — Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte de 'exemple

(3.6) pour n = 10
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u(@) = f(a) + A / B, u(t)dr, 0 < o < 7
Avec f(x) =1 +.20w + sin(x) + 2? — cos(x), k(z,t) =1, A =1

4.5

Solution Analytique
*  Solution Approchée ||

Il Il Il Il Il Il Il
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x

FIGURE 3.6 — Comparaison graphique entre la solution numérique et la solution exacte de
I'exemple(3.6) pour n = 10

Exemple 3.7. On considere I'équation intégrale de Volterra par

u(z) =1-— %xz - /Ox(:c —thu(t)dt, 0<z<

rol

La solution exacte est donnée par : u(x) = 2 cos(x) — 1. Les résultats sont présentés

dans le tableau (3.7) :

n| x | Solution exacte | Solution approchée Erreur

1 ]0.000 0.000000 0.000000 0.000000e+00
12]0196 [ 0587789 | 0.587789 | 4.171649¢-10 |
130393 1168082 | 1.168082 | 2.644549¢-10 |
40589 | 1733667 | 1.733667 | 2.467744e-10 |
[5]0785] 2277903 | 2.277903 | 1.841047e-10 |
160982 2794965 | 2.794965 | 1.700386e-10 |
1711178 | 3280074 | 3.280074 | 1.098570e-10 |
181374 372979 | 3.729679 | 1.704232€-10 |

TABLE 3.7 — Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte de 'exemple

(3.7) pour n = 10
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u(z) = f(z) + A AJ: k(z, t)u(t)dt,0 <z < g

Avec f(z) =1 f'%xz, k(z,t)=ax—1t, A=—1

1.5
Solution Analytique
. *  Solution Approchée |
0.5
=N
ol
05
-1 *
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T

FIGURE 3.7 — Comparaison graphique entre la solution numérique et la solution exacte de
I'exemple(3.7) pour n = 10

3.3 Description de la méthode et résolution numérique
des équations intégrales de Fredholm-Volterra

Considérons 1’équation intégrale linéaire de Fredholm—Volterra, définie par :

u(z) = f(x) + Al /ff El(z, t)u(t)dt + A2 /b k2(x, t)u(t)dt (3.7)

Ou k(z,t), f(z) sont des fonctions données, A1 et A2 sont des parametres réels.

On suppose que la solution est de la forme :

u(e) = 3 e, 38)

Pour déterminer la solution approchée on procede comme suit, on remplace 3.8/ dans

I’équation 3.7, nous obtenons :

n T n b n
> cibin(x) = flx) + AL / E1(,6) Y~ eibin(t)dt + A2 / k2(x,6) Y eibin(t)dt (3.9)

a

n

> o [bm(a:) — Al / ’ k1 (2, £)bs o (£)dt — A2 / ’ k;2(g;,t)bi,n(t)dt] = f(x) (3.10)

=0
Pour déterminer les coefficients inconnues ¢;, (i = 0,1,2,--- ,n), nous choisissons les

points collocation

x:xjaj:072a"'>n
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Alors

icz- [bi,n@j)—m / (s, )b ()t — A2 / ko b (dt] = Fr) @)
0 0

1=0

Alors, on obtient un systeme linéaire
AX =b (3.12)

Tel que

n n

Qi = [bz,n(xg> — Al /wj k'].(l’j, t) Zczbz,n(t)dt — A2 /1 l{:Q(xJ,t) Zczbz,n(t>dt
b=[7G). fo). o F)

X = [C(]?Cl)”' 7Cn]t

Pour déterminer les coefficients ¢;(i = 0,1,2,...,n), on résout Le systeme linéaire 3.12]
par la méthode directe. En substituant les valeurs de ¢; dan I’équation (3.8), on obtient

une approximation de la solution u(x) .

Exemples illustratifs

Exemple 3.8. [21]Soit I"équation intégrale linéaire de Fredholm—Volterra :
2 1, /7 !
u(z) = ¥~ 37 + [ atu(t)dt+ | xtu(t)dt, z€]0,1]
0 0

La solution exacte est donnée par : u(z) = x. Les résultats sont présentés dans le

tableau et la figure (3.8) :
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n x | Solution exacte | Solution approchée Erreur

1 |0.000 0.000000 0.000000 0.000000e+00
2 10.100 0.100000 0.100000 4.149459%e-15
3 10.200 0.200000 0.200000 8.465451e-15
4 10.300 0.300000 0.300000 8.160139e-15
5 10.400 0.400000 0.400000 2.442491e-15
6 | 0.500 0.500000 0.500000 5.218048e-15
7 1 0.600 0.600000 0.600000 8.326673e-15
8 10.700 0.700000 0.700000 4.329870e-15
9 10.800 0.800000 0.800000 3.996803e-15
10 | 0.900 0.900000 0.900000 5.662137e-15
11 | 1.000 1.000000 1.000000 0.000000e+00

TABLE 3.8 — Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte de 'exemple

pour n = 10

u(z) = f(z) + Al /1 El(z, t)u(t)dt + X2 /T k2(x, t)u(t)dt, \1 = \2 = —1
Avec f(z) =3 — 21’4, kl(z,t) = k2(x, 1‘,)0: xt
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FIGURE 3.8 — Comparaison graphique entre la solution numérique et la solution exacte de
I'exemple(3.8) pour n = 10

Exemple 3.9. [21] Soit I’équation intégrale linéaire de Fredholm—Volterra :

u(z) = 2cos(x) — xcos(2) — 2xsin(2) +x — 1 + /Ox(x — t)u(t)dt —|—/0 ztu(t) ,z€]0,2]

La solution exacte est donnée par : u(z) = cos(z). Les résultats sont présentés dans

le tableau et la figure

(3.9)
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n x | Solution exacte | Solution approchée Erreur

1 |0.000 1.000000 1.000000 0.000000e+00
2 10.200 0.980067 0.980067 5.117018e-13
3 10.400 0.921061 0.921061 2.237543e-12
4 10.600 0.825336 0.825336 3.883338e-12
5 10.800 0.696707 0.696707 5.693890e-12
6 | 1.000 0.540302 0.540302 7.713941e-12
7 1 1.200 0.362358 0.362358 1.005035e-11
8 |1.400 0.169967 0.169967 1.281772e-11
9 |1.600 -0.029200 -0.029200 1.607505e-11
10 | 1.800 -0.227202 -0.227202 2.017192e-11
11 | 2.000 -0.416147 -0.416147 2.375050e-11

TABLE 3.9 — Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte de 'exemple

(3.9) pour n = 10

) o

u(z) = f(x) + A1 [ kl(z, t)u(t)dt + A2 | k2(z,t)u(t)dt, \1 = -1, \2 =1

Avec f(z) =2% Cbg(lli) — zcos(2) + 2:1:51"77,?2) +x -1, kl(z,t) =at, k2(z,t) =2 —t
T T T T

— Solution Analytique
% Solution Approchée

05
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FIGURE 3.9 — Comparaison graphique entre la solution numérique et la solution exacte de
I'exemple(3.9) pour n = 10

Exemple 3.10. [21] Soit 1’équation intégrale linéaire de Fredholm—Volterra :
1

u(z) = 3z +42? — 2% —2* — 2+ / tu(t)dt + / tu(t)dt ,z €0,1]
O —

1

La solution exacte de cette équation est : u(x) = 3z+42%. Les résultats sont présentés
dans le tableau et la figure (3.10)
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n X Solution exacte | Solution approchée Erreur

1 |-1.000 1.000000 1.000000 0.000000e+00
2 | -0.800 0.160000 0.160000 2.331468e-14
3 |-0.600 -0.360000 -0.360000 4.674039%e-14
4 | -0.400 -0.560000 -0.560000 4.418688e-14
5 1-0.200 -0.440000 -0.440000 2.037259%¢-14
6 | 0.000 0.000000 0.000000 1.901257e-15
7 | 0.200 0.760000 0.760000 1.032507e-14
8 | 0.400 1.840000 1.840000 1.176836e-14
9 | 0.600 3.240000 3.240000 1.554312e-14
10 | 0.800 4.960000 4.960000 1.421085e-14
11 | 1.000 7.000000 7.000000 0.000000e+00

TABLE 3.10 — Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte de

I'exemple (3.10) pour n = 10

nl T
w(x) = f(z) + A1 [ El(z, t)u(t)dt + A2 / k2(z, t)u(t)dt, \1 = A2 = —1
Avec f(z) = —a* .77(1[3 +4a? + 3z — 2, kla t)=k2(z,t) =t
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FIGURE 3.10 — Comparaison graphique entre la solution numérique et la solution exacte de

I'exemple(3.10) pour n = 10

Exemple 3.11. [21] Soit 1’équation intégrale linéaire de Fredholm—Volterra :

u(w) =e® —1—xz+ /Oxu(t)dt—k /01 zu(t)dt

La solution exacte est donnée par : u(z) = ze®. Les résultats sont présentés dans le

tableau et la figure (3.11)
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n X | Solution exacte | Solution approchée Erreur
1 |0.000 0.000000 0.000000 0.000000e+00
2 | 0.100 0.110517 0.110517 1.761230e-13
3 |0.200 0.244281 0.244281 2.338130e-13
4 {0.300 0.404958 0.404958 3.263501e-13
5 10.400 0.596730 0.596730 4.241052e-13
6 | 0.500 0.824361 0.824361 5.325740e-13
7 10.600 1.093271 1.093271 6.425971e-13
8 | 0.700 1.409627 1.409627 7.618350e-13
9 10.800 1.780433 1.780433 8.839596e-13
10 | 0.900 2.213643 2.213643 1.051159e-12
11 | 1.000 2.718282 2.718282 1.109335e-12
TABLE 3.11 — Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte de

I'exemple (3.11) pour n = 10

u(z) = f(z) + AL / FeL(z, tu(t)dt + A2 "o
Avec f(z) =¢" 7‘1”7 x, kl(z,t) =1, A?Q(f},’,f) x

(2, t)u(t)dt, \1 = A2 = —1

251

05

0

Solution Analytique | T
*  Solution Approchée

0

0.1 0.2 0.3

0.4

0.5
x

0.6 0.7

0.9 1

FIGURE 3.11 — Comparaison graphique entre la solution numérique et la solution exacte de

I'exemple(3.11) pour n = 10
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CHAPITRE 4

RESOLUTION NUMERIQUE DES
EQUATIONS
INTEGRO-DIFFERENTIELLES LINEAIRES

@ Dans ce chapitre, la méthode de collocation basée sur les polyndmes de Bernstein
est introduite pour les solutions approchées des équations intégro-différentielles
linéaires de Fredholm, Volterra et Fredholm—Volterra (FVIDE). En outre, des exemples
numériques sont inclus pour démontrer la validité et I’applicabilité de la technique et

des comparaisons sont effectuées avec les solutions exactes.

4.1 Description de la méthode

Pour illustrer les idées de base de cette méthode, nous considérons 1’équation intégro-

différentielle linéaire, d’ordre n définie par :

Zai(x)u(i) (x) = f(z) + )\/ k(x, t)u(t)dt 4.1)
i=0 E

Ot o;(x) et k(z,t) et f(x) sont des fonctions données, A est parametre réel et £ = [a, b],
ou E = [a, x|,

On suppose que la solution est de la forme :

n

u(z) = Z Cibin(x). (4.2)
=0
Ou b;,, sont les polyndmes de Bernstein, ¢; des constantes inconnues étre déterminer,

Alors

35
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Lo 4.3)

On remplace [4.2) et[4.3] dans 1'équation 4.1, nous obtenons

ji%@mqm@+§}m@i}@y@:ﬂ@+A/k@@f}@Mmu (4.4)
i=0 i=0 B i=0

1=0

Y c |a o (Z . A _ e .
- z[ n +Z i(7)b;. A/Ek:( ,t)bw(t)dt] f(z) (4.5)

Pour déterminés les coefficients inconnues ¢;, (i = 0,1,2,--- ,n), nous choisissons les

points collocation

x:x]7j20727 y TV
Alors .
2 [bznxj 3 il = [ ki t>bi,ndt] = f(x) (46)
=0 =0 B
Alors, on obtient un systeme linéaire
AX =b (4.7)
Tel que
n—1
A=uq;; = [bfn(xj) + ai(xj)b;n(xj) - /\/ k(xj,t)bi7ndt] . J,i=0,1,2,--- . n
i=0 E
b= [f(l'()), f(xl)v T )f(mn)]t
X - [007617 e acn]t

Le systeme linéaire 4.7 peut étre résolu par n'importe quelle méthode de résolution
de systeme linéaire pour déterminer les coefficients c;(i = 0,1,2,...,n). : Ces ¢;(i =
0,1,2,...,n) lorsqu’ils sont remplacés dans (4.1) produisent une approximatition de la

solution u(z) .
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4.1.1 Application de la méthode

4.1.1.1 Equation intégro-différentielle linéaire de Fredholm

Exemple 4.1. : Soit I'équation intégro-différentielle linéaire du second ordre de Fred-

holm

o’ (z) + au'(z) +u(z) =e®— (1 —e Vo + /0 zu(t)dt, z € [0,1]
w'(0) =1,u(0) = -1

La solution exacte de ce probleme est donnée par : u(z) = e *.

Les résultats de la méthode sont présentés dans le tableau.T|et la figure

n x | La solution exacte | Solution approchée Erreur

1 | 0.000 1.00000000 1.00000000 0.000000e+00
2 {0.100 0.90483742 0.90483742 1.471478e-11
3 10.200 0.81873075 0.81873075 3.548750e-11
4 |0.300 0.74081822 0.74081822 5.363165e-11
5 10.400 0.67032005 0.67032005 6.904211e-11
6 | 0.500 0.60653066 0.60653066 8.204792e-11
7 10.600 0.54881164 0.54881164 9.295531e-11
8 10.700 0.49658530 0.49658530 1.020509e-10
9 10.800 0.44932896 0.44932896 1.095944e-10
10 | 0.900 0.40656966 0.40656966 1.158146e-10
11 | 1.000 0.36787944 0.36787944 1.209310e-10

TABLE 4.1 — Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte de I'exemple

(4.1) pour n = 10
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zu (x) + zu/(x) + u(z) = f(x) + A ! k(z, t)u(t)dt,\ = 1

1% Avec f(z) =e @ — (1 —e Y, k(L,t“) =z, d(0) =1, u(0) = —1
Solution Analytique
0.9 1 * Solution Approchée 1
0.8
0.7 F
- 0.6 F
0.5
0.4 F
0.3 :
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

FIGURE 4.1 — Comparaison graphique entre la solution numérique et la solution exacte de
I'exemple(4.1) pour n = 10

Exemple 4.2. Soit ’équation intégro-différentielle linéaire du premier ordre de Fred-

holm
1

v (z) =6x+3 +/ ztu(t)dt x € [0,1]
0
u(0) =0,
La solution exacte est donnée par : u(x) = 3z + 42°.

Les résultats sont présentés dans le tableau [4.2] et la figure
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n | x | Lasolution exacte | Solution approchée Erreur

1 10.0 0.00000000 0.00000000 0.000000e+00
2 101 0.34000000 0.34000000 1.321165e-14
3 102 0.76000000 0.76000000 9.436896e-15
4 103 1.26000000 1.26000000 3.996803e-15
5 104 1.84000000 1.84000000 1.332268e-15
6 |05 2.50000000 2.50000000 4.440892e-16
7 106 3.24000000 3.24000000 4.440892e-16
8 |07 4.06000000 4.06000000 0.000000e+00
9 108 4.96000000 4.96000000 8.881784e-16
10 | 0.9 5.94000000 5.94000000 8.881784e-16
11 | 1.0 7.00000000 7.00000000 0.000000e+00

TABLE 4.2 — Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte de 'exemple

(4.2) pour n = 10

u'(x) = f(x) + )\/hl k(z, u(t)dt,\ =1
Avec f(x) =6z —0—(1’3, k(xz,t) = xt, u(0) =0

%

Solution Analytique
Solution Approchée

0

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
X

FIGURE 4.2 — Comparaison graphique entre la solution numérique et la solution exacte de
I'exemple(4.2) pour n = 10

Exemple 4.3. : Soit I’équation intégro-différentielle linéaire du second ordre de Fred-

holm
1

u'(x) = 32x +/ (1 —at)u(t)dt ze[-1,1]

u(—1) =12,u(-1) = -2

(4.8)

La solution exacte est donnée par : u(x) = 1+ 32?4 52°. Les résultats sont présentés

dans le tableau4.3]et la figure
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n | x | Lasolution exacte | Solution approchée Erreur

1 |-1.0 -2.50000000 -2.50000000 0.000000e+00
2 |-08 -0.60000000 -0.60000000 1.065814e-14
3 1-0.6 0.46000000 0.46000000 1.831868e-15
4 |-04 0.92000000 0.92000000 5.195844e-14
5 1-0.2 1.02000000 1.02000000 1.512124e-13
6 | 0.0 1.00000000 1.00000000 2.897682e-13
7 102 1.10000000 1.10000000 4.618528e-13
8 | 04 1.56000000 1.56000000 6.505907e-13
9 |06 2.62000000 2.62000000 8.069101e-13
10| 0.8 4.52000000 4.52000000 8.357759%¢-13
11| 1.0 7.50000000 7.50000000 5.968559%¢-13

TABLE 4.3 — Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte de I'exemple

(4.3) pour n = 10

o1

u’(z) = f(z) + )\/1 k(z, t)u(t)dt,\ =1
Avec f(x) = 32z, k(z,t) =1 —at, v/ (—1) =12, u(—1) = 7%

Solution Analytique
6 *  Solution Approchée .

-1 -0.8 -06 -04 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
x

FIGURE 4.3 — Comparaison graphique entre la solution numérique et la solution exacte de
I'exemple(4.3) pour n = 10

Exemple 4.4. [20] : Soit I’équation intégro-différentielle linéaire du premier ordre de

Fredholm

1
W(r)=1—3x +/ xtu(t)dt, z € [0,1]

0
u(0) =0
La solution exacte est donnée par : u(z) = x. Les résultats sont présentés dans le

tableau 4.4 et la figure
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n | x | Lasolution exacte | Solution approchée Erreur

1 10.0 0.00000000 0.00000000 0.000000e+00
2 101 0.10000000 0.10000000 5.412337e-16
3 102 0.20000000 0.20000000 1.443290e-15
4 103 0.30000000 0.30000000 9.436896e-16
5 104 0.40000000 0.40000000 5.551115e-17
6 |05 0.50000000 0.50000000 6.106227e-16
7 106 0.60000000 0.60000000 5.551115e-16
8 |07 0.70000000 0.70000000 3.330669e-16
9 108 0.80000000 0.80000000 1.110223e-16
10 | 0.9 0.90000000 0.90000000 1.110223e-16
11 | 1.0 1.00000000 1.00000000 0.000000e+00

TABLE 4.4 — Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte de 'exemple

(4.4) pour n = 10

1

W (x) = @)+ A / o, u(t)dt, A = 1

1 avec f(z) =1 — g.&i, k(z,t) = xt u(0) =0
09 J
0.8 -
0.7 J
0.6 -
=05 -
0.4 -
03 -
o2r Solution Analytique ||
0.1 r *  Solution Approchée [

0% | | | | | | | | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
x

FIGURE 4.4 — Comparaison graphique entre la solution numérique et la solution exacte de
I'exemple(4.4) pour n = 10

Exemple 4.5. : Soit 1’équation intégro-différentielle linéaire du second ordre de Fred-
holm .

u'(x) + 20/ (z) + Bu(z) = 6e” — Sz +/ ztu(t)dt, x € [0,1]

uw(0) =1, «(0)=1 ’

La solution exacte est donnée par : u(x) = €. Les résultats sont présentés dans le

tableau 4.5 et la figure
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n | x | Lasolution exacte | Solution approchée Erreur

1 100 1.00000000 1.00000000 0.000000e+00
2 |01 1.10517092 1.10525184 8.092024e-05
3 102 1.22140276 1.22201723 6.144730e-04
4 103 1.34985881 1.35182474 1.965930e-03
5 04 1.49182470 1.49623687 4.412169e-03
6 |05 1.64872127 1.65687145 8.150182e-03
7 106 1.82211880 1.83542502 1.330622e-02
8 107 2.01375271 2.03369789 1.994518e-02
9 108 2.22554093 2.25362092 2.807999e-02
10 [ 0.9 2.45960311 2.49728376 3.768065e-02
11 1.0 2.71828183 2.76696467 4.868285e-02

TABLE 4.5 — Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte de 'exemple

(4.5) pour n = 10

2.8

2.6

u’(x) + 2u/ (z) + Bu(x) = f(x) + A

1
k(z, t)u(t)dt, \ =1

Avec f(z) = 6e” — Lz, k(z,t) = ZL‘f:,l)’U/(O) =1, u(0) =1

*

Solution Analytique

Solution Approchée

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
x

FIGURE 4.5 — Comparaison graphique entre la solution numérique et la solution exacte de
I'exemple(4.5) pour n = 10

Exemple 4.6. : Soit I’équation intégro-différentielle linéaire du premier ordre de Fred-
holm .

u(z) =24z + a2t + / xtu(t)dt, x €10,1]

u(0) =0 ’

La solution exacte est donnée par : u(x) = z2.

Les résultats sont présentés dans le tableau [4.6|et la figure
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n | x | Lasolution exacte | Solution approchée Erreur

1 100 0.00000000 -0.00000000 1.632846e-15
2 101 0.01000000 0.01000000 1.014119e-14
3 102 0.04000000 0.04000000 2.579187e-14
4 103 0.09000000 0.09000000 3.926026e-14
5 104 0.16000000 0.16000000 5.145884e-14
6 |05 0.25000000 0.25000000 6.339373e-14
7 106 0.36000000 0.36000000 7.510659%¢-14
8 |07 0.49000000 0.49000000 8.587575e-14
9 108 0.64000000 0.64000000 9.481305e-14
10 | 0.9 0.81000000 0.81000000 1.029177e-13
11| 1.0 1.00000000 1.00000000 1.199041e-13

TABLE 4.6 — Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte de 'exemple

(4.6) pour n = 10

u(x) +u/(x) +u(z) = f(x) + X /.1 k(z, t)u(t)dt, A\ =1
Avec f(z) =2+ T+ 22, k(x, /,)' L xt, v (0) =0, u(0) =0

Solution Analytique

r %  Solution Approchée

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

FIGURE 4.6 — Comparaison graphique entre la solution numérique et la solution exacte de
I'exemple(4.6) pour n = 10

Exemple 4.7. : Soit I’équation intégro-différentielle linéaire du second ordre de Fred-
holm .

u'(z) + v () +u(x) =e” +/ xtu(t)dt, =z € [0,1]

W(0) = —1,u(0) = 1 ’

La solution exacte est donnée par : u(x) = e~ *. Les résultats sont présentés dans le

tableau[4.7]et la figure
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n | x | Lasolution exacte | Solution approchée Erreur

1 100 1.00000000 1.00000000 0.000000e+00
2 |01 0.90483742 0.90483742 1.487721e-11
3 102 0.81873075 0.81873075 3.637823e-11
4 103 0.74081822 0.74081822 5.580814e-11
5 (04 0.67032005 0.67032005 7.284640e-11
6 |05 0.60653066 0.60653066 8.757206e-11
7 106 0.54881164 0.54881164 1.000635e-10
8 107 0.49658530 0.49658530 1.104148e-10
9 108 0.44932896 0.44932896 1.187315e-10
10 | 0.9 0.40656966 0.40656966 1.251261e-10
11 1.0 0.36787944 0.36787944 1.297352e-10

TABLE 4.7 — Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte de 'exemple

(4.7) pour n = 10

0.9

0.8

0.7 r

Y

0.6

0.5

0.4

0.3

u () +u/ () +u(z) = f(ax) + A 01 k(x, t)u(t)dt, \ =0
Avece f(x) = e, k(z,t) = xt, v/ (0) = —1, u(0) =1

*

Solution Analytique
Solution Approchée

FIGURE 4.7 — Comparaison graphique entre la solution numérique et la solution exacte de
I'exemple(4.7) pour n = 10

Exemple 4.8. : Soit 1’équation intégro-différentielle linéaire du second ordre de Fred-

holm

™

u'(z) = —sin(x) + x — /2 ztu(t)dt, =z € |0, g]
0
w'(0)=1,u(0)=0
La solution exacte est donnée par : u(x) = sin(z). Les résultats sont présentés dans

le tableau 4.8 et la figure
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n | x | Lasolution exacte | Solution approchée Erreur

1 100 0.00000000 0.00000000 8.860477e-16
2 102 0.15643447 0.15643446 2.608212e-09
3 103 0.30901699 0.30901699 6.600168e-09
4 105 0.45399050 0.45399049 1.046061e-08
5 106 0.58778525 0.58778524 1.403461e-08
6 |08 0.70710678 0.70710676 1.722984e-08
7 109 0.80901699 0.80901697 1.995113e-08
8 |11 0.89100652 0.89100650 2.210380e-08
9 113 0.95105652 0.95105649 2.359313e-08
10|14 0.98768834 0.98768832 2.432401e-08
11|16 1.00000000 0.99999998 2.420376e-08

TABLE 4.8 — Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte de 'exemple

(4.8) pour n = 10

0.9

0.8

0.7 1

0.6

Y

0.4 r

0.3

0.2 r

0.1 r

W) = f@) + A [ ke Dut)ds A = —1

Avec f(x) = 75271(07‘) +x, k(x,t) =xt, v (0) =1, u(0) =0

0.5

Solution Analytique
*  Solution Approchée

0.2 0.4 0.6

0.8 1 1.2
x

1.4 1.6

FIGURE 4.8 — Comparaison graphique entre la solution numérique et la solution exacte de
I'exemple(4.8) pour n = 10

4.1.1.2 Equation intégro-différentielle linéaire de Volterra

Considérons 'équation intégro-différentielle linéaire de Volterra, d’ordre n définie

par:

n

—0

o (2)u (z) = f(x) + )\/I k(x,t)u(t)dt

(4.9)
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Ot o;(x) et k(z,t) et f(z) sont des fonctions données, A est parametre réel

On suppose que la solution est de la forme :

n

u(z) = Z cibin(x). (4.10)

i=0
Pour déterminer la solutio approchée on procéede comme auparavant, on remplace

et[d.3|dans 1’équation 4.8 nous obtenons

n

> an(@)ebi) (@) + > aa(@) Y bl (x) = f(zx) + A / k(z,t) Y ebin(t)dt  (4.11)
i=0 =0

i=0 E i=0

n

. [an(x)bgjjj(x) 3 ()b () — A /

i=0 E

k(z, t)bm(t)dt] = f(x) (4.12)

i=0
Pour déterminés les coefficients inconnues ¢;, (i = 0,1,2,--- ,n), nous choisissons les
points collocation

r=x5,7=0,2,---,n
Alors .
Ay g (D s .
D e [bmx] + ) ai(w)ba; — A / k:(:v],t)bmdt] = f(x;) (4.13)
E

i=0 =0

Alors, on obtient un systeme linéaire

AX =D (4.14)
Tel que
n—1 T
A:ai,j = [bZn(xJ)_._Zaz('TJ)bz,n(xj) _/\/ k(xjat)bl,ndt] EES 0,1,2,---,n
i=0 “
b= [f(x0), F(xr), -, flan)])
X =lco,c1, 0 56l

Le systeme linéaire[4.7]peut étre résolu par la méthode directe pour déterminer les coef-
ficients ¢;(i = 0,1,2,...,n).: Ces¢;(i = 0, 1,2, ..., n) seront alors substituer dan I'équation

(4.8) produisent une approximatition de la solution u(z) .
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4.1.1.3 Equation intégro-différentielle linéaire de Volterra

Exemple 4.9. : Soit I'équation intégro-différentielle linéaire du premier ordre de Vol-

terra
x

w(r)=2-2 + i/ u(t)dt,
0
u(0) =1,
La solution exacte est donnée par : u(z) = 2z. Les résultats sont présentés dans le

tableau 4.9 et la figure
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n x | La solution exacte | Solution approchée Erreur

1 |0.000 | 0.000000000000 -0.000000000000 | 2.226808e-16
2 | 0.100 | 0.200000000000 0.200000000000 4.996004e-15
3 ]0.200 | 0.400000000000 0.400000000000 8.049117e-15
4 |0.300 | 0.600000000000 0.600000000000 1.232348e-14
5 |0.400 | 0.800000000000 0.800000000000 1.565414e-14
6 | 0.500 | 1.000000000000 1.000000000000 1.487699%e-14
7 10.600 | 1.200000000000 1200000000000 1.065814e-14
8 10.700 | 1.400000000000 1.400000000000 4.884981e-15
9 10.800 | 1.600000000000 1.600000000000 1.110223e-15
10 | 0.900 | 1.800000000000 1.800000000000 2.220446e-16
11 | 1.000 | 2.000000000000 2.000000000000 | 0.000000e+00

TABLE 4.9 — Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte de 'exemple

(4.9) pour n = 10

() = fx) + A U-" k(z, t)u(t)dt, N = —
Avec f(x) =2 — 122, k(x,t) =1, u(0) =0

1
4

0.5

Solution Analytique
*  Solution Approchée

-0.5

I I I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
x

FIGURE 4.9 — Comparaison graphique entre la solution numérique et la solution exacte de
I'exemple(4.9) pour n = 10

Exemple 4.10. : Soit I’équation intégro-différentielle linéaire du premier ordre de Vol-

terra

w(x) =1+ /Ox u(t)dt,

xT

La solution exacte est donnée par : u(x) = e”.

tableau et la figure

Les résultats sont présentés dans le
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n x | La solution exacte | Solution approchée Erreur

1 10.000 | 1.000000000000 1.000000000000 | 0.000000e+00
2 | 0.100 | 1.105170918076 1.105170918071 4.643397e-12
3 |0.200 | 1.221402758160 1.221402758156 | 4.588552e-12
4 |0.300 | 1.349858807576 1.349858807571 4.712897e-12
5 0400 | 1.491824697641 1491824697636 | 4.858780e-12
6 |0.500 | 1.648721270700 1.648721270695 5.062395e-12
7 10.600 | 1.822118800391 1.822118800385 5.310197e-12
8 10.700 | 2.013752707470 2.013752707465 5.616840e-12
9 10.800 | 2.225540928492 2.22554(0928486 5.969447e-12
10 | 0.900 | 2.459603111157 2.459603111151 6.408207e-12
11 | 1.000 | 2.718281828459 2.718281828452 6.766587e-12

TABLE 4.10 — Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte de

I'exemple (4.10) pour n = 10

W) = f@) + A [ ke Ou@)de A =1
Avee f(z) =1, K(z,t) = 1, u(0) = 1

2.8

26 - Solution Analytique
*  Solution Approchée

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
x

FIGURE 4.10 — Comparaison graphique entre la solution numérique et la solution exacte de

I'exemple(4.10) pour n = 10

Exemple 4.11. [19] : Soit I'équation intégro-différentielle linéaire du second ordre de

Volterra

La solution exacte est donnée par : u(x) = e®. Les résultats sont présentés dans le

tableau et la figure
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n x | La solution exacte | Solution approchée Erreur

1 10.000 | 1.000000000000 1.000000000000 | 0.000000e+00
2 | 0.100 | 1.105170918076 1.105170918124 | 4.841305e-11
3 |0.200 | 1.221402758160 1.221402758285 1.243841e-10
4 |0.300 | 1.349858807576 1.349858807777 | 2.014613e-10
5 0400 | 1.491824697641 1.491824697920 2.785230e-10
6 |0.500 | 1.648721270700 1648721271056 3.556566e-10
7 10.600 | 1.822118800391 1.822118800823 4.329206e-10
8 10.700 | 2.013752707470 2.013752707981 5.104184e-10
9 10.800 | 2.225540928492 2.22554(0929081 5.882992e-10
10 | 0.900 | 2.459603111157 2.459603111824 6.667471e-10
11 | 1.000 | 2.718281828459 2.718281829205 7.460543e-10

TABLE 4.11 — Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte de

I'exemple (4.11)) pour n = 10

o (x) = f(z) + A B k(x, t)u(t)dt, \ =1
A‘ve(: f(‘flf) = 1‘+ x, ]ﬂf‘(fl,‘,f) :‘ (x — 1“) '11,’(0? =1, ’1‘1,(0) = ‘1

2.8

26 - Solution Analytique
*  Solution Approchée

I I I I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
x

FIGURE 4.11 — Comparaison graphique entre la solution numérique et la solution exacte de

I'exemple(4.11) pour n = 10

Exemple 4.12. [19] : Soit I’équation intégro-différentielle linéaire du second ordre de
Volterra

u'(x) = —x — gt — /x(x — tu(t)dt

W(O0) =2, u(0)=0"

La solution exacte est donnée par : y(x) = = + sin(x). Les résultats sont présentés

dans le tableau et la figure
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n x | La solution exacte | Solution approchée Erreur

1 10.000 | 0.000000000000 0.000000000000 | 0.000000e+00
2 | 0.100 | 0.199833416647 0.199833083313 3.333342e-07
3 10.200 | 0.398669330795 0.398658669106 1.066169e-05
4 |0.300 | 0.595520206661 0.595439293387 8.091327e-05
5 |0.400 | 0.789418342309 0.789077660345 3.406820e-04
6 |0.500 | 0.979425538604 0.978386982602 1.038556e-03
7 10.600 | 1.164642473395 1.162061637146 2.580836e-03
8 10.700 | 1.344217687238 1.338648256157 | 5.569431e-03
9 10.800 | 1.517356090900 1.506517383761 1.083871e-02
10 | 0.900 | 1.683326909627 1.663835844522 1.949107e-02
11 | 1.000 | 1.841470984808 1.808539987078 3.293100e-02

TABLE 4.12 — Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte de

I'exemple (4.12) pour n = 10

u(z) = f(x) + A : k(z, t)u(t)dt, \ = —1
avec f(x) = —x — ¢2°, k(z,t) = (@ —t) ¢/(0) =2, u(0) =0

Solution Analytique 3

*  Solution Approchée

I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
x

FIGURE 4.12 — Comparaison graphique entre la solution numérique et la solution exacte de

I'exemple(4.12) pour n = 10

Exemple 4.13. [22] : Soit I’équation intégro-différentielle linéaire du second ordre de

Volterra N
v (z) =1+ sin(z) +/ u(t)dt,
0
u(0) = —1
La solution exacte est donnée par : u(z) = ;e” — 3e—x — Scos(z). Les résultats sont

présentés dans le tableau et la figure
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n x | La solution exacte | Solution approchée Erreur

1 10.000 | -1.000000000000 -1.000000000000 | 0.000000e+00
2 | 0.100 | -0.899837416647 -0.899837416649 | 1.782907e-12
3 10.200 | -0.798730664189 -0.798730664191 | 1.762035e-12
4 |0.300 | -0.695817208180 -0.695817208182 | 1.809553e-12
5 |0.400 | -0.590314357118 -0.590314357120 | 1.866507e-12
6 | 0.500 | -0.481508958055 -0.481508958057 | 1.945277e-12
7 10.600 | -0.368746834428 -0.368746834430 | 2.041312e-12
8 10.700 | -0.251421894618 -0.251421894620 | 2.160661e-12
9 10.800 | -0.128964845638 -0.128964845641 | 2.298217e-12
10 | 0.900 | -0.000831451152 -0.000831451154 | 2.467054e-12
11 | 1.000 | 0.133509723302 0.133509723299 2.616463e-12

TABLE 4.13 — Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte de

I'exemple (4.13) pour n = 10

u'(x) = f(x) + A B k(z, t)u(t)dt, N =1
ave‘c f(x) ‘: 1+ .‘97,'77,(.7:),‘ k(m,t)‘ =1, ‘71,(()) :‘—1

0.2

Solution Analytique

o *  Solution Approchée .

-0.2

-0.6

-0.8

1% | | | | | | | | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
x

FIGURE 4.13 — Comparaison graphique entre la solution numérique et la solution exacte de
I'exemple(4.13) pour n = 10
4.1.1.4 Equation intégro-différentielle linéaire de Fredholm-Volterra

Considérons I'équation intégro-différentielle linéaire de Fredholm—Volterra, d’ordre

n définie par :

zn:ozi(:c)u(i)(x) — f(x) + A1 /0 ", ()t + 22 /0 k(e u(tdt (415)
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Ou «;(x), k(z,t) et f(z) sont des fonctions données, A est parametre réel.

On suppose que la solution est de la forme :

1=0

Pour déterminer la solution approchée on procede comme suit, on remplace 4.9] et

dans I'équation 4.8 nous obtenons

Z( chbu ) ()+)\1/xk1(a:,t)zn:cjbj,n(t)dt

1=0

1 § (4.17)
+ )\2/ k2(x,t) Y eibin()dtf f
0 j=0

T 1
7=0 0 0
(4.18)
Pour déterminer les coefficients inconnues ¢;, (i = 0,1,2,--- ,n), nous choisissons les

points collocation

LU:.Tj,j:O,Q,"‘,n

Alors

3NN (e ()~ A1 [ kL b ()t — A (e b (O)dt| = f(z;
jzo j ; (€5)b;5,(5) 1/0 L, t)bjn(t)dt 2/0 2(xj,t)b;n(t) t] flz;)
(4.19)

Alors, on obtient un systeme linéaire
AX =b (4.20)

Tel que

[Z a;(z;)b M/xj k(25,10 (t)dt — A2 /1 kz(xj,t)bj,n(t)dt]
b= [f(zo), f( ) J(%)]

X [607 C1, - ) Cn]
Pour déterminer les coefficients ¢;(i = 0,1,2,...,n), on résout Le systeme linéaire

par la méthode directe.En substituant les valeurs de ¢; dan 1’équation (4.8), on obtient

une approximation de la solution u(x) .
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Exemple 4.14. [23] : Soit I’équation intégro-différentielle linéaire de Fredholm—Volterra

u’(m):2er—2—i—/

u(0) =0

T

0

La solution exacte est donnée par : u(x) = e”

Les résultats sont présentés dans le tableau4.1.1.4et la figure

u(t)dt + / 1 u(t)dt,

n | x | Solution exacte | Solution approchée Erreur

1 10.0] 0.00000000 0.00000000 0.000000e+00
2 |01 0.11051709 0.11051709 6.674014e-11
3 02| 0.24428055 0.24428055 7.934400e-11
4 (03| 0.40495764 0.40495764 9.427048e-11
5 104 | 0.59672988 0.59672988 1.098529e-10
6 | 05| 0.82436064 0.82436064 1.266433e-10
7 106 | 1.09327128 1.09327128 1.446325e-10
8 [0.7] 1.40962690 1.40962690 1.641396e-10
9 08| 1.78043274 1.78043274 1.85175%e-10
10 1 0.9 | 2.21364280 2.21364280 2.083667e-10
11 1.0 | 271828183 2.71828183 2.319855e-10

TABLE 4.14 — Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte de

I'exemple (4.14) pour n = 10

25

=15

0.5

u(z) = f(z)+ Al /J kL(z, t)u(t)dt + X2

1

k2(z, t)u(t)dt, \1 = A2 =1

Avec f(z) = 2¢" — 3, kEl(z,t) = k2(z,t) :01 u(0) =0

Solution Analytique |
*  Solution Approchée

O 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

x

FIGURE 4.14 — comparaison graphique entre la solution numérique et la solution exacte de

I'exemple(4.14) pour n = 10
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Exemple 4.15. [10] : Soit I"équation intégro-différentielle linéaire de Fredholm—Volterra

1

xtu(t)dt + / (x — t)u(t)dt,

-1

xr
Moy — 20 1.6 3,5 .4 _ 1.3 2 41
u'(r) =% —z0° — J2° — 2 — 527 + 3w +20x+/1

La solution exacte est donnée par : u(z) = (z+1)*. Les résultats sont présentés dans

le tableau et la figure
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n | x | Solution exacte | Solution approchée Erreur

1 |-1.0 | 0.00000000 0.00000000 0.000000e+00
2 |-0.8| 0.00800000 0.00800000 5.442695e-14
3 |-0.6| 0.06400000 0.06400000 5.133394e-14
4 |-04| 0.21600000 0.21600000 4.313216e-14
5 |-0.2| 0.51200000 0.51200000 3.641532e-14
6 | 0.0 1.00000000 1.00000000 2.842171e-14
7 102 1.72800000 1.72800000 1.554312e-14
8 | 0.4 2.74400000 2.74400000 2.664535e-15
9 |06 4.09600000 4.09600000 8.881784e-16
10| 0.8 5.83200000 5.83200000 8.881784e-16
11| 1.0 8.00000000 8.00000000 0.000000e+00

TABLE 4.15 — Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte de

I'exemple (4.15) pour n = 10

u'(z) = f(z)+ Al /:1 k12, t)u(t)dt + A2 /1 k2(z, t)yu(t)dt, AL = A2 =1

-1
Avec f(z) =2 —1af =325 — o — 12 4 302 + Jlo, Kl(w.t) = ot k2w t) =w —t u(-1) =0
T T T T T T T T T

— Solution Analytique
% Solution Approchée

FIGURE 4.15 — comparaison graphique entre la solution numérique et la solution exacte de

I'exemple(4.15) pour n = 10

Exemple 4.16. [23] [24] : Soit I'équation intégro-différentielle linéaire de Fredholm-
Volterra
T 1
u'(z) + ' (z) — zu(z) = e” — sin(z) + jzcos(x) — %/ cos(z)e tu(t)dt + / sin(x)e tu(t)dt,
0 0
u(—1) =4 (0)=1
La solution exacte est donnée par : u(x) = €. Les résultats sont présentés dans le

tableau et la figure
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n | x | Solution exacte | Solution approchée Erreur

1 (0.0 1.00000000 1.00000000 0.000000e+00
2 101 1.10517092 1.10517065 2.706724e-07
3 102 1.22140276 1.22140205 7.048492e-07
4 (03| 1.34985881 1.34985767 1.140470e-06
5 (04| 1.49182470 1.49182313 1.568504e-06
6 | 05| 1.64872127 1.64871928 1.988997e-06
7 106 | 1.82211880 1.82211640 2.401933e-06
8 10.7| 201375271 2.01374990 2.809221e-06
9 08| 222554093 2.22553772 3.212163e-06
10 1 0.9 | 2.45960311 2.45959950 3.612605e-06
11 (1.0 | 271828183 2.71827781 4.014418e-06

TABLE 4.16 — Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte de

I'exemple (4.16) pour n = 10

" !
() + /() —zu= fz) + A1 [ K1(z, t)u(t)dt + A2 / k2(z, tyu(t)dt, \1 = 7%,A2 =1

Avec f(z) = €" — sin(z) + %zcds‘(]xr). k1(z,t) = (:os(l’)le["f,kQ(l',t) =sin(z)e”" u(0) =1
\ \ \ \ \ \ \ \ \

26

241

221

— Solution Analytique
* Solution Approchée

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

FIGURE 4.16 — Comparaison graphique entre la solution numérique et la solution exacte de

I'exemple(4.16) pour n = 10

Exemple 4.17. [16][25] : Soit I'équation intégro-différentielle de Fredholm—Volterra

x 1

u(z) = f(z) + / Pyt + [ oz - u(tdr,

f(x) = x3sin(z) 1 (sin(1) — 23i72,(§)2)352 + (1 — sin(1) — cos(1))z — sin(z)
u(0) =1

La solution exacte est donnée par u(x) = cos(z). Les résultats sont présentés dans

le tableau et la figure
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n | x | Solution exacte | Solution approchée Erreur

1 (0.0 1.00000000 1.00000000 0.000000e+00
2 101 0.99500417 0.99500417 1.350253e-12
3 10.2| 0.98006658 0.98006658 1.323053e-12
4 03| 095533649 0.95533649 1.336597e-12
5 104 | 0.92106099 0.92106099 1.340372e-12
6 | 05| 0.87758256 0.87758256 1.341594e-12
7 10.6| 0.82533561 0.82533561 1.331046e-12
8 10.7| 0.76484219 0.76484219 1.307066e-12
9 108| 0.69670671 0.69670671 1.25965%e-12
101 0.9 | 0.62160997 0.62160997 1.194378e-12
11 1.0 | 0.54030231 0.54030231 1.052713e-12

TABLE 4.17 — Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte de

I'exemple pour n = 10

. 1
u'(I):/(ﬂr}Hl/ kl{r.[)u([)dH/\Q/ k2(z, tu(t)dt, AL =X2=1

095

09

085

081

2075

07

085

06

055

05

JO 0
Avee f(z) = sin(x) + (sin(1) - 2sin(%)*)a* + (1 - sin(1) - cos(1))z = sin(z), k1(x,1) = 2%, K2z, t) = a(x - t) u(0) =1
1 2

I e

— Solution Analytique
% Solution Approchée
| | |

0.1 02 03

04 05 06 0.7 08

FIGURE 4.17 — Comparaison graphique entre la solution numérique et la solution exacte de

I'exemple(4.17) pour n = 10

Exemple 4.18. : Soit I'équation intégro-différentielle linéaire de Fredholm—Volterra
T 1
u”’(x)) = 2% — 32% 4+ 62 — 6 + / u(t)dt + / (1 — 2xt)u(t)dt,
-1 -1
u(—1)=—-7, v'(-1) =12
La solution exacte est donnée par : u(z) = —3z%+6x+ 2. Les résultats sont présentés

dans le tableau et la figure
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59

n | x | Solution exacte | Solution approchée Erreur

1 |-1.0| -7.00000000 -7.00000000 0.000000e+00
2 |-0.8| -4.72000000 -4.72000000 7.549517e-14
3 |-0.6| -2.68000000 -2.68000000 8.393286e-14
4 |-04| -0.88000000 -0.88000000 4.596323e-14
5 |-0.2| 0.68000000 0.68000000 2.984279e-13
6 | 0.0 2.00000000 2.00000000 6.599166e-13
7 |02 3.08000000 3.08000000 1.113776e-12
8 | 04 3.92000000 3.92000000 1.648015e-12
9 |06 4.52000000 4.52000000 2.260414e-12
10 | 0.8 4.88000000 4.88000000 2.938094e-12
11| 1.0 5.00000000 5.00000000 3.652190e-12

TABLE 4.18 — Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte de
I'exemple (4.18) pour n = 10

1

W(x) = f(2) + A1 / Kl u(t)dt + 22 / ECTOTRIES R
- T d(-1)=12

3 _
Avec f(z) =2* = 32* + 60— 6, kl(z,t) = 1, k2(x,t) = 1 - 2ut
T T T T T T

u(-1)

— Solution Analytique
% Solution Approchée

FIGURE 4.18 — Comparaison graphique entre la solution numérique et la solution exacte de
I'exemple(4.18) pour n = 10
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CHAPITRE 5

RESOLUTION NUMERIQUE DES
EQUATIONS
INTEGRO-DIFFERENTIELLES
FRACTIONNAIRES

@ ans ce chapitre,les polyndme sont utilises pour approximative la solution des
EIDF dans laquelle la définition de Caputo est adoptée pour la dérivée fraction-
nel. On donnée quelque exemples pour comparaison des solutions approchée avec la

solutions exact .

5.1 Formulation de lasolution approximative d’équations
intégro-différentielle fractionnaire

Etant donnée 1’'équation

b
“DY(x) = f(x) +/ k(x, t)y(t)dt, n—1l<a<n neN (5.1)

avec les conditions initiales suivantes :

y(j)(a):cj, j=01,-,n—1 (5.2)

out “D* est la dérivée fractionnaire de Caputo de y(x), k(z,t), f(z) sont des fonctions
données, z et t sont des variables réelles variant dans l'intervalle [0, 1] et y(z) est la
fonction inconnue a déterminer. Notre approche dans cette partie est d’utiliser les po-
lynémes de Bernstein pour construire une solution approchée de 1'équation intégro—
différentielle fractionnaire (5.I)—(5.2). En prenant I'intégration fractionnaire des deux
cotés de 1'équation et en utilisant la propriété [1.4]de la proposition nous ob-

tenons :

60
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I°(“DYy(x)) = I° f(x) + I* (/01 k(m,t)y(t)dt)

= mzlyk a7t I9f(z) + I¢ (/Otk:(x,t)y(t)dt> (5.3)

Nous utilisons la base polynomlale de Bernstein pour estimer la solution de (5.1).

n

y(x) = Z ¢ibin () (5.4)
i=0
Substituant dans
n m—1 1
Zczbm(x) = Zyk (0* ) 1 +[af( )+ I (/ k(xz,t ch in dt)
i=0 k=0 0
n m—1
—J> <Z Czw ) — yk (O+) - _|_ [af< )
=0 k=0

Ainsi nous avons,

n m—1
¢ bin(z) — IY(2)] = yk (OJF)'T + I°f(x). (5.5)
i=0 k=1
En substituant z = z;,j = 0,...,n dans I'équation (5.5)), avec x; sont choisis comme

points de collocation distincts appropriés dans (a,b), nous obtenons un systeme li-
néaire de (n + 1) équations a (n + 1) inconnues. Pour déterminer les inconnus ¢;, les
(n 4+ 1) équations linéaires sont résolues a 'aide du logiciel Matlab. En substituant
¢i(i =0,1,2,...,n) dans I'équation (5.4), nous obtenons la solution approximative de
I’équation intégro-différentielle fractionnaire (5.1).

5.2 Exemples illustratifs

Exemple 5.1. Soit I"équation intégro-différentielle fractionnaire suivante :

Ddulz) = % + 3:25 _ % _ /0 w®dt, w(0) =0 zel0,1].

La solution exacte est donnée par : u(x) = % 4 x, Les résultats sont présentés dans

le tableau [5.1] et la figure
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n x | Solution exacte | Solution approchée Erreur

1 |0.000 0.000000 0.000000 0.000000e+00
2 10.100 0.131623 0.131648 2.571244e-05
3 10.200 0.289443 0.289479 3.636288e-05
4 |0.300 0.464317 0.464361 4.453525e-05
5 10.400 0.652982 0.653034 5.142487e-05
6 | 0.500 0.853553 0.853611 5.749475e-05
7 | 0.600 1.064758 1.064821 6.298235e-05
8 10.700 1.285662 1.285730 6.802871e-05
9 10.800 1.515542 1.515614 7.272575e-05
10 | 0.900 1.753815 1.753892 7.713731e-05
11 | 1.000 2.000000 2.000081 8.130986e-05

TABLE 5.1 — Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte de 'exemple

(5.1) pour n = 10

Du(x) = f(z) + X Kl k(x, t)u(t)dt,

Avec f(z) = % + :;Jl,,lﬁ — %, k(z,t) =1, = %

A=—1
25 T

Solution Analytique

*  Solution Approchée

0.5

0% |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
x

FIGURE 5.1 — Comparaison graphique entre la solution numérique et la solution exacte de
I'exemple(5.1) pour n = 10

Exemple 5.2. [18]Soit I'équation intégro-différentielle fractionnaire suivante :

D%u(x) = 7 + % +/0 (xt)u(t)dt, u(0)=0, ze€]l0,1].

La solution exacte est donnée par : u(x) = z?

le tableau5.2] et la figure

— z. Les résultats sont présentés dans
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n x | Solution exacte | Solution approchée Erreur

1 |0.000 0.000000 0.000000 0.000000e+00
2 10.100 -0.090000 -0.086737 3.263336e-03
3 10.200 -0.160000 -0.150770 9.230107e-03
4 10.300 -0.210000 -0.193043 1.695679e-02
5 10.400 -0.240000 -0.213893 2.610668e-02
6 | 0.500 -0.250000 -0.213515 3.648520e-02
7 1 0.600 -0.240000 -0.192039 4.796104e-02
8 10.700 -0.210000 -0.149562 6.043782e-02
9 10.800 -0.160000 -0.086159 7.384085e-02
10 | 0.900 -0.090000 -0.001890 8.811006e-02
11 | 1.000 0.000000 0.103196 1.031957e-01

TABLE 5.2 — Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte de 'exemple

(5.2) pour n = 10

Du(x) = f(x) +/\/)A k(x, t)u(t)dt,

Avec f(x) = 7%"’2\/ 2o

T

+ 5, kE(x,t)=at, A=1, a=0.5

-0.25

*

Solution Analytique
Solution Approchée

FIGURE 5.2 — Comparaison graphique entre la solution numérique et la solution exacte de

I'exemple(5.2) pour n = 10

0.9 1

Exemple 5.3. Soit I'équation intégro-différentielle fractionnaire suivante :

3
D%u(x) =72 — Zﬁ:ﬁ +

La solution exacte est donnée par : u(z) = 22 — 1. Les résultats sont présentés dans

8
3VT

le tableau5.3]et la figure

27— 1 +/ 2tu(t)dt, u(0)=-1, z€]0,1].
0
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n X | Solution exacte | Solution approchée Erreur

1 | 0.000 -1.000000 -1.000000 0.000000e+00
2 10.100 -0.683772 -0.684053 2.811928e-04
3 10.200 -0.552786 -0.552909 1.228559e-04
4 |0.300 -0.452277 -0.452420 1.420928e-04
5 |0.400 -0.367544 -0.367677 1.327947e-04
6 | 0.500 -0.292893 -0.293049 1.558184e-04
7 1 0.600 -0.225403 -0.225578 1.744951e-04
8 10.700 -0.163340 -0.163571 2.305332e-04
9 10.800 -0.105573 -0.105852 2.792396e-04
10 | 0.900 -0.051317 -0.051802 4.853818e-04
11 | 1.000 0.000000 -0.000147 1.468743e-04

TABLE 5.3 — Comparaison entre la solution approchée et la solution exacte de I’exemple

(5.3) pour n = 10

D% u(z) = f(x) + /\/ﬂi k(x, )u(t)dt,0 <z <1
0

et — 1, k(z,t) =26, A=1
T T T T T

Avec f(x) =% — 3

% +
T

-0.1 1

-0.2

-0.3

-0.4

-0.6 [

-0.7 1

-0.8 [

-0.9

%

Analytical solution

Numerical solution
‘

0.1 0.2 0.3

0.4

0.5

0.6 0.7

0.8

0.9 1

FIGURE 5.3 — Comparaison graphique entre la solution numérique et la solution exacte de
I'exemple(5.3) pour n = 10
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Conclusion

ans cette mémoire , nous présentons une méthode méthode de collection de ré-
solution d’équations différentielles ordinaires et fractionnaire et d’équations in-
tégrale et d’équations intégeo-différentielles et d’équations intégeo-différentielles frac-
tionnaire a 'aide de polyndmes de Bernstein , et elle est convertie en un en ensemble
d’équations algébriques , I'un des avantages de la méthode est d’obtenir la solution
analytique si la solution réelle est une fonction polynomiale , et les exemples illustra-

tivs ont été utilisés pour prouver l'application de cette méthode .
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Abstract

Collocation Method’s and its applications

In this study, the collocation method is one of the types of projection methods based on generalized Bernstein
polynomials, is developed to solve differential equations, fractional differential equations, integral equations,
integro-diftferential equations and fractional integro-differential equations. Besides, we have provided many
examples of various problems to show the applicability and validity of the method.

Key words: Differential equations, Fractional differential equations, Integral equations, Integro differentials

equations, Fractional integro differentials equations. collocation method, Bernstein polynomials

Résumé

Méthode de collocation et ses applications

Dans cette étude, la méthode de collocation est I'un des types de méthodes de projection basées sur les
polynomes de Bernstein généralisés, est développé pour résoudre les équations différentielles, équations
différentielles fractionnelles, équations intégrales, équations integro-différentielles et équations
integro-diftérentielles fractionelles. En outre, nous avons fourni de nombreux exemples de divers probléemes
pour montrer I'applicabilité et la validité de la méthode.

Mots clé: Equations différentielles linéaires, Equations différentielles fractionnaires, Equations intégrales,
Equations integro différentielles, Equations integro différentielles fractionnelles, Méthode de collocation,

Polynémes de Bernstein
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