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Introduction

Les équations intégrales jouent un réle fondamental dans de nombreux domaines des
sciences appliquées et théoriques.

Parmi ces équations, les équations de Volterra et de Fredholm occupent une place
particuliére en raison de leurs applications variées et de leurs propriétés mathématiques
intéressantes, plus précisément, 1’équation intégrale de Volterra Fredholm souvent ren-
contré dans ’analyse de phénomeénes dynamiques et de systémes a mémoire.

Afin de résoudre cette équation de maniére numérique, plusieurs méthodes ont été
développées, parmi lesquelles les polynéomes de Tchebychev se distinguent par leur effi-
cacité et leur précision. Ces polynémes connus pour leurs propriétés de minimisation des
erreurs d’approximation de fonctions.

Dans ce travail, nous intéressons a 1’'utilisation des polynomes de Tchebychev décalés
pour la résolution numériques des équations intégrales de Volterra Fredholm du premier
type.

Notre travail est structuré en trois chapitres :

Le Premier chapitre : est une introduction & ’analyse numérique on a utilisé les
notions de base de ’analyse fonctionnelle, et la théorie des opérateurs bornés, compacts
et intégraux.

Le Deuxiéme chapitre : est dédié¢ a la classification des équations intégrales. II
introduit et différencie les types classiques : les équations de Volterra, de Fredholm et
de Volterra-Fredholm. Une attention particuliére est portée aux équations de premiére
espéce et a leur transformation en équations de seconde espéce, ce qui permet de mieux
comprendre leurs techniques de résolution.

Le Troisieme chapitre : traite de la résolution numérique des équations inté-
grales de type Volterra Fredholm, nous y utilisons des méthodes basées sur les polynémes
de Tchebychev pour démontré Defficacité de ces techniques. Ce chapitre s’accompagne
d’exemples concrets les avantages des méthodes employées.



Chapitre 1

Rappels d’analyse fonctionnelle et
numérique

1.1 Notions d’analyse fonctionnelle

1.1.1 Espace vectoriel normé :[1]

Normes
Soit E un espace vectoriel sur le corps K = R ou C' on appelle une norme sur ’espace

E toute fonction notée||.| définie sur E a valeurs dans R, telle que
L ||z] =0<=2=0
2. [[Az|| = |A| ||| ,pour tout = € Eet A € K
3. [lz +yll < [lz]l + llyll ,pour tout 2,y € E

on dit que E est un espace vectoriel normé s’il est muni d’une norme ||.||
Tout espace vectoriel normé (E, ||.||) est un espace métrisable

Proof. Pour tout x,y € E on définit la fonction ¢ par
¢(z,y) = llz -y
On remarque que cette fonction est bien une métrique sur F car, on a

¢(x,y) = |lz —y[| =0



1.1. NOTIONS D’ANALYSE FONCTIONNELLE 2

ou encore
r—y=0
D’ou I’égalité
rT=1y

Il est évident de voir que la distance ¢(z,y) est symétrique

o(z,y) = |z —yl

= |y -zl = é(y,x)

Pour l'inégalité triangulaire, on écrit

¢(xy) = |z -yl =lz—-2)+ -yl
<l =2l +llz =yl

= 0w, 2) + ¢(2,9)
0

1.1.2 Espace de Banach :[1]

Suite de Cauchy :
Soit (z,,) une suite d’éléments d’un espace normé (E, ||.||) ; on dit que la suite (z,,) est

de Cauchy si, on a la relation suivante :

Ve > 0,3IN,, Vp,q> N.ona |z, -z, <e

Soit x, une suite de Cauchy dans un espace normé (F, ||.||) contient une sous suite
xn,, convergente vers x alors la suite x,, est aussi convergente vers le méme élément x.

Soit x,, une suite de Cauchy alors il vient

Ve > 0,3IN,, Vp,q> N.ona |z, -z, <e

en particulier pour n, > N., on a

CHAPITRE 1. RAPPELS D’ANALYSE FONCTIONNELLE ET NUMERIQR:2



1.1. NOTIONS D’ANALYSE FONCTIONNELLE 3

\v/pa ny Z N£7 ||$P - xnkH <e

avec la convergence de la suite z,, vers x

ng > Ney || @, —z|| <e

D’ou la convergence de la suite z,, vers I’élément x

vpvnkZN€7 ||Ip—SUH = pr_x—i_‘rnk_‘rnkH

< llep = wnll + llan, — 2l <e

Espaces complets

Definition 1.1 Un espace vectoriel normé (E, ||.||) est dit complet, si toute suite de Cau-

chy x, d’élément de E est une suite convergente dans F

Autrement dit,

Ve > 0,3dN,, Vp,q> N.ona |z, -z, <e

Implique 'existence d’un élément x € E tel que

lim z, = x

n—oo

Espaces de Banach

Definition 1.2 On appelle espace de Banach (E,||.|) tout espace vectoriel normé et

complet pour la distance déduite de sa norme.

1.1.3 Espace de Hilbert :[1]

Produit scalaire

CHAPITRE 1. RAPPELS D’ANALYSE FONCTIONNELLE ET NUMERICP!B
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Definition 1.3 On appelle produit scalaire sur un espace vectoriel E (réel ou compleze)

une application : (.,.) : B x B — C telle que pour tout x,y,z € E et A € k

1. (z,z) >0
2. (z,2) =0=2=0

3. (Az,y) = A(x,y)

e~

(2,9 +2) = (z,y) + (z,2)

5. (z,y) = (z,y)

Definition 1.4 un espace de Hilbert H est un espace complet par rapport a la norme
induite par le produit scalaire. En d’autres terme un espace de Hilbert est un espace de

Banach dont la norme induite par un produit scalaire.

Généralement 'espace H est séparable est de dimension infinie, en d’autre terme, il
existe un ensemble dénombrable partout dense dans H et pour tout

entier n € N, il existe n vecteurs dans H linéairement indépendants.
Example 1.5 L’espace L*(a,b)
L’espace L*(I,R) des fonctions de carré intégrales défini par
2. = {55 [ 10 de < oo
I
ou l'intégrale est prise au sens de Lebesgue, muni da la norme

Hﬂf—[uwﬁﬁ

induite par le produit scalaire définit par

Uyw=[fmmqu

est un espace de Hilbert

Orthogonalité

CHAPITRE 1. RAPPELS D’ANALYSE FONCTIONNELLE ET NUMERIQRE



1.1. NOTIONS D’ANALYSE FONCTIONNELLE 5

Definition 1.6 (Vecteurs orthogonaux)On dit que deux vecteurs x et y d’un espace de

Hilbert H sont orthogonauzx si :

(z,y) =0

Base hilbertiennes

Une partie X de H est dite dense dans H si :
Vy e HVe >0, € X; ||z —y| <e

de maniéere équivalente si tout y de H est limite d’une suite d’éléments x,, de X :

l2n =yl — 0

Definition 1.7 Soit H un espace de Hilbert sur le corps k et F' = (€;)ier une famille de
vecteurs. On dit que F est une base de Hilbert ( base hilbertienne) de H si :

. . ]—2 . . . . —
1. F est une famille orthonormée de H, c’est-a-dire : V<Z,j.) < iFi= <€ZQ’ ¢j) =0
Vi€l (e, e;) = [lef|” =1
2. La famille F' est de plus compléte ou total, ¢’est-a-dire : I’ensemble des combinaisons

linéaires finies des éléments de F' est dense dans H

Theorem 1.8 (Riesz-Fischer) Soit un systéme orthonormé dans un espace de Hilbert
H, et soient les valeurs oq, s, 3, .., a; telles que la série Y, |ozk|2 soit convergente,

alors on peut trouver un vecteur f € H, tel que

a; = {(frp;), Vi=12 ..

et de plus, on a
o0

Z [(Freal? =D laf?

=1

ou encore

LFIP =Dl

CHAPITRE 1. RAPPELS D’ANALYSE FONCTIONNELLE ET NUMERICQP!E



1.1. NOTIONS D’ANALYSE FONCTIONNELLE 6

Soit {¢;} un systéme orthonormé d’éléments d'un espace de Hilbert H, pour que ce
systéme soit complet, il faut et il suffit que, le seul vecteur de H orthogonal au systéme
{¢,} est le vecteur nul .Cela signifie qu’il n’existe pas un vecteur non nul de H, qui soit

orthogonal & tous les vecteurs du systéme {¢, }
Theorem 1.9 Tous les espaces de Hilbert séparables sont isomorphes entre euz.

Remark 1.10 Comme il est connu en algébre linéaire, que tous les espaces vectoriels
ou euclidiens de mémes dimensions finies n sont isomorphes entre eux, car chacun est
1somorphe a l’espace K™ alors de méme tous les espaces de Hilbert sont isomorphes entre

eux, car chacun est isomorphes a Lo

1.1.4 Opérateurs linéaires bornés :[1]

Linéarité des opérateurs
Soient E et F' deux espaces normés, un opérateur A défini sur £ dans F’ est dit linéaire
s’il vérifie les conditions suivantes

— Condition additive

Vi, o € E, ona A(p; + y) = A(p;) + A(py).

— Condition homogéne

Voe E, A€ K=(RouC), ona A(Ap) = NA(p).

Continuité des opérateurs linéaires

Soient F et F' deux espaces normés, un opérateur linéaire A défini sur un sous ensemble
G C FE dans F est dit continu au point zy de G si, on a la propriété suivante

Pour toute suite z,, de G converge vers xy, la suite A(z,) converge vers A(zg) c’est &
dire

lim A(z,) = A(limz,,) = A(x).

CHAPITRE 1. RAPPELS D’ANALYSE FONCTIONNELLE ET NUMERICQP!B



1.1. NOTIONS D’ANALYSE FONCTIONNELLE 7

L’opérateur linéaire A est dit continu sur G, s’il est continu en chaque point de
I’ensemble G.

Soient E et F deux espaces normés, un opérateur linéaire A défini sur un sous en-
semble G C E dans F, est dit continu partout sur G s’il est continu en point xy de
G.

Opérateurs bornés

Un opérateur linéaire A défini sur E dans F est dit borné s’il existe une constante

positive C' > 0, telle que
[A(@)[[r < Cllzlls, VzeE.

La norme ||Al| = sup ||A(z)||r sur la boule unité est toujours finie pour tout opérateur
linéaire continu.

Un opérateur linéaire A est continu, si et seulement si, il est borné.

La notion d’isométrie est plus forte que celle de I'isomorphie.

Normes équivalentes

Soit E un espace vectoriel muni de deux normes (E, || [|1) et (E, || ||2), ces deux normes

sont dites équivalentes, si on peut trouver deux constantes positives « et 3, telles que
allzll < [|zlls < Bllzfy, Vz € E.

Autrement dit, les deux normes sont dites équivalentes si et seulement si, 'application

identique de E dans E soit un isomorphisme entre les espaces vectoriels normés (E, || ||1)

et (E, ] 2)-
1.1.5 Opérateurs compact :[1]

Definition 1.11 Soit A un opérateur linéaire d’un espace normé E dans un espace normé
F, on dit que A est un opérateur compact s’il envoie tout ensemble borné G dans E a

un ensemble relativement compact A(G) dans F. Autrement dit, la fermeture A(G) est

compacte.

CHAPITRE 1. RAPPELS D’ANALYSE FONCTIONNELLE ET NUMERIQR:E
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Ensembles relativement compacts
Un ensemble G C E est relativement compact si pour toute suite {u, } de G, il existe

une sous suite {u,)} qui converge dans F.
Theorem 1.12 (critére de compacité)

Un opérateur linéaire A : ' — F' est compact si et seulement si pour toute suite bornée
v, de E. la suite Ap, contient une sous suite convergente dans F.
Proof. Il suffit d’appliquer les définitions appropriés d’'un ensemble borné et un ensemble

relativement compact. [

Theorem 1.13 Une combinaison linéaire A = aA; + Ay des opérateurs compacts est

un opérateur compact.

Theorem 1.14 Le produit AB de deux opérateurs bornés A et B est compact si l'un des

opérateurs A ou B est compact.

Proof. Soit {¢, } un suite bornée de E, alors si B est un opérateur borné la suite By,,(x)
est aussi bornée, et de la compacité de 'opérateur A il existe une sous suite de A(Byp,, (7))
qui converge, ce qui implique que AB est compact.

D’autres part si B est compact, on peut extraire de la suite By, () une sous suite
convergente B, (), et de la continuité de l'opérateur A car il est borné la suite

A(Bp,y(z)) converge, ce qui implique que AB est compact. O

Theorem 1.15 Soit E un espace normé et F un espace de Banach, et soit {A,} une
suite d’opérateurs compacts de E dans F', convergente en norme vers l’opérateur linéaire
A de FE dans F

lim ||A, — A|| =0.

n—c0

Alors A et compact.

Corollary 1.16 La boule unité B(0,1) dans un espace de dimension infinie n'est pas

compact.

CHAPITRE 1. RAPPELS D’ANALYSE FONCTIONNELLE ET NUMERICQP!B
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Theorem 1.17 Un opérateur compact est un opérateur borné. La réciproque est fausse.

Theorem 1.18 L’opérateur intégral A de C(G) dans C(G) a noyau continu est un opéra-

teur compact.
Noyau faiblement singulier

Definition 1.19 On appelle noyau faiblement singulier la fonction K continue sur G x G

C R" x R™ sauf peut étre aux points x =t et telle que,

M

Vot € G, v #t, AM >0, |K(x,t)] < P
x_

O<a<n

Theorem 1.20 L’opérateur intégral A de C(G) dans C(G) a noyau faiblement singulier

est un opérateur compact.

1.1.6 Equations aux Opérateurs compacts :[1]

Equations de second espéce
Soit A un opérateur compact d’un espace normé X dans lui méme alors 'opérateur

T = I — A défini ’équation de second espéce donné par

p—Ap=f; o, feX

ou f est un fonction donnée et ¢ la fonction inconnue

Theorem 1.21 Le noyau de l'opérateur T défini par

kerT=N(T)={peX; To=(I—-A)p =0},

est un sous espace fermé et de dimension finie

Theorem 1.22 La suite d’ensemble des noyaux

CHAPITRE 1. RAPPELS D’ANALYSE FONCTIONNELLE ET NUMERICP!H
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est une suite croissante stationnaire. Autrement dit,elle ne contient qu’un mombre fini

d’ensemble distincts , c’est a dire il existe un entier p € N tel que

{0}y c N(T),N(T?)C ...C N(IT?) =N (T""") = ...

Le nombre p est appelé le nombre de Riez de I'opérateur compact A pour I’ensemble

des noyaux {N (T")}

Theorem 1.23 L’image de lopérateur T' défini par ,

ImT =T (X)=R(T) ={ =Ty; telle que ¢ € X}

est un sous espace fermé
Le nombre de Riez p pour 'ensemble des noyaux {N(7™)} et le nombre de Riez

q pour 'ensemble des images {R (7™)} sont égaux. Autrement dit

pP=4q

Theorem 1.24 Les sous espaces N (T™) et R(T") sont supplémentaires. Autrement dit

X =kerT"&ImT" = N (T") & R(T")

ol r = p = q est le nombre de Riesz

Lemma 1.25 L’opérateur T' = I — A est injectif si et seulement si,T" est injectif pour

tout r € N

Lemma 1.26 L’opérateur T = [ — A est surjectif si et seulement si T" est surjectif pour

toutr € N

CHAPITRE 1. RAPPELS D’ANALYSE FONCTIONNELLE ET NUMERIBIIR
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Theorem 1.27 soit A un opérateur compact d’un espace normé X dans lui méme alors
PopérateurT = I — A est injectif si et seulement si il est surjectif, de plus [’opérateur

admet un inverse T-* = (I — A)™" borné

Theorem 1.28 soit A un opérateur compact d’un espace normé X dans lui méme alors,

pour que l’équation non homogéne
To=p—-Ap=f

admette une solution unique @ € X, pour tout f € X, il faut et il suffit que l’équation

homogéne

To=p—Ap=0

admette la solution triviale ¢ = 0.

CHAPITRE 1. RAPPELS D’ANALYSE FONCTIONNELLE ET NUMERIRIIE



Chapitre 2

Equations intégrales et leurs
classification :

2.1 Classification des équations intégrales premiére
espeéce :

2.1.1 Equations intégrales de Volterra premiére espéce :[4]

Les équations de Volterra sont des cas particuliers d’équations intégrales de Fredholm

il suffit de prendre le noyau k est tel que k(z,t) = 0 pour = < ¢

Definition 2.1 On appelle équation intégrale linéaire de Volterra de premiére espéce une

équation & une inconnue p (z),de la forme :

| Haewd= @)
2.1.2 Equations intégrales de Fredholm premiére espéce :[4]

Definition 2.2 On appelle équation intégrale de Fredholm de premiére espéce une équa-

tion de la forme :

b
JRCYECI e
ol ¢ () est la fonction inconnue, f (x)et k (x,t) sont des fonctions connues,les bornes

d’intégration sont constantes. C’est la caractéristique principale d’une équations de Fred-

holm .

12



2.2. TRANSFORMATION DE EQUATION INTEGRALES DE
VOLTERRA-FREDHOLM DE PREMIERE ESPECE A SECONDE

ESPECE:[0 . | 13
[ = € es-

péce :[4]

Dans cette section, on va donner quelques méthodes de résolution des équations inté-

grales de premiére espéce définie par

/gﬁkzl(x,t)cp(t)dt—l—/bk:Q(a:,t)go(t)dt:f(x) a<t<z<b

o () est la fonction inconnue. Cette équation généralement treés difficile résoudre

voir impossible numériquement. Généralement on utilise des régularisations pour obtenir

une équation intégrale de seconde espece la quelle on peut trouver une solution posés,
les solutions de ces équations sont généralement instables. On doit régulariser ce type de

probléme comme par exemple la dérivation.

2.2 Transformation de Equation Intégrales de Volterra-
Fredholm de premiére espéce a seconde espéce :[9]

Transformation par dérivation

Soit I’équation intégrale de Volterra-Fredholm de premiére espéce

/ff»‘ ki(x,t)p (t) dt+/bk:2 (x,t)p(t)dt = f(x),a <t <z <b (2.1)

Ok (:B,t) Okz (:B?t)

b =l f(x) et f' (z) sont continues pour tout

Supposons que ki(x,t), ko (x,t),
x € [a,b]. Alors,

en dérivant les deux membres de ’équation (2.2.1) par rapport a la variable x, on obtient

by (0.0) 0 (o) + / E () (1) di + / Ko =F () (22

si ki (z,z) # 0 pour tout @ < x < b, alors on peut transformer 1’équation (2.2.2) a

I’équation

CHAPITRE 2. EQUATIONS INTEGRALES ET LEURS CLASSIFICATI(R¥1:3



2.2. TRANSFORMATION DE EQUATION INTEGRALES DE
VOLTERRA-FREDHOLM DE PREMIERE ESPECE A SECONDE
ESPECE :[9] 14

intégrale de Volterra-Fredholm de second espéce

@m+/%wmmww+/muMw@w=w@ (2.3)
al2,1) = Zi((jgg’““ (@) = :12 (Sf ;tn))g (@) = kf(;x;)

Si le noyau ks (z,t) , ks (z,t) est carré intégrable et g (z) € L*([a, b]) 'équation (2,2, 3)

admet une solution unique ¢ € L?([a, b] )

Remark 2.3 Si ky(z,2) = 0 pour tout x € [a,b] de l’équation (2.2.2) il vient

/z k; (a:,t)ga(t)dt—i—/ ky (z,t) @ (t)dt = f(z) (2.4)

cette équation est aussi une équation de Volterra-Fredholm de premiére espéce.
Si K\ (x,t), ky (z,t)continue pour tout x € [a, b], dérivons I'équation (2.2.4) terme a terme

par rapport a x ,il vient

! 1"

h@@ﬂ@+/%me®ﬁﬁ/@@ﬁw@ﬁzf@) (2.5)

Si ky (z,z) # 0 pour tout = € [a,b],on peut transformer 1’équation(2.2.4) & une équa-
tion

de Volterra-Fredholm de deuxiéme espéce, et ainsi de suite.

Remark 2.4 La condition ki(z,z) # 0 pour tout x € [a,b], n'est pas nécessairement

pour que I’équation (2.2.1) admet une solution unique.
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ESPECE :[3][4] 15

2.3 Classification des équations intégrales seconde es-
péce :[3][4]

2.3.1 Equations intégrales de Volterra seconde espéce :[4]

Les équations de Volterra sont des cas particuliers d’équations intégrales de Fredholm

il suffit de prendre le noyau k est tel que k(x,t) = 0 pour = < ¢

Definition 2.5 On appelle équation intégrale linéaire de Volterra de seconde espéce de

la forme :

ga<:v>—A/xku,t)so(t)dt:f(x)

ol ¢ (x) est la fonctions inconnue ,k(x,t)et f(z)des fonctions donnés, est un facteur

inconnu.

2.3.2 Equations intégrales de Fredholm seconde espéce :[4]

Definition 2.6 On appelle équation intégrale de Fredholm de seconde espéce une équation

de la forme :

b
@) =@+ [ k@ opd
ol p (z) est la fonctions inconnue ,k(x,t)et f(x)des fonctions donnés, est un facteur

inconnu.

2.3.3 Equations intégrales de Volterra-Fredholm seconde espéce

Une équation intégrale de Volterra -Fredholm est une combinaison des intégrales de

Volterra et Fredholm disjoints,apparait dans une équation intégrale .

Definition 2.7 On appelle équation intégrale de Volterra-Fredholm une équation de la

forme :

CHAPITRE 2. EQUATIONS INTEGRALES ET LEURS CLASSIFICATI(R¥1:5
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2.4. EXISTENCE ET UNICITE DE LA SOLUTION DES EQUATION
INTEGRALE LINEAIRE DE VOLTERRA-FREDHOLM :[4] 16

ox)=f(x)+ X\ /m ki (z,t) p () dt + )\2/ ko (z,t) p () dt,x € [a, ] (2.6)

On appelle équation intégrale mixte une équation de la forme 2 :

x b
gp(x):f(x)vL/\//k(s,t)gp(t)dtds

ou les fonctions kq,ks et f est connues et ¢ (x) la fonction inconnue

T 1
pr) = 6x+3x2+2—/ zo(t)dt — [ te(t)dt
0

0
11, 4 [

p(r) = -+ +2° — (s —t)p(t)dtds
2 2 o Jo

2.4 Existence et unicité de la solution des équation
intégrale linéaire de Volterra-Fredholm :[4]

Dans cette section nous rappelons les théorémes que nous allons utilisées pour obtenir

des résultats d’existence et unicité de solutions de I’équation (?7?)

Definition 2.8 Soit X un espace normé et T : X — X un opérateur, T est dit un

opérateur de Picard s’il existe o, € X unique tel que
T(py) = @o, et m T"(py) = ¢y, pour tout ¢ de X

Theorem 2.9 (principe de contraction).Soit X un espace normé. Si T : X — X un

opérateur de contraction admis un point fixe unique @ , alors T est un opérateur de

Picard

an

oo —T"(20) || < 1 le — T(¢)||, pour tout n € N

—

Théorémes d’existence et d’unicité :

CHAPITRE 2. EQUATIONS INTEGRALES ET LEURS CLASSIFICATI(R¥1:6



2.4. EXISTENCE ET UNICITE DE LA SOLUTION DES EQUATION
INTEGRALE LINEAIRE DE VOLTERRA-FREDHOLM :[4] 17

On considére ’équation linéaire de Volterra-Fredholm

o) = flx)+ M /x kv (z,t)p(t)dt + As /b ka(x, t)p(t)dt , x € [a,b] (2.7)
ou
1. feCla,b], ki(x,t) € C(Dy),avec Dy = {(x,t) € R? tel que a <t < z < b}
2. o€ Cla,bl, ka(x;t) € C(Dq),avec Dy = [a,b] X [a,b]
3. My = max ep, |ki(z,t)], et My = max(, ep, |kao(z,t)|

Theorem 2.10 Dans les conditions de continuité ci-dessus, supposons qu’il existe une

constante ¢ > 0 tel que :

"ML My exple(h— )] <1

Alors I’équation ([2.7)) a une solution unique ¢ € C' [a,b] ,et cette solution peut étre
obtenir par la méthode d’approximation successive, a partir de ¢, € C' [a, b]

Proof. Soit Popérateur intégral T : C'[a,b] — C [a, b], défini par
T b
Typ(z) = f(x) +/ /ﬁ(:c,t)@(t)dt—i-/ ko(z,t)p(t)dt
On a

To(z) —Ty(z)| = /mkl(xat)(so(t)—l/)(t))dtﬂL/ ko, ) (0(t) — (1)) di

< [ Ile 0l ol = vl de+ [ hale o] ole) = (o) d
My [ 160~ bO) exp(—c(t - a)) explet — o)) di +

IN

M, / (p(t) — ()] exp(—c (t — a)) exp(c (t — a)) dt
M,

IN

D explele @) = 1)+ 22 Gexplett o) = 1) o~ 0]

M expicte ) + M expela ot 0] o - )

IN

Cc

< O =D g explel — o) e — vl

c

exp(c(z — a)

< (My + My exp(c(b — a)) [l — ¢
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Il s’ensuit que
1
|[Ap(z) — Ap(x)] exp(—c(z—a)) < = (M1 + My exp(c(b — a)) [l — ¢[| , pour tout z € [a, b].
Alors
1
1Ap = APl < — (My + Mz exp(e(b - a)) o = ¥

! (M 4+ My exp(c(b— a))

On déduit que 'opérateur A est Lipschitzien de constante k = —
c

La condition supposée garantit que A est une contraction. Alors on applique principe

de contraction [

2.5 Polynomes de premiére espéce T, :[2]

Les polynomes de Tchebyshev T),(x) de premiére espéce sont des polyndémes en z de

degré n, définis par la relation

T, (z) = cosnf quand x = cosf ((2.1))

ou z € [—1,1]. Cela implique que la variable correspondante 6§ € [0, 7]. Il est facile
de voir que Ty(z) = 1,7Ti(z) = z, et selon la formule de récurrence satisfaite par les

polynoémes de Tchebyshev :

cosnf + cos(n — 2)0 = 2 cos cos(n — 1)6

nous obtenons la relation fondamentale :

To(x) =27, 1(x) — Tha(x), n=2,3,...

Notons que les fonctions {7,,(x),n =0,1,2,....} forment un systéme orthogonal sur

I'intervalle [—1, 1] par rapport au poids w(x) = \/11_7 et que le systéme de polynomes

Sn(x) est donné par :
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2.5. POLYNOMES DE PREMIERE ESPECE Ty :[2] 19

forment un systéme orthonormal sur 'intervalle [—1, 1] par rapport au poids w(x) =

11—z

En d’autres termes :

1 1sik=1
(Selw), Si(a)y = [ D) 5 {

-1 V1—a? 0sikl

CHAPITRE 2. EQUATIONS INTEGRALES ET LEURS CLASSIFICATI(R¥1:9



2.6. GRAPHES DES POLYNOMES DE TCHEBYCHEYV : 20

2.6 Graphes des polynémes de Tchebychev :

Les polynomes de Tchebychev de premiére espéce T,,(x) ont des graphes oscillants sur

I'intervalle [—1, 1], avec des zéros situés a des points spécifiques. Par exemple :

T ()
n

-
-
08 )
-
-
1 (

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X

To(z), Ty(x), To(x), T3(x), Ty(x), T5(x)
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Definition 2.11 On appelle fonction poids sur un intervalle [a;b] C R ,toute fonction

wqui vérifie les deur conditions :

b
Vo € [a;b],w(x) > 0 et / w(x)dr < oo

Example 2.12 Toutes les fonctions continues positives sur un compact sont des fonc-

tions poids .

Definition 2.13 Soit {T,,(z)},>0 une suite de polynomes avec deg(T,,) = n , et soit w
une fonction poids sur [a;b], on dit que {T,(x)}n>0 une suite de polyndémes orthogonaux

par rapport & la fonction poids w dans [a;b] si

/ To(2) T (x)w (z)de = 0,m # n

Remark 2.14 puisque fjl To(2) T () (1—22) 2 dx = 0,m # n, on peut dire que {T,(x) }nsosont

des polynoémes orthogonaux par rapport & la fonction poids (1 — xQ)%ldans[—l; 1]
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Chapitre 3

Résolution numériques des équations
intégrales de Volterra-Fredholm :

3.1 Meéthodes numériques pour les équations inté-
grales de Volterra-Fredhlolm :[4][5][7]

Dans ce chapitre on va résoudre numériquement des équation intégrales de volterra-

Fredholm de second espéce en utilisant les polyndémes de Tchebychev.
3.1.1 Meéthode de collocation :[4]

On considére ’équation intégrale de Volterra-Fredholm suivante

@ b
o) = 1)+ [ Batietdt+ [ tale (e (3.1)
Généralement, le principe de la méthode de collocation appliqué a 1’équation
consiste & chercher une solution approchée dans un sous espace de dimension finie, en
exigeant que 1’équation soit vérifiée seulement sur un nombre fini de points appelés
points de collocation.
En pratique, nous choisissons une suite de sous espaces X,, C X, n > 1 de dimension
finie, généralement des sous espaces de C([a, b]) ou de L?([a, b]). Soit {¢)y, ..., 1,,} une base

de X,,. On cherche une fonction ¢, € X, telle que

n
(@) =D agy(e), v € a0
j=1
Pour déterminer les coefficients (), on substituant, cette fonction dans 'équation (3.1)),

et on exigeant que I’équation soit exacte dans le sens ot le résidu

22



3.1. METHODES NUMERIQUES POUR LES EQUATIONS INTEGRALES
DE VOLTERRA-FREDHLOLM :[4][5][7] 23

TAx)=4%@0—1/%kdatwaﬁﬁﬁ—l/ bale, 0oy ()t — f(2) . @ € [a, ]

n T n b n
=D aqth() - / ki t)dt iy () - / ko, t)dt Y asv; (1) = f ()

_ i‘l% {¢j(x) _/j kl(x,t)wj(t)dt—/ab kg(m,t)wj(t)dt} _fa) ,zelad

soit nul sur un systéme de noeuds 1, ..., x, € [a,b], (i.e, aux points de collocation)

ce qui conduit & la résolution du systéme linéaire

n

Z{wj(xi)—/:k;l(:ci,t)wj(t)dt—/abkg(xi,t)wj(t)dt} ;= f(z;) ,i=1,..,n

j=1

ui s’écrit sous la forme Aa = F.ou
)

T b
4 = %(fﬂi)—/ kl(xiat)¢j(t)dt_/ ko (i, ) ()dt, i,j =1,...n
a = (o), 1=1,...,n

F = f(z),i=1,..,n

ce systéme admet une solution unique si det A # 0, ce qui dépend d’ailleurs du choix

des points de collocation.

3.1.2 Meéthode de collocation-Tchebyshev :[4]

On considére 1’équation de Volterra-Fredholm de second espece

T b
o) = 12+ [ ket + [ e sl (32
On définit les polynoémes de Tchebychev T (z) de degré i sur [a,b] comme suit
2z — (a+b)
T () = T,(22 4772
F (@) = 1)

ou T;(z) sont les polynomes de Tchebyshev de degré i définit sur [—1, 1]
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DE VOLTERRA-FREDHLOLM :[4][5][7] 24

On utilise la méthode de Collocation pour approximer la solution exacte ¢ (x) de
I’équation (3.2)).
On suppose

p(x) = pi(r) = Z ai T} (x) (3-3)

ou T7(x) sont les polynémes de Tchebychev de degré i définit sur [a,b] et a; des

coeflicients a déterminer.

Substituons (3.3) dans (3.2)) on obtient

>l (a) = f(2) + / (e ) S T (0)dt + / falar ) D T ()t

=0

d’ol

o [rw) - [(weomen- [weorod = @

i=0

I'équation ([3.4)) peut s’écrire :
> aiti(x) = f(@)
i=0

ou

T b
wlo) =T @) = [ k(eI Ot~ [ hale, 0T (00

L a+b b—a 2i — D)m
t
Soi 5 + 5 cos( o

),i = 1,...,n les points de Tchebichev :

Alors les équations de collocation sont obtenues en prend des points z;

D aib(xy) = flzy), j=1,..m (3.5)
=1
> ahy; = f j=1..n (3.6)
=1

L’équation (3.5 représente un systéme linéaires de (n) inconnue qui s’écrit sous la

forme

Aa=F
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3.2. EXEMPLES NUMERIQUES :[5] 25

ou

A = lpw,l,j:l,,n

a = (ag,..,a,)
F = (7f17"'afn)t
a = A'F

3.2  Exemples Numériques :[5]

Apreés avoir traité les aspects théoriques liés aux équations intégrales et aux méthodes
d’approximation utilisant les polynémes de T'chebyshev, nous passons dans ce chapitre &
l’aspect pratique, en présentant des exemples numériques visant a évaluer efficacité de

la méthode proposée.
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Exemple 1 :

Résoudre ’équation intégrale suivante

@ 1
| @=tettdn+ [ ety = s

ou la fonction f(z) = 5e~! — 2e” + dze™! + we” est calculée une fois que l'on affecte a

'équation la solution ¢(x) donnée par ¢(z) = ze” Nous appliquons le premier polynéme

de Tchebyshev T),(z) pour approximer la solution ¢(x) c’est-a-dire que ¢y (x) solution

du systéme algébrique avec N = 8

Pts de z  Solu. exacte Solu.approx  Erreur
-1.000e4+00 -3.678e-01  -3.678e-01  5.249e-07
-7.500e-01  -3.542e-01  -3.542e-01  3.742e-08
-5.000e-01  -3.032e-01  -3.032e-01  2.747e-08
0.000e4+00  0.000e+-00 1.473e-09  1.473e-09
5.000e-01 8.243e-01 8.243e-01  3.174e-08
7.500e-01  1.587e4+00  1.587e+00 4.592e-08
1.000e+00  2.718e+00  2.718e+00 5.925e-07

Tableau 1 Solutions exactes et approchées de 'Exemple 1

en certains points arbitraires, en utilisant le premier polynome de Tchebyshev T}, (s)

Comparison Solutions exactes et approchées
T T T T T

—— Exact Solution
— B — Approximate Solution
-+=d\ -+ Error

T()

Points (x)
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Exemple 2 :

Résoudre ’équation intégrale suivante

[ et [

cosh(z + t)p(t)dy = f(x)

ou la fonction f(x) = ;cosha(4 + €? — e™?) + a?sinhz — z(coshz — e™!) est calculée

une fois que l'on affecte a I’équation la solution ¢(z) donnée par ¢(x) = coshz Nous

appliquons le premier polynome de Tchebyshev T),(z) pour approximer la solution ()

c’est-a~dire que p,(z) solution du systéme algébrique avec N = 8

Pts de x
-1.000e-+00
-7.500e-01
-5.000e-01
0.000e+00
5.000e+00
7.500e+00
1.000e+4-00

Tableau 2 Solutions exactes et approchées de ’'Exemple 2

Solu. exacte Solu.approx

1.543e+00
1.294e+-00
1.127e+00
1.000e+00
1.127e+4-00
1.294e+-00
1.543e+00

1.543e+00
1.294e+00
1.127e+00
1.000e+00
1.127e+00
1.294e+00
1.543e+00

Erreur
1.954e-09
2.007e-10
1.384e-11
6.867e-10
8.602e-12
1.807e-10
2.230e-09

en certains points arbitraires, en utilisant le premier polynome de Tchebyshev T}, (s)

Comparison Solutions exactes et approchées
T T T

T T T
—@— Exact Solution

= B = Approximate Solution
---&-- Error

T(x)

Points (x)
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Exemple 3

Résoudre ’équation intégrale suivante
T 1
/ (@® + t)p(t)dy + / e p(t)dy = f(x)
-1 -1
ot la fonction f(z) = 2?e—ze™* —e” —a?e 43¢ 2e”(e* — 1)est calculée une fois que 'on
affecte a I’équation la solution ¢(x) donnée par ¢(z) = e~ Nous appliquons le premier
polynoéme de Tchebyshev T),(z) pour approximer la solution ¢(z) c’est-a-dire que ()

solution du systéme algébrique avec N = 8

Pts de z  Solu. exacte Solu.approx  Erreur
-1.000e4+00  2.182e+00  2.182e¢+00 1.161e-07
-7.500e-01  2.117e+00  2.117e4+00 2.322e-09
-5.000e-01  1.648e+00  1.648e+00 7.922¢-10
0.000e4+00  1.000e4+00  1.000e+00 1.942e-09
5.000e4+00  6.065e-01 6.065e-01  1.210e-09
7.500e4+00  4.742e-01 4.723e-01  3.591e-09
1.000e+00  3.678e-01 3.678e-01  2.402e-08

Tableau 3 Solutions exactes et approchées de ’'Exemple 3

en certains points arbitraires, en utilisant le premier polynoéme de Tchebyshev T, (s)

Comparison Solutions exactes et approchées
25 T T T T T

T T
—&6— Exact Solution

— B — Approximate Solution
---&-- Error

T()

LA 1A I A L LA LAl

Points (x)

CHAPITRE 3. RESOLUTION NUMERIQUES DES EQUATIONS P:28

TATTTAA D AT T M Y 7ATMTT DD A T TTNTTAT N\ 1T



Conclusion 29

Conclusion

Dans ce travail, nous avons étudié les équations intégrales de Volterra Fredholm du
premier type, connues pour leur nature mal posée.

Pour surmonter cette difficulté, une technique de régularisation a été utilisée afin de
transformer ces équations intégrales de premiére espéce en équations de seconde espéce,
permettant ainsi 'application de méthodes numériques connues.

Nous avons utilisé les polyndémes de Tchebychev décalés de premiere espece pour
approximer la solution.

Les résultats numériques obtenus ont confirmé la précision et U'efficacité de la méthode

proposée, mettant en évidence sa pertinence pour ce type de problémes.
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Mésumé :

Le but de ce mémoire est de trouver des solutions numériques approximatives aux

équations intégrales de Volterra-Fredholm du premier type, en les transformant en

équations du second type a ’aide de la technique de régularisation. Les polynomes

de Chebyshev décalés de premiére espéce sont utilisés pour approximer la solution.

Des exemples numériques sont présentés pour démontrer l'efficacité et la précision
de la méthode proposée.

Mots clas :

Polynomes de Chebyshev de premiére espéce — Equations intégrales —
Régularisation — Méthodes numériques

Qbstrcet :

The objective of this study is to find approximate numerical solutions for Volterra-
Fredholm integral equations of the first kind by transforming them into second kind
equations using a regularisation technique. Shifted Chebyshev polynomials of the
first kind are used to approximate the solution. Numerical examples are presented
to demonstrate the effectiveness and accuracy of the proposed method.

Keywoeds:

First-kind Chebyshev polynomials — Integral equations — Regularisation —
Numerical methods
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