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Notations

R ensemble des nombres réels.

RY espace euclidien de dimension N .

x  vecteur de RN, x = (21,19, ... 2n5), 1; € R, 1 < i < N.
dxr  mesure de Lebesgue de dimension N .

Q) ouvert de RY muni de la mesure de Lebesgue .

Q0 la fermeture de € .

U fonction mesurable définie de 2 dans R .

: _ (Ou Ou ou
Vu  gradient de u, Vu = (g5, gt e Fos)-

; : : _ [ Ou Ju ou
divv divergence du vecteur v, dive = (55 + 5t + + _8xN>
: _ [ 9%u 9%u 0%u

A laplacien de u, Au = <_8a:1 F Gop e, + —(%N)

Cy () telleque Cy (Q) = {pe C(Q),p(z)>1,Vz € Q}
Cg° (2) L’espace des fonctions de classe C* & support compact inclue dans 2
p!  conjugé de Holder dep, pr = p%l sip>letp/r=oc0sip=1.
p*  T'exposant se Sobolev tel que : p* = NN—Z) , avec N > p.
WP(Q))  espace de Sobolev des fonctions de LP() dont les dérivées partielles au sens
faible d’ordre 1 sont également dans LP(£2), muni de la norme ||u||;1, = |[|0iu| ;, -
WyP(Q)  la fermeture de C5° (Q) dans WP(Q), i.e. WWW(Q).
H(Q) u € L*(Q) et Vu € L*(Q).
D.p. presque partout.

T.C.D théoréme de convergence dominé de Lebesgue.

— convergence faible.
— convergence forte .
E’ est le dual topologique de E ou l'espace des formes linéaire et continue sur £.

Ey la fermeture de C§°(2) en E
WEP(Q) la fermeture de C§° () dans W5?(Q)

[s] désigne la partie entiére de s




Introduction

Espaces fractionnaires de Sobolev et les équations non locales correspondantes ont des
applications aux divers problémes non linéaires,tels les transitions de phase, le probléme des
obstacles minces, les matériaux stratifiés, surfaces minimales, science des matériaux, etc.
Nous nous référons a Di Nezza, Palatucci et Valdinoci [6] pour une introduction compléte
a l’étude des problemes non locaux. Une grande quantité des papiers ont été écrits sur
des problémes cartenemts 'opérateur fractionnaire (-A) * (0 < s < 1)voir [5, 1, 11, 14,
15]. Nous nous référons également aux monographies récentes [12, 4, 13] pour une approche
variationnelle approfondie des problémes non locaux.

Une question naturelle est de voir quels résultats peuvent étre récupérés lorsque la norme
L’opérateur Laplace est remplacé par le laplacien fractionnaire. D’autre part, pour certains

" smart fluid

matériaux non homogenes (tels I’électrorhéologie de lafluide, parfois appelé '
"), 'approche standard basée sur Les espaces de Lebesgue L” et de Sobolev WP qui ne
sont pas suffisante. Ceci conduit a 1’étude des Espaces de Lebesgue et Sobolev a I’exposant
variable LP(®*) et W) ou p est une fonction & valeur réelle.

Les espaces de Lebesgue a exposants variables sont apparus dans la littérature en 1931
dans le journal par Orlicz [18].

I1 est donc de voir une question naturalle : quels est les résultats peuvent étre "récupérés"
lorsque l'opérateur p(z) -Laplace est remplacé par une version fractionnaire p(z) -Laplacien .
Au loin que nous savoir, le seul résultat sur les espaces fractionnaires de Sobolev & exposant
variable et 'operateur p(z) -Laplacien fractionnaire est obtenue dans [17]. En particulier, les
auteurs généraliser 'opérateur p (x) -Laplace au cas fractionnaire. Ils introduisent également

un espace fonctionnel pour étudier une équation dans laquelle 'opérateur p(z) -Laplacien

fractionnaire est présent.



Notre mémoire est composé de trio chapitres :

Dans le premier, on donne quelques résultats classiques concernant les espaces de Lebesgue
et les espaces de Sobolev .

Dans le second chapitre, on étudie les espaces de Lebesgue & exposant variable LP(®) et
les espaces de Sobolev & exposant variable W) (()).

Et enfin, le dernier chapitre, on étudie I'espace fractionnaire de sobolev avec exposant
variable WS’Q(I)”’(W)(Q) puis, on donne une application sur I’existence d’une solution faible

dans lespace W, (@) (x’y)(Q) pour le probleme aux limites suivant :

(= )yt () + fu (@) ) = M (@) (), dams ©
u(x)=0 , dans OS2

ou 2 un ouvert borné de RY et ¢, r sont des fonction reélles vérifient certaines condition

I’approche qui on va utiliser est I’approche de variationnelle via ce prencipe ’EKLAND



Chapitre 1

L’espace de sobolev classique et de

type fractionnaire

1.1 L’espace L”

Dans ce que suit, on considére €2 un ouvert de RV

1.1.1 Défniition généralités
Définition 1.1.1 Soit 1 < p < 0o ; on pose

LP (Q) = {f Q2 — R ; f mesurable et / |f(2x)]" dx < oo} (1.1.1)

Q

muni de la norme

17z = { [1s@r da:] . (112)

Q

Définition 1.1.2 On pose

L™ (Q) ={f : Q — R ; mesurable et il existe une conctante c tell que |f (x)| < c¢ p.p. sur Q}
(1.1.3)



1.1. L’espace LP

muni de la norme

[ fll e =inf{c ; |f(2)] <c p.p. sur Q}.

1.1.2 Grands théorémes de convergences

Théoréme 1.1.1 (Théoréme de convergence dominée de Lebesgue) Soit (f,) une

suite de fonctions de L*.

On suppose que :

1- fo(X) — f(z) p.p. sur €,
2- 1l existe une fonction g € L! telle que pour chaque n, f,,(X) < g(x) p.p. sur .
Alors f € LY(Q) et || fn — fll;n — 0.

Théoréme 1.1.2 ( Fubini ) Soit Q et Qs des ouverts de RY

On suppose que F' € L' (€; x €y), Alors pour presque tout = € Q,

Flay) € () et [ [Flay)]dy € L (@0).
Qo
De méme, pour presque tout y € 2y
Flay) € L (@) et [ 1P(.p)]ds € L ().
Q1
De plus on a

J da / (2, y)d / dy / Faade= [ [ Py

Ql XQQ

Proposition 1.1.1 (Inégalité de Holder) Soit q la cojugué de p i.e {% + % = 1} et soit

felPetge L avecl <p < oo alors f.ge L' et on a :

/ 9l < 1l N9
Q

Lemme 1.1.1 ( lamme de fatou) Soit (f,) une suite de fonctions de L' telle que



1.2. L’espace de Sobolev W' (2)

1- Pour chaque n, f,,(X) > 0 p.p. sur Q

2—sup [ f, < oo.

Pour chaque x € Q on pose f(z) = lim - inf fu(X) .
Alors f € LY(Q) et o

/f§ lim inf f,

n—oo

Théoréme 1.1.3 ( Tonelli ) On suppse que

[1#G )y < o
Qo

Pour presque tout x € 2 et que

/m/w@m@<m

1951 Qo

Alors F € L' (1 x Q).

Théoréme 1.1.4 ( Inégalité de Young ) Soient a et b deux réels positifs, et p et q des

réels strictement positifs vérifiant : 119 + % =1.

Alors on a
ab b
ab < — + —.
p q

1.2 L’espace de Sobolev W!1?(())

Définition 1.2.1 Soit Q C RY, on définit I’espace de Sobolev WP(Q) par

WP(Q) = ue LP(Q),3g € LP(Q) tell que /qup =— /ggp, Vo e Cg° () p (1.2.1)
R R

muni de la norme
el = lll, + 1V7ull, (1.22)

Pour u € WP(Q), on note g = Vu, Si p = 2, alors on note

HY(Q) = W2(Q).



1.3. L’espace de Sobolev W*P(€)

Proposition 1.2.1

— L’espace WP est un espace de Banach pour 1 < p < 0.
— L’espace WP est réflexif pour 1 < p < oo .

— L’espace WP séparable pour 1 < p < oo.

1.3 L’espace de Sobolev W*?(Q))

1.3.1 Espace de Sobolev fractionnaire, 0 < s < 1

Définition 1.3.1 Soit Q un ouvert de RY, et soient s €]0,1[ et p € [1,+o00[, on définit

Uespace de Sobolev fractionnaire W*P($2) par :

WeP(Q) = {u € LP () tell que % € LP(Q2xQ) } (1.3.1)
z—ylr

C’est un espace vectoriel, on le muni par la norme :
b

1
||u||stP(Q) = ([U’]Is),p + ||U||1£p(ﬂ))p

o= (L ey

Proposition 1.3.1 Soit un ouvert de RY, s €]0,1[ et p € [1, +o0[, nous avons alors :

avec :

1- W*P(Q) est un espace séparable, et de Banach pour tout 1 < p < +oc.

2—- W#P(Q) est un espace réflexif pour tout 1 < p < +o0.

3— W*P(Q) est un espace uniformément convexe pour tout 1 < p < +oc.

Preuve. Soit (uy,), suite de cauchy pour la norme ||.|[c.(q), alors (u,)n est de cauchy
dans LP(2), donc convergence vers u dans LP(£2).

On suppose (v, )y: @) ”
Un () — up(y

N S
@ —yl»™
Qui est de cauchy dans LP(2), donc converge dans LP(f2).

oy (2, y) =



1.3. L’espace de Sobolev W*P(€)

Soit (Ug(n))n une sous suite de (uy,)n,et par T.C.D converge p.p. vers u(x) et par suit

(Vo(n))n converge p.p. pour tout (z,y) vers :

u(z) — u(y)
u(z,y) = T N,
[z —y[”
On applique lemme de Fatou, on obtient :
_ P P
/ —|u(x) x(i)' drdy < lim 1nf/ / ‘ua n) IAL,UJF(:) (y)| dxdy
alo Jo—y T s p

Alors u € W*P(Q) (car u,(x) € WP(Q)

De plus d’aprés T.C.D nous avons

un () — un(y)|” . Mdans LP (Q x Q)

\x—y\N+sP n— 00 ‘x_le—&-sp

D’ou u,, — u dans W*P(Q2). m

Exemple 1.3.1 = — In|z| € W*P(]0,1[) avec sp < 1 en effet :

|1n|93| nfyl[”
[_/ / sp+l

|1n|93| In [yl[”
I—/ / oo Spdedy

Y|

On pose

on a

En faisant le changement de variable t = 5

= In ty In |y|?
B / / \lnt]p
11— 1t|81”+1
1
[t v |Intf?
S / </ ’1 t’sp-i-l + 0 |1 o t‘sp—l-ldt dy

= h+1

— Pour I les equivalences suivant :

Int|” Int|”
[In ] o) Intl” et In]

—sp—1
T gt T 1=t

10



1.3. L’espace de Sobolev W*P(€)

De plus : fol y~Pdy < 400 car sp < 1 donc [; < +o0

—Pour I, d’aprés la formule de Fubuni, nous avons :

e
I, = dtd
? / / |1 — ¢ Y
+o0 |1nt|P /t
= T y *Pdy | dt
/0 11—t P ( 0

0 p
1 / | [In ¢| e—
1

—sp+1 1— ¢
Or on a
1 1
|1 . tlsp-i-l v(+00) |t|8p+l
alors :
“nt|p sp—1 2 |lnt|p sp—1 —sp—1
g T uthoo) InfETE et 11— ¢ P L=t

Donc I, < 400 ce qui implique que 1 < +00

1.3.2 Espace de Sobolev fractionnaire, s > 1

Définition 1.3.2 Soit Q un ouvert de RN et Soit s € RN avec s > 1 et p € [1,+00].
L’espace W*P(Q) est défini par :

WeP(Q) = {u € WEP(Q) tg D*u € W H#(Q) , Va, |a| = s} (1.3.2)
ou [s] désigne la partie entiére de s .

C’est un espace vectoriel, on le muni de la norme :

llleniy = | lelfyea + D 1Pl o

|ar|=[s]

— Si s = [s], alors 'espace W*P(Q2) est coincide avec l'espace de Sobolev classique.

(Ws’p(ﬂ), H-st,p(m>est un espace de Banach .

11



1.3. L’espace de Sobolev W*P(€)

1.3.3 Operateur p-laplacien fractionnaire

Définition 1.3.3 Soit s €]0,1] et p € [1,400], alors on définit le p-laplacien factionnaire

par :

1—8i p#2: (=A), est non linéaire.

2— Cet opérateur est applé non local, en ce sens quela valeur de p-laplacien fraction u(x)
a tout point x € ) dépend non seulement des valeurs de x sur ’ensemble €2 , mais en fait
sur la tout RY.

3— Cette définition est une généralisation de 'opérateur Laplacien fractionnaire lorsque
p = 2, est qui défini par :

(=AY u(z) = 2C (N, s) PV/ (w(@) = uly)) ;.

RN |CL’ - y|N+sp

avec une normalisation d’un constant C' = C' (N, s)
4—(=A), = (=4A),quand s — —1

Pour plus des détails, on peut consulter [6]
Définition 1.3.4 W,"(Q) la fermeture de C§° () dans W*P(2)
Proposition 1.3.2 Soit s €]0, 1] et p €]1, +o0]. Alors :

(—A)5: WP (RN) — (W7 (RN))

p

est bien défini, et de plus :

1- Vu,v € W;P(RY) nous avons :

(Conusy-[ [ |u<a:>—u<y>rp2‘<u<x>—u<y>><v<az>—v<y>> Loy

I — y‘N—O—sp

2- Vu,v € WP (RY) :
((~a)uv) <[, v,
Et par suite :
p

|—anu]|. < ity

ou ||.||,désigne la norme dual dans W;*(RY)

12



1.3. L’espace de Sobolev W*P(€)

Preuve. 1— comme u € W*P(Q), alors la quantiteé (—A), u existe donc :

Ay [ ) )P () ()

)
p RN |.’L' _ y|N+SP

Par le théoréme de Fubini, pour tout u,v € Wy*(RY) on a :

<(_A);u7v> _ 2/RN B ju(z) — u()” (@) = ul®) jow (ydy  (1.3.3)

o —y| N
_ ule) —u(y) " (@) —uly)
2 p—— (x) dady

D’autre part on a :

JRCE u(p)P? (o) —uly)

[ — |V
B / [u(2) = u)l" (u() — ulw)) (V) = v@)) 4 0
RN JRN |x _ y|N+5p
[u(x) = uly)”* (u(z) — u(y))
- /]RN RN |I‘ . y|N+8p v (y) dl’dy

Dans le second intégral nous changeons le role entre z et y i.e: x — y et y — x nous

avons alors :

JRCE u)™ () —u))

[y
- / [u(z) — u(y)"* (u(z) — u(y)) (v(z) — v(y))dg;dy
RN JRN |I—y|N+8p
_ /RN B lu(z) — U|(i1)|_p;/|](v7igf) — U(y))v () dedy

Et par suite :

R B BT LG P

= y| VT
Y RCE u(w)" () — u(y) () —v@)
RN JrN ’fE . y’N—i-sp

et d’aprés(1.3.3) nous avons :

(Conus- [ [, u(e) = ()" (u(e) ~ ulw) (o) = 00)

|l’ _ y|N+sp

13



1.3. L’espace de Sobolev W*P(€)

2—- Yu,v € X? nous avons par l'inégalité de Holder :

W) = [ 1) k) ) ) = o)

|x y|N+sp

u@)|"" () — v(y))
/RN /]RN |JI y| N+sp)( ) |.13 |(N+5p)(;) dlL’dy

(/RN /RN e N+sp|p ) ( /R ) /R ) v(z N+5p’p o dy)(}o)

= [ull, W,

IN

IN

Proposition 1.3.3 Soit s €]0,1[ et p €1, +oo]. Alors :
(=2); : WP (RY) — (WP (RY))

est continue i.e (—A)s € C <W5’p(RN)7 (Wg’p(RN))/) .

Preuve. Soit u, — u dans W;”(R") montrons que (—A)Su, — (—A)Su dans (WOS”’(RN)),.

p
En effetnous avons d’aprés la proposition (1.3.2) :

[(=2)pun — (=A)5u

; < [u, — u]pil

87p

*

Alors il suffit de monter que : [u, — u]} ' — 0 ; nous avons : u, — u dansWSP(RN)

alors u,, — u dans LP(RY) donc pour une sous suite nous avons : g € LP(RY) telle que :

un () = u(z) pp.Jua| <g(2)

Et d’apres théoréeme de convergence dominée nous obtenons le résultat souhaité. m

14



Chapitre 2

Espaces de Lebesgue et de sobolev a

exposant variable

2.1 Espaces de Lebesgue a exposant variable L)

Dans toute ce que suit, 2 désigne un ouvert de R, et soit ’ensemble C (Q) défini par

C, (Q) = {pEC(Q%p(x) >1, Vr e Q}

pour tout p € C'y. (Q) , O1l pose :

p" =supp(x) et p~ = inf p(x)
zeQ zeN

Définition 2.1.1 On définit Uespace de Lebesque & exposant variable LP™  par :

LP@(Q) = {u;u est mesurable et / u(z) P da < oo}
0

muni de la norme de type Luxembourg :

Q

u(z)
1

p(z)
dr <1

(2.1.1)

dans le cas ou p(z) = p € [1,00) est une constante alors le choix optimal dans I’expression

(2.1.1) est p = [Jul|,, c.a.d I'espace LP®) coinside avec 1'espace classique L.

15



2.1. Espaces de Lebesgue & exposant variable LP(®)

Inégalité de type holder : Soit LY®)(Q) désigne I’espace conjugué de LP®)(Q), ou
= 1. Siu € LP@(Q) et v € LI®(Q) alors 'inégalité de Holder suivante est vraie :

/ uvdx
Q

Soit u € LP®) (), on pose :

1 1
P ORETE)

(11
<t ) e Pl

p(u) = / " de
Q

Le module p(.) jone un role important pour caractriser les propriétés topologique de
Lp@)
Proposition 2.1.1 [19]On a
IHul,,) <U=1;>1) © pu) <1(=1;>1).
2-Julygy > 1= IUIZ(}) < pu) < sz;)-
3 ulyy <1= Wg?;) < p(u) < |ulye, -

Proposition 2.1.2 [19]Si w,u, € LP®)(Q) et n € N, alors les affirmations suivantes sont

équivalentes entre elles:

1—7}Ln;o U =l = 0.

2-lim p (u, —u) = 0.

n—

3—u, — u en mesure dans Q2 et lim p(u,) = p(u).

n—oo

Théoréme 2.1.1 [19] Supposons que

q(r) < o0 Q)

1 <¢ = ming(z) < g¢(z) < ¢" = ma
(x)eQ (x)e

1- Si Q est un ouvert borné (L% (Q), || o()) est un reflexif uniformément convexe et

espace séparable.

2— Si Q est un ouvert de RY, alors C3°(€2) est dense dans l'espace (L@ (), |-

16



2.2. Espaces de Sobolev & exposant variable W) (Q)

2.2 Espaces de Sobolev a exposant variable Wr(®)(Q)

Définition 2.2.1 On définit l’espace de type Sobolev avec un exposant variable comme suit

ou

7

Wwhe(Q) = {u € P9 (Q); € LPD(Q) pour tout 1 < i < N}

muni de la norme
ull1p@) = |ulp@) + [Vulpe)

On définit W, (Q) par Padhérence dans WP (Q).
Proposition 2.2.1 (voir [19])

~ WP@(Q) et W™ () sont des espaces de Banach réflexifs séparables.

Inégalité de type poincaré: Il existe une constante C' > 0, telle que :
[tlots) < C|Vuly) Yu € Wo ™™ (9).

Par Inégalité de type poincaré, on déduit que |u|ym) et ||u||ipm) sont normes équiv-

alentes sur Wy 7™(Q).

Exemple 2.2.1 Soit N = 2, soit Q = {x € R%;|z| < 1}, et soient r, s avec 1 <7 < 5 <2

et o = —Q(S;T).

on pose :
t= ’JJ‘ 5
A=z € avec: 1< p <t

p = arccos
on pose
rsize (2N A)
p(z) =

ssiz € A

Le conjugué de Sobolev est

2 siz € (U A)
q<x>: 2—r

;—SsixeA
—S

17



2.2. Espaces de Sobolev a exposant variable W1P(*)(())

La fonction u(z) = |z|" avec p = =2 appartient & W'?(*)(Q), en effet :

py (u) = /|x|s“da:+/ |z dx
A ONA

1 1
< / tortotlgr 4 og / trEHL gt
0 0

< o0

De plus

pp (V) = Wl [ 1OV ol [ e o
A QNA

1 1
< / ts=Drotlgy 4 on / AR/}
0 0

< o0

car sp+o+1>0,ur+1>0s(p—1)+c+1>—-1,r(p—1)+1>—1.
Cependant,

1 27
Py (u) > 27T/ e Tty
0

= o0

parce queéi’;) +0+1=—1, et ainsi, u ¢ WH®(Q).

Définition 2.2.2 ( Operateur p (z)-laplacien ) :

Soit u € WH4®)()), on définit 'operateur p (r)-laplacien par :

Dyt = div ([9uf V).

18



Chapitre 3

3.1 Définition et propriétés

Soit © un ensemble ouvert réglier dans RY. Pour tout réel s > 0 et pour toute fonction
q(z) et p(z,y), on veut définir I'espace de Sobolev fractionnaire a exposant variable. On
commence par fixer 0 < s<letq:Q —Retp:QxQ— R troi fonctions continues.

On suppose que p est symétrique, et de plus :

l<p~ = min _p(z,y) <plz,y) <p" = max p(z,y) < oo,
(z,9)eQxQ (z,y)eQxQ
p(($7y> - (27 Z)) = p(l’,y),V(I,y), (Za Z) €0 x Qv (pl)
1 < ¢ = min ¢(r) < g(z) < ¢" = maxg(z) < cc. Q)
()R (z)e

Définition 3.1.1 On définit l’espace de Sobolev fractionnaire avec exposant variable via

l’approche de Gagliardo comme suit

E = W87Q(w)7p(w7y)(Q)

. Ju () —u (y)""
= {ue L1D(Q), / N [y VR dzdy < oo, pour A > 0}
Qx Q
Soit
Ju(z) —u (y)["

[u]s’p(m’y) =imnfA>0, /

Qx Q

)\p(x,y) ’x _ y’N—l-Sp(x’y) d:):dy < ].
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3.1. Définition et propriétés

la semi normE de Gagliardo corrspondondent avec exposant variable.

On munit £ par la norm suivant :
ull g = [u] P9 + |ulq(a)

Alors F devient un espace de Banach.

Soit Ejy la fermeture de C3°(€2) en E. Alors Ej est un Banach espace & la norme
Jul = a7,

Dans [17], les auteurs prouvent un théoréme, qui nous parmet de voir un résultat

d’injection trés important :

Théoréme 3.1.1 Soit Q C RY un ouvert et s € (0,1). Soit q(x),p(x,y) deuz fonction
continues avec sp(x,y) < N pour tout (x,y) € QxQ et q(z) > p(z, ) pour tout x € Q. Soit
(P) et (Q) sont satisfaits. Supposons que r : Q — (1,00) est une fonction continue telle que

Np(x,x)

i) = N — sp(z, z)

>r(x) >r_>1; Vo e Q.

Alors Il existe une constante C = C(N, s, p, ¢, , Q) telle que pour tout f € W=2@)-»Pz:v) (),

| flr@) < Cllfllg-

Ainsi, I'espace W*9@)»(#:4)(Q)) est s’injecte de maniére continu dans L™ () pour
tout r € (1,p*). De plus, cette injection est compacte.

Voici un résultat racemble quelques propriétés topologiques importants pour ’espace E

Lemme 3.1.1 Supposer que RY est un domaine ouvert borné. Supposons que (P) et (Q) .

Alors W1@»@9)(Q)) est un espace reflizvive séparable
Preuve. On définit 'opétrateur
T - Ws,q(z),p(w,y)(Q) N Lq(ﬂf)(g) % Lp(xyy)(Q x )

par



3.1. Définition et propriétés

Facilement de voir que 7' est une isométrie. Ensuite, en utilisant le théoreme (2.1.1), le
reste de la preuve est similaire au théoréme 8.1 de [10]. m

Voici une généralisation de résultat de la densitée :

Lemme 3.1.2 Soit (P), (P ) et (Q) étre satisfait. Si Q = RN, puis I’espace C®(Q) est un

sous-espace dense de Ws’q(f”)’p(x’y)(ﬁ),

Preuve. Soit u € W*1®»@v)(Q) et soit n € Cg° (RY) telle que n > 0 dans RV et
supp(n) C B;. Nous supposons également que | B n(x)dx = 1. On note par u. la suite qui
définie par :

() = / ne(z — y)uly)dy; © € RY

avec 1, (z) = e Vn(%). comme u € L®)((), par le théoréeme (2.1.1), On a
|ue — ufy,y — 0 quand & — 0 (3.1.1)
Par conséquent, a partir de la proposition (2.1.2), il suffit de prouver que
/ lue(z) — u(z) — ue(y) + u(y)|"“Y K (z,y)dzdy — 0, comme & — 0 (3.1.2)
195749

7N75p($,y)

ou K(z;y) = |z — vy . En utilisant 'inégalité de Holder plus ancienne en combi-

naisant avec les théorémes de Tonelli et de Fubini, on obtient
| o) = ula) = waw) + ul) K(z,y)dudy
QxQ

= oo K(z,y) {/RN (u(z — 2) —u(y — 2))n. () dz — u(x) + u(y)r(w) dady

p(z.y)
] dxdy

_ /MK UB (u( — £2) — uly — 2) — u(x) + u(y)) (=) dz

IN

B [ k| [ e e = aty — 22) — ule) + a0 e (2) ] oy
QxQ B1

< B! / [u(e — £2) — uly — 2) — u(x) + u(y) """ K@) (2) dedydz
OQOxOx By

IN

L )
| B[P P 1/Q . lu(z —ez) —u(y —ez) — u(x) +u(y)|p( )
X8IX D1

K (a.y) (n ()" =0 ()" ) dedydz
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3.1. Définition et propriétés

On démontre que :
lil% - lu(z — £2) — uly — £2) — u(z) + u(y)|"“Y K (z,y) dedy = 0 (3.1.3)
on fixe z € B; eton pose w = (z,z) € Q x 2. On définie la fonction v : Q x Q@ — R par :
v (w.) = (ulx) —u(y)) (K (2.9))7F7 ¥ (r,y) € 2 x Q
alors v € LP@¥) (Q x Q) , si e > 0, par le théoréme (2.1.1) il existe g € CS° (2 x Q) telle

que
A

3

|U - glp(m,y) < 3

alors

|U ( - €w> - ’U|P(zyy)

IN

|U ( - €w) -9 ( - 6w>|1fl(oc,y) + |g ( - 5w) - glp(m,y) + |U - g|p(x,y)

’ ’
!

< S 4f 4
- 3 3 3

pour € est assez petit. Cela prouve la relation (3.1.3).

De plus, pour p.p. z € By, il existe une constante positive c telle que :
(1" =) [ jule = e2) = uly — )~ ula) + u()V? Kdody
QxQ
< (0@ =n @) ([ fule - 22) = uly - )P Kdedy
Qx0
+ / lu(z) — u(y) P Kdxdy)
QxO
<2 (0" =0 ) ([ fule) ~ ul)l"? Kdody & = (B (3.1.4)
QxQ

pour tout € > 0. Par conséquent, en utilisant (3.1.3), (3.1.4) et le théoréme de conver-

gence dominé, on déduit que

‘/n@W”/ u(z — e2) — u(y — e2) — u(z) +u(y) Y K (z,y) dedydz — 0,
B1 QxQ

quand £ — 0. Grace a l’assertion ci-dessus, nous obtenons (3.1.2). En combinisont avec

(3.1.1), on conclu notre preuve. m

Comme application du théoréme (3.1.1). Les auteurs étudient des solution pour des
problémes non locaux, pour la on a besain de définir un opérateur correspondent a I’espace

E comme suit :
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3.2. Propriétés de I'opérateur fractionnaire (—A)> .

Définition 3.1.2 Soit l'opérateur (—A);(Ly) définie par :

u(x) —u( P@Y=2 (1 () — u
m/l DI i),

(_A> y’NJrsp ,Y) Yy

S

3.2 Propriétés de l'opérateur fractionnaire (—A)7

Dans cette section, on donne quelques propriétés de bases sur I'operateur (—A);(I "

Soit (P) et (Q) sont satisfaites. Dans la suite, on note par
K(z,y) = |z -y 7700

On considérez les fonctionnelles suivantes:

p(z,y)
L(u) = / [u(z) — uly )A|[ dzdy; Yu € Ej
axa p(@,y) |z —y| Y

p(zy) q(x
I(u) = / Ju(e) = uly )A|/ )dxdy—i-/ [ dr; Yu e E
axe p(z,y) |z —y|V TPy o q(z)

Et L, : Ey — Ef , ou Ef est I'espace dual de £y,

w(z) — wPEY 2 (u(z) — u 7 —
(L) = [ =) - <y<|N>+ — ) (£0) = )

De méme, nous considérons Ly: ' — E* telle que

u(z) — u(y)PEY 2 (u(z) — u x) — 9
g = M) ) )= 0Dy [ 1 g, v € 5

Lemme 3.2.1 La fonction I, est bien définie sur Ey. De plus, I € CY(Ey, R) et la dérivé

donnée par

Preuve. On a

)+l )
/]RN /RN y|N+8pmy)dxdy
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3.2. Propriétés de I'opérateur fractionnaire (—A)

p(z.y)
Soit u,v € Ey
hlutt) —hw _ L 0)+t0(a)) = (uly) + 0 ()
= 7 dxdy
t t RN JRN (z,y) |z — y|N+8p (z,y)

()l”y)
dxdy
/I%N /]RN .I' Y ‘.’L‘ ‘N—Fspmy) )

on considere k : [0, 1] — R la fonction définie par :

- [ [ +nw» ) £ o I

1, y) ’flf ’N+SP :py)

k est dérivable sur |0, 1[, alors il existe ¢; €]0,1] :

K@) —k(0) = K(c)t

[ () + cou (@) = (u(y) + cou ()7 (u (@) + cru (@) = (uly) +cu(y) (v (@) =

- | y|N+pry)

B |(u(z) —u (y))|p(m”y)2 (:’Jsﬂip— U)(?J)) (v(z) —v(y) quand £ — 0

Soit l'opérateur A : Eq — E{défini par

<AUJOZZA¥04N|aux>—zwy»P“@’Zauxw—u<w>@wx>—v<y»¢uw

|z — y| V)

Par I'inégalité de Holder’s et le théoréme des valeurs intermédiaires, on a

PEY=L () () — 1
|Mmm:=/‘/‘ W“ HOPPTE O 0D gy i, [ g
RN JRN | Yy P RN

zy) Tp(zy) y) |gj — y|N+Sp(‘T y)p(z )
p(z,y)—1
u(z) —u(y)l v (r) —v(y) 1
< == LI Vg |
‘x— ‘p(z,y)Jrs ‘:L‘— ‘p(w,y)+s
Yy p(z,y) ) Lr(z,y)
p(z,y)—1
( ) )71
(@) —u@) |7 | v@) - ) e
= |/ —— o 17 P [ e
|$ — y|p(z,y) p(z,y) |Jj — y|p(w,y) L) ra(z)—1
p(zy)—1
p(r,v)—1
_ <hd&Mayv [u]m@y HUqu@) HUHLMM
ra(z)—1
< JulPTO7 oll,, + C lull, (0],
Alors,
| Aul|,,r < [ul27 7 o

w

ce qui termine la preuve. m
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3.2. Propriétés de I'opérateur fractionnaire (—A)> .

Lemme 3.2.2
1 —L; est un opérateur borné et strictement monotone.C’est-a-dire pour toutes u , v
S E() .
(Liu — Lyv,u—v) >0

2-L; est une cartographie de type (S, ), c’est-a-dire si u,, — u dans Ej et

lim sup (L (u,) — L (u) ,u, —u) <0,

n—oo
alors u,, — u dans Ej.
3-Ly : By — Ej est un homéomorphisme.
Preuve. 1- Evidemment, L; est un opérateur borné. Rappelons les inégalités premiers

de Simon [ 8], ce qui implique la monotonie stricte de L:

z =y <, (JoP 2o — |y 2y) x (x—y), p>2
P
2

Pour tout z,y € RY, ou ¢, = (%)_pet C, = p%l-

2-Soit (u,) € Fy une suite telle que u,, — u dans Ey et

lim sup (L (u,) — L (u) , u, —u) <0.

n—oo

alors, de la monotone de L, on a :

lim sup (L (u,) — L (u) ,u, —u) =0

n—o0

Par le théoréme (3.1.1), nous obtenons

Uy () = u(x);ae x e (3.2.2)

le lemme de Fatou fourint que :

n—oo

> / (&) — u ()P Kdady
QxN

D’autre part, nous avons

lim inf/ |t () — un ()P Kdady (3.2.3)
QxQ

lim (Ly (up,),u, —u) = lim (Ly (un) — Ly (u) ,u, —u) =0 (3.2.4)

n—oo n—oo
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3.2. Propriétés de I'opérateur fractionnaire (—A)> .

Maintenant, en utilisant I'inégalité de Young, il existe une constante positive ¢ telle que

(L1 () s un — u) = /Q ) |t (2) — un () PY K (2, y) dady (3.2.5)
- / [t () = 1 ()P (u (2) = 1 (y)) (u (2) = u () Kdwdy

|y, () =y ()P K (,y) dody

AV
:o\
5

1/\w@wwmwwwﬂww—MMme

(@) — up ()Y K (2, y) dody

%
o
S~

5
B

e [ ) ul)l Y K (o) dody
Qx0
En conséquence de (3.2.3), (3.2.4) et (3.2.5), nous obtenons

lim ltn (2) = un ()P K (2, y) dady (3.2.6)

=% Joxq
— [ u@) - )P K (o) dady
QxQ
Maintenant de (3.2.2), (3.2.6) et du lemme de Brezis-Lieb [9], notre résultat est prouvé.

3— Par l'assertion 1, est une injection. Au vu de la proposition (2.1.1), nous obtenons
(L (u),w)

]| —+o0 |||

Par conséquent, L est coercitive. Ainsi, a la lumiére du théoréeme de Minty-Browder (voir
[7]), L1 est une surjection. Donc L, a une aplication inverse L, : Ef — Ej.

Il reste de montrer que L' est continu. En effet, soit (f,), f € Eg telles que f,, — f
dans Ej .

Soit u, = Ly (fn),u = Ly*(f), alors

L1<Un) = fn et Ll(u) = f

Vu la coercivité de Ly, (u,) est borné dans Ey. On peut pouvons supposer que u, — U

dans Ey.D’ou
lim (L (un) — Ly (ug) , upn — ug) = lim (fy,, u, — ug) =0

En utilisant le fait que L; est de type (S+), nous concluons que u, — ug dans E,. Ce

conclut la preuve. m

Remarque 3.2.1 Les résultats ci-dessus sont toujours valables si on remplace L1 par L.
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3.3. Application aux probléme fractionnaire non local avec exposant variable

3.3 Application aux probléme fractionnaire non local
avec exposant variable

Dans cette section, on travail sous les hypothéses du théoréme (3.1.1). On s’apprie sur

existence de solutions du probléme suivant

CAV () 4l ()9O () = M ()P () . dans

p

u(x)=0 , dans 02

ouA>0,1<r(z)<p .
On dit que u € Ejy est une solution faible du probléme (3.3.1) si pour tout v € Ey

/M|u<x>—u< VP2 (4 () — () (0 (2) — v () K () dady

# [ @I u@ e @ ds =5 [ @ @ @) ds
0

Théoréme 3.3.1 Pour tout A > 0, le probléme (3.3.1) admet au moins une solution faible

non triviale.

D’abord, on définit la fonctionnelle Jy : Fy — R par

()1 ()
JA(u)—Il(u)—i-/Q%dm—)\/Q%dx; Yue FE

D’apres le lemme (3.2.1), J € C*(Ey, R) et de plus :

(hwo) = [ @) =P @) =) (@) = 0 @) K () dody

# [ @ u@@de =3 [ @ @@
Ey

Définition 3.3.1 Soit X un espace de Banach et I : X — R de classe C*.

Yv €
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3.3. Application aux probléme fractionnaire non local avec exposant variable

Si ¢ € R on dit que I véri e la condition de Palais-Smale (au niveau c) si de toute suite
u, de X telle que :
I(u,) — ¢ dans R et I'(u,) — 0 dans X'

Alors, on peut extraire une sous suite convergente.
Ce corollaire suggére immédiatement d’utiliser conjointement la condition de Palais-

Smale et du lemme d’Ekeland.

Théoréme 3.3.2 Soit J une fonctionnelle de classe C' sur un espace de Banach V minorée

et satisfaisant la condition de Palais-Smale. Alors J atteint son minimum.

Preuve. [du théoréme (3.3.1)] On montre d’abord que Jy satisfait la condition Palais-
Smale.

Soit (uy) € Ey une suite (PS) de J,. Nous prétendons que (u,) est borné dans Ej.

Arguant par contradiction, nous supposons que(u,) est illimité dans Ey. Sans perte de
généralité, on peut supposer que ||u,| > 1 pour tout n > 1.

Il existe un positif constante c telle que

[t ()" Iun [t ()"
R T @
> I (up) — )\/Q‘UHTde
cA
>, |” — ||

Dans la derniére inégalité, on utilisé la proposition (2.1.1) et le théoréme(3.1.1). Au vu de
rt < p~, on déduit que (u,) est borné dans Ey. Ainsi, il existe une sous—suite (u,,) de

(u) et en utilisant le théoréme (3.1.1), on a :
u, — u dans Fy, u, — u dans L™® (Q)etu,, — u dans LY@ (Q).

On montre dans ce qui suit que

u, — u dans Ej

.Comme (u,,) est une suite de (PS) et en utilisant les assertions ci-dessus, nous obtenons

<J; () — Jo (1), — u> = (L1 (un) — Ly () st — ) = 0
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3.3. Application aux probléme fractionnaire non local avec exposant variable

Maintenant, puisque L; est un opérateur de type (S +), nous concluons que u,, — u dans
Ey, qui montre que la condition Palais-Smale est satisfaite.
Ensuite, nous montrons que .J, est coercitive. En effet, comme nous ’avons observé,

pour tout A > 0 et u € Ey avec ||u|| > 1, nous avons
- A +
D () 2 ull” ==l

Cela implique la coercivité de Jy. On en déduit que J € C*(Ep, R) est minorée, coercitive et
satisfait a la condition Palais-Smale. Ces faits en combinaison avec le principe variationnel
d’Ekeland montrent qu’il existe © € E un minimum global de J,. Reste a prouver que

u#0. Fix ® € Ey; ® #0 et ® > 0 dans . Ensuite, pour chaque ¢ € (0,1), on a

a(@) | P q(z) (@) |P r(z)
) = nmys [ SUBE, [,
Q Q

q(x) r(x)
q(x) r(z)
> 'L (@)—I-thr/Q%dx—/\tr/Q%dx.

En prenant en compte r~ < pT et r~ < ¢', pour t assez petit, on en déduit que

N (tq)) < 0.
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