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`e›n`c´o˘u˚r`a`g´e›m`e›n˚tṡ ¯p`eˇr‹m`a‹n`e›n˚tṡ, `eˇt ˜l´eˇu˚rffl ¯sfi`o˘u˚tˇi`e›nffl ”m`o˘r`a˜l.
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A ˚t´o˘u˚t´e ˜l´affl ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e "D˚i˜l›m˚i" `d˚i`eˇuffl ”vˆo˘u¯s ˜bflé›n˚i¯sfi¯sfi`e, `àffl ”m`o“nffl `c‚h`eˇrffl ¯p˚r`o˝f´eṡfi¯sfi`eˇu˚rffl,
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Notation

• N est la collection de tous les nombres naturals.

• Z est l’ensemble de tout les nombres entiers.

• Rn est l’espace Euclidien.

• Pour α ∈ Nn,|α| = α1 + ....+ αn

• |B| la mesure de Lebesgue de B ⊆ Rn.

• Soient X1et X2 deux espaces. X1 ↪→ X2 s’il existe c > 0, telle que

‖f‖X2
≤ c ‖f‖X1

, ∀f ∈ X1.

• B(x, r) ;La boule de centre x et de rayon r ,definit par

B(x, r) = {y ∈ Rn : |y − x| < r}.

• Sn−1 est la sphère unité de Rn, la variable générique de Sn−1 est notée parfois x′, ξ′... et

la mesure canonique de Sn−1 est notée dx′, dξ′...

• On a ∫
Rn

f(x) dx =
∫ ∞

0

(∫
Sn−1

f(rx′)dx′
)
rn−1dr,

pour toute fonction intégrable f .

• La fonction caractérestique χE est definit par

χE =

 1 si x ∈ E

0 si x /∈ E

• Pour tout nombre complexe z tel que Re(z) > 0. La fonction gamma Γ est définie par

Γ(z) =
∫ ∞

0
tz−1e−tdt.

• Bk := B(0, 2k), Ck := Bk\Bk−1et χk = χCk , pour k ∈ Z, C̃k = Ck, C̃k = B0, and

χ̃k = χCk , pour k ∈ N.

• q est l’exposant conjugué de p où 1
p

+ 1
q

= 1.
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Introduction

Depuis les années 1920, plusieurs chercheurs ont étudiés la continuité d’opérateur de

Hardy sur des espaces de fonctions, comme les espaces de Lebesgue Lp, BMO, Herz et

autres. L’inégalité de Hardy et ses diverses généralisations jouent un rôle important dans

diverses branches de l’analyse telles que la théorie de l’approximation, les équations aux

dérivées partielles, la théorie des espaces de fonctions, etc. Par conséquent, au cours des

vingt dernières années une quantité énorme d’articles a été consacrée aux inégalités de

Hardy et de type Hardy dans divers espaces. Les principaux résultats et leurs applications

sont donnés dans les livres [4, 6, 13, 16] et leurs références.

Dans ce mémoire, on a basée sur le travail du Fu et Ma [7], qu’ils ont étudié la continuité

des opérateurs multilinéaires de Hardy et de Cesàro avec poids sur des espaces de type

de Herz, tel que’on a étudié le cas bilinéaires.

Le but de ce mémoire est d’étudier la continuité des opérateurs bilinéaires de Hardy

et de Cesàro avec poids sur les espaces de Herz et de Morrey de type de Herz, dans lequel

on a prouvé que la condition :

A =
∫ 1

0

∫ 1

0

(
t
−(α1+n/q1)
1 × t−(α2+n/q2)

2

)
w(t1, t2)dt1dt2 <∞

est nécessaire et suffisante pour la continuité des opérateurs bilinéaires de Hardy avec

poids sur les espaces K̇α1,p1
q1 (Rn)× K̇α2,p2

q2 (Rn) et la condtion

B =
∫ 1

0

∫ 1

0

(
t
−(α1+n/q1−λ1)
1 × t−(α2+n/q2−λ2)

2

)
w(t1, t2)dt1dt2 <∞

est nécessaire et suffisante pour la continuité des opérateurs bilinéaires de Hardy avec

poids sur les espaces MK̇α1,λ1
p1,q1 ×MK̇α2,λ2

p2,q2 , et que la norme de l’opérateur correspondant

est exactement A (le cas Herz) et B (le cas Morrey de type de Herz) si αi = (1/2)α, λi =
1
2λ, qi = 2q, pi = 2p, i = 1, 2. La même étude sera effectuée pour l’opérateur bilinéaire de

Cesàro sur ses espaces.
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Introduction 7

Ce travail de recherche est composé de trois chapitres :

Le premier chapitre est sera constitué des notions fondamentales sur quelques espaces

fonctionnels et inégalités qui seront utilisés dans les chapitres suivants.

Dans le deuxième chapitre on donne les défnitions des espaces de Herz homogène

K̇α,p
q (Rn) et non homogène Kα,p

q (Rn), quelques propriétés principales de ces espaces qui

vont être utilisé et en termine par étudier la continuité des opérateurs bilinéaires de Hardy

et de Cesàro avec poids sur ces espaces.

Dans le troisième chapitre on donne les défnitions et les propriétés principales des

espaces de Morrey de type de Herz homogène MK̇α,λ
p,q (Rn) et non homogène MKα,λ

p,q (Rn),

dans lequel on a prouvé que la condition :

C =
∫ 1

0

∫ 1

0

tα1−λ1−n
(

1− 1
q1

)
1 × t

α2−λ2−n
(

1− 1
q2

)
2

w(t1, t2)d(t1, t2) <∞.

est nécessaire et suffisante pour la continuité de l’opérateur bilinéaire de Cesàro avec

poids sur les espaces MK̇α1,λ1
p1,q1 ×MK̇α2,λ2

p2,q2 , et que la norme de l’opérateur correspondant

est exactement C si αi = (1/2)α, λi = 1
2λ, qi = 2q, pi = 2p, i = 1, 2.

Université de M’sila
DILMI Messaoda

2021-2022 La continuité des opérateurs
bitilinéaires de Hardy avec poids



Chapitre 1

Quelques resultats préliminaires

Dans ce chapitre, nous rappelons certaines notation préliminaires fondamentales, né-

cessaires dans ce mémoire, concernant les espaces fonctionnels et les opérateurs de type

Hardy.

1.1 Défintion de certains espaces fonctionels

Nous sommes maintenant en mesure de définir certains espaces fonctionels.

1.1.1 L’espace de suites p sommable
Définition 1.1

Soit 0 < p ≤ ∞. On appelle `p(Z) l’espaces de suites {fj}j≥0 à valeurs réelles ou

complexes telles que

‖{fj}j≥0 |`p(Z)|‖ =
 ∞∑
j=−∞

|fj|p
 1

p

<∞, si 0 < p <∞

et

‖{fj}j≥0|`∞(Z)‖ = sup
j∈Z
|fj| <∞.

Remarque 1.1

1. Ces espaces sont des Banach pour p ≥ 1.

2. Si 0 ≤ p ≤ q ≤ ∞ , alors on a `p ↪→ `q.

8



Quelques resultats préliminaires 9

1.1.2 L’espace de Lebesgue
Définition 1.2

Soint 0 < p ≤ ∞ et Ω ⊆ Rn, on pose

Lp(Ω) = {f : Ω→ C ,telle que f mesurable et ‖f |Lp(Ω)‖ <∞}

avec

‖f |Lp(Ω)‖ = ‖f‖p =


(∫

Ω
|f(x)|pdx

) 1
p

si 0 < p <∞

supess
x∈Ω

|f(x)| , si p =∞.

Si Ω = Rn, on pose Lp(Rn) = Lp.

Remarque 1.2
Les espces Lp (Ω) sont des espaces de Banach pour 1 ≤ p ≤ ∞.

1.1.3 L’espace de Lebesgue localment intégrable
Définition 1.3

Soint 0 < p ≤ ∞. L’espace de Lebesgue localment intégrable est défini par

Lploc(Rn) = {f mesurable : fχK ∈ Lp(Rn) pour tous les sous-ensembles compacts K ⊂ Rn}

1.1.4 L’espace de Lebesgue avec poids.
Définition 1.4

On dit que ω est une fonction de poids, si est une fonction localement intégrable non

négative sur Rn.

Université de M’sila
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Quelques resultats préliminaires 10

Définition 1.5
Soint 0 < p ≤ ∞, Ω ⊆ Rn et ω une fonction de poids, on pose

Lp(Rn, w) = {f : Ω→ C, telle que f mesurable et ‖f |Lp(Ω, w)‖ <∞}

avec

‖f |Lp(Rn, w)‖ = ‖f‖p,ω =


(∫

Ω
|f(x)|pω(x)dx

) 1
p

si 0 < p <∞

supess
x∈Ω

ω(x) |f(x)| , si p =∞.

Si Ω = Rn, on pose Lp(Rn, w) = Lp(w).

Remarque 1.3
Les espces Lp(Ω, w) sont des espaces de Banach pour 1 ≤ p ≤ ∞.

1.1.5 L’espace de Morrey

Les espaces de Morrey sont apparus pour la première fois en 1938 dans les travaux de

Morrey [14] à propos de certains problèmes d’équations aux dérivées partielles. Pour plus

de détails sur ces espaces voir [15, 17].

Définition 1.6
Soit 0 < q ≤ p ≤ ∞, n ≥ 1 et 0 < λ < n. L’espace de MorreyMλ

q (Rn) est l’ensemble

des fonction f ∈ Lqloc(Rn) telles que

∥∥∥f |Mλ
q (Rn)

∥∥∥ = sup
x∈Rn,r>0

|B(x, r)|−
λ
q

(∫
B(x,r)

|f(y)qd(y)|
) 1
q

<∞.

Remarque 1.4

1. Les espacesMλ
q (Rn) sont des quasi -Banach pour 0 < q < 1 et de Banach pour

q ≥ 1.

2. Si 1 < q <∞ et λ > n, on aMλ
q (Rn) = {0}.

3. Si 0 < q <∞, on a

M0
q(Rn) = Lq(Rn) et Mn

q (Rn) = L∞(Rn).
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Quelques resultats préliminaires 11

1.1.6 Inégalités élémentaires

Nous rappelons dans cette subsection quelque inégalités classiques, dans les espaces

Lq(Rn) qui sont nécessaires pour la suite de ce mémoire.

Théorème 1.1 (Inégalite de Hölder )

Soient f ∈ Lp(Rn) et g ∈ Lq(Rn), avec 1 ≤ p, q ≤ ∞ telle que 1
p

+ 1
q

= 1
r
alors

f · g ∈ Lr(Rn) et ‖f · g|Lr(Rn)‖ ≤ ‖f |Lp(Rn)‖ ‖g|Lq(Rn)‖

Proposition 1.1 (Inegalite de Minkowski)
Soint f, g ∈ Lq(Rn) et 1 ≤ q ≤ ∞, alors f + g ∈ Lq(Rn) et

‖f + g|Lq(Rn)‖ ≤ ‖f |Lq(Rn)‖+ ‖g|Lq(Rn)‖

Définition 1.7 (Inégalité de Minkowski)
Soient Ω1,Ω2 ⊂ Rn et soit f : Ω1 × Ω2 → R+ une fonction mesurable. Si 0 < p ≤ q ≤

∞, alors on a
(∫

Ω1

(∫
Ω2

(f(x, y))p dy
) q
p

dx

) 1
q

≤
(∫

Ω2

(∫
Ω1

(f(x, y))q dx
) p
q

dy

) 1
p

.

Théorème 1.2 (Inégalité de Minkowski généralisée)
Soient 0 < γ ≤ β ≤ ∞ et {fj}∞j=0 ⊂ Lγloc(Rn), alors on a

( ∞∑
j=1

(∫
Rn
|fj(x)|γdy

)β/γ
dx

)1/β

≤ c

(∫
Rn

( ∞∑
j=1
|fj(x)|βdx

)γ/β
dy

)1/γ

.

1.2 Définition des opérateurs de Hardy et de Cesàro

avec poids

Avec le développement de la théorie de l’analyse, de nombreux types des inégalités

de Hardy ont été discutées. Par exemple, un nombre assez important d’articles ont traité

Université de M’sila
DILMI Messaoda

2021-2022 La continuité des opérateurs
bitilinéaires de Hardy avec poids



Quelques resultats préliminaires 12

des diverses généralisations, les nombreuses variantes et les applications des inégalités

de Hardy au cours des dernières années. Pour les discussions détaillées des inégalités de

Hardy, nous choisissons de nous référer à [8, 10].

1.2.1 Défintion d’opérateur de Hardy avec poids

En 1984, Carton-Lebrun et Fosset [3] ont donné la définition suivante de l’opérateur

de Hardy avec poids Hw comme suit :

Définition 1.8
Soit w : [0, 1]→ [0,∞) une fonction mesurable. L’opérateur de Hardy avec poids Hw

est défini sur toutes les fonctions mesurables à valeurs complexes f sur Rn comme suit

Hwf(x) =
∫ 1

0
f(tx)w(t)dt.

Remarque 1.5
Lorsque w = 1, n = 1 et f une fonction mesurables non négative sur R+, l’opérateur

Hw se réduit à

Hf(x) = 1
x

∫ x

0
f(t)dt, x > 0.

Maitenant nous allons donner une théorème sur la continuité d’opérateur de Hardy

avec poids Hw sur l’éspase Lp (Rn) .

Théorème 1.3 (Xiao [18, p. 662])
Soit 1 < p < ∞ et w : [0, 1] → [0,∞) une fonction mesurable. Alors, Hw est bornée

sur Lp (Rn) si et seulement si
∫ 1

0
t−

n
pw(t)dt <∞

En outre,

‖Hw‖Lp(Rn)→Lp(Rn) ≈
∫ 1

0
t−

n
pw(t)dt <∞.

Université de M’sila
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1.2.2 Défintion d’opérateur bilinéaire de Hardy avec poids
Définition 1.9

Soit w : [0, 1]× [0, 1]→ [0,∞) une fonction intégrable. L’opérateur bilinéaire de Hardy

avec poid H2
w est défini par

H2
w(f1, f2)(x) =

∫ 1

0

∫ 1

0
f1(t1x)f2(t2x)w(t1, t2)dt1dt2, x ∈ Rn,

où f1, f2 sont des fonctions mesurables à valeurs complexes sur Rn.

1.2.3 Définition d’opérateur de Cesàro avec poids
Définition 1.10

Soit w : [0, 1]→ [0,∞) une fonction mesurable. L’opérateur de Cesàro avec poids Gw
est défini sur toutes les fonctions mesurables à valeurs complexes f sur Rn comme suit

Gwf(x) =
∫ 1

0
f(x
t

)t−nw(t)dt.

Remarque 1.6
Lorsque w = 1, n = 1 et f une fonction mesurables non négative sur R+, l’opérateur

Gw se réduit à l’opérateur classique de Cesàro G

Gf(x) =


∫ ∞
x

f(z)
z

dz, x > 0

−
∫ x

−∞

f(z)
z

dz, x < 0.

Remarque 1.7
Il est facile d’obtenir que Hw et Gw satisfont

∫
Rn

(Hwf)(x)g(x)dx =
∫
Rn
f(x)(Gwg)(x)dx,

lorsque f ∈ Lp(Rn), g ∈ Lq(Rn), 1 < p <∞ et 1
p

+ 1
q

= 1.

Cela signifie que Hw et Gw satisfont la règle de commutativité HwGw = GwHw.
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1.2.4 Définition d’opérateur bilinéaire de Cesàro avec poids
Définition 1.11

Soit w : [0, 1] × [0, 1] → [0,∞) est une fonction intégrable. L’opérateur de Cesàro G2
w

est défini par :

G2
w (f1, f2) (x) =

∫ 1

0

∫ 1

0

(
f1

(
x

t1

)
t1
−n × f2

(
x

t2

)
t2
−n
)
w(t1, t2)dt1dt2), x ∈ Rn,

où f1, f2 sont des fonctions mesurables à valeurs complexes sur Rn.

Remarque 1.8
Notons que H2

w et G2
w ne satisfont pas la règle commutative suivante :
∫
Rn

(
H2
wf
)

(x)g(x)dx =
∫
Rn
f(x)

(
G2
wg
)

(x)dx.
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Chapitre 2

La continuité des opérateurs de type

Hardy sur le produit des espaces de

Herz

L’objet de ce chapitre est de rappeler quelques défintion de l’espace de Herz avec

quelques propriétes principales et d’étudié la continuité des opérateurs bilinéaires de Hardy

et de Cesàro avec poids sur le produit de ses espaces.

2.1 Défintion et quelque propriétés des espace de Herz

L’histoire des espaces de Herz remonte aux auteurs Beurling et Herz dans les années

soixante du siècle dernier. En 1964, Beurling [2] a introduit pour la première fois une

forme fondamentale des espaces de Herz pour étudier les algèbres de convolution qui

sont maintenant appelées algèbres de Beurling. Plus tard, en 1968, Herz [9] a généralisé

ces espaces pour étudier la convergence absolue des transformées de Fourier. Ces espaces

généralisés de fonctions ne sont que le prototype des espaces de Herz. Depuis lors, la théorie

de ces espaces a connu un développement remarquable, en partie dû à son utilité dans

les applications à d’autres domaines des mathématiques appliquées. Un compte rendu

intéressant avec de nombreuses applications pour les espaces de Herz généralisés dans

certains cas particuliers est donné dans [1]. Pour voir d’autre norme équivalent voir [5].

2.1.1 Définition des espaces de Herz

Nous commençons par définir l’espace de Herz homogène et non homogène.

Définition 2.1
Soient α ∈ R, 0 < p, q ≤ ∞.

15
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1. On définit l’espace de Herz homogéne par :

K̇α,p
q (Rn) =

{
f ∈ Lqloc(Rn\{0}) :

∥∥∥f |K̇α,p
q (Rn)

∥∥∥ <∞}
avec ∥∥∥f |K̇α,p

q (Rn)
∥∥∥ =

 ∞∑
k=−∞

2kαp ‖fχk‖pq

 1
p

<∞.

2. On définit l’espace de Herz non homogéne par :

Kα,p
q (Rn) =

{
f ∈ Lqloc(Rn) : ‖f‖Kα,p

q
<∞

}
avec ∥∥∥f |Kα,p

q (Rn)
∥∥∥ =


k0∑
k=0

2kαp ‖fχ̃k‖pLq(Rn)


1
p

avec les modifications habituelles faites lorsque p =∞ et /ou q =∞.

Remarque 2.1 ([11])
La relation entre Herz homogène et non homgéne est donne par :

Kα,p
q (Rn) = K̇α,p

q (Rn) ∩ Lq(Rn),

pour tout α ∈ R et 0 < p, q ≤ ∞

2.1.2 Quelques propriétés de base

Dans cette sous-section, on va donnée certains propriétés des espaces de Herz.

Proposition 2.1 ([11])

1. Les epaces K̇α,p
q (Rn) sont des espaces quasi -Banach et si min(p, q) ≥ 1, alors

K̇α,p
q (Rn) sont des espaces de Banach.

2. Si α = 0 et 0 < p ≤ ∞, alors

K̇0,p
p (Rn) = K0,p

p (Rn) = Lp(Rn)

3. Pour α ∈ R, alors on a

K̇α/p,p
p (Rn) = Kα/p,q

q (Rn) = Lp(Rn, |x|α)
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4. Si p1 ≤ p2, alors on a

K̇α,p1
q (Rn) ↪→ K̇α,p2

q (Rn) et Kα,p1
q (Rn) ↪→ Kα,p2

q (Rn).

5. Si α2 ≤ α1, alors on a

Kα1,p
q (Rn) ↪→ Kα2,p

q (Rn).

6. Si q2 ≤ q1, alors on a

K̇α,p
q1 (Rn) ↪→ K̇

α−n
(

1
q1
− 1
q2

)
,p

q2 (Rn), Kα,p
q1 (Rn) ↪→ K

α−n( 1
q1
− 1
q2 ),p

q2 (Rn).

7. Si 0 < q1 ≤ q <∞, −n
q

< α < n(1− 1
q

) et 0 < p <∞, alors on a

K̇α,p
q (Rn) ⊂ Lq1

Loc(Rn).

Proposition 2.2 (L’inégalité de Hölder [11])

Si 0 < pi , qi ≤ ∞ , −∞ < αi <∞, i = 1, 2, 1
p

= 1
p1

+ 1
p2
,
1
q

= 1
q1

+ 1
q2

et α = α1 +α2,

alors ∥∥∥f · g|K̇α,p
q (Rn)

∥∥∥ ≤ ∥∥∥f |K̇α1,p1
q1 (Rn)

∥∥∥ ∥∥∥g|K̇α2,p2
q2 (Rn)

∥∥∥ .
Démonstration : En utiliser l’inégalité de Hölder dans `p (Z) et dans Lq (Rn) .

2.2 La continuité des opérateurs bilinéaires de Hardy

et de Cesàro sur le produit des espaces de Herz
Théorème 2.1 ([7])

Soient α, α1, α2 ∈ R, 1 < p, p1, p2, q, q1, q1 < ∞ et α = α1 + α2,
1
q

= 1
q1

+ 1
q2
,
1
p

=
1
p1

+ 1
p2
. Alors H2

w est continue de K̇α1,p1
q1 (Rn)× K̇α2,p2

q2 (Rn) à K̇α,p
q si w vérifiant

∫ 1

0

∫ 1

0

(
t
−(α1+n/q1)
1 × t−(α2+n/q2)

2

)
w(t1, t2)dt1dt2 <∞. (2.1)

Inversement, si αi = (1/2)α, qi = 2q, pi = 2p, i = 1, 2, et H2
w est borné de K̇α1,p1

q1 (Rn)×
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K̇α2,p2
q2 (Rn) à K̇α,p

q (Rn), alors (2.1) est valable. De plus, dans ce cas, on a

∥∥∥H2
w

∥∥∥
K̇
α1,p1
q1 (Rn)×K̇α2,p2

q2 (Rn)→K̇α,p
q (Rn)

'
∫ 1

0

∫ 1

0

(
t
−(α1+n/q1)
1 × t−(α2+n/q2)

2

)
w(t1, t2)dt1dt2.

De même, nous avons le résultat suivant pour le pérateur G2
w.

Théorème 2.2 ([7])

Soient α, α1, α2 ∈ R, 1 < p, p1, p2, q, q1, q1 < ∞ et α = α1 + α2,
1
q

= 1
q1

+ 1
q2
,
1
p

=
1
p1

+ 1
p2
. Alors G2

w est continue de K̇α1,p1
q1 (Rn)× K̇α2,p2

q2 (Rn) à K̇α,p
q si w vérifiant

∫ 1

0

∫ 1

0

(
t
α1−n(1−1/q1)
1 × tα2−n(1−1/q2)

2

)
w(t1, t2)dt1dt2 <∞. (2.2)

Inversement, si αi = (1/2)α, qi = 2q, pi = 2p, i = 1, 2, et G2
w est borné de K̇α1,p1

q1 (Rn)×

K̇α2,p2
q2 (Rn) à K̇α,p

q (Rn), alors (2.2) est valable. De plus, dans ce cas, on a

∥∥∥G2
w

∥∥∥
K̇
α1,p1
q1 (Rn)×K̇α2,p2

q2 (Rn)→K̇α,p
q (Rn)

'
∫ 1

0

∫ 1

0

(
t
α1−n(1−1/q1)
1 × tα2−n(1−1/q2)

2

)
w(t1, t2)dt1dt2.

Remarque 2.2
Puisque les preuves des théorèmes 2.1 et 2.2 sont similaires, nous nous contentons de

donner la preuve du théorème 2.1.

Démonstration : Puisque 1
q

= 1
q1

+ 1
q2
, par l’inégalité de Hölder et Minkowski, on a

∥∥∥H2
w(f1, f2)χk

∥∥∥
Lq(Rn)

=
(∫

ck

∣∣∣∣∫ 1

0

∫ 1

0
f1(t1x)f2(t2x)w(t1, t2)dt1dt2

∣∣∣∣q dx
) 1
q

≤
∫ 1

0

∫ 1

0

(∫
ck

|f1(t1x)f2(t2x)|q
) 1
q

w(t1, t2)dt1dt2

≤
∫ 1

0

∫ 1

0

(∫
ck

|f1(t1x)|q1 dx

) 1
q1

×
(∫

ck

|f2(t2x)|q2 dx

) 1
q2
w(t1, t2)dt1dt2

Pour les t1, t2 ∈ (0, 1) arbitraires, on peut trouver m, l ∈ Z, tel que 2m−1 < t1 ≤ 2m et
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2l−1 < t1 ≤ 2l. Par l’inégalité de Minkowski, on a

∫ 1

0

∫ 1

0

(∫
ck

|f1(t1x)|q1 dx

) 1
q1 ×

(∫
ck

|f2(t2x)|q2 dx

) 1
q2
w(t1, t2)dt1dt2

≤
∫ 1

0

∫ 1

0

(∫
t1ck
|f1(x)|q1 dx

) 1
q1 ×

(∫
t2ck
|f2(x)|q2 dx

) 1
q2
t
−n
q1

1 t
−n
q2

2 w(t1, t2)dt1dt2

≤
∫ 1

0

∫ 1

0

(∫
2k+m−2<|x|≤2k+m

|f1(x)|q1 dx

) 1
q1

×
(∫

2k+l−2<|x|≤2k+l
|f2(x)|q2 dx

) 1
q2
t
−n
q1

1 t
−n
q2

2 w(t1, t2)dt1dt2

≤
∫ 1

0

∫ 1

0
(‖f1χk+m−1|Lq1(Rn)‖+ ‖f1χk+m|Lq1(Rn)‖)

× (‖f2χk+l−1|Lq2(Rn)‖+ ‖f2χk+l−1|Lq2(Rn)‖) t
−n
q1

1 t
−n
q2

2 w(t1, t2)dt1dt2

Pour 1
p

= 1
p1

+ 1
p2

et α = α1 + α2, l’inégalité de Hölder et Minokowski généralisée

donnent :

∥∥∥H2
w(f1, f2)|K̇α,p

q (Rn)
∥∥∥

=

 ∞∑
k=−∞

2kαp
∥∥∥H2

w(f1, f2)χk|Lq(Rn)
∥∥∥p
 1

p

≤

 ∞∑
k=−∞

2kαp
(∫ 1

0

∫ 1

0
(‖f1χk+m−1|Lq1(Rn)‖+ ‖f1χk+m|Lq1(Rn)‖)

× (‖f2χk+l−1|Lq2(Rn)‖+ ‖f2χk+l−1|Lq2(Rn)‖) t
−n
q1

1 t
−n
q2

2 w(t1, t2)dt1dt2
)p) 1

p

≤
∫ 1

0

∫ 1

0

 ∞∑
k=−∞

2kαp (‖f1χk+m−1|Lq1(Rn)‖+ ‖f1χk+m|Lq1(Rn)‖)p

× (‖f2χk+l−1|Lq2(Rn)‖+ ‖f2χk+l−1|Lq2(Rn)‖)p
) 1
p t
−n
q1

1 t
−n
q2

2 w(t1, t2)dt1dt2
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≤
∫ 1

0

∫ 1

0

 ∞∑
k=−∞

2kα1p1 (‖f1χk+m−1|Lq1‖+ ‖f1χk+m|Lq1‖)p1

 1
p1

×

 ∞∑
k=−∞

2kα2p2 ‖f2χk+l−1|Lq2(Rn)‖+ ‖f2χk+l−1|Lq2(Rn)‖p2

 1
p2

t
−n
q1

1 t
−n
q2

2 w(t1, t2)dt1dt2

≤
∫ 1

0

∫ 1

0


 ∞∑
k=−∞

2kα1p1 ‖f1χk+m−1|Lq1(Rn)‖p1

 1
p1

+

 ∞∑
k=−∞

2kα1p1 ‖f1χk+m|Lq1(Rn)‖p1

 1
p1


×


 ∞∑
k=−∞

2kα2p2 ‖f2χk+l−1|Lq2(Rn)‖p2

 1
p2

+

 ∞∑
k=−∞

2kα2p2 ‖f2χk+l|Lq2(Rn)‖p2

 1
p2

× t
−n
q1

1 t
−n
q2

2 w(t1, t2)dt1dt2

≤
∥∥∥f1|K̇α1,p1

q1 (Rn)
∥∥∥ ∥∥∥f2|K̇α2,p2

q2 (Rn)
∥∥∥× ∫ 1

0

∫ 1

0

(
2−(m−1)α1 + 2−mα1

) (
2−(l−1)α2 + 2−lα2

)
×t
−n
q1

1 t
−n
q2

2 w(t1, t2)dt1dt2

≤
∥∥∥f1|K̇α1,p1

q1 (Rn)
∥∥∥ ∥∥∥f2|K̇α2,p2

q2 (Rn)
∥∥∥× ∫ 1

0

∫ 1

0
t
−
(
α1+ n

q1

)
1 t

−
(
α2+ n

q2

)
2 w(t1, t2)dt1dt2

D’après l’inégalité ci-dessus, nous avons que la premiére conclusion du thérème 2.1 est

valable.

D’autre part, nous supposons queH2
w et borné de K̇α1,p1

q1 (Rn)×K̇α2,p2
q2 (Rn) à K̇α,p

q (Rn)

et que H2
w a la norme de l’opératour

∥∥∥H2
w

∥∥∥
K̇
α1,p1
q1 (Rn)×K̇α2,p2

q2 (Rn)→K̇α,p
q (Rn)

. Pour tout 0 <

ε < 1, soit

fi(x) =

 0, |x| ≤ 1

|x|−αi−
n
qi
−ε
, |x| > 1

pour i = 1, 2 (2.3)

Évidemment, ‖f1χk|Lq1(Rn)‖ = ‖f2χk|Lq2(Rn)‖ = 0, lorsque k ≤ 0. Alors, pour ∀k > 0,

on a

‖f1χk|Lq1(Rn)‖ =
(∫

2k−1≤|x|<2k
|x|

(
α1− n

q1
−ε
)
q1
dx

) 1
q1

= 2−(α1+ε)k
∣∣∣∣∣Sn(2(α1+ε)q1 − 1)

(α1+ε)q1

∣∣∣∣∣
1
q1
,
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où Sn = nπ
n
2 /Γ(1 + n

2 ). Un simple calcul donne

∥∥∥f1|K̇α1,p1
q1 (Rn)

∥∥∥ = 2−ε
( 1

1− 2−εp1

) 1
p1
∣∣∣∣∣Sn(2(α1+ε)q1 − 1)

(α1+ε)q1

∣∣∣∣∣
1
q1
.

De même, nous obtenons

∥∥∥f2|K̇α2,p2
q2 (Rn)

∥∥∥ = 2−ε
( 1

1− 2−εp2

) 1
p2
∣∣∣∣∣Sn(2(α2+ε)q2 − 1)

(α2+ε)q2

∣∣∣∣∣
1
q2

Lorsque |x| ≤ 1 et t ∈ [0, 1], nous avons |tx| ≤ 1. Donc, H2
w(f1, f2)(x) = 0 dans ce cas

d’après (2.3). Lorsque |x| > 1, on obtient

H2
w(f1, f2)(x) =

∫ ∫ 1

1/|x|
f1(t1x)f2(t2x)w(t1, t2)dt1dt2

= |x|−(α+(n
q

)+2ε)
∫ ∫ 1

1/|x|
t
−α1−

n
q1
−ε

1 t
−α2− n

q2
−ε

2 w(t1, t2)dt1dt2.

Soit δ = ε−1 > 1. Il est facile de trouver un entier postif l tel que 2l−1 ≤ δ < 2l. Donc,

on a

∥∥∥H2
w(f1, f2)|K̇α,p

q (Rn)
∥∥∥p

=
∞∑
k=1

2kαp
∥∥∥H2

w(f1, f2)χk(x)|Lq(Rn)
∥∥∥p

=
∞∑
k=1

2kαp
{∫
|x|>1

(
|x|
−(α+(nq )+2ε)

χk(x)×
∫ ∫ 1

1/|x|
t
−α1−

n
q1
−ε

1 t
−α2− n

q2
−ε

2 × w(t1, t2)dt1dt2

)q
dx

} p
q

≥
∞∑
k=1

2kαp
(∫
|x|>δ

|x|−(α+(n
q

)+2ε)q
χk(x)dx

) p
q

×
(∫ ∫ 1

1/δ
t
−α1−

n
q1
−ε

1 t
−α2− n

q2
−ε

2 w(t1, t2)dt1dt2

)p

≥ S
p
q
n

∞∑
k=l+1

2kαp
(∫ 2k

2k−1
r−(α+2ε)q−1dr

) p
q

×
(∫ ∫ 1

1/δ
t
−α1−

n
q1
−ε

1 t
−α2− n

q2
−ε

2 w(t1, t2)dt1dt2

)p

= S
p
q
n

∞∑
k=l+1

2−2εpk
∣∣∣∣∣2(α+2ε)q − 1

(α+2ε)q

∣∣∣∣∣
p
q

×
(∫ ∫ 1

1/δ
t
−α1−

n
q1
−ε

1 t
−α2− n

q2
−ε

2 w(t1, t2)dt1dt2

)p

= S
p
q
n

2−2ε(l+1)

1− 2−2εp

∣∣∣∣∣2(α+2ε)q − 1
(α+2ε)q

∣∣∣∣∣
p
q

×
(∫ ∫ 1

1/δ
t
−α1−

n
q1
−ε

1 t
−α2− n

q2
−ε

2 × w(t1, t2)dt1dt2

)p
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Puisque q1 = q2 = 2q, α1 = α2 = α

2 et 1
p

= 1
p1

+ 1
p2

, p1 = p2 = 2p , nous avons.

∥∥∥H2
w(f1, f2)|K̇α,p

q (Rn)
∥∥∥

≥ S1/q
n 2−2ε(l+1)

( 1
1− 2−2εp

) 1
p

∣∣∣∣∣2(α+2ε)q − 1
(α+2ε)q

∣∣∣∣∣
1
q

×
∫ ∫ 1

1/δ
t
−α1−

n
q1
−ε

1 t
−α2− n

q2
−ε

2 w(t1, t2)dt1dt2

≥ ε2ε
∥∥∥f1|

.
K
α1,p1
q1 (Rn)

∥∥∥ ∥∥∥∥f2|
.
K
α2,p2
q2 (Rn)

∥∥∥∥× ∫ ∫ 1

ε
t
−α1−

n
q1
−ε

1 t
−α2− n

q2
−ε

2 w(t1, t2)dt1dt2.

Cela donne

∥∥∥H2
w(f1, f2)|K̇α,p

q

∥∥∥
≥ ε2ε

∥∥∥f1|
.
K
α1,p1
q1

∥∥∥ ∥∥∥∥f2|
.
K
α2,p2
q2

∥∥∥∥× ∫ ∫ 1

ε
t
−α1−

n
q1
−ε

1 t
−α2− n

q2
−ε

2 w(t1, t2)dt1dt2

En utilisant la continuité de H2
w et sa norme d’opérateur, on obtient

ε2ε
∫ ∫ 1

ε
t
−α1−

n
q1
−ε

1 t
−α2− n

q2
−ε

2 w(t1, t2)dt1dt2 ≤
∥∥∥H2

w|K̇α1,p1
q1 × K̇α2,p2

q2 → K̇α,p
q

∥∥∥ (2.4)

En mettant ε→ 0+ dans (2.4) on obetient∫ ∫ 1

0
t
−α1−

n
q1
−ε

1 t
−α2− n

q2
−ε

2 w(t1, t2)dt1dt2

≤
∥∥∥H2

w|K̇α1,p1
q1 × K̇α2,p2

q2 → K̇α,p
q

∥∥∥ .
Ainsi, (2.1) est valable.
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Chapitre 3

La continuité des opérateurs de type

Hardy sur le produit des espaces de

Morrey de type de Herz

L’objet de ce chapitre est de rappeler quelques défintion de l’espace de Morrey de type

de Herz avec quelques propriétes principales et de étudié la continuité des opérateurs

bilinéaires de Hardy et de Cesàro avec poids sur le produit de ses espaces.

3.1 Défintion et quelque propriétés des espaces de

Morrey de type de Herz

La classe des espaces de Morrey de type de Herz MK̇α,λ
p,q (Rn) est initialement définie

par Lu et Xu [12]. Nous notons également que les espaces de Morrey de type de Herz sont

des généralisations des espaces de Herz K̇α,p
q (Rn).

3.1.1 Définition des espaces de Morrey de type de Herz

Nous commençons par définir de l’espace de Morreyde type de Herz homogène et non

homogène.

Définition 3.1
Soint α ∈ R, 0 < p ≤ ∞, 0 < q <∞ et λ ≥ 0.

i) On définit l’espace de Morrey de type de Herz homogène par :

MK̇α,λ
p,q (Rn) :=

{
f ∈ Lqloc(Rn\{0}) :

∥∥∥f |MK̇α,λ
p,q (Rn)

∥∥∥ <∞}
23
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avec ∥∥∥f |MK̇α,λ
p,q (Rn)

∥∥∥ := sup
k0∈Z

2−k0λ


k0∑

k=−∞
2kαp ‖fχk|Lq(Rn)‖p


1
p

.

ii) On définit l’espace de Morrey de type de Herz non homogène par :

MKα,λ
p,q (Rn) =

{
f ∈ Lqloc(Rn) :

∥∥∥f |MKα,λ
p,q (Rn)

∥∥∥ <∞} ,
avec

‖f‖MKα,λ
p,q (Rn) := sup

k0∈N
2−k0λ


k0∑
k=0

2kαp ‖fχ̃k‖pLq(Rn)


1
p

.

3.1.2 Quelques proprietes de base
Proposition 3.1 ([12])

1. Les epacesMK̇α,λ
p,q (Rn) sont des espaces quasi -Banach et si min(p, q) ≥ 1, alors

MK̇α,λ
p,q (Rn) sont des espaces de Banach.

2. Si α = λ = 0 et 0 < q ≤ ∞, alors

MK̇0,0
q,q (Rn) = MK0,0

q,q (Rn) = Lq(Rn).

3. Si λ = 0, alors on a

MK̇α,0
q,q (Rn) = K̇α,q

q (Rn) et MKα,0
q,q (Rn) = Kα,q

q (Rn).

4. Si λ = 0 et α ∈ R, on a

MK̇α/q,0
q,q (Rn) = MKα/q,0

q,q (Rn) = Lq(Rn, |x|α).

5. Si α = 0, alors on a

Mλ
q (Rn) ↪→MK̇0,λ

q,q (Rn)

6. Si 1 ≤ p1 ≤ p2 <∞, alors on a

MK̇α,λ
p2,q(R

n) ⊆MK̇α,λ
p1,q(R

n).
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Ensuite, nous donnons le théorème suivant, qui est une généralisation de l’inégalité de

Hölder dans MK̇α,λ
p,q (Rn) .

Théorème 3.1
Si 1 < pi, qi ≤ ∞, −∞ < αi <∞, et 0 ≤ λi <∞ i = 1, 2, avec

1
p

= 1
p1

+ 1
p2
,

1
q

= 1
q1

+ 1
q2
, α = α1 + α2, et λ = λ1 + λ2,

alors il existe C > 0 tel que pour tout f ∈ MK̇α1,λ1
p1,q1 (Rn) et toute g ∈ MK̇α2,λ2

p2,q2 (Rn) ,

on a f · g ∈MKα,λ
q,p (Rn) et

‖f · g‖MK̇α,λ
p,q (Rn) 6 C‖f‖

MK̇
α1,λ1
p1,q1 (Rn)‖g‖MK̇

α2,λ2
p2,q2 (Rn).

Démonstration : Par l’inégalité de Hölder dans `p (Z) et dans Lq (Rn), nous avons

‖f · g|MK̇α,λ
p,q (Rn) ‖ = sup

k0∈Z
2−k0λ


k0∑

k=−∞

∥∥∥2kαf · gχk∥∥∥p
q


1/p

≤ sup
L∈Z

2−k0λ12−k0λ2


k0∑

k=−∞

∥∥∥2kα1fχk
∥∥∥p
q1

∥∥∥2kα2gχk
∥∥∥p
q2


1/p

≤ sup
k0∈Z

2−k0λ1


k0∑

k=−∞

∥∥∥2kα1(·)fχk
∥∥∥p1

q1


1/p1

× sup
k0∈Z

2−k0λ2


k0∑

k=−∞

∥∥∥2kα2(·)gχk
∥∥∥p2

q2


1/p2

= ‖f |MK̇α1,λ1
p1,q1 (Rn) ‖‖g|MK̇α2,λ2

p2,q2 (Rn) ‖

Par conséquent nous obtenons le résultat.

3.2 La continuité des opérateurs bilinéaires de Hardy

et de Cesàro sur le produit des espaces Morrey

de type de Herz
Théorème 3.2 ([7])

Soient α, α1, α2 ∈ R, λ, λi > 0, 1 < p, pi, q, qi < ∞, i = 1.2 et α = α1 + α2, λ =
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λ1 + λ2,
1
q1

+ 1
q2

= 1
q
,

1
p1

+ 1
p2

= 1
p
. Alors H2

w est continue de MK̇α1,λ1
p1,q1 × MK̇α2,λ2

p2,q2 à

MK̇α,λ
p,q si w vérifiant

∫ 1

0

∫ 1

0

(
t
−(α1+ n

q1
−λ1)

1 × t
−(α2+ n

q2
−λ2)

2

)
w(t1, t2)dt1dt2 <∞. (3.1)

Inversement, si αi = (1/2)α, λi = 1
2λ, qi = 2q, pi = 2p, i = 1, 2, et H2

w est continue de

MK̇α1,λ1
p1,q1 × MK̇α2,λ2

p2,q2 à MK̇α,λ
p,q , alors (3.1) est valable. De plus, dans ce cas, on a

∥∥∥H2
w|MK̇α1,λ1

p1,q1 ×MK̇α2,λ2
p2,q2 ↪→MK̇α,λ

p,q

∥∥∥ ' ∫ 1

0

∫ 1

0

(
t
−(α1+ n

q1
−λ1)

1 × t
−(α2+ n

q2
−λ2)

2

)
w(t1, t2)dt1dt2.

Pour l’opérateur G2
w, on a un résultat correspondant.

Théorème 3.3 ([7])
Soientt α, α1, α2 ∈ R, λ, λi > 0, 1 < p, pi, q, qi < ∞, i = 1, 2 et α = α1 + α2, λ =

λ1 + λ2,
1
p

= 1
p1

+ 1
p2
,
1
q

= 1
q1

+ 1
q2
. Alors G2

w est continue de MK̇α1,λ1
p1,q1 ×MK̇α2,λ2

p1,q2 à

MK̇α,λ
p,q si w vérifiant

∫ 1

0

∫ 1

0

tα1−λ1−n
(

1− 1
q1

)
1 × t

α2−λ2−n
(

1− 1
q2

)
2

w(t1, t2)d(t1, t2) <∞. (3.2)

Inversement, lorsque αi = 1
2α, λi = 1

2λ, qi = 2q, pi = 2p, i = 1, 2, et G2
w est continue de

MK̇α1,λ1
p1,q1 ×MK̇α2,λ2

p1,q2 à MK̇α,λ
p,q , alors (3.2) est valable. De plus, dans ce cas, on a

∥∥∥H2
w|MK̇α1,λ1

p1,q2 ×MK̇α2,λ2
p1,q2 →MK̇α,λ

p,q

∥∥∥ ' ∫ 1

0

∫ 1

0
t
α1−λ1−n

(
1− 1

q1

)
1 ×t

α2−λ2−n
(

1− 1
q2

)
2 w(t1, t2)d(t1, t2).

Démonstration : D’après la preuve du théorème 2.1, nous savons

∥∥∥H2
w(f1, f2)χk|Lq(Rn)

∥∥∥ ≤ ∫ 1

0

∫ 1

0
(‖f1χk+m−1|Lq1‖+ ‖f1χk+m|Lq1‖)

× (‖f2χk+l−1|Lq2‖+ ‖f2χk+l|Lq2‖) t
− n
q1

1 t
− n
q2

2 w (t1, t2) dt1dt2,
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alors par l’inégalité de Minkowski on a

∥∥∥H2
w(f1, f2)|MK̇α,λ

p,q

∥∥∥
= sup

k0∈Z
2−k0λ

 k0∑
k=−∞

2kαp
∥∥∥H2

w(f1, f2)χk|Lq(Rn)
∥∥∥p
 1

p

≤ sup
k0∈Z

2−k0λ

 k0∑
k=−∞

2kαp
(∫ 1

0

∫ 1

0
(‖f1χk+m−1|Lq1(Rn)‖+ ‖f1χk+m|Lq1(Rn)‖)

× (‖f2χk+l−1|Lq2(Rn)‖+ ‖f2χk+l|Lq2(Rn)‖) t
− n
q1

1 t
− n
q2

2 w (t1, t2) dt1dt2
)p) 1

p

≤ sup
k0∈Z

2−k0λ
∫ 1

0

∫ 1

0

 k0∑
k=−∞

2kαp (‖f1χk+m−1>|Lq1(Rn)‖+ ‖f1χk+m|Lq1(Rn)‖)p

× (‖f2χk+l−1|Lq2(Rn)‖+ ‖f2χk+l|Lq2(Rn)‖)p
) 1
p

×t
− n
q1

1 t
− n
q2

2 w (t1, t2) dt1dt2

Pour 1
p

= 1
p1

+ 1
p2

, α = α1 + α2 et λ = λ1 + λ2, l’inégalité de Hölder donne

≤ sup
k0∈Z

2−k0λ
∫ 1

0

∫ 1

0

 k0∑
k=−∞

2kα1p1 (‖f1χk+m−1|Lq1(Rn)‖+ ‖f1χk+m|Lq1‖)p1

 1
p1

×

 k0∑
k=−∞

2kα2p2 (‖f2χk+l−1|Lq2(Rn)‖+ ‖f2χk+l|Lq2(Rn)‖)p2

 1
p2

×t
− n
q1

1 t
− n
q2

2 w (t1, t2) dt1dt2

≤ sup
k0∈Z

2−k0λ1

∫ ∫ 1

0


 k0∑
k=−∞

2kα1p1 ‖f1χk+m−1|Lq1(Rn)‖p1

 1
p1

+

 k0∑
k=−∞

2kα1p1 ‖f1χk+m|Lq1(Rn)‖p1

 1
p1


× sup
k0∈Z

2−k0λ2


 k0∑
k=−∞

2kα2p2 ‖f2χk+l−1|Lq2‖p2


1
p2

+

 k0∑
k=−∞

2kα2p2 ‖f2χk+l|Lq2‖p2

 1
p2


×t
− n
q1

1 t
− n
q2

2 × w (t1, t2) dt1dt2.
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Finalement en trouve

∥∥∥H2
w(f1, f2)|MK̇α,λ

p,q

∥∥∥ ≤ ∥∥∥f1|MK̇α1,λ1
p1,q1 (Rn)

∥∥∥ ∥∥∥f2|MK̇α2,λ2
p2,q2 (Rn)

∥∥∥
×
∫ ∫ 1

0

(
2−(m−1)α1 + 2−mα1

) (
2−(l−1)α2 + 2−lα2

)
×t
−
(
n
q1
−λ1

)
1 t

−
(
n
q2
−λ2

)
2 w (t1, t2) dt1dt2

≤
∥∥∥f1|MK̇α1,λ1

p1,q1 (Rn)
∥∥∥ ∥∥∥f2|MK̇α2,λ2

p2,q2 (Rn)
∥∥∥

×
∫ ∫ 1

0
t
−
(
α1+ n

q1
−λ1

)
1 t

−
(
α2+ n

q2
−λ2

)
2 × w (t1, t2) dt1dt2.

Cela signifie que H2
w est continue de MK̇α1,λ1

p1,q1 ×MK̇α2,λ2
p2,q2 à MK̇α,λ

p,q . D’autre part, nous

définissons

f1(x) = |x|
−
(
α1+ n

q1
−λ1

)
, x ∈ Rn,

f2(x) = |x|
−
(
α2+ n

q2
−λ2

)
, x ∈ Rn.

Lorsque α1 6= λ1 et α2 6= λ2, on obtient

‖f1χk|Lq1‖ =
(∫

2k−1≤|x|≤2k
|x|
−
(
α1+ n

q1
−λ1

)
q1
dx

) 1
q1

= 2−(α1−λ1)k

∣∣∣∣∣∣
Sn
(
2(α1−λ1)q1 − 1

)
(α1 − λ1)q1

∣∣∣∣∣∣
1
q1

.

Donc

∥∥∥f1|MK̇α1,λ1
p1,q1

∥∥∥ = 2λ1

( 1
2λ1p1 − 1

) 1
p1

∣∣∣∣∣∣
Sn
(
2(α1−λ1)q1 − 1

)
(α1 − λ1)q1

∣∣∣∣∣∣
1
q1

.

et

∥∥∥f2|MK̇α2,λ2
p2,q2

∥∥∥ = 2λ2

( 1
2λ2p2 − 1

) 1
p2

∣∣∣∣∣∣
Sn
(
2(α2−λ2)q2 − 1

)
(α2 − λ2)q2

∣∣∣∣∣∣
1
q2

.

Pour α = α1 + α2 , λ = λ1 + λ2 , et 1
q

= 1
q1

+ 1
q2
, on a

H2
w(f1, f2) (x) = |x|−(α+n

q
−λ)

∫ ∫ 1

0
t
−
(
α1+ n

q1
−λ1

)
1 t

−
(
α2+ n

q2
−λ2

)
2 × w (t1, t2) dt1dt2.
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Par simple calcul, on obtient

∥∥∥H2
w(f1, f2)χk|Lq(Rn)

∥∥∥p
=

(∫
Rn

∣∣∣H2
w(f1, f2)(x)

∣∣∣q χk(x)dx
) p
q

=

∫
Rn
|x|−(α+n

q
−λ)q

χk(x)×

∫ ∫ 1

0
t
−
(
α1+ n

q1
−λ1

)
1 t

−
(
α2+ n

q2
−λ2

)
2 w (t1, t2) dt1dt2

q dx


p
q

=
(∫

2k−1≤|x|<2k
|x|−(α+n

q
−λ)q

dx

) p
q

×

∫ ∫ 1

0
t
−
(
α1+ n

q1
−λ1

)
1 t

−
(
α2+ n

q2
−λ2

)
2 w (t1, t2) dt1dt2

p

= 2−(α−λ)kp

∣∣∣∣∣∣
Sn
(
2(α−λ)q − 1

)
(α− λ)q

∣∣∣∣∣∣
p
q

×

∫ ∫ 1

0
t
−
(
α1+ n

q1
−λ1

)
1 t

−
(
α2+ n

q2
−λ2

)
2 w (t1, t2) dt1dt2

p .
Puisque α1 = α2 = α

2 , p1 = p2 = 2p , q1 = q2 = 2q , et λ1 = λ2 = λ

2 on a

∥∥∥H2
w(f1, f2)|MK̇α,λ

p,q

∥∥∥
= sup

k0∈Z
2−k0λ

 k0∑
k=−∞

2kαp
∥∥∥H2

w(f1, f2)χk|Lq(Rn)
∥∥∥p
 1

p

= sup
k0∈Z

2−k0λ

 k0∑
k=−∞

2kαp2−(α−λ)kp

 1
p

×

∣∣∣∣∣∣
Sn
(
2(α−λ)q − 1

)
(α− λ)q

∣∣∣∣∣∣
1
q

×
∫ ∫ 1

0
t
−
(
α1+ n

q1
−λ1

)
1 t

−
(
α2+ n

q2
−λ2

)
2 w (t1, t2) dt1dt2

= 2λ
( 1

2λp − 1

) 1
p

∣∣∣∣∣∣
Sn
(
2(α−λ)q − 1

)
(α− λ)q

∣∣∣∣∣∣
1
q

×
∫ ∫ 1

0
t
−
(
α1+ n

q1
−λ1

)
1 t

−
(
α2+ n

q2
−λ2

)
2 w (t1, t2) dt1dt2

=
∥∥∥f1|MK̇α1,λ1

p1,q1

∥∥∥ ∥∥∥f2|MK̇α2,λ2
p2,q2

∥∥∥× ∫ ∫ 1

0
t
−
(
α1+ n

q1
−λ1

)
1 t

−
(
α2+ n

q2
−λ2

)
2 w (t1, t2) dt1dt2.

Cela nous indique que (3.1) est également valable dans ce cas.

Lorsque α1 = λ1 et α2 = λ2, il est facile d’obtenir

‖f1χk|Lq1(Rn)‖q1 = ‖f2χk|Lq2(Rn)‖q2 =
∫

2k−1≤|x|<2k
|x|−n dx = Sn ln 2.

Nous avons donc

∥∥∥f1|MK̇α1,λ1
p1,q1 (Rn)

∥∥∥ = 2λ1

( 1
2λ1p1 − 1

) 1
p1 (Sn ln 2)

1
q1 ,
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∥∥∥f2|MK̇α2,λ2
p2,q2 (Rn)

∥∥∥ = 2λ2

( 1
2λ2p2 − 1

) 1
p2 (Sn ln 2)

1
q2 .

H2
w(f1, f2)(x) = |x|−

n
q

∫ ∫ 1

0
t
− n
q1

1 t
− n
q2

2 w (t1, t2) dt1dt2.

Alors, nous obtenons

∥∥∥H2
w(f1, f2)(x)χk|Lq(Rn)

∥∥∥ = (Sn ln 2)
1
q

∫ ∫ 1

0
t
−n
q1

1 t
−n
q2

2 w (t1, t2) dt1dt2.

Ainsi,

∥∥∥H2
w(f1, f2)(x)|MK̇α,λ

p,q

∥∥∥
= sup

k0∈Z

2−k0λ

 k0∑
k=−∞

2kαp
∥∥∥H2

w(f1, f2)(x)χk|Lq(Rn)
∥∥∥p
 1

p

= sup
k0∈Z

2−k0λ

 k0∑
k=−∞

2kαp(Sn ln 2)
p
q ×

(∫ ∫ 1

0
t
−n
q1

1 t
−n
q2

2 × w (t1, t2) dt1dt2
)p 1

p

= sup
k0∈Z

2−k0λ

 k0∑
k=−∞

2kαp
 1

p

(Sn ln 2)
1
q ×

∫ ∫ 1

0
t
−n
q1

1 t
−n
q2

2 × w (t1, t2) dt1dt2.

Puisque α1 = λ1 et α2 = λ2 , on obtient α = λ . Donc

∥∥∥H2
w(f1, f2)(x)|MK̇α,λ

p,q

∥∥∥
= 2λ

( 1
2λp − 1

) 1
p

(Sn ln 2)
1
q ×

∫ ∫ 1

0
t
−n
q1

1 t
−n
q2

2 w (t1, t2) dt1dt2

=
∥∥∥f1|MK̇α1,λ1

p1,q1

∥∥∥ ∥∥∥f2|MK̇α2,λ2
p2,q2

∥∥∥× ∫ ∫ 1

0
t
−n
q1

1 t
−n
q2

2 w (t1, t2) dt1dt2.

Cela nous indique que (3.1) est égalment valable dans ce cas. De plus, lorsque l’un

des α1 = λ1, α2 = λ1 est valable, nous supposons que α1 = λ1 mais que α2 6= λ2 ici.

D’aprés le calcul cidessus, nous avons

∥∥∥f1|MK̇α1,λ1
p1,q1

∥∥∥ = 2λ1

( 1
2λ1p1 − 1

) 1
p1 (Sn ln 2)

1
q1 ,

∥∥∥f2|MK̇α2,λ2
p2,q2

∥∥∥ = 2λ2

( 1
2λ2p2 − 1

) 1
p2

∣∣∣∣∣∣
Sn
(
2(α2−λ2)q2 − 1

)
(α2 − λ2) q2

∣∣∣∣∣∣
1
q2

.

Il donne

H2
w(f1, f2)(x) = |x|−

(
α2+(n

q
)−λ2

) ∫ ∫ 1

0
t
−n
q1

1 t
−(α2+ n

q2
−λ2)

2 w (t1, t2) dt1dt2.
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Donc, nous avons

∥∥∥H2
w(f1, f2)|MK̇α,λ

p,q

∥∥∥
= sup

k0∈Z
2−k0λ

 k0∑
k=−∞

2kαp
∥∥∥H2

w(f1, f2)χk|Lq(Rn)
∥∥∥p
 1

p

= sup
k0∈Z

2−k0λ

 k0∑
k=−∞

2kαp2−(α2−λ2)kp

 1
p

×

∣∣∣∣∣∣
Sn
(
2(α2−λ2)q − 1

)
(α2 − λ2) q

∣∣∣∣∣∣
1
q

×
∫ ∫ 1

0
t
−n
q1

1 t
−(α2+ n

q2
−λ2)

2 × w (t1, t2) dt1dt2

= 2λ
( 1

2λp − 1

) 1
p

∣∣∣∣∣∣
Sn
(
2(α2−λ2)q − 1

)
(α2 − λ2) q

∣∣∣∣∣∣
1
q

×
∫ ∫ 1

0
t
−n
q1

1 t
−(α2+ n

q2
−λ2)

2 w (t1, t2) dt1dt2.

Puisque α1 = α2 = α

2 , p1 = p2 = 2p, q1 = q2 = 2q, et λ1 = λ2 = λ

2 , en utilisant

l’expansion de Taylor, on obtient

∣∣∣∣∣∣
Sn
(
2(α2−λ2)q − 1

)
(α2 − λ2) q

∣∣∣∣∣∣
1
q

≥ (Sn ln 2)
1
q1

∣∣∣∣∣∣
Sn
(
2(α2−λ2)q2 − 1

)
(α2 − λ2) q2

∣∣∣∣∣∣
1
q2

.

Ainsi, nous avons

∥∥∥H2
w(f1, f2)(x)|MK̇α,λ

p,q

∥∥∥ ≥ ∥∥∥f1|MK̇α1,λ1
p1,q1

∥∥∥ ∥∥∥f2|MK̇α2,λ2
p2,q2

∥∥∥
×
∫ ∫ 1

0
t
−n
q1

1 t
−(α2+ n

q2
−λ2)

2 × w (t1, t2) dt1dt2.

L’inegalité ci-dessus donne

∥∥∥H2
w|MK̇α1,λ1

p1,q1 ×MK̇α2,λ2
p2,q2 ↪→MK̇α,λ

p,q

∥∥∥ ≥ ∫ 1

0

∫ 1

0

(
t
−(α1+ n

q1
−λ1)

1 × t
−(α2+ n

q2
−λ2)

2

)
w(t1, t2)dt1dt2.

Puisque H2
w est borne de MK̇α1,λ1

p1,q1 ×MK̇α2,λ2
p2,q2 × à MK̇α,λ

p,q , nous savons que (3.1) tient

et

∥∥∥H2
w|MK̇α1,λ1

p1,q1 ×MK̇α2,λ2
p2,q2 ↪→MK̇α,λ

p,q

∥∥∥ ≈ ∫ 1

0

∫ 1

0

(
t
−(α1+ n

q1
−λ1)

1 × t
−(α2+ n

q2
−λ2)

2

)
w(t1, t2)dt1dt2.

La preuve du théoréme est complète.

Corollaire 3.1 ([7])

Soit α, α1, α2 ∈ R, 1 < p, p1, p2 < ∞ et α = α1 + α2,
1
p

= 1
p1

+ 1
p2

. Alors H2
w est
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continue de Lp1(|x|α1)× Lp2(|x|α2) à Lp(|x|α) si w vérifiant
∫ 1

0

∫ 1

0

(
t
−(α1+n)/p1
1 × t−(α2+n)/p2

2

)
w(t1, t2)d(t1, t2) <∞. (3.3)

Inversement, si α1 = α2 = α

2 , pi = 2p, i = 1, 2, et H2
w est continue de Lp1(|x|α1) ×

Lp2(|x|α2) à Lp(|x|α), alors (3.3) est valable. De plus, dans ce cas, on a

∥∥∥H2
w|Lp1(|x|α1)× Lp2(|x|α2)→ Lp(|x|α)

∥∥∥
≈

∫ 1

0

∫ 1

0
(t−(α1+n)/p1

1 × t−(α2+n)/p2
2 )w(t1, t2)d(t1, t2).

Corollaire 3.2 ([7])

Soit α, α1, α2 ∈ R, 1 < p, pi <∞ et α1 + α2 = α,
1
p1

+ 1
p2

= 1
p
, i = 1, 2. Si w vérifiant

∫ 1

0

∫ 1

0
(t(α1+n)/p1−n

1 × t(α2+n)/p2−n
2 )w(t1, t2)d(t1, t2) <∞, (3.4)

alors G2
w est continue de Lp1(|x|α1)× Lp2(|x|α2) à Lp(|x|α).

Inversement , si α1 = α2 = 1
2α, pi = 2p, i = 1, 2 et G2

w est borné de Lp1(|x|α1) ×

Lp2(|x|α2) à Lp(|x|α), alors (3.4) est valable. De plus, dans ce cas, on a

∥∥∥G2
w|Lp1(|x|α1)× Lp2(|x|α2)→ Lp(|x|α)

∥∥∥
'

∫ 1

0

∫ 1

0
(t(α1+n)/p1−n

1 × t(α2+n)/p2−n
2 )w(t1, t2)d(t1, t2).

Nous terminons ce mémoire par une conclusion et une liste d’ouvrages qui nous ont

servis de bibliographie.
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Conclusion

Dans ce mémoire nous avons étudie la continuité de l’opérateur de Hardy avec poids

sur le produit des espaces de Herz et le produit des espaces de Morrey de type de Herz ,

où on a prouvé que la condition

A =
∫ 1

0

∫ 1

0

(
t
−(α1+n/q1)
1 × t−(α2+n/q2)

2

)
w(t1, t2)dt1dt2 <∞

est nécessaire et suffisante pour la continuité sur les espaces K̇α1,p1
q1 (Rn) × K̇α2,p2

q2 (Rn) et

la condition

B =
∫ 1

0

∫ 1

0

(
t
−(α1+n/q1−λ1)
1 × t−(α2+n/q2−λ2)

2

)
w(t1, t2)dt1dt2 <∞

est nécessaire et suffisante pour la continuité sur les espaces MK̇α1,λ1
p1,q1 ×MK̇α2,λ2

p2,q2 , et que

la norme de l’opérateur correspondant est exactement A (le cas Herz) et B (le cas Morrey

de type de Herz) pour αi = α

2 , λi = λ

2 , qi = 2q, pi = 2p, i = 1, 2. Le même étude pour

l’opérateur bilinéaires de Cesàro sur ses espaces.
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Abstract

In this memory, we studied some necessary and sufficient conditions for the continuity of the
bilinear weighted Hardy operator and the bilinear weighted Cesàro operator on products of
Herz spaces and products of Herz type Morrey. The standards of the corresponding operators
are obtained.

Key words :
Hardy operator, Cesàro operator, Herz spaces, Morrey-Herz spaces.

Résumé

Dans ce mémoire, nous avons étudié certaines conditions nécessaires et suffisantes pour la
continuité des opérateurs bilinéaire de Hardy avec poids et de Cesàro avec poids sur les
produits des espaces de Herz et de produits des espaces de Morrey de type de Herz. Les
normes des opérateurs correspondant sont obtenues.

Mot-clés :
Opéraeur de Hardy, Opéraeur de Cesàro, Espaces de Herz, Espaces de Morrey de type de
Herz.
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