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Notation

e N est la collection de tous les nombres naturals.
e 7 est 'ensemble de tout les nombres entiers.

e R" est I'espace Euclidien.

e Poura e N"|a| =a; + ... + a,

e |B| la mesure de Lebesgue de B C R".

e Soient Xjet Xy deux espaces. X; — X, §’il existe ¢ > 0, telle que

||fHX2 < CHfHX1 , Vfe X

e B(x,r);La boule de centre x et de rayon r ,definit par
B(z,r)={yeR": |y — x| <r}.

e S,_1 est la sphere unité de R, la variable générique de S,,_; est notée parfois 2’,¢’... et

la mesure canonique de S,,_; est notée da’, d¢’...

/n f(z)dr = /Doo <~/Sn_1 f(rx’)dm’) r"Ldr,

pour toute fonction intégrable f.

e On a

e La fonction caractérestique xg est definit par

1 sizekl
0 siz¢FE

XE =

e Pour tout nombre complexe z tel que Re(z) > 0. La fonction gamma I" est définie par
['(z) = / t*te~tdt.
0

o By := B(0,2%), C, := By\Bi_iet xi = Xc,, pour k € Z, Cr = C, Cr = By, and

Xk = Xc,, pour k € N.

1
e ¢ est I'exposant conjugué de p ou — + — = 1.
p



Introduction

Depuis les années 1920, plusieurs chercheurs ont étudiés la continuité d’opérateur de
Hardy sur des espaces de fonctions, comme les espaces de Lebesgue L, BMO, Herz et
autres. L’inégalité de Hardy et ses diverses généralisations jouent un réle important dans
diverses branches de I'analyse telles que la théorie de 'approximation, les équations aux
dérivées partielles, la théorie des espaces de fonctions, etc. Par conséquent, au cours des
vingt derniéres années une quantité énorme d’articles a été consacrée aux inégalités de
Hardy et de type Hardy dans divers espaces. Les principaux résultats et leurs applications
sont donnés dans les livres [4, 6, 13, 16] et leurs références.

Dans ce mémoire, on a basée sur le travail du Fu et Ma [7], qu’ils ont étudié la continuité
des opérateurs multilinéaires de Hardy et de Cesaro avec poids sur des espaces de type
de Herz, tel que’on a étudié le cas bilinéaires.

Le but de ce mémoire est d’étudier la continuité des opérateurs bilinéaires de Hardy
et de Cesaro avec poids sur les espaces de Herz et de Morrey de type de Herz, dans lequel

on a prouvé que la condition :
Y et/ | (a2 tn/e)
A://(tloq nq1xt2a2 nqz)w(tl,tz)dtldt2<oo
o Jo

est nécessaire et suffisante pour la continuité des opérateurs bilinéaires de Hardy avec

poids sur les espaces K, S1PLR™) X Kg;z,pz (R") et la condtion
1 1

b= / / (tl_(al—m/ql_)\l) X t2—(a2+n/q2—)\2)) w(ty, te)dtdty < 00
0o Jo

est nécessaire et suffisante pour la continuité des opérateurs bilinéaires de Hardy avec
poids sur les espaces M K;{;;;l X M Kg‘;g\;, et que la norme de 'opérateur correspondant
est exactement A (le cas Herz) et B (le cas Morrey de type de Herz) si a; = (1/2) o, \; =
;/\7 ¢ = 2q,p; = 2p,t = 1,2. La méme étude sera effectuée pour 'opérateur bilinéaire de

Cesaro sur ses espaces.
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Ce travail de recherche est composé de trois chapitres :

Le premier chapitre est sera constitué des notions fondamentales sur quelques espaces
fonctionnels et inégalités qui seront utilisés dans les chapitres suivants.

Dans le deuxieme chapitre on donne les défnitions des espaces de Herz homogene
K P (R™) et non homogene K, P (R™), quelques propriétés principales de ces espaces qui
vont étre utilisé et en termine par étudier la continuité des opérateurs bilinéaires de Hardy
et de Cesaro avec poids sur ces espaces.

Dans le troisieme chapitre on donne les défnitions et les propriétés principales des
espaces de Morrey de type de Herz homogene M Kgg\(R”) et non homogene M Kg’q)‘(R”),

dans lequel on a prouvé que la condition :

= /01 /o1 (tfl_kl_n(l_‘}l) X t(;Q—AQ—n(l_é)) w(ty, t2)d(tr, t2) < co.

est nécessaire et suffisante pour la continuité de I'opérateur bilinéaire de Cesaro avec

poids sur les espaces M K;“ll’cﬁl X M K}f‘;;]’\;, et que la norme de 'opérateur correspondant

1
est exactement C' si a; = (1/2) o, \; = 5)\’% =2q,p; =2p,i =1,2.

Université de M’sila 2021-2022 La continuité des opérateurs
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CHAPITRE 1

Quelques resultats préliminaires

Dans ce chapitre, nous rappelons certaines notation préliminaires fondamentales, né-

cessaires dans ce mémoire, concernant les espaces fonctionnels et les opérateurs de type

Hardy.
1.1 Défintion de certains espaces fonctionels
Nous sommes maintenant en mesure de définir certains espaces fonctionels.

1.1.1 L’espace de suites p sommable

Définition 1.1

Soit 0 < p < oo. On appelle (P(Z) I'espaces de suites {f;};>0 a valeurs réelles ou

complexes telles que

-

j=—o0

{fi}izo P (Z)|]| = ( > !fj\p) <00, si0<p<oo

et

[{f5}iz0l>(Z)]| = sup ;] < oo.

Remarque 1.1

1. Ces espaces sont des Banach pour p > 1.

2. 5i0<p<qg<o0,alorsonall — (1.
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1.1.2 L’espace de Lebesgue

Définition 1.2
Soint 0 < p < oo et 2 CR", on pose

LP(Q) = {f : Q — C ,telle que f mesurable et || f|LP(Q)| < oo}

avec
(/|f |pdm) si0<p< oo

supess |f(x)|, sip= 0.
z€eQ

AL = N1 £l =

Si Q2 =R", on pose LP(R") = L*.

Remarque 1.2

Les espces LP (Q2) sont des espaces de Banach pour 1 < p < 0.

1.1.3 L’espace de Lebesgue localment intégrable

Définition 1.3
Soint 0 < p < co. L’espace de Lebesgue localment intégrable est défini par

LY (R™) = {f mesurable : fxx € LP(R™) pour tous les sous-ensembles compacts K C R"}

1.1.4 L’espace de Lebesgue avec poids.

Définition 1.4

On dit que w est une fonction de poids, si est une fonction localement intégrable non

négative sur R".

Université de M’sila 2021-2022 La continuité des opérateurs
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Définition 1.5
Soint 0 < p < 00, 2 CR" et w une fonction de poids, on pose

LP(R™,w) ={f: Q— C, telle que f mesurable et || f|LP(2,w)| < oo}

avec )
</Q |f(a:)|pw(x)dx>p si)<p<oo

supessw(x) |f(x)|, sip=occ.
e

AL R, w)l| = | fllpew =

Si Q =R", on pose LP(R",w) = LP(w).

Remarque 1.3

Les espces LP (2, w) sont des espaces de Banach pour 1 < p < oo.

1.1.5 L’espace de Morrey

Les espaces de Morrey sont apparus pour la premiere fois en 1938 dans les travaux de
Morrey [14] & propos de certains problémes d’équations aux dérivées partielles. Pour plus
de détails sur ces espaces voir [15, 17].

Définition 1.6
Soit 0 < g<p<oo,n>1et0<\<n. Lespace de Morrey Mq’\(R”) est I’ensemble

des fonction f € L] (R"™) telles que

loc

1

i@ = s 1B () <o

zER™ r>0

Remarque 1.4

1. Les espaces MS(R") sont des quasi -Banach pour 0 < q < 1 et de Banach pour
q=>1

2. Sil<q<ooetA>n,onaM,R") ={0}.

3. Si0<qg<o0,0na

MR =LYR") et Mp(R") = L®(R").

Université de M’sila 2021-2022 La continuité des opérateurs
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1.1.6 Inégalités élémentaires

Nous rappelons dans cette subsection quelque inégalités classiques, dans les espaces
LY(R™) qui sont nécessaires pour la suite de ce mémoire.

Théoréme 1.1 (Inégalite de Holder )

1 1 1
Soient f € LP(R") et g € LYR"), avec 1 < p,q < oo telle que — + — = — alors
p q T

f-geL"(R") et |[|f-glL"(R")|| < [[fILP(R™)] [lg| £ (R"™)]

Proposition 1.1 (Inegalite de Minkowskz)
Soint f,g € LY(R") et 1 < q < o0, alors f +¢g € LY(R") et

1+ gl LARY] < [LFILARY) + [lg[ L4 (R

Définition 1.7 (Inégalité de Minkowsk)
Soient 21,y CR"™ et soit f: € x Qs — Ry une fonction mesurable. Si0 < p < q <

oo, alors on a

(/Ql (/92 (f(x,y))l’dy)gdxy ’ (/92 (/Ql (f(x,y))qu)gdy>

3=

Théoréme 1.2 (Inégalité de Minkowski généralisée)

Soient 0 <v < < oo et {f;}12) C Ly, (R"), alors on a

loc

(5 (L mwra) ") " <o [ ( i) i) v

=1

1.2 Définition des opérateurs de Hardy et de Cesaro
avec poids

Avec le développement de la théorie de I'analyse, de nombreux types des inégalités

de Hardy ont été discutées. Par exemple, un nombre assez important d’articles ont traité

Université de M’sila 2021-2022 La continuité des opérateurs
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des diverses généralisations, les nombreuses variantes et les applications des inégalités
de Hardy au cours des dernieres années. Pour les discussions détaillées des inégalités de

Hardy, nous choisissons de nous référer a [8, 10].

1.2.1 Défintion d’opérateur de Hardy avec poids

En 1984, Carton-Lebrun et Fosset [3] ont donné la définition suivante de 'opérateur
de Hardy avec poids H,, comme suit :

Définition 1.8

Soit w : [0,1] — [0, 00) une fonction mesurable. L’opérateur de Hardy avec poids H,,

est défini sur toutes les fonctions mesurables a valeurs complexes f sur R" comme suit

Hof(r) = [ "))t

Remarque 1.5

Lorsque w = 1, n = 1 et f une fonction mesurables non négative sur RY, 'opérateur
H.,, se réduit a

Hf(x) = :15/0 fBdt, x>0,

Maitenant nous allons donner une théoreme sur la continuité d’opérateur de Hardy
avec poids H,, sur I'éspase LP (R").
Théoréme 1.3 (Xiao [18, p. 662])

Soit 1 < p < oo etw:[0,1] — [0,00) une fonction mesurable. Alors, H,, est bornée

sur LP (R™) si et seulement si
1 n
/ t"rw(t)dt < oo
0

En outre,

1 n
[Pl oanyssoeny & [ Ft)dt < oo.

Université de M’sila 2021-2022 La continuité des opérateurs
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1.2.2 Défintion d’opérateur bilinéaire de Hardy avec poids

Définition 1.9
Soit w : [0,1] x [0, 1] — [0, 00) une fonction intégrable. L’opérateur bilinéaire de Hardy

avec poid H?, est défini par

1 .1
H2(fr, f2)(z) = / / Ji(tiz) fa(tax)w(ty, to)dt dts, r € R",
o Jo

ou fi1, fo sont des fonctions mesurables a valeurs complexes sur R".

1.2.3 Définition d’opérateur de Cesaro avec poids

Définition 1.10

Soit w : [0,1] — [0, 00) une fonction mesurable. L’opérateur de Cesaro avec poids G,

est défini sur toutes les fonctions mesurables a valeurs complexes f sur R" comme suit

G.f(@) = | 1 £ ()i

Remarque 1.6

Lorsque w = 1, n =1 et f une fonction mesurables non négative sur R, I'opérateur

G se réduit a I'opérateur classique de Cesaro G

G (x) oof(zz)dz, x>0
r) = T
-/ fiz)dz, x < 0.

Remarque 1.7

Il est facile d’obtenir que H,, et G,, satisfont

/]Rn (Hwf)(z)g(x)dx = /R f(@)(Gug)(w)da,

1 1
lorsque f € LP(R"), g€ LY(R"), 1<p<ocet —+—-=1.
p q
Cela signifie que H,, et G, satisfont la regle de commutativité H.,G,, = G, H..

Université de M’sila 2021-2022 La continuité des opérateurs
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1.2.4 Définition d’opérateur bilinéaire de Cesaro avec poids

Définition 1.11

Soit w : [0,1] x [0,1] — [0, 00) est une fonction intégrable. L’opérateur de Cesaro G>
est défini par :

2 (f1 fa) ( //<f1 (tl)tl_"xfg( ) )w(tl,tg)dtldtg), z R,

ol f1, fo sont des fonctions mesurables a valeurs complexes sur R".

Remarque 1.8

Notons que H2 et G2 ne satisfont pas la régle commutative suivante :

/n <H72“f) (2)g(2)dz = /Rn f(z) (Qig) (z)dx.

Université de M’sila 2021-2022 La continuité des opérateurs
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CHAPITRE 2

La continuité des opérateurs de type
Hardy sur le produit des espaces de

Herz

L’objet de ce chapitre est de rappeler quelques défintion de l'espace de Herz avec
quelques propriétes principales et d’étudié la continuité des opérateurs bilinéaires de Hardy

et de Cesaro avec poids sur le produit de ses espaces.

2.1 Défintion et quelque propriétés des espace de Herz

L’histoire des espaces de Herz remonte aux auteurs Beurling et Herz dans les années
soixante du siecle dernier. En 1964, Beurling [2] a introduit pour la premiere fois une
forme fondamentale des espaces de Herz pour étudier les algebres de convolution qui
sont maintenant appelées algebres de Beurling. Plus tard, en 1968, Herz [9] a généralisé
ces espaces pour étudier la convergence absolue des transformées de Fourier. Ces espaces
généralisés de fonctions ne sont que le prototype des espaces de Herz. Depuis lors, la théorie
de ces espaces a connu un développement remarquable, en partie dii a son utilité dans
les applications a d’autres domaines des mathématiques appliquées. Un compte rendu
intéressant avec de nombreuses applications pour les espaces de Herz généralisés dans

certains cas particuliers est donné dans [1]. Pour voir d’autre norme équivalent voir [5].

2.1.1 Définition des espaces de Herz

Nous commencgons par définir 'espace de Herz homogene et non homogene.

Définition 2.1
|So1'enta€R, 0<pq<oo.

15
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1. On définit I'espace de Herz homogéne par :
KgP(R™) = {f € L, (R"\{0}) : | f1Ks(R")| < oo}

avec

S =

e = ( £ i) <o

2. On définit I’espace de Herz non homogéne par :

KgP(R™) = {f € L, (R") : || fll o < 00}

avec

B =

| FlEgr R = { 257 | Ko e }

k=0

avec les modifications habituelles faites lorsque p = oo et /ou ¢ = oo

Remarque 2.1 ([11])

La relation entre Herz homogéne et non homgéne est donne par :

KPP(R") = KP(R") N LA(R"),

pour tout « € Ret 0 < p,q < o0

2.1.2 Quelques propriétés de base

Dans cette sous-section, on va donnée certains propriétés des espaces de Herz.

Proposition 2.1 ([11]))

1. Les epaces K(‘;’p(]R") sont des espaces quasi -Banach et si min(p,q) > 1, alors

Kg"p (R™) sont des espaces de Banach.

2. Sia=0et0<p< oo, alors
‘07 n\ __ 0, ny __ n
Kpp(R )—KPP(R ) = LP(R")

3. Pour a € R, alors on a

K;/p,p(]R”) = Kg‘/p’q(R”) = LP(R", |z|*)

Université de M’sila 2021-2022 La continuité des opérateurs
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4. Sip; < po, alors on a
KPP(R™) — KPP2(R™) et KPPH(R™) — K72 (R™).

5. Sias < ay, alors on a

KeP(R") — KO2P(R™).

6. Si gy < g1, alors on a

1 1

Ka,p Rn Ka_n(ql q2)7p R’n Ka,p Rn Kain(ﬁié)’p
q1 ( );) 92 ( )7 Q1 ( )(_>

q2

1
7. Si0<q1§q<oo,—n<oz<n(1——)et0<p<oo,alorsona
q q

KgP(R") C L, (R").

Proposition 2.2 (L’inégalité de Holder [11])

: 4 1 1 11 1 1
Si0<p;,q<o0,—00<q<00,i=1,2-=—+4+——-—=—+—eta=a;+ s,
p 1 P2 g @ Q2
alors
|f - gl Kgr@®m)|| < || FEg (R gl K g2 (R
Démonstration: En utiliser 'inégalité de Holder dans ¢F (Z) et dans L (R"). |

2.2 La continuité des opérateurs bilinéaires de Hardy

et de Cesaro sur le produit des espaces de Herz

Théoréme 2.1 ([7])

1 1 11
Soient a, Qq, Qp € va < D;P1,P2,4, 1,1 < O et a = ap + g, — = — + —,—
1 1 q g 92 P
— + —. Alors H?2 est continue de K(‘;;l’pl (R™) x Kg;“’? (R™) a K;"p si w vérifiant
b1 P2

1 1
/ / (£ rm/m) s g xR ity by )dtydty < oo, (2.1)
0 JO

Inversement, si o; = (1/2) o, i = 2q,p; = 2p,i = 1,2, et H2 est borné de qu‘ll’pl (R™) x

Université de M’sila 2021-2022 La continuité des opérateurs
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K 2P (R™) a KPP(R™), alors (2.1) est valable. De plus, dans ce cas, on a

1 1
242 ~ —(c14n/q1) —(a2+n/q2)
H w‘ Kot PR x Kg2 P2 (R —Kg P (Rr) /0 /o <t1 b ) wlty,to)ddty.

De méme, nous avons le résultat suivant pour le pérateur G2.

Théoreme 2.2 ([7])

) 1 1 11
Soient Q, Qq, g € R,]. < PP1,P2,4 1,1 < 00 et a = ) +Qg,— = — + —, —
1 1 q g 492 P
— + —. Alors G2 est continue de K;‘ll’”l (R™) x K;‘;”’Q (R™) a K;“”’ si w vérifiant
P P2

1 1
/ / (e m) s g2 UVRY )ty 1y )dtydty < oo, (2.2)
0 JO

Inversement, si a; = (1/2) o, q; = 2q,p; = 2p,i = 1,2, et G2 est borné de K;‘ll’pl (R™) x
K;‘;’” (R™) a K;“’p(]R"), alors (2.2) est valable. De plus, dans ce cas, on a

o oy = /01 /01 (e s g2 TRy 1y, )t

KGUPL (R x K2 P2 (R K0P (

Remarque 2.2
Puisque les preuves des théoremes 2.1 et 2.2 sont similaires, nous nous contentons de

donner la preuve du théoréme 2.1.

1 1 1
Démonstration: Puisque — = — 4+ —, par l'inégalité de Holder et Minkowski, on a
q

q1 q2
1
q q
dm)

La®n) </ck
/01 /O1 (/Ck |f1(t1$)f2(tza:)q) w(ty, ta)dtdts

[ (] e i)

1

X </ |f2(t21‘)|q2 d:L‘> 2 w(tl, tg)dtldtg
Ck

1 1
/ / fl(tll')fg(tgiﬂ)w(tl,tg)dtldtz
0 JO

HHIQU(fla f2)x

Q=

IA

IN

Pour les t1,ty € (0,1) arbitraires, on peut trouver m,l € Z, tel que 2™ 1 < t; < 2™ et
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o1 < t1 < 2! Par I'inégalité de Minkowski, on a

/ / (/ |f1(t1z) |f11 dm) ql (/ | fo(taz) |q2 dm) wlts, t2)dt dt

L -_n —-n

= / / (/ @)™ dm) " x (/ | fa(z)|*® dﬂf) " 152 w(ty, t2)dtrdts
0 0 tick tack
1 1 , %
< )| dx
- /0/0 </~)k+m2<x|§2k+m @) )
1 2
% /2k+l—2<x|<2k+l [fo(@)[® da | 1" 157 w(ty, t2)dtrdty
11
< /0 /0 (Il Fixerm—1) L R™)|| + || F1Xk4m | LT (R™)]])
X (| faXheri—1 | L2 (R™)| + [ foXhri—1 [ L2 (R™) ) 15" £52 w(ty, to)dtydts
1 1 1
Pour 5 = p— + p— et a@ = a1 + ag, l'inégalité de Holder et Minokowski généralisée
1 2
donnent :
[ ol )|
1
- P
= | X zkapHHi}(fl,fﬁXleq(R”)H )
k=—o00
o & 1 1
< > oker (/o /0 (1 f1xkrm—1 [ LT R + | frxesm LT (R™)])
k=—o00
1
_n —n p P
X (I foxm1-1 | LZ (R™) || + || foxm+1—1 | L2 (R™)|]) ¢ £ (t1,tz)dt1dt2> )
< / / ( Z 25 (|| f1Xhm—1 [ L (R™) ||+ || FuXgerm] L2 (R™)]])
1 =n =n
X ([ foxp1-1 | L2 (R™) || + [ foxper1—1] L= (R™)]])” ) £y to w(ty, ta)dtdts
Université de M’sila 2021-2022 La continuité des opérateurs
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1

o
/ / ( Z 2R () fuxherm—1 | L |+ | Faxheem [ L)) )

1

0 P2 _n —n
x ( > 2P| foxg | L2 (R™)]| + ||f2Xk+l—1!Lq2(Rn)|m) £y £y wty, to)dtydts

k=—00

1

1,1 p1
/ / Qkalpl Hfl Xk+m—1 ’qu (Rn) ’pl
0 Jo k* 00

1

o0 p1
+ ( Y 2ham Hf1><k+m\LQ1(R")le>

k=—o00

IN

o b
<3| Do 28 | faxpei | L2 (R |72

k=—00

-_n —n

1
00 P2
+ ( Z 9kaspz HfQXkJrl’LqQ Rn ’pz) q1 tq2 (tl,tg)dtldtg

k=—o0

1 1

<l i < [

] (m=Dar 4 9= mal) (2*“*”“2 + 2*1‘12)

-_n =—n

thql t2q2 w(tl, tQ)dtldtQ

< || alkgtet || ol Kpz e ) //t1 (v 2( i) w(ty, to)dtydts

D’apres I'inégalité ci-dessus, nous avons que la premiére conclusion du théréme 2.1 est

valable.

D’autre part, nous supposons que H2, et borné de Kg‘ll PLIR™) x K;‘; P2(R™) & qu"p(R”)

Y
et que H a la norme de l'opératour H’H H UL () S22 (R KEP (R Pour tout 0 <
e < 1, soit
0, |z <1 .
filz) = . pour i = 1,2 (2.3)
x| e [ > 1

Evidemment, || fixx|L? (R™)|| = || foxx| LZ(R™)|| = 0, lorsque k < 0. Alors, pour Vk > 0,

on a

1
oy —— a1

x| L (RY)|| = a;(l o E)qldx

X
2k—1<|z| <2k
— 9—(a1t+e)k Sn(Q(a1+€)ql —-1) a
o (a1+e)q ’
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ot S, =nrz /T(1+ g) Un simple calcul donne

1

) 1
. 1 mls (2(a1+6)q1 —1) |«
o,p | — 97¢ °
Hf1|Kq11 I(R )H =2 (1 — 2—€p1> (a1+e)q1
De méme, nous obtenons
1
. 1 7|9 (2(a2+€)lI2 _ 1) a2
Hfg‘Kq; 2<R )H =2 (1 _ 2—8p2) (a2+€)q2

Lorsque |z| < 1 et t € [0,1], nous avons |tz| < 1. Donc, H2 (f1, f2)(z) = 0 dans ce cas

d’apres (2.3). Lorsque |z| > 1, on obtient

(o) = [ [ ffou ),

|$|_( %+2€)//
1/|z|

_al_f_g _ 2_%_

Soit § = ¢+

on a
|72, PP (R |

> 28 33 1, Jo) e 22 ) |

w(ty, to)dtydts.

> 1. Il est facile de trouver un entier postif { tel que 2/~ < § < 2'. Donc,

k=1
k:ap (fH’( )+2¢) 70417ﬁ € 7&27%75 q
= ZQ / || Xk () / to x w(ty, ty)dtidty | dx
P jol>1 1/l
~ . 2
> k([ el T e
|z|>d
_a _n _ . p
<// ' e (tl,tg)dtldt2>
/s
2k 5
> s Z oker ( / <a+2€>q—1dr>
k=l+1 et
,a ,f,g Cqp— g p
<// by e (tl,tg)dtldt2>
s
ola+2e)q _ R v
= Sq Z 9~ 2epk BT // 2 w(tl,tg)dtldtg
k=l1+1 1
29— 2¢(141) 2(a+26)q_1 % 1 —ap— B —ap— D p
= ST 50 | iz X //l/étl ty " xw(ty, ta)dhidts
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Herz

1 1
= — + —, p1 = p2 = 2p , nous avons.

1
et — =
b b1 P2

| Q

Puisque ¢1 = q2 = 2¢q, a1 = ap =

|12, )R (R
1 )é ’2(%26

// 0T TR e ) dtdt
s

1 _& ———5 —g— 2 —¢
// ' TR T (1, o)ty dis.

1/q9—2e(141)
Sn 2 (1 — 9—2ep (a+2¢)q

v

az ,p2

v

" )| it

Cela donne

H”Hﬁ;(fhfz)!f(a’p

En utilisant la continuité de 7—[121} et sa norme d’opérateur, on obtient

n

1 —01—*—E —az—
/ / £, (i, ta)dt dts

- a1,p1

- _ag,p2
2l Ky,

>

9 1 *%*%*E —ag— 2 —¢ 9
5// t = w(ty, to)dhdty < ||HE K < Kgerr — Kov|| - (2.4)
En mettant € — 07 dans (2.4) on obetient
1 ,al,%,g — 2*775
Jn: 2wt t)dtdt
0
HHi}’K(ihpl > K{?;QJD N ngpH.
Ainsi, (2.1) est valable. |
2021-2022 La continuité des opérateurs
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CHAPITRE 3

La continuité des opérateurs de type
Hardy sur le produit des espaces de

Morrey de type de Herz

L’objet de ce chapitre est de rappeler quelques défintion de I’espace de Morrey de type
de Herz avec quelques propriétes principales et de étudié la continuité des opérateurs

bilinéaires de Hardy et de Cesaro avec poids sur le produit de ses espaces.

3.1 Défintion et quelque propriétés des espaces de
Morrey de type de Herz

La classe des espaces de Morrey de type de Herz M Kg;ﬁ(R”) est initialement définie
par Lu et Xu [12]. Nous notons également que les espaces de Morrey de type de Herz sont

des généralisations des espaces de Herz K g T(R™).

3.1.1 Définition des espaces de Morrey de type de Herz

Nous commengons par définir de ’espace de Morreyde type de Herz homogene et non
homogene.

Définition 3.1
Sointa e R,0<p<o0,0<qg<ooet>0.

i) On définit I'espace de Morrey de type de Herz homogeéne par :

loc

MEZNRY) = {f € LL(R"\{0}) : ||| MK MR < o0}

23
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avec

| FIM G R = sup 27 { S ok fok\L%R"MV}p.

ko€EZ k=—00
ii) On définit I'espace de Morrey de type de Herz non homogene par :
MESNR") = {f € LL(R") : | fIMKg)RY)| < oo},

avec

1
p
HfHMK‘“ (Rn) "= SUP2 Fo {szap HkaHLq Rn } .

3.1.2 Quelques proprietes de base

Proposition 3.1 ([12])

1. Les epaces M K;f’q’\(R") sont des espaces quasi -Banach et si min(p, q) > 1, alors

o\ (TN
MK, (R") sont des espaces de Banach.

2. Sia=A=0et0<q< o0, alors
MEDYR") = MKJY(R") = LY(R™).
3. Si A =0, alors on a
MEZ)(R") = K&(R™) et MKJP(R™) = K&(R™).
4. Six=0eta€eR, ona
MEPO(R™) = MKX(R") = LY(R", |z|*).

5. Sia =0, alors on a
AN 0, (TN
MGR") — MK (R")
6. Sil<p; <py < o0, alorson a

o\ n o\ n
MESA (R C MESA(R).
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Ensuite, nous donnons le théoreme suivant, qui est une généralisation de I'inégalité de
. oA
Holder dans MK, (R").
Théoreme 3.1

Sil<p,q <oo, —o0<q; <oo,et 0 <\ <ooi=1,2, avec

1 1 1 1 1 1
*:*—F*, *:*—l-*, Oé:Oél+OéQ, et )\:)\1+)\2,
p pP1 D2 qa q q

alors il existe C' > 0 tel que pour tout f € MK;‘II’;}; (R™) et toute g € Mf(;ﬁgy (R"™),
onaf-geMKS (R et

17 gllaricg ey < CU g e I9lasigz oz ey

Démonstration: Par I'inégalité de Holder dans ¢¥ (Z) et dans L? (R™), nous avons

1/p
ko
. _ p
If-gIMEG R || = sup27hod & 3 ke f gy
k)()GZ k——o00 q
k 1/p
—koA1L o—koA : ko P loka p
< supzriovaTio g 30 22
LeZ k= —oo a1 q2
ko 1/p1
< sup 2 RoM g B szal(')ka .
ko€Z k——o0 a1
ko . 1/p2
X sup 9 koA Z HZlm?(')ng
ko€Z k——oo q2
o) ag,
= [IfIMEG 5 (RY) |[lglMEG2 -2 (R™) ||
Par conséquent nous obtenons le résultat. |

3.2 La continuité des opérateurs bilinéaires de Hardy
et de Cesaro sur le produit des espaces Morrey

de type de Herz

Théoréme 3.2 ([7])
‘Soient a,ap, a0 € RN > 0,1 < p,pig,qs < 00,6 = 1.2 et o = ap + ag, A =

Université de M’sila 2021-2022 La continuité des opérateurs
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1 1 11 1 1
M+ Xy, —+ — =, —+— = ~. Alors H2 est continue de MK;‘llqulx MK;‘;(IA; )
. qa  q q P11 P2 p
M K;f’q)‘ si w vérifiant
(a +——/\ —(a2+ =X\
/ / ( AT et ”) w(ty, ta)dtdts < 0. (3.1)

1
Inversement, si o; = (1/2) o, \; = 5)\’% =2q,p; = 2p,i = 1,2, et H2, est continue de
MK M MKz 5 MKO“\ alors (3.1) est valable. De plus, dans ce cas, on a

P1,91 p2,q2
(a +——)\ ) —(a2+ =X
/ / ( ' Dyt 2)> w(ty, ta)dtydts.

Pour I'opérateur G2, on a un résultat correspondant.

Théoréme 3.3 ([7])

Soientt o, aq, 0 € Ry N >01 < Ppinq, g < 00,1 = 1,2 et @« = a3 + g, A =

1 1 11 1
A+ Xy, —=—+—,—=—+ —. Alors G2 est continue de MK ™M x MK a
P om P4 @ g ’

MKg’q’\ si w vérifiant

/ / (m —A1—n l—i) y t;m—)e—n(l—qlg)) w(h,tz)d(tlat?) < 0. (32)

|H2IM RGN < MEG2 — MEg)

p1,91 p2,q2

Inversement, lorsque o; = —a A= 5)\, ¢ = 2q,p; = 2p,i = 1,2, et G2 est continue de
A A A
]\4[(;‘11(111 X MK;‘fq; a MK;j‘q , alors (3.2) est valable. De plus, dans ce cas, on a

HH?U|MKQ1’)\1 « M2 _>MKa>\H N/ /1 a1—A1—n 1_(111)thz_)q_n(l_qg)w(thtQ)d(tl,t2)-

Pp1,92 P1,92

Démonstration: D’apres la preuve du théoreme 2.1, nous savons

[ frel L@ < [ [ im sl L ieom 221)

n n

X (|| faxhri—1| L2 || + | foxnd L2 £, ™ty 2w (t1, t2) dtrdta,
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27

alors par l'inégalité de Minkowski on a

HH%u(flaf2)|MK;,;;\H

1
ko v
_ p
= sup? W( > 2‘”“”!\Hi(fl,f2>Xk|Lq<R”>\\)
ko€EZ k=—00
koA & k tot
< sup 2 (30 2 ([ (it £ @]+ i 27 @)])
ko€Z oo 0o Jo
1
_n _n PN »
X (Lfaxha1-1 [ L2 (RO |+ [| foxmr| L2 (R™)[]) £ ™ £y ”w(tl,tz)dtldtz) >p
1,1 ko
< sup 2_’““/ / Y 25 ([ fixhtm—1s [ LT R 4 1k L (R
ko€Z 0o Jo \ T,
1
X ([l faxk 12 |22 R + || foxie ] L2 (R™)][) )
xt, Uty 2w (ty, ty) diydts
1 1 1 o )
Pour - = — + —, a=a; + as et A = A\ + Ao, 'inégalité de Holder donne
p P11 P2
1
<

1 1 [ ko P1
sup 2_’““/0 /0 ( D 2R (|| x| LT (R™)] + Hf1Xk+m|LQI||)pl>
k=—o00

ko€Z

1

ko P2
X ( > 2k (|| foxgep 1 |L2 (R™)]| + ’f?Xk+l|Lq2(Rn)”)p2)

k=—00

n n

Xt Uty 2w (ty, ty) diydts

1

1 ko 1
< sup 27M0M // D 2R fi Xk [LE (R [P
ko€EZ 0 k——oo
1
ko p1
+ D 2P| x| LT (RT)|P
k=—o00
= 1
ko ? ko )
x sup 27 F0A2 D2k | o[ LR ) 4 DY 282 | foxpg | L2
koeZ k=—00 k=—o00
xt; Tty 2 x w (ty, ty) diydts.
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Finalement en trouve

[rath pp| < i @) | b g @)
[ s

xt, <q1 Al)t;(qz_&)w(tl,tg)dtldtg

< [ @] i @)

1 - 061+*—)\1 —| a2+ ==X
x// t, " )t2( " >><w(t1,t2)dt1dt2.
0

Cela signifie que H?2, est continue de MECTA x MEKO222 3 MKO‘ A D’autre part, nous

P1,91 pP2,q2
définissons
- a1+£*>\1>
filx) = |z ( a , r e R",
— _A,_L_A)
folz) = |z (” @ ?) g eRn

Lorsque aj # A1 et ag # Ao, on obtient

1
- a1+i—>\1)lh a
Iz = (] af (i) g
2h—1<|z|<2k

S, (2<a1—h>q1 _ 1)

— 2—(()!1—>\1)k
(a1 =A@
Donc L
a
1 olaa=A)a1 _ 1
HfﬂMKah)\l _ 2)\1 ( 1 )Pl S’n ( ) .
PLQ1 AP — 1 (a1 = M)
et 1
1 (c2—A2) ”
1 9la2—A2)q2 __ 1
Hf2|MKa2,A2 :2)\2( 1 )p2 Sn< ) -
2,92 2Xop2 _ | (042 - )\2)(]2
1 1 1
Pourao=a1+az, A=A+ X ,et —=—+— ona
q9 91 Qg2

Oé +7_)\ —( o+ =X
H2(f1, fo) () = |o| "5 ‘”// 1 1)752(2 ) « w (b, t) dtrdts,
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Par simple calcul, on obtient
2 q(mn p
|72, fxel Lo (R

- ([, ‘H%u(fl,fz)(w)’qm(fﬂ)dw)z
= (/n\wl_(c”z (//1 . aﬁLAl t <a2+;;Az)w(tl,tg)dtldtg)qu)g
B </zk1§|z|<2k L qu) (// 0‘1+*—A1 2 (aﬁg_M)w(thtz)dhdtz)
g ( a1+——,\1 (a2+£_>\2) p
/ / t w(tl,tg)dtldtg) .
[0

A
PUiSquea1=OZ2=§,pl=p2=2p,q1:q2:2q,et)\lz)\2:§ona

q

Sn(<a Vi 1)

9—(a=A)kp
(a—

[ M|

1
— O QU n P ’
= sup?2 W( o 28|, ) LR >H)
ko€Z =00
1 1
k PG, (2@=Na — 1) ]9
= sup 2~ koA EO: okapg—(a=Xkp X ( )
ko€Z k=—o00 (a - )\)q

x //01 tl_(aﬁ(?l_/\l)t;(mnz_&)w(tl,tg)dtldtg

X //01 tl_(aﬁ;_h)t;(aﬁ‘g_h)w (t1, t2) dtidts

x //01 tl_(aﬁ(z_/\l)t;(aﬁ(g_&)w(tl,tg)dtldtg.

Cela nous indique que (3.1) est également valable dans ce cas.

P1,q1

= |l o

T

Lorsque a1 = A1 et ag = Ao, il est facile d’obtenir

[ LT (R = [ faxw L (R™)[|* = / |z|™" dz = Sy In2.
2k—1<|g|<2k

Nous avons donc

1
1 P1 a
|z @) = 2 (le_ 1) (S, In2)ar
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HfﬂMKz?ﬁ’qf R =2 (w}_l); (Sn1n2)

(f17f2 |$’ // t;atig tl,tg) dt1dts.

Alors, nous obtenons

1 1 zn —n
H’va(fl,fg)(x)Xk|Lq(R")H:(Snan)q//O £ 152 w (t, o) diy .

Ainsi,

H%(fl,fzxwﬂMK&?H

1
ko ]
_ p
= sup2 MM H° QkapHszu(fhf2)($)Xk|Lq(Rn)H)
koez k——o0
k‘() p 1 =—n —n P %
= sup2 Fr | D7 2kP(5,In2)e x (// "t xw(tl,tg)dtldt2>
koez, k——o0o
kO P 1 1 =n —n
= sup2 Fr | Y oker (Snan)Ex// £ 2 X w (ty, ty) dtydts.
koez k=—o0

Puisque a1 = A\ et ao = Ay, on obtient &« = A . Donc
2 (1, fo) @) ME|
1
P

= 2>\ (2)\17_1) S ln2 q X// thltq2 tl,tz)dtldtg

// tﬁtQTQ (t1,to) dt1dts.

Cela nous indique que (3.1) est égalment valable dans ce cas. De plus, lorsque 'un

e

P1,91

| ol Bz

des a1 = A1, as = A1 est valable, nous supposons que oy = A; mais que as # Ao ici.

D’aprés le calcul cidessus, nous avons

1
1 P1 1
gy = 2 (G )™ a2y,
1
1 (a2—A2)q2 _ a2
[piaricozs] = 2% ( 1 )m Sn (2 1)
bz, M2z (a2 — X2) @2

Il donne

(a art 2t =)
H2 (1, fo) () = | (02T (D) / / e w (t1, t2) dtydtsy.
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Donc, nous avons

HHz}(fl,fzﬂMKﬁ?H

— sup 2R ( S5 g HHi(fl,h)xk!Lq(R”)Hp) E
ko€Z

k=—o00

1
q

S, (2(a2*>\2)q _ 1)

ko s
= sup 27]€0A Z Qkap2f(a27)\2)kp x

ko€Z P (a2 —A2)q
1 =2 (ot
X// thl t2 (02 a2 ? X w(tl,tg) dtldtg
0
1
1 (az=A2)q _ 1) |9
_ 2)\( 1 >p Sh (2 1)
2)\p —1 (052 — )\2) q
B G S V)
// pa g T G ) bt
. A o
Puisque a1 = as = 2, PL=P2 = 2P, q1 = @2 = 2q, et \} = Ay = 5 en utilisant

I’expansion de Taylor, on obtient

1
a2

Q|

Sh, (2(a2—)\2)q — 1) S, (2(042—)\2)112 _ 1)

> (Spln Q)ﬁ

(a2 —A2)q (a2 — A2) @2
Ainsi, nous avons
H2 ( )(@)|MESH > M KoM M K022
w1, f2) ()] Pq > | Al P1,q1 f2’ P2,42

1 J — (g )\
// 2T 2)Xw(t1,t2)dt1dt2.

L’inegalité ci-dessus donne

2 1,1 az,\o a, )\
HHw|MKp1 N MES222 < MKS,

(« +£f)\ — (a2t =X\
/ / ( ' U t2( Sy 2)) w(t, ta)dt1dts.

. 2 g, g, A :
Puisque H; est borne de MKpllql1 X MKp22q22>< a Mqu , nous savons que (3.1) tient

(a —f)\ —(ao+ =X\
//( ' l)xt2(2+q2 2)>w(t1,t2)dt1dt2.

La preuve du théoréme est complete. |

et

2 1,1 9,2 a, )\
|H2 MRz < MEG2a2 < MK,

Corollaire 3.1 ([7])

1 1 1
Soit a, a1, 9 € Ry1 < pyp1,ps < 00 et & = o + g, — = — + —. Alors H2 est
p P P2
Université de M’sila 2021-2022 La continuité des opérateurs

DILMI Messaoda bitilinéaires de Hardy avec poids



La continuité des opérateurs de type Hardy sur le produit des espaces de
Morrey de type de Herz 32

continue de LP'(|x|") x LP*(|z|**) a LP(|z|*) si w vérifiant

/ / JerIn eI 4y )d(, ) < . (3.3)

Q
Inversement, si a; = g = 5P = 2p,i = 1,2, et H2, est continue de LP'(|z|*") x

LP2(x|**) a LP(]x|®), alors (3.3) est valable. De plus, dans ce cas, on a

|2 Lo (] ) > 2P (] ) — LP(] )|

/ / —(a14n)/p1 % t2—(a2+n)/P2)w(tl’t2)d(t1,t2).

Corollaire 3.2 ([7])

1 1 1
Soit a, a1, 0 ER, 1 < pyp; <0 et ay +ag =, — + — = —, 1 =1,2. Si w vérifiant
b1 P2 p
poatn)/pi—n  y(aztn)/p2a—n
/ / X 1 Jw(ty, t2)d(t1, t2) < oo, (3.4)

alors G2 est continue de L' (|z|*") x LP2(|z|*?) a LP(|x|).

Inversement , si a1 = ay = S P = 2p,i = 1,2 et G2 est borné de L' (|z|*) x

LP2(|x]|**) a LP(|x|*), alors (3.4) est valable. De plus, dans ce cas, on a

|G21L7 (|2|™) x L7 (|2|*2) — L2 (|||

1 1
/0 /0 (theatm/omn oot m)/pammy 1) d(t L),

Nous terminons ce mémoire par une conclusion et une liste d’ouvrages qui nous ont

servis de bibliographie.
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Conclusion

Dans ce mémoire nous avons étudie la continuité de 'opérateur de Hardy avec poids
sur le produit des espaces de Herz et le produit des espaces de Morrey de type de Herz ,

ol on a prouvé que la condition
A= / / [ gy TN (1), ) dty ity < 0o

est nécessaire et suffisante pour la continuité sur les espaces K" (R") x K22 (R") et

la condition
B= / / leatnfa=An) o loatn/a AQ)) w(ty, t2)dtrdty < oo

est nécessaire et suffisante pour la continuité sur les espaces M K;fll ’q);l x M ng’qzz, et que

la norme de 'opérateur correspondant est exactement A (le cas Herz) et B (le cas Morrey
a
5,)\i =56 = 2q,p; = 2p,» = 1,2. Le méme étude pour

I'opérateur bilinéaires de Cesaro sur ses espaces.

de type de Herz) pour «; =
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Abstract

In this memory, we studied some necessary and sufficient conditions for the continuity of the
bilinear weighted Hardy operator and the bilinear weighted Cesaro operator on products of
Herz spaces and products of Herz type Morrey. The standards of the corresponding operators
are obtained.

Key words :

Hardy operator, Cesaro operator, Herz spaces, Morrey-Herz spaces.

Résumé

Dans ce mémoire, nous avons étudié certaines conditions nécessaires et suffisantes pour la
continuité des opérateurs bilinéaire de Hardy avec poids et de Cesaro avec poids sur les
produits des espaces de Herz et de produits des espaces de Morrey de type de Herz. Les
normes des opérateurs correspondant sont obtenues.

Mot-clés :

Opéraeur de Hardy, Opéraeur de Cesaro, Espaces de Herz, Espaces de Morrey de type de
Herz.
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