11 UNIVERSITE MOHAMED BOUDIAF DE M’SILA

Faculté des Mathématiques et de "Informatique

aaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaa

Département de Mathématiques

Présenté pour 'obtention du diplome de MASTER

Domaine : Mathématiques et de L’informatique
Filiere : Mathématiques

Option : Algebre et Mathématiques Discretes

Présenté par
ZOUID Lina, GOUMIDA Sabah

Sujet

Sur ’anneau des polynomes en plusieurs
indéterminées

Soutenu le :28/06/2022

Devant le jury :

Mr. Khadraoui Abdelmalek M.A.A. Univ de M’sila Président

Mr. Ladjelat Lahcene M.A.A. Univ de M’sila Encadreur
Mr. Dechoucha Noureddine M.A.A. Univ de M’sila Examinateur
Mr. Berrabah Imadeddine E.Doct. Univ de M’sila Invité

Promotion : 2021/2022






IL Y & DEUX CHOSES IMPORTANTES DANS NOTRE VIE :

APPRENDRE LES MATHEMATIQUES

ET

ETUDIER LES MA THEMA TIQUES.



Remerciment

Avant tout, je remercie Dieu Tout-Puissant d’éclairer nos vies et de renforcer notre
courage et notre courage pour terminer ce travail.

Je remercie Monsieur L.LADJLET de nous avoir proposé ce sujet et d’avoir accepté de
nous encadrer.

Son énergie et sa confiance ont été pour nous des moteurs. Nous vous remercions pour
tout.

Je tiens également & exprimer notre plus profonde gratitude & nos parents pour le soutien
qu’ils nous ont apporté au fil des ans dans la poursuite de études et pour nous permettre
de devenir ce que nous sommes aujourd’hui.

Enfin, un grand merci a nos familles, amis et collégues pour leurs encouragements et leur

amitié.

Merci Beaucoup



Dédicace

Je dédie ce modeste travail a :
Les parents les plus chers au monde, mon pére Rahmaoui et ma mére Aicha, que dieu les
garde et les protege.
Mon deuxiéme pére Saddam hocine,
Mes frere ; Ibrahim, Amer, Micho, et Abdelbasset.

Mes sceurs ; Guermia, Massaouda, Fadhila,

Toutes mes ameis, particulierement : Lina , Chaima, Yousra , Achwaq, Chahinez, Ranya,
Amel, Lamya.
tout ma famille «GOUMIDA » et « BAKROU ».
Toute la promotion 2022 de Université Mohamed Boudiaf (M’sila). Surtout le spécialité
Algebre et mathématique discret (AMD)

Goumida Sabah



Dédicace

Je dédie ce modeste travail :

-A mes chérs parents "Abdesselam et Hassina",
-A mon chers freres : Mahfoud, Boularbah, Hamza,
-A mes chers sceurs : Razika, Aya,

-A toute la famille Zouid,

-A toute la famille Hachrouf,

-A tous mes amis : Aid Safia, Djenidi Dounia, Sahraoui Souheyla, Bouzina Amira,
Hamidi Lobna, Salme Fatiha, Salamani Chaima, Massaouda, Khawla, Hayat, Karima,
Nada, hassiba,......... ,

-toute ma famille de département
de Mathématiques,

-A toutes mes adorables que j’ai connu pendant

toute ma vie . . .

Zouid Lina



Notations

¢ (G, %) : groupe minu par la loi interne "x ".

¢ S, : groupe symétrique de {1,2,3,...,n}.

¢ (A, +, %) : Anneau minu par les deux lois de composition ” 4+ 7, .

¢ P(X): Un polynome.

¢ A[X]: L’ensemble de polynoéme & une indetermine¢ X et a coefficient dans A.

¢ AlXq,....., X,] : L’anneau des polyndmes en plusieurs indétermineés.

¢ k[z1, ..., z,] : L’ensemble des polynomes a n variables x1, ...., x,, & coefficients dans k.
¢ degy(P) : Degre de polynome a l'indeterminée X.

¢ MD(f): Le monodme directeur de f .

¢ discP = A, : Discriminant du polynéme de degré n.
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Introduction

Les mathématiques sont I'une des sciences fondamentales & partir desquelles un grand
nombre d’autres sciences ont émergé, et elles suscitent toujours beaucoup d’intérét de la
part des masses d’érudits et de chercheurs dans ce domaine.

La branche de ’algébre est considérée comme la branche la plus compléte de les ma-
thématiques et 'arithmétique, car cela dépend de la formulation d’équations composées de
variables et de catégories et néglige les nombres. Le sujet des anneaux et des polynomes en
algeébre est un sujet nouveau et important ( Abraham Fraenkel ,1914), souvent, le terme "
polynéme en anneau" désigne implicitement le cas particulier d’'un anneau polynomial dans
un indéfini sur un corps. Ces anneaux polynomiaux ont le grand nombre de propriétés qu’ils
ont en commun avec I’anneau entier.

Dans ce travail, qui traitera de anneau des polynémes en plusieurs indéterminées , il sera
étudié en trois chapitres, la premiére chapitre portera sur les concepts initiaux de définitions,
théories, et propriétés des anneaux, groupes, polyndémes, et autres, tandis que la deuxiéme
chapitre portera sur concernera les polynémes en plusieurs indéterminées et les polynémes

symétriques, et nous étudierons ce dernier, sa structure et certaines de ses propriétés Quant

a la derniére chapitre, elle inclura quelques applications des polynémes symétriques.



Chapitre 1

Notions élémentaires

1.1 Groupe

Définition 1.1.1  Soit G un ensemble non vide, et soit la loi de composition intrene"x "

x . G x @
( )

G
T,y *

N
= Txy
on dit que (G, *) est un groupe s’il vérifie les conditions suivantes :
i) Pour tout (x,y,2) € G®, (xxy)*xz =x * (y * 2).
1) Il existe un élément e € G tel que : pour tout vt € G xxe=x*e=1.
iii) Pour tout v € G, il existex' € G tel que : v %1 =1 *x =e.
De plus, si;

pour tout (v,y) EG*:xxy=yx*x

le groupe G est dit commutatif ou abélien.

Exemple 1.1.1 1) [’ensemble des entiers relatif 7Z, muni de l'addition usuelle est un
groupe commutatif.

Soient (x,y,2) € Z, (v+y)+z=x+y+z=x+(y+ 2).

il existe e = 0 tel que pour tout x € Z , * +0 = 0+ 2 = x, pour tout x € Z , 1l existe
x! = —x tel que :

r+(—x)=rx—z=(—2)+2=0



1.1. Groupe

on a :

pour tout (x,y) €Z, x+y=y+x.

Donc (Z,+) est un groupe commutatif.

2) Soit l’ensemble M(2,7) = {( (é g ) , (a,b,c,d ) € Z* } avec I'addition est un groupe.

Soient N, G et K des matrices de M(2,7) tel que :
b !/ b/ " b//
e (i) o (0 h) e n)
b / b/ " b//
(N+G)+K = ((i d)—%(?,d,>)+—(g,dn)

a+a+d’b+U+U’)

,//

<c+c+d’d+d”+d
ad+ad v+
= ( ) (CI—I—C” d—l—d//,)
Loy "o
(ea)+((28)+ (7 %))
N +

+ (G + K)
tel que pour tout N € M(2,7) on a :

il existe e = (
etN=N+e=N
pour tout N € M(2,7), il existe N' € M(2,Z) , N = —N tel que :

N+N =N +N=e

pour tout N,G € M(2,Z) on a :



1.1. Groupe

a b a v
N+G - (C d)+(cl dl)

a+ad b+V

c+cd d+d"

Donc (M(2,7),+) est un groupe commutatif.

|

Y

3) pour toutn >0, (Z,/nZ,+) est un groupe commutatif tel que : Z,/nZ = {

Soient (x,y,2) € Z/nZ (T+yY)+zZ=x+y+z

I
&
+
<
4
w

I
5
+
<
=+
w

I
5
+
<
4
N’

il existe e = 0 tel que :
VeeZ,/nZ 7+0=2+0=0+2=7.

pour tout x € Z/nZ , il existe 1’ = —x tel que :

ona, Yr,y € Z,/nk

8|

r+y=y+tr=y+

Donc (Z,/nZ,+) est un groupe commutatif .

1.1.1 Sous-groupe

Définition 1.1.2 Soient (G,*) un groupe, et H un ensemble non vide. On dit H est
sous-groupe de G, s’elle vérifie les conditions suivantes :
i) pour tout x,y € H , xxy€ H .

i1) l’élément neutre e € H .




1.1. Groupe

5t) pour tout v € H, '€ H .

Exemple 1.1.2 1) (R%, x) est un sous-groupe de (R*, x).
1 eRY

st x,y € RY alors x x y € RY
six € R alorsm’:%ERi
2) U ={z¢€C,|z| =1} est un sous-groupe (C*, x).
1eU
$i 21,20 €U |21 X 23| = |21] X |z2] =1 x 1 =1
sizelU |%‘:|71‘:1

3) L’ensemble des matrices GL,, (R) de déterminant det(A) = 1 est un sous-groupe de
(GLn (R), x).

1 0
I, e H det =1
0 1
siA,Be H car det (A,B)=1x1=1

siA€H det(A)=1 det(A™!) = 55 =1

1.1.2 sous-groupe engendré

Définition 1.1.3 Soient (G, *) un groupe et un ensemble E C G, le sous-groupe

engendré par E est le plus petit sous-groupe de G contenant E.

Exemple 1.1.3 Le groupe (R*, x) et E = {2} le sous-groupe engendré par E est H =
{2 neZj}.

1.1.3 Groupe symétrique

Définition 1.1.4  Soit E un ensemble. Une bijection f de E vers E est appelée une
permutation de E.

L’ensemble des permutation de E munt par la loi de composition des applications est un



1.1. Groupe

groupe, appelé le groupe symétrique de E, et noté Sg ou S (E).

On note S, le groupe symétrique de {1,2,3,...,n} , n € N*, et on dit que S,, est le groupe
symétrique de degré n. Card (S,) = nl.

Soit f une permutation, tel que f:{1,2,3,...,.n} — {1,2,3,...,n}

Linverse : f~':{1,2,3,...,n} — {1,2,3,....,n}

Composition de deuxr permutations :

Sotent f ,qg deux permutations :

f—{ 1 2 3 oomn } _[ 1 2 3
I S D ) B ) B (1) I IR 700 BT ¢) NI )
1 2 3 n
fog = [ 9(1) — g(2) 9(3) g(n) ]

fle(1))  f9(2))  f(9(3)) flg(n))
- { 1 2 3 n ]
L fe@) o fe2) fe(3)) f(g(n))

Exemple 1.1.4 Le groupe S3 des permutations de {1,2,3} a 3! = 6 élémenets.

) (
D) (

2
3
)
1) =72 et 00Ty =Tj3

SS = {Zd7 7—177_2a7_37070_1}
1 3 (12
1 3 =113

1 3 (1

=\ 2 3 7=\ 2
g 9
5 2

1 3 1
7'100':<2 1) (3
3 1

0'07'17é7'100'

— N NN

QL =
Mw\_/

alors le groupe ( Ss,0) n’est pas commutatif.
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1.2 Anneau

Définition 1.2.1 Soit A un ensemble mon vide , et soient les deux lois de compositions
interne, notées "+ " l’addition et "x" la multiplication. On dit que le triplet (A, +,*) est un
anneau i :
1) (A, +) est un groupe abélien .
2) pour tout (x,y,z) € A (zxy)*xz=uzx(y*2).
3) Il existe 14 € A, pour tout x € A, xxly=1p%xx=uz.
4) pour tout (w,y,2) € A3 xx(y+z)=xxy+azxz, et (y+z2)*xr=yx1+2*1.

St la loi "sx" est commutative, on dit que A est un anneau commutatif unitaire .

Exemple 1.2.1
1) l’ensemble des entiers relatifs Z, muni de l’addition et de la multiplication usuelles, est
anneau commutatif :

i) (Z,+) est un groupe commutatif (1,1).

1) V(a,b,c) €Z® (axb)xc=axbxc=ax(bxc).

) Je=1€Z, YacZ Ixa=ax1l=a.

wN(a,b,c)€Z® ax(b+c)=axb+axc , (b+c) xa=bxa+cXa.
De plus on a :

Y(a,b) €Z*, axb=bxa.

2) l’ensemble Z,/nZ (n > 0) , muni par l’addition et de la multiplication usuelles, est un
anneau unitaire commutatif .

1,/nl = {T,Q,g, ey — 1} tel que :

i) (Z/nZ,+) estun groupe commutatif ( def 1.1.1).

T +y. pour tout x,y € Z,/nZ
x X y. pour tout x,y € 7.,/ nZ

+
X

8l 8l
<<
Il

1) Vo,y,z € Z,/nZ (TXYXZ=TXYXZ=TXYX2=TXYyxXz==TX (JXZ2).

i) 3e=1€Z,/nZ pourtoutsz €Z,/nZ onalxT=

—_

X lxz=

T = x
w)Ve,y,2€Z,/n% TX(Y+Z)=TXY+TXxZ et (J+Z)XT=7XT+7ZXT.
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de plus on a :

Yo,y € Z,/nZ TXY=TxXY=yYXxr=yX7T.

1.2.1 Sous-anneau

Définition 1.2.2 Soit (A, +,*) un anneau, B une partie non vide de A. On dit que B est

un sous-anneau de A si et seulement si :

r—y€eDB
pour tout x,y € B : { rxy € B
laeB
Exemple 1.2.2
A= (Z,+, x)
B =nZ = {nx r € 7}
B#0 car0€ B
a=nxr ,b=ny x,yel
1) a—b=nr—ny=n(x—y) =nt t=r—yeZl
Donca—-be B
2) a x b=nx xny =n(xny) = nu u=uany € Z

Donc axbéeB

B sous-anneau de (Z,4+, X)

1.2.2 Ideaux

Définition 1.2.3 Soit (A, +, %) un anneau, et I un partie non vide de A. On dit que I un
idéal de A si :
i) pour toutx,y€ A, x—yel.

1) pour tout x € A, pourtouta €l , ax €l et za€l .

Exemple 1.2.3 1) (Z,+, x) n’est pas un idéal de (Q,+, x) car : 4 € Z et % € Q alors
qued x 2 ¢ 7.
2) K cops comutatif, X indétéerminée sur K , f € K[X]

10
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<f(X)>=fK[X]={f-g9g, ge€K[X] } estun idéal de K[X].
3) K cops comutatif, K[X,Y]
(X,Y):{X-f+Y~g f,gEK[X,Y]}

est un idéal de K[X,Y].

Idéal propre :

Définition 1.2.4
Un idéal I d’un anneau est dit propre si : I # {0}, I # A.

Exemple 1.2.4 27 est un idéal propre d’un anneau (Z,~+, X).
Si A est un anneau, {0} et A sont des idéaux de A, appelés idéaux triviauz. On appelle idéal

propre tout idéal différent de A.

Idéal premier :

Définition 1.2.5 Un idéal I d’un anneau est dit premier si :

pour tout x,y € A, xxy €l alorsx el ouy eI .

Exemple 1.2.5 Les idéaux premiers de (Z,+, x) sont les {0} et les nZ pour n premier.

Les idéaux (X;) et (X, X3) sont tous deux premiers dans K[X1, Xs).

Idéal maximale :

Définition 1.2.6 Un idéal I d’un anneant est dit maximale :

s’il n’existe pas un idéal J distinct de A et I tel que I C J.

Exemple 1.2.6 p premier, (p) = pZ est mazimal de 7.
pZ CaZ =>p€aZ al/p=a=1 (doncaZ =171) ouva=p (aZ = pZL).

11
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Idéal engendré par une partie :

Définition 1.2.7 L’idéal engendré par une partie de A, est [’ideal en particulier:

=1

< B>= (B):{Z ab; aieA,bieB}

Exemple 1.2.7 .

Pour un anneau commutatif A et un élément a € A, l'idéal engendré par {a} est aA.
l’idéal de 7. engendré par {n} est nZ.

Idéal de type fini :

Définition 1.2.8 Soit [ un idéal d’un anneau A, I est dit de type fini sil est engendré par
un nombre fini d’éléments.

Idéal principal :

Définition 1.2.9 Un l’ideal I est principal s’il est engendré par un seul élément c’est a

dire sous la forme,

(a) ={ax \ z € A} =daA.

Exemple 1.2.8 Dans K[X], tout idéal est principal. Soit en effet I un idéal non trivial
de K[X]. Soit Py € I non nul de degré minimum. Nous allons voir que I = (Fy). Puisque
Py € I, il est clair que (Py) C I. Soit réciproquement P € I. On effectue la division
euclidienne P = QFy + R. Alors R = P — QF, € I. Mais comme deg R < deg Py, le choix
de Py (minimalité du degré) entraine que R =0, donc P = QF, € (R).

1.2.3 Quelques exemples d’anneau

Anneau intégre :

Définition 1.2.10 On dit que l’anneau A intégre si :

pour tout (x,y) € A (xxy=0)=(r=0o0uy=0)

12
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Exemple 1.2.9 1) Z est un anneau intégre.
2) 7./6Z est un anneau non intégre.
Anneau noethérien :

Définition 1.2.11 A est un anneau noethérien si, tout ses idéauxr de A est engendré par
sous- ensemble fini.

si I est un idéal de A, il existe a sous- ensemble fini S C A tel que : (S) = 1.

Exemple 1.2.10 Z est neethérien : si

nOZ C an C ..

alors n;| mi—y donc |ng|l > ... > |n;| > ...

Anneau principal :

Définition 1.2.12 Soit A un anneau.On dit que A est principal si et seulement si :
1) il est un intégre.

2) tout idéal de A est principal.

Exemple 1.2.11 Z[X], Q[X], R[X] des anneaus principauz.

anneau factoriel :

Définition 1.2.13 Un anneau commutatif intégre est appelé anneau factoriel, s’il vérifie
les deux axiomes suivantes :

Pour tout a non nul et non inversible :

i) a = up1pa...pm avec u € U(A),m € N* et py,ps, ..., pm des élément irréductible de A.

1) Si a = vq1qs...qm avec v € U(A), m € N* et q1qo...qy, irréductible dans A, alors n = m

et il existe une parmutation o de S,, tel que :

pour tout 1 =1...m: qi ~ Do (i)

Exemple 1.2.12 ['anneau (Z,+, x) est un anneau factoriel.

13
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Anneau quotient :

Définition 1.2.14 Soit (A, +,*) un anneau et I est un idéal de A.
pour tout a € A ,definit la partie a + I par :

a+1={a+1i, i€l}

appelée classe de a modulo I.

Proposition 1.2.1 (a +1) = (b+I) si et seulement si : (a—b) €I ,0+1=1.

Soit l’ensemble A on defini la relation ~ par :

a~b<=a+l=b+1<= (a—0b) €l

~ est une relation d’equivalence sur A, de plus on a a=[a] =a+ I.

(A/ ~)=(A/I)={a+1, ac A},

sur A/ I on définit les deux lois “internes” :
i) L’addition : (a+ 1)+ (b+1)=(a+0b)+ 1.
1) La multiplication : (a+1) x (b+1) = (a xb)+I.

(A1, 4, x) définit une structure d’anneau commutatif appele ’anneau quotien.

Exemple 1.2.13 A=72, [=nZ, A/l =27Z,/nZ
Soit (A, 4, X) un anneau commutatif et I est un idéal de (A, +, X)
pour tout a € A, I ={0} a+{0} —a, A=A/I
I=A4  A/T={0}
a+l=1<4+=acl
lel<=1=A4
reU(A): zel<=I1=A

14



1.3. Corps

1.2.4 Morphisme d’anneau

Définition 1.2.15
Soient (A, +, x), (B, +, X),et soit Uapplication f: A — B ,on dit que f est un morphisme
d’anneau Si :
1) pour tout v,y € A f(x+y)=f(z)+f
2) pour tout z,y € A flx xy)= f(z)x f(y).
3) f(1a) = 15.
Exemple 1.2.14 Soit A un anneau, l’application identité :
IdA A A
x x

—
—
est un morphisme anneau.

1.3 Corps

Définition 1.3.1

On appelle corps tout anneau (K, +, ) vérifiant :
1. (K, 4+, %) est commutatif.
2. K est non réduit a {Of}.

3. Tous les éléments de K, sauf le nul, sont des éléments inversibles.

Exemple 1.3.1

(R, 4+, x), (Q,+, x), (C, +, x) munis par les opérations usuelles sont des corps.
Remarque 1.3.1 Tout anneau intégre fini est un corps .

1.3.1 Caractérisation d’un corp fini

Définition 1.3.2 Soit (K,+,%) un corps fini. le Caractérisation d’un corp fini est un

nombre premier p tel que card(K) = p" pour n € Ny.noteé par Char K = p.

Exemple 1.3.2 Soit p € N premier, Z,/pZ est un corps fini de p élément.

15
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Théoréme 1.3.1 Soit p un nombre premier.

Pour chaque r € N il existe un corps K de q = p” éléments.

1.3.2 Sous-Corps

Définition 1.3.3 Soit (K, +, X) un corps, k est dite sous- corps si :
1. k est sous- anneau de (K, 4+, X).
2. Pour tout x € k, x # 0, xf € k.

Exemple 1.3.3 Q est un sous-corps de (R, +, X).

1.3.3 Corps de fraction

Définition 1.3.4 Soit A un anneau commutatif intégre est le plus petit corps commutatif
contenant A, On définit sur E = A x A\{0} deux lois internes et une relation d’équivalence

R compatible avec ces deux lois :

pour tout (a,b) et (¢,d) de E,

(a,b) + (c,d) = (ad + cb, bd) .

pour tout (a,b)et (c,d) de F,
(a,b).(c,d) = (ac,bd) .

pour tout (a,b) et (¢,d) de E,

(a,b)R(c,d) <= ad = be

s’appelle corps des fractions de A. noteé par F(A), Frac(A).

Proposition 1.3.1 Soit A un anneau intégre. Dans l’ensemble K = A x A*, la relation ~
définie par :
pour tout a,b,c,d € K on a :

(a,b) ~ (c,d) si et seulement si ad = be.
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1.4. Polynémes sur un corps

est une relation équivalence.

Exemple 1.3.4 Q est le corps des fractions de Z.

1.4 Polynémes sur un corps

Définition 1.4.1 Soit (A, +, X) un corps , X indetermineé, un polynome P(X) est une

décomposition linéaire sous la forme

P(X) = X"+ ap 1 X" ' Fan o X" 24+ 4 aa X+ e X Fag

= ZaiXi tel que: a; € A, neN

1=0

i) les a; sont appelés les coefficients du polynome.
1) le coefficient anest appelé le coefficients dominant .
tit) Si tout les coefficients a; sont nuls, P est le polynome nul, noté 0.
) P = ag, est appelé un polynéme constant.
v) Un élément c de A est appelé racine de P(X) si : P(c) = 0.
vi) L’ensemble des polynomes a coefficients dans A est noté A[X].

vit) le degré de P non nul note deg(P) est Uentier d = sup{i \a; # 0} .

Remarque 1.4.1  Soient P(X), Q(X) deux polynomes de A[X] on a :
1) a) degré de polynome nul est (—oo) .

b) deg(P + Q) < sup{deg(P), deg(Q)}

c) Si deg(P) # deg(Q), deg(P + Q) = sup{deg(P), deg(Q)}

d) deg(PQ) = deg(P) + deg(Q)

e) deg(P o Q) = deg(P) x deg(Q)

f)Sixe K et Aec K[X], alors :

deg(A st A#£0
deg(A4) = —oog( ) s% )?é: 0

St (\p) € K?et (A,B) € K[X]?, alors : deg(AA + uB) < max(deg A, deg B).
2) a) Egalité :
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1.4. Polynémes sur un corps

P=a,X"+a, 1 X" '+ .. +aX"+a

Q=0 X"+bp 1 X" 4 ..+ 0 X+ b

P=@Q ssi a; =b; pour touti € N,

b)Addition :

P+ Q= (an+b) X"+ (an_1+ b, 1) X"+ ...+ (a1 + b)) X! + (ag + bo)
¢) Multiplication :

P=a,X"+a, 1 X" '+ . . +a1. X' +a

Q=b, X" + by 1 X 4+ 0 X+ by

P-Q=cX"4+c 1 X'+ . +ca X'+

avec T=n+m et cp = Z a;b; pour k € {0,....r}.
i+j=k
d) Multiplication par un scalaire : Soit A € A, X\ - P est le polynome dont le i-éme

coefficient est \a; .

Exemple 1.4.1

P=aX*+0X?+cX?+dX +e,Q=0aX?+BX +v

deg(P) =4, deg(Q) =2

P+Q=aX*"+0X*+ (c+a)X?+ (d+ )X + (e +7)

deg(P + Q) = sup{deg(P),deg(Q)} = sup{4,2} =4 P xQ = (ax)X®+ (aff + ba) X° +
(ay + b6 + ca) Xt + (by + ¢ + da) X? + (¢y + dB + ca) X? + (dy + ¢8) X + (¢)

deg(P x Q) = deg(P) +deg(Q) =4+2=6

P =0Q st et seulement sia=0,b=0,c=a.,d=p0ete=r.

3) La division euclidienne de P(X) par Q(X) tel que Q # 0 , alors il existe
deux polynémes uniques (Q(X), R(X)) € (A[X])* s'ecrit P(X) = G(X)Q(X) + R(X) et
deg(R) < deg(G).

Exemple 1.4.2 P(X) = X3+ X?4+1,Q(X)=X -1
P(X)= (X —1)(X2+2X +2)+3 tel que : G(X) = X2 +2X +2, R(X) = 3.
4) P(X) est un polynéme irréduclible s’il est non constant et si les seule

diviseurs de P(X) sont les A € A* et les uP , ou pu € A* .

Exemple 1.4.3
f(z) = 2* + 1 irréductible dans R[X] , mais réductible dans C[X].
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1.4. Polynémes sur un corps

Preuve. (1,b)
Si P=Q =0, alors P+ @ =0 et le résultat est évident.
Sinon posons n = max(deg P, deg )) € N; on peut alors écrire : P(X) = > " p; X"
et Q(X) =>" ¢ X", ce qui donne P(X) + Q(X) = >0 (pi + ¢:) X", et prouve
deg(P + @) < n. de plus, le terme de degré n est ( p, + qn).
Si deg(P(X)) = deg(Q(X)).
( supose que : deg(P(X)) < deg(Q(X)) ), alors p, =0 et ¢, # 0; et par suite p, + g, # 0,
ce qui prouve que P(X) 4+ @ (X) est de degré n. =

Définition 1.4.2 Soit A[X], ou A est un corps commutatif, et soient f(X) et g(X) deux
polynomes de A[X].

Un polynome D(X) € A[X] est un plus grand commun diviseur (p ged) de f(X) et g(X)
st les deux conditions suivants sont vérifées :

a)D(X) | f(X) et D(X) | g(X).

b) si; D'(X)| f(X) et D'(X)|g(X), alors D'(X) | D(X)
on notée pged(f,g), (f,9), fAg .

Exemple 1.4.4 f(X)=2°+x+*22% - 22 +3
g(X) =2+ 323+ 72> + 81 + 6
pged(f(X),9(X)) = 2%+ 2 + 3.

Remarque 1.4.2 soient f(X),g(X) deuz polynomes de A[X], on dit que f(X) et g(X)

sont premiers entre eux si :

pgcd(f,g) =1

Corollaire 1.4.1 (relation de Bézout)
Deuz polynomes f(X), g(X) de A[X], sont premiers si et seulement si :

C(X)et D(X) € A[X] , tels que :

CX)f(X) + D(X)g(X) =1
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1.4. Polynémes sur un corps

Définition 1.4.3  Soit A[X]|, ou A est un corps commutatif, et soient f(X),g(X) deux
polynomes de A[X].
Un polynome P(X) € A[X] est le plus petit commun multiple (ppcm) de f(X) et g(X)
st les deux condition suivants sont vérifées :
Qf(X) | P(X) et g(X) | P(X).
b) si; f(X)| P(X)et g¢g(X)]|P(X), alors P(X) |P'(X)

on notée ppem (f,9), [f,g], fV g.

Exemple 1.4.5

p(r) = 323 — 622 — 9z

q(z) = Ta* + 212° + 1422

ppem(p(z), q(x)) = 212*(z + 1)(z = 3)(z + 2).

Définition 1.4.4  Soit P(X) =" ja;X" € A[X], le contenu de P, noté cont(P), est
par définition pged(ag, ..., ap).

Proposition 1.4.1 ( Lemme de Gauss ) :
Soient P, Q € A[X], on a :

cont(PQ) = cont(P)cont(Q).

1.4.1 Les éléments irreductibles

Définition 1.4.5 Un élément a d’un anneau intégre A est appelé irréductiple s’il n’est pas

inversible et si une relation de la forme a = be implique que b ou ¢ est inversible.

Exemple 1.4.6 0 n’est pas trréductible car 0 = 0 x 0 et 0 n’est pas inversible.

Les élément rréductible de Z. sont de la forme —T—p avec p premier.

1.4.2 Les polynoémes irreductibles

Définition 1.4.6 Soit P(X) un élément de A[X|de degré supérieur ou égal a 1.

P (X) est irréductible sur A[X] si et seulement s’il n'existe pas deuz polynémes A et B, de
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1.5. L’ anneau A[X]|

degré supérieur ou égal a 1, tel que :
P=AB

Remarque 1.4.3 Par défitnition : tout les polynéme de degré 1 sont irréductibles sur A

Un polynéome f(X) irréductible sur A; ssi; Pour tout g(X), h(X) € A[X]
(f(X) = g(X) - h(X) = (deg g(X) = 0 ou degh(X) = 0).

Un polynéme qui n’a pas de racine dans A n’est pas nécessairement irréductible sur A.
Les polynomes de R[X], irréductibles sur R, sont les polynomes de degré 2 & discriminant

strictement négatif.

Exemple 1.4.7 K =R[X], f(X)=2?+1 irréductible sur R.
K=Q[X], f(X)=a2*—2z+1 irréductible sur Q.

Théoréme 1.4.1 (Théoréme de D’alembert-Gauss)

Les polynomes irréductibles sur C sont les polynomes de degré 1.

Définition 1.4.7 Soit P un polynéome de A[X], deg P > 1.
P est scindé sur A si et seulement si P est un produit de polynémes de degré 1 a coefficients

dans A.

Exemple 1.4.8 le polynéome P = 2(X — 1)3(X —2) = (2X — 2)(X — 1)(X — 2) est scindé
sur R.

Le polynome X? + 1 n’est pas scindé sur R.

1.5 L’ anneau A[X]

Définition 1.5.1 Soit (A,+, X) un anneau commutatif .

A[X] l’ensemble de polyndéme a indetermineé X et a coefficient dans A, muni des lois :
1) L’addition des polynémes : P+ Q = (a, + b)) X™ + (ap_1 + bp1) X"+ .. + (a1 +

b)) X1 + (ap + bo).
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1.5. L’ anneau A[X]

2) La multiplication des polynémes :

PxQ=cX"+c 1 X'+ . +aX +0.

Proposition 1.5.1 (A[X],+x) muni par l'addition et la multiplication des polyndmes

définit une structure d’anneau commutatif unitaire.

Preuve.
1) On montre que (A[X],+) est un groupe abélien.
i) Laloi” 47 est interne :

P(X),Q(X) € A[X]|= P(X)+ Q(X) € A[X]
Soient P(X),Q(X) € A[X]

n n

P(X) =) aX’ QX) =) X a,b; € A
=0 =0
P(X)+Q(X) =) (ai + b)X’ a;+b €A

1=0

Donc P(X) 4+ Q(X) € A[X].
ii) La loi ” + 7 est associative :

(P(X) + QX)) + G(X) = P(X) + (Q(X) + G(X))
Soient P(X),Q(X),G(X) € A[X], G(X) =) &X'

=0
n

(PO + QX)) +GX) = (3la+b)X) + Y eX

1=0 i=0

=0 =0 =0

n

=0

i=0
= PX)+(QX)+G(X))
ii)La loi ” +” admet un élément neutre :
JE(X) =0= iOiXi tel que : pour tout P(X) € A[X] :
E(X) + P(X) = P(X) + E(X) = P(X)
iii) Existence d’un élément inverse : pour tout P(X) € A[X], il existe P'(X) € A[X] tel

que :
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1.5. L’ anneau A[X]

PX)+P(X) = Y aXi+ Xn: a,Xi =0

=  (a;+a;) =0

=  a; = —a;

Donc P'(X)=—P(X)

iv) La loi ”

+ 7 est commutatif :

n

PO +Q(X) =Y (a+b)x' =Y

=0 =0

Alors (A[X],+) est un groupe abélien.
X 7 est associative : pour tout P(X), Q(X ) et G(X) € A[X],

2) Laloi”

= aX'  Q(X)
=0

Soient P(X),Q(X) € A[X]

(bi +a) X" =Q(X)+ P(X)

= Xm:ijj , et G(X ZCkX , aibjep € A

(P(X) x Q(X)) x G(X) = (Z a; X' x ijxf) X chxk

3)La loi 7 x

que :

= P(X) x(

7

pour tout P(X) € A[ ],

) x E'(X ZaZX’ xl—leale iaiXi:PX
1=0

P(X)

4)La loi ”

” est dlstr1b1t1f

admet un élément neutre :

Q(X) x G(X))
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1.5. L’ anneau A[X]|

(P(X) +Q(X)) x G(X) = P(X)G(X) + Q(X)G(X)
Soient P(X),Q(X),G(X) € A[X]

:ZaiXi, ZbX et G(X ZCka , aipbjc, €A
i=0

(P(X)+Q(X)) x G(X) = (ZaiXi~|—ijXj) X Zc,.xi

n

l m l
= O aX' x> aX)+ (O] bXIx ) Xk
=0 k=0 =0 k=0

— P(X)G(X) + QX)G(X)
De plus, on a : Pour tout P(X),Q(X) € A[X],

n

P(X)xQ(X) = Y aX'x zm:bjxf

i=0 §=0

= (Zn: a; X Zm: bj)XiJrj
i=0 j=0

3

= Zb X Zal )Xt
7=0
=0 j=0

= QX) x P(X)

Laloi” x 7 est commutatif.

Donc (A[X], +, X) est un anneau commutatif unitaire . m

Remarque 1.5.1 A[X] nlest pas un corps .

1.5.1 Eléments inversibles dans A[X]

Définition 1.5.2 dans l'anneau A[X],les éléments inversibles sont les constants non nuls

car :
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1.5. L’ anneau A[X]

Si; P(X) est inversible et son inverse Q(X), alors P(X) x Q(X) =1
deg(P(X)) + deg(Q(X)) = deg(P(X) x Q(X)) =0, donc deg(P(X)) = 0.

Proposition 1.5.2 En général, si A est un anneau intégre, F(A[X]) = F(A)(X) avec F

est le corps des fonction de A.

1.5.2  Quelques propositions sur A[X]

1) Si A corps, alors A[X] principal.

2) Si A corps, alors A[X] euclidien.

3) Si A corps, alors A[X] noétherien.

4) A[X] est un anneau intégre.

5) A[X] est un anneau principal.

6) Si A noétherien, alors A[X]| est noétherien.
7) Si A factoriel, alors A[X] est factoriel.

8) U(A) = U(A[X]).

Preuve. 4—>) Soient P(X) et Q(X) deux polynémes non nuls dans A[X ]|, et deg(P) =
m . deg(@) = n )

P(X) =) pX QX)) =) gX pi g € A
et (Pm,Gn) %Z(:(g), 0) ,Alors le produitjlzDO(X ) X Q(X) # 0 dont terme dominant est p,, X ¢,
Xm0 . Donc A[X] est intégre. De plus :

si P(X)xQ(X)=0¢€ A[X] Alors p,, =0oug, =0. n

Preuve. 5=—-Soit [ un ideal de A[X]

Sil={0}, I=(0)

Si I #{0}

Soit P(X') un polynéme non nul dans I de dégre minimale, on montre que I = (P(X))
Q(X) € (P(X)) cadire: 35(X) € A[X] tel que: Q(X) = P(X)S(X)

C) Soit Q(X) € I un polynéme de plus petit dégre non nul
35(X), R(X) € A[X] tel que :

Q(X) =P(X)S(X)+ R(X) avec deg(R(X)) < deg(S(X))
Si R(X)#£0
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1.5. L’ anneau A[X]

R(X)=Q(X) - P(X)S(X) P(X)S(X) el
R(X) el (comme (I, +) un groupe)
contraduction

donc R(X)=0

Q(X) = P(X)S(X) € (P(X )
Donc I C (P(X))

2) Soit Q(X) € (P(X))
35(X) € A[X] tel que :

Q(X) = P(X )S(X) P(X)el ,S(X)e A[X]
Donc Q(X) € I
Alors (P(X)) C 1
Donc (P(X)) =1
A[X] est principal. m

Preuve. 6=—>) Supposons qu’il existe un idéal I de A[X] non nul et de type infini.

Soit P, € I N\ {0} de dégre minimal et I # (P;), P, est un polynome fixé tel que :
Py, € I \(P;) de dégre minimal parmi les élément de I \(P;) . De proche en proche, on
construit ainsi une suite (P,),>1 d’élément de I verifiant, pour tout n € N* P, € I
NP + ..+ (P)]-

deg(P,+1) < deg(Q) , pour tout Q € I \[(P1) + ... + (Py)]

deg(P,11) > deg(P,), pour tout n € N*
Notons a,, est un coefficient dominant de P, et Vn € N* posons : b, = Aa; + ... + Aa,
Alors (b,,), une suite croissante d’ideaux de A .
Si A est noetherien, il existe n € N* | a,.1 € b, tel que :

(pi1 = A\a1 + ... + A\pa, avec A, ..., \, € A, posons :
= Pop1— D,y \; X deg(Pry1)—deg(Ps) p,

on a deg(Q) < deg(Pny1) et Q €I |[(P)+ ... + (Py)]
contraduction. m

Preuve. 7—>) On doit d’abord d’emontrer qu’on a l'existence de la d’ecomposition
, Quitte & écrire P = ¢(P)P; et & décomposer ¢(P) en produit d’irréductibles dans A, on

se raméne & P primitif. On décompose alors P (qu’on peut supposer non constant) dans
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1.5. L’ anneau A[X]|

I'anneau principal K[X], soit P = P;...P, , ouencore aP = (;...Q, avec Q; € A[X], a € A,
et (; irréductible dans K[X]. En passant aux contenus, on obtient a = ¢(Q1)...c(Q,)(modA*)

Qi * , .
Oh) (avec u € A* ) est une décomposition de

n
et d’aprés le théoréeme précédent P = u X H
i=1

n

P en produits d’irréductibles de A[X], puisque chaque H C(%'i) est un polyndéme primitif
de A[X] qui est irréductible dans K [X] (il est le produit (Zilei par une constante de K™ ). Si
P € A[X] est irréductible, alors (P) est premier. Si P = p est une constante irréductible de
A[X], alors p n’est pas inversible et si p divise un produit QR de deux polynémes de A[X],
alors il divise aussi le contenu ¢(QR) = ¢(Q)c(R), donc il divise ¢(Q) ou ¢(R) vu que (p) est
premier dans A (puisque Aest factoriel). Ainsi la constante p divise bien @) ou R dans A[X]
(on aurait pu aussi remarquer que A[X]/(p) est isomorphe & (A/(p))[X], qui est intégre vu

que (p) est premier dans A). =
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Chapitre 2

Polynémes a plusieurs indéterminées

2.1 Polynétmes en deux indéterminées

Définition 2.1.1  Soit A[X]| un anneau commutatif unitére (déf 1.5.1) .
et soit Y indéterminée sur A[X], tels que :

Pour tout polynome F(Y') € A[X]|[Y], on a :

F(Y) = ao(X)+a(X)Y +ax(X)Y2+ ... + a,(X)Y™

= Yioea(X)Y7 ;X)) € A[X]

définit une structure d’anneau commutatif unitaire (A[X][Y],+, X).

Remarque 2.1.1
(A[X][Y],+, x) est un anneau commutatif unitére .

1) Pour tout polynome F(Y) € A[X][Y] on a :
FY) = Y',a(X)Y7 a;(X) € AX]
= (XY
D imo(Xjp @i Y7) X
= Yio(XioaY)iX' L aiy) € AlY]
>

pai(y) X € AY][X]
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2.2. Polynémes en plusieur indéterminées

Donc A[X]|[Y] = A[Y][X] .
2) Pour tout polynome G(Y') € A[X][Y] on a :

GY) = Yjioa(X)Y7 a;(X) € A[X]

= Yo aXh);Y?
= Yiena XY a; €A

G(Y) e A[X,Y]
Donc A[X]|[Y]|=AX,Y]

Définition 2.1.2 A[X,Y] est appellée 'anneau des polynémes a deux indéterminées X et

Y.

2.2 Polynétmes en plusieur indéterminées

Définition 2.2.1 Soit A un anneau commutatif et X1, ..., X,, indéterminées sur A.
On note A[Xq, ..., X,,| Uensemble des polynomes o X1, ..., X, variables et a cofficients dans
A, avec un nombre fini de termes non nuls, écrit comme combinaisons linéaires des X fl ..... Xkn

kj >0 : s’écrivent sous la forme :

k1...kn

Corollaire 2.2.1 On a un isomorphisme d’algébres naturel A[Xy, ..., X,_, ][ Xn]|=A[X1, ..., X0y, Xo].

2.2.1 Dégre d’un polynéme

Soit P € A[X,Y].

Si on considére P € A[X][Y],on peut définir son degré en tant que polynoéme enY .
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2.2. Polynémes en plusieur indéterminées

Si on considere P € A[Y][X],on peut définir son degré en tant que polynéme en

le degré total d’un monéme aX'... X’ est la somme i; + ... + 4.

le degré total d’un polynome est le maximum des degrés tataux de ses mondémes.

Exemple 2.2.1 P = X3Y?2 4+ Y4 - XV3 + X2
degy(P) = 3.

degy(P) =4 .

dégre totale de P(X,Y) est 5.

2.2.2 Polyndéme homogéne

Définition 2.2.2 Un polynome homogéne est un polynéme dont tous les mondmes ont le

méme degré total.

Exemple 2.2.2 F(X,Y,7) = 3X* + 5X2Y Z — TY272.
F(X,Y,Z) est un polynéme homogéne de degré 4 de A[X,Y, Z].

Remarque 2.2.1

1) Soit f un polynome non nul dans A[X1, X, ..., X,,], n > 1, le monome le plus haut,
degré parmi ceux dont il est la somme, est appelé le monéme directeur de f ; notée par
MD(f).

2) A étant un domaine d’intégrité, pour deux polynoémes non nuls f et g dans A[ X1, Xa, ..., X,]
,n>1,ona:

MD(fg) = MD(f)MD(g).

Proposition 2.2.1 Soit A un anneau .

Si A est intégre, alors A[X, ..., X,] est intégre.

Théoréme 2.2.1 [Théoréme de Gauss|
St A est un anneau factoriel, sin > 1 est un entier, et si Xy,..., X,, sont des
indéterminées, alors l'anneau de polynomes A[X1, ..., X,| est aussi factoriel.

Plus précisément, son groupe des unités est :

(A[X1, .., X,])* = A
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2.2. Polynémes en plusieur indéterminées

et tout polynome P € A[X,, ..., X,| de degré > 1 admet une décomposition :
P(X) =uP(X)...Pg(X), avec u € A* et P, ..., Px polynomes irréductibles de degrés > 1.

Théoréme 2.2.2 (Théoréme de Hilbert)
Si A est un anneau noethérien, alors pour tout n € N*, Uanneau A[Xy,., X,| est

noethérien.

Preuve.
Dans A, I'idéal engendré par des éléments xy, zs, ..., ) sera noté (1, g, ... , Tg).

1) Cas n = 1. Pour prouver que :

A noethérien = A[X] noethérien

démontrons la contraposée de cette implication, c’est-a-dire :

A[X] non noethérien = A non noethérien.

Si 'anneau A[X] n’est pas noethérien, il contient au moins un idéal propre, non nul 7, qui
n’est pas de type fini.

Soit f; € I\(0), de degré minimal ; ’hypothése implique I # (f1). On en déduit qu’il
existe fo € I\(f1), que l'on choisit de degré minimal.

Ainsi de proche en proche, pour tout entier k£ > 1, on choisit fr11 € I\(f1, fa, ..., fx), de
degré minimal.

Posons n;, = deg f; le choix des fi, pour £ € N*, implique 1 < ny < ny < ... < ny

D’autre part, pour toutk € N*, notons a; le coefficient directeur. du polynéme f; et
considérons la chaine croissante d’idéaux de A :
(a1) C (a1,a2) € ... C(aq,...,ax) C (al,...,ax,a541) C .....

Si cette chaine était stationnaire, il existerait un entier £ > 0 tel que :

(a1, ...,ax) = (aq, ..., ag, Gp4y)
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2.3. Polynéme symétrique

on pourrait donc écrire dans A,

Qg1 = Z biCLi’Ol\l \V/Z(l << k)),bz € A
1<i<k
En posant g = fy1 — D <) BiX™ 7 i on aurait g € I\(f1, fa, ..., fx) et degg <
deg fr+1

ce qui est contraire au choix de fii1.
2) Pour n > 1, on raisonne par récurrence sur n.
Supposons 'anneau A[X7, ..., X,,_1] noethérien, alors le résultat démontré pour n = 1,

implique A[X7, ..., X,,] = A[Xq, ..., X 1] [X]. =

2.3 Polyndme symétrique

Définition 2.3.1 Soit A[X7, ..., X,)] anneau des polynéme a n indéterminées. Un polynome
P e A[Xy, ..., X, est dite symétrique si :
pour tout permutation o € S,, (groupe des permutations de {1..n}) on a :

P(X,q), Xo@), s Xom)) = P(X1, X2, ..., X5).

Exemple 2.3.1 les polynomes suivant sont symétriques :

1) P(X) =[] x:

2) P(X) = ix
IP(X) = XY +X+Y .

Proposition 2.3.1 i) Tout polynémes constant sont est un polynéme symétrique.
1) Soit P, QQ deux polynoémes symétriques on a :
1)P — Q est un polynéme symétrique.
2) PQ est un polynéme symétrique .
3) Pour un polyéme symétrique P € A[Xy, Xa, ..., X,], on a :
Si MD(P) = aXP'X52. XM alors ki > ky > ... > k.

Preuve. (ii,1)

Soient P et () deux polyndomes symétrique de A[X7, ...., X,,| et soit w € S,, . Alors :
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2.3. Polynéme symétrique

Donc P — () est un polynéme symétrique.

(le méme pour PQ) ) m
2.3.1 Polyndéme symétrique élémentaire

Définition 2.3.2 Soient A un anneau, et n > 0. Pour tout entier k, le polynome symé-

trique élémentaire de degré k de A[X1, ..., X,], que nous noterons o; , est défini par :

o; = Z HX"‘

HcC{l..n},|H|=kicH

or=X;+..+X, (n termes).
02 = 21§i<j§n Xi X (C? termes).
Ok = Zl§i1<....<ik§n Xy X (Cfi termes).
Oy = Xan

D’une fagon générale, pour tout k (I < k <n), on a :

ot (i1, 49, ...., 11,) décrit ’ensemble des C* combinaisons de {1,2,...,n} tel que :

1<y <ig <. <1 <.

Lemme 2.3.1 Soient)_,,> ..., >, les polynomes symétriques élémentaires en X1, ..., X,, :
si pour tout (Iy, Iz, ..., I,) dans N*, on pose I =3, ;. I, tel que I € A[Xy,..., Xy], ona:
MD(> 1, S0 o) = XIX T X

’ 2 n

Définition 2.3.3 Les hypothéses et les notations étant celles du lemme (lemme 2.3.1)
Uentier I + 215+ .... + nl, est appelé le poids de {1, 52, ey Zfl

Pour tout polynéome ¢(> 1, 9, 2.,), le poids de ¢ est le maximum des poids des

monomes dont il est la somme.
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2.3. Polynéme symétrique

Théoréme 2.3.1 A étant un domain intégre (D.l), si f € A[Xy, X, ..., X;,] est un
polynome symétrique de degré total d, alors l'unique polynéme ¢ tel que :

f(X1, 0 X0) =000 1,20, s 2,) €st de poids d.

Proposition 2.3.2 Soit k = C un corps commutatif, Pour tout polynome symétrique
p € k[, ..., x,], il existe un polynome q € k[xy, ..., x,] est unique tel que : 01,09, ...,0, étant

les polynome symétrique élémentaire de k[z1, ..., x,],

p(r1, s Tn) = q(o1, .y 04).

2.3.2 Polyndéme symétrique homogéne
Degré de polynéme symétrique

Proposition 2.3.3 Soient F' € A[X;, ..., X,,] un polynéome et P € A[X, ..., X,]| un
mondéme tel que :

P=aX"X2 X" (; €N)

deg P=5"7", .

le degré total de F' est le maximum des degré de ces monomes .

Définition 2.3.4 On dit que un polynéme est homogéne si tous ces mondmes ont méme

degré .

Exemple 2.3.2

1) F =X X3+ XX, + X2

le polynome I est un polyndéme homogéne de degré 2.

2) Z{l, 52, s Zi", considéré dans A[Xy, ..., X,], est un polynome symétrique homogéne

de degré I, 4+ 215+ .... + nl,.

Remarque 2.3.1 1) Les polynomes symétrique élémentaire sont oq,05...0, sont homo-
genes .
2) Le degré total de o, est égale l'indice i .

D’autres polynomes symétriques homogénes vont intervenir dans la suite ce sont :
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2.3. Polynéme symétrique

Sp=XF+ Xk .+ XE zzn:Xf pour tout k € N.
Les sommes Sy sont appelées szozwlnmes de Newton.
Dans le cas k = 0.
So=X?+ X9+ ...... + X% =n.
quelle que soit k € N, le degré total de Sy égal k.

On les nomme polynémes symétriques simples .

Proposition 2.3.4 L’ensemble des polynomes symétriques de A[ X1, ..., X,| forme une sous-

anneau de A[Xy, ..., X,].
Soit P polynéome symétrique homogéne de degré d si :

1)d =1; alors P est les formes linéaires.
P = ZazXz = CL1X1 + CLQXQ + -+ CLan.
i=1

2)d =2; alors P est les formes quadratiques .

P = Z CLUXZXJ = 0,11X12 —+ 0,12X1X2 + o+ ameL

1<i<j<n

3) d >3 alors P est le forme d’un espace vectoriel.

2.3.3 Théoréme fondamental

Théoréme 2.3.2 L’anneau A étant un D.I, pour tout polynéme symétrique f € A[Xq, ..., X,],

il existe un unique polynéme ¥ a n indéterminées sur A tel que :

FX1, Xa o X)) =00 ) 0 00) ).

oules Y ,, 1 <k <n, sont les polynomes symétriques élémentaires des Xi;, 1 <i < n.

Preuve. Soit f un polynome symétrique dans A[X7, ..., X,,].

Existence du polynéme ¢ vérifiant (Remarque 2.1.1).
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2.3. Polynéme symétrique

Si f =0, il suffit de prendre ¢ = 0 : on suppose donc f # 0 et on raisonne par récurrence

sur la hauteur du monéme directeur de f. Supposons :
MD(f) = aXF X5 Xk Ouac A

Si pour tout i (1 <i <n),on ak; =0, alors MD(f) = a, donc f = a. Le théoréme est
vérifié en prenant ¢ = a.

Si f est non constant, supposons le théoréme vrai pour tout polynéme symétrique de
A[Xq, ..., X,], dont le monome directeur est moins haut que celui de f.

La relation (Remarque 2.1.1) implique :

—ka ko— kn

MD() ZZ )

Considérons alors le polynome ¢(Xi,...,X,,) = f(X1,....,X,) — Thakahs Zk".
On a MD(g) < MD(f). Par suite, compte tenu de l’hypothese de récurrence, il existe

un unique polynéme Wa n indéterminées sur A tel que :
g(Xl, ,Xn) = \I/(Xl, ,Xn)

d’on, f(X1,..., X)) = U(Xy, ..., X,) +a S iR yhehs ke
En notant ¢(>,,> 5, ..., >_,) le second membre de I’égalité précédente, on a la relation
(Remarque 2.1.1).Unicité du polynéme ¢ vérifiant (Remarque 2.1.1)
Supposons que par une autre méthode, on ait trouvé un polynome 6 a n indéterminées
sur A tel que :
(X, .., X)) =0(Xq, ..., Xp).

Démontrons que 6 = ¢. Supposons 0 # ¢, alors :

s> D )=00Y D ) =600 D)),

1 2 n 1 2 n 1 n

ol ¢ est un polynéme non nul dans A[>,,> o, ..., >, ]
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2.3. Polynéme symétrique

Cependant, en exprimant les ) ,, 1 <k < n, en fonction des X;, 1 <14 < n, on obtient,

compte tenu des relations (Remarque 2.1.1) |
SO DY ) =d(X L X) = f(X X)) = f(X e X) =0
1 2 n

ou d est donc le polynéome nul dans A[X7, ..., X,,].
Démontrons que § est nécessairement le polyndome nul dans A[>,,> 5, ..., >, ]
En effet, 0 # 0 peut s’écrire comme une somme de mondémes non nuls ordonnés suivant :

I’ordre décroissant de leurs poids :

25,1 15,2 Ljn

=Y 033y
1<j<n 1 2 n
les aj, 1 < j <r, étant non nuls dans A.

D’apreés le lemme ( 2.3.2), dans le développement de ¢ en fonction des X;, chaque
monome a; Zlf"l ;j’z Zj{" donne, dans d(X7,..., X,,), une composante homogeéne de

degré égal & son poids : i1 + 20+ ... + ni;, Parsuite, d=0=0aj=0,Vj(1<j<r)=
0=0,donc  =¢.m

Proposition 2.3.5 Le produit (X — X;) et relation entre coefficients et racines.

Soitn > 0 (n € N) . Dans l'anneau Z| X1, ...., X,| on a :

[[x-x)= > (-1rsx*

1<i<n 0<k<n

Preuve. Montrons cette formule par réccurence sur n. Elle est vraie n = 0,1

Supposons la vrai pour n > 1, notons Si les polynomes symétriques élémentaires de

Z[X1, ... Xn] et Tp € Z[Xy,....; Xp11) on a:
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2.3. Polynéme symétrique

[I &x-x) = (J] X=X))(X - X,1)

1<i<n+1 1<i<n
= () CUSXTX = Xo)
0<k<n
= ) (=DES X = N ()RS X X
0<k<n 0<k<n

= X" Y (= DF[Sk + Sp Xon | XFIR 4 (1), X

1<k<n

SnXn+1 = Tni1, pour 1 < k < non voir, distinguant les parties & k& éléments de {1,...,n+1}
qui contiennent n + 1 et celles qui ne le contiennent pas, que T, = Sy + Sp_1Xn+1, C est

gagné. m

Corollaire 2.3.1 Soient k un corps, A un sous-anneau de k , P dans k[ X] unitaire, Q un

sur corps de k sur lequel P est scindé :

Alors, pour tout polynome U de A[Xq, ..., X, symétrique, on a :
U(xy,...,z,) € A.

2.3.4 Calcul des polynémes symétriques simples

Le principal probléme qui se pose maintenant est de calculer les S; au moyen des

polynome élémentaires ;.

Deux indéterminées

Dans le cas de deux indéterminées. On a :

Sl = 01 =1+ 29

2 2 2 2
S = xi 415 = (r1+ x2)°* — 23109 = 0] — 209
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2.3. Polynéme symétrique

Pour l'entier k € N (k > 2), on consideére le polynéme p(y) tel que :

ply) = (y—z)(y —x2)
= Y —oyto
on a évidemment p(z) = p(x2) = 0.

Pour tout entier £ > 2, et pour tout i € {1,2} on a :

xf_2p(l’i) = xf — G1xf_1 + ngf_Q =0.
et, en ajoutant membre a membre les deux égalités de ce type,

Sk = 015k-1 — 025_2. (2.3.1)
On peut donc calculer Ss :

S3 = 0'152 — 0'251 = O'? — 30’10’2.

La formule de récurrence 2.3.1 permet le calcule successif de Sy, S5, etc.

Trois indéterminées

Dans le cas de trois indéterminées. On a :
2 2 2 2
So =z + x5 + x5 = (x1 + 22 + x3)° — 2(x 129 + Tox3 + T377),

donc

52 =0 % — 20 2.
On trouve la méme relation que dans le cas n = 2.
calculer Sy, (k > 2), on consideére le polynéme p(y) tel que :

p(y) = (y—21)(y — 22)(y — 73)

= Y-yt +owy—o;
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2.3. Polynéme symétrique

On a, pour tout i € {1,2,3}, p(x;) = 0. donc pour k > 2

e 72p(x;) = 2T — ol + ol — o322 = 0.

7 ) 7
et, en ajoutant les trois relation de ce type,
Sk+1 =015, — 095L_1 + 035} _2. (232)

On obtient ainsi, pour k£ = 2 (rappelons que Sy = 3)

Sg = 0'152 — 0'251 + 30’3

= 03 —30103+ 303
La formule de récurrence 2.3.2 permet ensuite de calcules successivement Sy, Ss, etc. Par

exemple,
Sy = 0153 — 0252 + 0351
= o] —4030y + 40,03 + 202
2.3.5 Calcul des polynémes symétriques doubles

Définition 2.3.5 Soit p € K|xy, 23, ...,x,| de polynome symetrique double s’il existe deux

entiers naturels h et k tels que :

_ h Kk
p—E L1y

Un tel polynome est évidemment homogene.
Calculer p au moyen des polynémes symetriques élémentaire, et d’abord en fonction des

Sj. Considérons :

Sp = i +ah+.. +al

Sy = ab4+ab+ .+t

Multiplions membre & membre.

40



2.3. Polynéme symétrique

Dans le produit S, S apparaissent des termes de deux type différents ;

1) Pour les termes du premier type %, leur somme est évidemment S, .

2) Pour les termes du second type, il y a deux cas a considérer :
S? = Sop + 2> ahal sih=k 2p = 5% — Sy,
S, S, = h 2h 142 : — h
ok { Shk + 20wy sih# k p = SpSk = Shtk

Exemple 2.3.3 Le polynome p € K|z, xo, ..., x,] tel que :

P = Z ./L‘:fo.

D’aprés le résultat précédent :

p = 95351 — 95

= (03 — 30109+ 303)01 — 0} + 4020y — 40301 — 202 + 404,
1 1 1 2

p= 0%02 — 0103 — 20% + 404.
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Chapitre 3

Quelques applications

Parmi les polynémes en plusieurs indéterminées sont remarquables ceux qui restent
inchangés peu importe le réarrangement des indéterminées se produisent. Ainsi, toutes indé-
terminées apparaissent dans ces polynémes de fagcon symétrique. D’ou le nom des polynoémes

symétriques.

3.1 Discriminant d’un polynéme

Lemme 3.1.1 Soit A un anneau commutatif. On rappelle que l'opérateur de dérivation
D : A[X] — A[X] est l'application linéaire définie par D(1) = 0 et D(X,,) = nX,_1, pour
tout n > 1.

Soient Py, ..., P. € A[X]. On a D(Py--P,) = > P,..D(P,)...P,.
i=1

Théoréme 3.1.1 (Discriminant du polynome général de degré n)
Sotent X1, ..., X,, des indéterminées, et o1, ..., 0, les polynémes symétriques élémentaires en
X1, ..., Xp. Posons a; = (—1)'c;. Soient Ty, ..., T,, d’autres indéterminées. Il existe un unique

polynome A, € Z[ Xy, ..., X,)] tel que :

An(ar,.an) = [ (X5 —X0)?

1<i<j<n
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3.1. Discriminant d’un polynéme

Ce polynome A, est appelé le discriminant du polynéme

P=X"4+a, X"+ - +a,,

et est ausst noté discP. De plus, on a :

n(n—1)

HP’(Xi) = (-1)" 7 Au(ay,..,a)

(3.1.1)

Preuve. Posons A = H (X; — X;)%; c’est un élément de Z[X;, ..., X,,]° . Donc,

1<i<j<n

d’apres le théoréme fondamental des polynémes symétriques 2.3.3, il existe un unique po-

lynome A, € Z[11,...,T,], tel que :

An(al, ...,CLn) = A*(al, ...,an) =A

n

De plus, on a :

P=X"+ ﬁj(—waixn—i = H(X - X;).

=1

D’apres le lemme précédent, on a: P’ =) H(Xl - Xj).

B
n

Alors, pour tout i =1,...,n,ona P = H(XZ — X,). Par conséquent, l'on a :

i
[P0 =T -x) = ("5 7a
i=1 G

Corollaire 3.1.1 (Discriminant d’un polynéme P € k[X])

Soient k un corps et P = X"+ > a; X" un polynéme unitaire de degré n a coefficients

dans k. Soit L une extension de k dans laquelle P est scindé et soient x1,...,x, les racines
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3.1. Discriminant d’un polynéme

de P dans L. Alors :
H (Xj —X1>2 :An(al,...,an)

1<i<j<n
En particulier, P a une racine multiple ssi A, (aq, ...,a,) = 0.
Preuve. Soit R = Z[X1, ..., X;,] un anneau et posons V,, = H (X; — X;)? et A; =

1<i<j<n
(—=1)'o; pouri=1,...,n. D’apres le théoréme précédent, on a dans R 'égalité :

VZ=A,(A, ..., A). (3.1.2)

n

Soit ¢ 'unique morphisme d’anneaux de R dans L, défini par ¢(X;) = x;. Pour r =1, ..., n,
on a:

e(Ar) = (=1)" X o(X..X;) = (=1)"op(z1, ..., T0) = ay.
11<...<lp
Par conséquent,1 appliquant ¢ a I’égalité 3.1.2, on obtient :

] & -x)%=A0(ar, ... a,)

1<i<j<n
La derniére assertion est alors claire. Le corollaire est démontré. m

Proposition 3.1.1 (Discriminant d’un trinome X" + pX + q)
Soient k un corps et p, q € k. Le discriminant du trinome P = X" + pX + q, noté discP ,
égale :

n(n—1)

(1) 2 ((L=n)""'p" +n"¢" ")

En particulier, pour

p_ X2+ aX +0, discP = a® — 4b;
Tl X3+pX +gq, discP = —4p3 —274°.

Preuve. Soit L une extension de k dans laquelle P est scindé et soient zq,...,z, les

racines de P dans L. D’apres I'égalité 3.1.1 du théoréme 3.1.1, 1'égalité & démontrer est

équivalente a la suivante :

HP/(XZ) _ (1 o n)n—lpn + nnqn—l'
=1
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3.1. Discriminant d’un polynéme

Or, P'(X;) = nX"! + p. Supposons d’abord ¢ # 0. Alors, pour ¢ = 1,...,n, Uon a z; # 0 et

n—1 o g
Tt =—p .
On en déduit que H P'(X;) égale :
i=1
(1—=mn)"p" + % + 51 —=n)p (—ng)" "on (a7, .2 h). (3.1.3)
1-Tn =1

Or, zy...z, = (—1)"q et, d’autre part, on voit facilement que :
0 sil<r<n-2
-1 — Or 3ol — —
Opp(T] oy 1)=M:{7P si T:n’—l

n T1yee5Tm

Par conséquent, on déduit de 3.1.3 que H P'(X;) égale :
i=1

nnqn—l + (1 _ n)n—lpn(l —n4+ n) — nnqn—l + (1 _ n)n—lpn‘

Ceci prouve le résultat voulu, lorsque g # 0. Lorsque ¢ = 0, 'argument est analogue : x,, = 0
est racine simple, Py(0) = p, et pour les autres racines x1, ..., 2,1 'on a Py(x;) = (1 — n)p.
On obtient ainsi que H P'(X;) = (1 —n)"1p" lorsque ¢ = 0. Ceci démontre la proposition.
En particulier, pour ;z: 1: 2 ou 3, on obtient que le discriminant du trinéme X™ + pX + ¢

vaut p? — 4q, resp. —4p® — 27¢>. =

Corollaire 3.1.2 Soient k un corps, A un sous-anneau de k, P dans A[X]| unitaire scindé

surk. Alors :

AP)e A

Si P nest pas scindé sur k, on peut calculer A(P) en travaillant dans un sur corps Q de k
sur lequel P est scindé : existence de R ci-dessus montre que le résultat ne dépend pas de
Q.

Le discriminant généralise le < b* — 4ac > de l’équation du second degré. La définition

entraine en effet le résultat suivant.
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Lemme 3.1.2 Soient k un corps, P dans k[X] unitaire. Alors P est séparable si et seule-

ment si A(P) # 0.

Proposition 3.1.2
n(n—1) i
AP)=(-1)"7 []P(x)
j=1

Exemple 3.1.1 1) Second degré.

Si P=aX?>+0bX +c¢ avec (a,b,c) € kx xk xk ,

A(P) = —(2ax; + b)(2azs + b) = —4a*z119 — 2ab(xy + x5) — b2 = b — 4ac.
2) Troisiéme degré.

Si P=X3+pX +q avec (p,q) €k?, alors A(P) vaut
3

TT302 + ) = 2T(erars)? + 9p(atad + e + ko) + 892(a% + 23+ 22) +
=1

On a :

I% + Ig + I% - (Il + 22 + I‘3)2 - 2(]:1(52 + Tox3 + xsxl) = —2p

En appliquant au polynome symétrique X7X32 + X3X2 + X2X?, on arrive a

3)Binoémes.
Soit a un élément du corps k. Supposons que la caractéristique de k ne divise pas n, de sorte

que X™ — a est séparable. Soient o une racine de X" — a. dans 2. On a alors :

n(n—1) n(n—1)

AX"—a)=(-1)"7 ][] (w''a)=(-1)"2 n"a

weUn ()

Prenons k = Q = C, n = p premier impair et a = 1. On déduit du calcul précédent que tout

corps contenant U, contient une racine carrée de

p(p—1)

(=1) = p.
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3.2 Applications aux équations algébriques

3.2.1 Equation du second degré

Soit f € C[X, X5 un polynome symétrique a coefficients dans C .

On consédére 1’équation du second degre suivant :
ar® +brx+c=0 (a,b,c € C;a+#0) (3.2.1)

Si 1 et o sont les racines de 3.2.1,0n a :

c
T+ Ty =——, Ty = —.
a a

calculer le nombre complexe f(ry,rs).

On sait (Proposition 2.3.3) qu'’il existe un polynéme g € C[X;, X;]. unique, tel que :

f(7"1>7’2) = 9(01,02)-

par conséquent,
—b ¢
f(ri,re) = g(—, ).

)
a a

ce qui résout le probléme sans calcul effecif de rq, 7.

Exemple 3.2.1 1) On consédre le polynome symétrique f € Clxq,xs]
f(z1,9) = 2329 + 2371,

Calculer f(ry,r3), telle que 71,79 sont solutions de 3.2.1,

On a

f(zy, 1) = ziwe+ 237,
= x129(71 + T2)

= 0201
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3.2. Applications aux équations algébriques

Donc
—be
f(ri,m) = =z

2) On consédére I’équation

P +ar+1=0 acC (3.2.2)

t1,t sont des racines de 3.2.2 | tel que :

ity =—a, rry =1

Déterminer une équation de degré 2 dont les racines sont cubes des racines de 3.2.2,
_ 3 .3 _ 3.3 3 _

On calculers; = ry +r5 et sy =1iry = (rre)’ =1

L’équation demonde est 22 — sz + 55 = 0

Ensuite, calcule le polyndéme S3 & deux indéterminée
53 =01 — 30’10'3

Donc s;1 = —a + 3a..

Alors équation demandée est :
22— (0® —=3a)z+1=0

3.2.2 Equation de degré n

Soit f € C[xy,x, ...., x,Jun polyndme symétrique ,considérons 1’équation
ant" F o "t +ay=0 (; €C a, #0) (3.2.3)

Si rq,...,r, sont des racines de 3.2.3, calculer le nombre complexe f(ry,...,7,) .
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3.2. Applications aux équations algébriques

Pour tout k€ N, k=1..nona:

Zrl...rk = (—1)k%

ay,
D’aprés (Proposition 2.3.3), g € Cx1, x2, .., x,] tel que;
f(xlwr% ) In) - 9(01; 02y ey Jn)

Par conséquent :

Qp—1 Op—2

) = g(— , e (1) —
f<T17T27 T ) g( a, a, ( ) an)
Exemple 3.2.2 donne [’équation suivant :
th+t2+1=0 (3.2.4)

t1,ta,t3,ts sont des racines de 3.2.4,calculer le nombre f(ry,12,73,74), pour le polynéme

symétrique
F= Yt

On a trouvé

f= 0'%0'2 — 0103 — 20% + 404

Pour les racines de 3.2.4, (01,09,03,04) = (0,1,0,1), donc :

f(rlar% 7“3,7’4) =2.
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Conclusion

Dans ce travail, nous avons tenté de mener une étude sur anneau des polynoémes a
plusieurs indéterminées en expliquant les concepts de base nécessaires a cette étude.

Les polynomes a plusieurs indéterminées jouent un réle important dans la détermination

du discriminant des équations ou dans la recherche d’équations algébriques sans calculer

leurs racines.
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Résumé :

Dans ce travail, on étudie I'anneau des polynémes en plusieurs indéterminées a
coefficients dans un anneau commutatif unitaire. Ensuite, nous allons essayer de citer
certaines de leurs applications. Ce travail est divisé en trois chapitres :

On donne tout d'abord des notions générales sur les groupes, les anneaux et les
corps, les polynémes, I'anneau de polynomes.

Ensuite, on fait une étude sur l'anneau de polyndmes a plusieurs variables et les
polynGmes symétriques.

Enfin, on donne quelques applications des polyndmes symétriques.

Mots clés: Anneau, corps, idéal, I'anneau de polyndmes a plusieurs variables,
polynéme symétrique.

Abstract:

In this work, we give a study of the ring of polynomials in several indeterminate over
a unitary commutative ring. This work is divided into three chapters:

First, we give general notions on groups, rings, fields, polynomials, ring of
polynomials.

Next, we make a study on the ring of polynomials with several variables and the
symmetric polynomial.
Finally, we are interested in some applications of symmetric polynomials.

Keywords: Ring, field, ideal, the ring of several polynomials, symmetric polynomials.




