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Notations

Q cRY  ouvert.

Q I’adhérence de €.
o0 frontiere de (2.

LP(Q) =< f:Q — R, f est mesurable : /|f(a:)|p dr < +00

Q
L>®(Q)={f:Q — R, f est mesurable, et 3¢ > 0, |f(x)| < ¢ p.p. sur Q}.

D(Q) espaces des fonctions indéfiniment dérivables sur €2, & support compact dans
Q.
ou 0O 0
Vu = u’ u,..., v
0x1’ O0x9 ory
A N 92u
u = —.
02

i=1
Whe(Q) = {u €L7(Q),3g:(i=1,....,n) telque [uf2=—[gp, VyeD) }
HY Q) ={ue L*(Q),Vue L*(Q)} ' '

H} (Q)={ue H (Q): u=0 sur 90}

E* espace dual de F.

(.,.)pexp le crochet de dualité.

(y.) le produit scalaire.
— convergence faible.
3 si X et Y sont deux espaces normés, on écrit X & Y pour signifier que X est

inclus dans Y et que l'injection canonique de X dans Y est continue.

S pour signifier que X est inclus dans Y et que 'injection canonique de X dans
Y est compacte.

p-p-t presque partout.

C!' (C,R): I'ensemble des fonctions différentiables de C' — R.

B(0,R) ={z € E, [z|lp < R}.
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Introduction

Les problémes aux limites associés aux équations différentielles jouent un roéle important
dans la théorie de la physique mathématique.

Le but de ce travail est d’étudier I’existence, unicité des solutions faibles pour certains
problémes aux limites et ceci en utilisant des techniques qui sont basées sur les méthodes
variationnelles.

Les méthodes variationnelles ont une longue histoire (voir [4]) qu’est probablement orig-
inaire du probléme de brachistochrone posé en 1696 et résolu par Newton et Leibniz, ont
ensuite été initiées en tant que sujet a part entiére par les fréres Bernoulli Jakob et Johann.

L’idée fondamentale pour établir I’existence de solution est I'interprétation d’un probléeme

différentielle écrit abstraitement comme
D(u) =0

qui sera désigné formulation variationnelle, en d’autres termes, en considérant une fonc-

tionnelle appropriée J définie sur un espace de fonctions E telle que
J'(u) =0
ou J’ est le différentiel de J dans sens qu’on va précises, et qu’elle vérifie
D(u) =0« J'(u) =0

Voir ([6]; Chapitre 10 & 11 ) pour plus de détails.

Notre objectif de ce mémoire est détaillé de certains résultats afin de les rendre plus
claires pour les lecteurs.

Pour cela, nous avons dvisé ce travail au trois chapitres, qui sont :

e Le premier chapitre de fagon général est représenté des résultats fondamentales dans

I’analyse fonctonnelle: D’espaces fonctionnelles "espace de Lebsuge, espace de Sobelev",



injections de Sobelev et définitions général sur les fonnctionnelles; convexe, la convergence,
et la semi-continuité des fonctionnelles.

e Le deuxiéme chapitre contient quelques notions et définitions sur la différentiabilité,
points extremas, points critiques et certains résultats d’existence des points critiques d’une
fonctionnelle.

e Le dernier chapitre est consacré quelques principes de minimisation et ses applications

sur des problémes aux limites linéaires et non linéaires suivants:

—Au+q(z)u = h(z) dans
u =0 sur 0f)

(P1) :

ou Q est un ouvert borné de RY et h € L? (Q) et ¢ € L™ (Q) satisfaire ¢(z) > 0 p.p.t
dans © ou bien pour ¢ € L= ().

Et
—Au = f(z,u) dans

u =0 sur Jf2

() :

ot © est un ouvert borné de RY (N > 1) et f est fonction de Carathédory satisfait
quelques hypothéses qu’on les vera dans chapitre 3.

Finalement, on rédige une conclusion générale qui résume ce travail.



Chapitre 1

Quelques outils préliminaires

Dans ce chapitre, nous allons rappeler quelques outils de base qui sera utiliser dans ce que

suit.

1.1 Espaces fonctionnelles

1.1.1 Les espaces L”
Soit © un ouvert de RY (N > 1), muni de la mesure de Lebesgue dz [2].

Définition 1.1 Soit 1 < p < co. On note LP(QY) lespace des fonctions f définies sur Q a

valeurs dans R et mesurables au sens de Lebesgue sur ), telles que:

/|f(x)|pdx<—|—oo si 1<p<oo
Q

de>0, |f(x)] <cpp surQ si p=-4oo

On munit l’espace LP(2) par la norme:

11, = [f(@)["de ], 1<p<oo
[
[fllo = sup|f(z)|

FISY)

Remarque 1.2 L’espace L*(2) est un espace Hilbert avec le produit scalaire:



Proposition 1.3 (Inégalité de Holder) Soit f € LP et g € L9 avec p € [1,+00[ et q

1 1
l’exposant conjugué de p c-a-d (— +-= 1> , alors
p q

1 1
/!fg\dxé /|fr”dx -/\g\qda:
Q Q Q

Proposition 1.4 (Inégalité de Holder généralisé) Soit f € LP et g € L? avec p,q €

1 1
[1, 4+o0[ et soit > 0 tel que — + — = —, on a:
p qg T

£ gll. < I1£11, lgllg

Proposition 1.5 (Inégalité de Minkowski) Soit p € [1,+o0[. Si f,g € L, alors

1F +gll, < I1F1l, + llgll,

Théoréme 1.6 (Riesz — Fisher) L’espace de Lebesgue LP est un espace de Banach, pour

tout p € [1,400].

Remarque 1.7 1.Pour tout p € |1,+oo| : LP(Q) sont réflizifs et séparables et (LP(2))" =
1 1

Li(Q2) tel que —+ — = 1.
p q

2. LY(Q) et L=(Q) ne sont pas réflizifs, ni séparables et (L*(Q))" = L>(Q).

Remarque 1.8 Soient ¢,p € [1,+00|, et soit Q un ouvert borné de RY telles que ¢ < p ,
alors LP(Q2) C L1(R2). De plus pour tout u € LP(2) on a

lullpe < Cllullg s € >0

Définition 1.9 On désigne par E* le dual (topologique)' de E, E* est muni de la norme

duale:

[/l = sup |f(z)| = sup [f(z)]
E E

S pAS
llzll<1 ll=l|=1

Lorsque f € E* et x € E on notera généralement (f,x) g, p au lieu de f (x).

Tespace des formes lindaires et continues sur E, E*= L(E,R)



1.1.2 Espaces de Sobelev W!?(()

1 1
Soit © C RN un ouvert, avec p € [1,+00[, et ¢ tel que — + — = 1.
p 4q

Définition 1.10 [2|L’espace de sobolev d’ordre 1, WP (Q) est ’ensemble suivante:

WP(Q)=cueL?’(Q),3g:(i=1,...,n) tel que /ugf':—/gigo, Vo € D(Q)

Q Q

L’espace W1P(Q) est un espace de Banach, quand on muni de la norme:

1/p
lllyoy = (el + IVl

= ullpoy + IVull 1o
En particulier WY2(Q) = HY(Q) est un espace de Hilbert, muni du produit scalaire:
(W, 0) iy = (W V) p2(q) + (VU VU) 12
et par suite, on a:

[l gy = V(s w) = Jlull 2y + VUl 2

1.1.3 Espaces H}(Q)

L’espace H} est muni du produit scalaire induit par H'. De plus 'espace H} est un espace
de Hilbert séparable.

Soit © un ouvert de RY de frontiere 99.
Théoréme 1.11 Soit u € H'(Q), alors u € H}(Q) si et seulement si u =0 sur Q. Donc
Hy(Q)={ue H (Q): u=0 surdQ}

Inégalité de Poincaré

Théoréme 1.12 [2] Soit 2 un borné, alors il existe une constante Cq > 0 telle que :
lull o) < CallVull g, Yu € H (Q) (1.1)

Remarque 1.13

1. L’ inégalité (1.1) est vraie seulement que §) est borné.



2. Sur H} () la quantité IVull 2 est une norme équivalente a la norme de H'(Q), en

effet:

IVullp2q) < lullga
= ull 2 + IVull 12q)
< (Ca+ 1) [[Vull 2

Alors

IN

HVU||L2(Q) ||U||Hg(ﬂ)

(Co + 1) [[Vul| 2

N

Injection de Sobolev

Définition 1.14 Soient X etY de espaces. L’ecriture X & Y signifie que X est s’injecte

de maniére continue dans 'Y , c-a-d qu’il existe une constante S telle que:
Slully < IVulx , VueX

Théoréme 1.15 [2] Supposons que Q@ C RN est une ouvert borné de classe C*. On a:

. 2N
St N > 3  alors H'(Q) % L* (Q) ou 2" = N3

si N = 2 alors H'(Q)% L1(Q) Vg € [2,400]

si N < 2 alors H' ()% L*®(Q)
D’aprés la théoréeme de Rellich-Kondrachov (Voir [2]), on a:

Théoréme 1.16 Supposons que Q C RY est une ouvert borné de classe C*. On a:

2N
si N > 3  alors H'(Q) %9+ L1(Q)  Vge[l,2] ou 2=

si N = 2 alors — H'(Q) 3% L () Vg € [1,+o0|

St N < 2 aors H'(Q) %% C(Q)

Théoréme 1.17 [2] Un espace de Banach E est réflexif si et seulement si sa boule fermée

est faiblement compacte.



1.2 Quelques notions de convergence et de continuité
Soit £/ un espace de Banach

Définition 1.18 (Convergence d’une suite) [2] Soit (z,), C E et x € E. On dit que

(n)n converge vers x (en norme) si nh_{{.lo |z, — || =0, et on ecrit x, — x dans E.
Le résultat suivant est de conséquence du théoréme de Baire [2].
Théoréme 1.19 (Principe de la borne uniforme) et soit ) un ouvert de RY. Si
Vo € Q, supl|lu(z)] < 400
uel

Alors sup,ep ||u (z)|| < +o0.

Autrement dit, une borne ponctuelle implique une borne uniforme (en norme).

Définition 1.20 (Convergence faible) [2] On dit qu’une suite (z,), C E converge faible-
ment vers x dans E, si

VJ e E*, (Jx,) — (Jx)

n—-4o0o

et on écrit r,, — .

Définition 1.21 [2] Soient E et F' deux espaces de Banach. Un opérateur T : E — F
est dit:

1. Borné si l'image de tout borné dans E par T est un borné de F' .

2. Continue en x € E si pour toute suite (x,), C E qui converge vers z, T'(x,) converge
vers T'(x) dans F.

3. Faiblement continue en x € E si pour toute suite (z,), C E telle que x, — x dans
E, alors T(z,) — T(x) dans F .

4. Compact s’il est continu pour toute suite (x,), bornée dans E, la suite (T'(x,)) admet

une sous suite convergente.

Définition 1.22 [2] Soit C' un sous-ensemble de E. On dit que C' est faiblement fermé si

pour tout (u,) C C telle que u, — u alors u € E.

Corollaire 1.23 [2] Soit E un espace de Banach réflexif. Toute suite bornée (z,), C F

contient une sous suite qui converge faiblement vers un élément x € F.



Théoréme 1.24 (Théoréme de la convergence dominée de Lebesgue) [2] Soit Q un
ouvert de RN et (f,)n>1une suite de fonctions de L*(). On suppose que:

1. nh_)rgo fou(z) = f(z), p.p.t dans Q.

2. Il existe g € L' (Q) telle que |fn(x)| < g(z) Vn € N,Vz € Q. Alors f € L'(Q) et

n—oo

Q

lim [ fua) = [ @) et lim |fule) = F@)llna) =0
Q

1.2.1 Fonctions convexes

Définition 1.25 [§],[2]

e On dit que C' C E est conveze si :
Ve,y e C, YA€ [0,1] : A+ (1=-NyeC
e Soit F' : E — R une fonctionnelle. On dit que F' est convexe sur E si:
FOx+1=XNy) <A (z)+(1-NF(y), Vax,yeEVIXe][0,]] (1.2)
e I est dite strictement convexe si l'inégalité (1.2) est stricte Vo #y et X € ]0,1].

Lemme 1.26 (Lemme de Mazur) [2] Soit C C E est convexe. Alors C' est faiblement

fermé si seulement s’il est fortement fermé.

1.2.2 Semi-continuité

La semi-continuité inférieure est une proprité trés importante en optimisation, notamment
que la semi-continuité inférieure d’une fonction sur un compact non vide assure I’existence
d’un minimum global.

Soit £ un espace de Banach [2], [8].

Définition 1.27 Une fonctionnelle J : E — R est dite:
1. Semi-continue inférieurement (s.c.i.) au point ugy, si pour toute suite (u,), C E

telle que u, — ug, on a

J(up) < lim inf J(u,).

n—oo

2. Faiblement semi-continue inférieurement (f.s.c.i.) au point ug, si pour toute suite

(un)n C E telle que u, — ug, on a

J(up) < lim inf J(uy,).

n—oo



Remarque 1.28 1. Si J est continue en uq, alors J est semi-continue inférieurement.
2. 8i J est faiblement continue en ug, alors J est faiblement semi-continue inferieurement.

Pour plus d’explication, on a la forme suivant:

Continue <— Faiblement continue

4 4

Semi-continue inférieurement <= faiblement semi-continue inférieurement

Théoréme 1.29 ([§],[2]) Soit J : E — R une fonctionnelle continue et convexe, alors .J

est une fonction faiblement semi-continue inferieurement.

Exemple 1.30 On considére la fonctionnelle J(u) = HuHi,é definie sur un espace de
Hilbert. La fonctionnelle J est (f.s.c.i) en tout ug € H}. En effet : soit u, telle que
Uy — Ug, alors

(ttns ttg) — (o, o) = o[

De plus
0 < [Jun — UUHJQ’{(% = (un — g, un — ug) = HUnHizg + HUOHE(} — 2 (tn, uo)
On en déduit que

2 2
2 (un, uo) = |luollyy < llunlly

Ceci montre que

ol gy < i inf [Jus | (1.3)

1.€.

J(up) < lim inf J(uy,)

n—oo



Chapitre 2

Différentiabilité et points extremas

des fonctionnelles

2.1 Différentiabilité des fonctionnelles

Dans ce que suit, on introduit quelque notions sur la différentiablité des fonctionnelles sur
un espace de Banach ([8], [5]).

Soit E est un espace de Banach et C' un ouvert de E.

2.1.1 Gateaux-différentiabilité

Définition 2.1 On dit que F' : C' — R est différentiable au sens de Gateaux ( G-différentiable)
enu € C; sl existe | € E* unique, tel que dans chaque direction v € E ot F (u + tv) existe

pour t > 0 assez petit, la dérivée directionnelle DFu existe et on a :

fim F(u+tv) — F (u)

t—0t t

= (l,v)
On note DFvu =1 .

Exemple 2.2 Soit F: L*(0,1) — R une fonctionnelle définie par:

Flu) = / ju(@)|? d = a2

on a

(DFu,v) =2 (u,v)

10



En effet, soient u,u + tv € L*(0,1), on a:

lim F(u+tv) — F(u)

t—0+ t t—0+ t

Et
[:L%0,1) — R

v—1v) =2(u,v)

- 1 est linéaire et continue, alors | € (L*(0,1))* = L?*(0,1). Donc F est G-différentiable.
Exemple 2.3 Soit F': L*(0,1) — L?(0,1) définie par:
F(u) =sinu

On a:
(DFu,v) = (cosu,v)

En effet, firons v € L*(0,1) et que t assez voisin de 0, les fonction costv et sintv sont de

classe C*° alors
costv = cos0 — tvsin 0 + o(t)

sintv = sin 0 + tv cos 0 + o(t)

Soient u,u + tv € L*(0,1), on a:

sin(u +tv) = sinwucostv + sintvcosu

= sinu + tvcosu

2
=0
L2

sin(u + tv) — sinw
t

lim
t—0+

— (cosu, v)

L’application v — (cosu,v) est linéaire continue.

Donc F est G-différentiable avec

(DFu,v) = (cosu,v)

2.1.2 Fréchet-différentiabilité

On introduit enfin la dérivée classique (ou la dérivée au sens de Fréchet).

i.e. On utilise la notation de Landau o(z) pour désigner une fonction de z telle que
o(z)

lel—o [lzf|

11



Définition 2.4 Une fonctionnelle F' : C' — R est appelée Fréchet-différentiable ( F-différentiable)

enu € C sl existe | € E*, tel que:
VoeC;  F(u)—F@w)={u—v)+o(u—v).
Si F est différentiable, 1 est unique et on note F' (u) :=1 et on a F € C* (C,R).

Exemple 2.5 Soit l'espace E = C(2) muni de la norme ||.||, , et soit
F: F—R

Q
et

Yoe E, F(u)—F(v) = /(u —v)(z)dr

Le dernier terme est linéaire et continue, et que

lim [ F(u) — F(v) — /(u—v)(x)dx =0

u—v
Q

alors on peut dire que

(F' (u) ,u—v) = /(u—v)(x)dx
0

On notera que si F' est différentiable au sens de Fréchet, alors F' est continue.

En général il est plus commode de travailler avec la notion de G-différentiable, car
on n’a qu’a considérer l'application ¢ — F' (u + tv) (pour v fixé dans F) définie dans un
intervalle [0, €[. C’est pour ne pas alourdir ce qui suit que I’on n’introduira pas des notations
différentes pour distinguer la G-différentiable et la F-différentiable.

S’il y a risque de confusion, on précisera dans quel sens la notation F’(u) doit étre
comprise. Une autre raison de ne pas introduire des notations différentes, c’est qu’il y a de
fagon naturelle un lien entre ces deux notions de différentiabilité.

En effet on a le résultat suivant :

Proposition 2.6 Soit F': C' — R est une fonctionnelle continue et G-différentiable dans
un voisinage de v € C. On désigne par DF (u) la G-différentiable de F' en u et on suppose

que lapplication w — DF (u) est continue au voisinage de v. Alors
F(u)=F(v)+ (DF (v),u—v)+o0(u—v)

c’est a dire que I est F-différentiable et sa dérivée (classique) coincide avec DF (v).

12



Démonstration. Voir [5]. =

Remarque 2.7 Si F' est Fréchet-différentiable en u, alors F' est Gateaux-différentiable en

u (La réciproque est fausse).

Exemple 2.8 Dans l'ezemple (2.3), on suppose que

2nmw  six € [0,n73
u(z) =0, v,(z) = ,Vn e N
0 81 non
On a
2
cos (u) =1, sin(v,) =0, |lv.(z)] = 71 —0

L2(0,n=3) \/ﬁ n—aoo

Pour montrer que DFu est Fréchet-différentiable, on montrer que:

lim n ||sinw — sin v, — (cos vy, u — vn>||iQ(O n-3y =0

n—~0
Mais

lim n ||sin u — sinv,, — (cos vy, _Un>||i2(o,n73) = }zlir(l)n ||Un||i2(07n—3) = 47?

n—0

2.2 Extremas d’une fonctionnelle

Soit E est un espace de Banach et C' un ouvert de F.

Définition 2.9 Soit J : C' — R est une fonctionnelle. On dit que u € C' est extrémum de

J sl existe un voisinage V,, de u tel que:
J(v) < J(u), YveV, <= J est maxrimal en u (2.1)

ou

J(u) < J(v), YveV, <= J est minimal en u (2.2)

e Lorsque l'inégalité (2.2) est vraie pour tout v € C, on dit que J admet un minimum global
en u.
o Si les inégalités (2.1) et (2.2) sont strictes pour u # v, on parle de extremum strict.

e Le mot extremum désigne un maximum ou un minimum.

Définition 2.10 Une suite minimisante d’une fonctionnelle J : C' — |—o00,+00| est une
suite (uy) telle que:

lim J(uy) = irclfJ (u)

k—+o00

13



2.3 Points critiques d’une fonctionnelle

Définition 2.11 (Voir [5], [1]) Soient C' un ouwvert de l’espace de Banach E et on suppose
que J € C1(C|R).

On dit que u € C' est un point critique de J, si
J' (u) = 0.

St u n’est pas un point critique, on dit que u est un point réqulier de J.

Sic € R, on dit que c est une valeur critique de J, s’il existe u € C' tel que
Jw)=c et J(u)=0.
St ¢ n’est pas une valeur critique, on dit que c est une valeur réguliére de J .

Théoréme 2.12 [1] Un point minimum local d’une fonctionnelle différentiable est un point

critique.
Démonstration. Soit J : £ — R une fonctionnelle différentiable et
J(u) = min J(v)

Alors pour tout fixé v € E, et considérons une fonction ¢ : R — R définit par
o(t) = J(u+tv)
De plus ¢ est différentiable car J est différentiable
'(t) = J'(u+tv)
comme u est un minumum de J, alors la fonction ¢ admet un minimum local si t =0
0=¢'(0)=J(u)v

Donc

J'(u) =0

Ceci est valable pour tous v € F .

Donc u est une point critique de J. =

14



Théoréme 2.13 [1] Si J : E — R est une fonctionnelle strictement conveze et différen-

tiable, alors J admet au plus un point critique unique en E.

Démonstration. Supposons que u est un point critique de J, et fixons tout v € FE,

telle que u # v. On définit une fonction ¢ : R — R définit par
p(t) = J(u+t(v —u))
La fonction ¢ est différentiable et
O't)=(J(u+tlv—u)),v—u)
et strictement convexe
oty =Ju+tlv—u))=Jtv+ (1 —tu) <tJ(v)+ (1 —1t)J(u)
alors ¢/ (t) est strictement monotone s’implique que
Aty € R, ' (tg) =0

Il est facile de voir que

, 0 sit=0
¢'(t) = _
#0 sit#0
alors
Vi#£0, (J'(u+tlv—u)),v—u)#0
Donc
Vt#£0, J(u+tlv—u))#0, VoeFE
u

Proposition 2.14 [1] (Monotonie) Soit J : E — R est une fonctionnelle différentiable,
SUPPoOSons

Vu,v € B, (J'(u) — J'(v),u—v) >0 (2.3)

Alors J est convezxe. Si l'inégalité (2.3) stricte Vu # v, alors J est strictement conveze.

Démonstration. Soient u,v € E fixé. Considérons I'application ¢ : R — R définit
par

o(t)=—tJ(w) — (1 —t)J(u) + J(u+t(v —u))
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La fonction ¢ est différentiable et
o' (t)=—=J)+ J(u) + (J' (u+t(v —u)),v —u)

La fonction ¢ vérifie les hypothéses du théoreme de Rolle sur [0, 1], alors il existe donc
to €10, 1] tel que
#(to) =0

Maintenent fixons s < t on trouve

Ot)—¢'(s) = (J(u+tlv—u))—J(u+s(v—u)),v—u)
= et b~ )~ Tt s(o— )]
X [(u+t(v—u))— (u+s(v—u))]

par hypothése (2.3) le dernier terme de 1’égalité précédente est > 0, ce qui montre que la

fonction ¢ est une fonction croissante avec

@' (tg) =0

On déduit alors que la foction ¢’ est négative sur [0, to] et positive sur [tg, 1]. La fonction
¢ est donc décroissante sur [0, to] et croissante sur [tg, 1].

Comme

alors la fonction ¢ est négative sur [0, 1] ce qui signifie que J est convexe.
¢ est dite strictement croissante si I'inégalité (2.3) est stricte Yu # v, alors J est stricte-

ment convexe. H
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Chapitre 3

Calcul des variations et points

critiques

Nous présentons dans la premiére partie des principes qui nous permet de minimiser une
fonctionnelle ou bien de trouver un point critique dans le cas de différentiabilité, puis on
applique ces principes sur des problémes aux limites dans la deuxiéme partie.

Soit E un espace de Banach F, et soit J : E — R une fonctionnelle.
Définition 3.1 [1] Une fonctionnelle J : E — R est coercive si:

lm || J(ug)|| = +o0

l[ur || p—-+o0

3.1 Principe de minimisation 1

Théoréme 3.2 [1] Soit E un espace de Banach réflexif, soit J : E — R une fonctionnelle

continue, convexe et coercive, alors J admet un point minimum global.

Démonstration. Si J = +oo sur F alors la rien & prouver. Supposons que J 2 400 et
on note o = ing J(u) > —o0. Soit {uy} C E une suite minimisante <kh_>r£10 J(uy) = a).

Maintenant, supposons qu’on:

(1) la suite {ux} est uniformement bornée dans E.

(11) il existe une sous suite {u,x} tels que u,, — 4, pour certains @ € E.

D’aprés le théoréme (1.29) J est (f.s.c.i) on a:
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et par la preuve du théoréme précédent, on a:

J(u) < lim inf J(unk) = klim J(unk) = « (3.1)

k—oo

et comme J (@) > « et d’aprés l'inégalité (3.1), alors on a:
J(u) = 1%f J

Ceci montre que o = J(). Donc 4 est un point minimum global de J.

Ainsi, on justifier (i) et (i7) pour compléter la preuve

Preuve de (i) : Par la définition de coercivité de J, si J (uy) - oo car av < +oo implique
que ||ug|| - oo.

Preuve de (ii) : Par (i) tout suite {u}, .y est bornée dans E qui est réflixif, d’ou
||ug|| < oo alors il existe une sous-suite convergente noté aussi {u} telle que u, — 4, avec

klim J(ug) =a. =

3.2 Principe de minimisation 2

Théoréme 3.3 [3] Soient E un espace de Banach réflexif, et C' un sous-ensemble faible-
ment fermé de E. Une fonctionnelle J définie sur C' tells que:

(i)  lim  J(u) = +oo .

llull =00
(ii) J est (f.s.c.i.)

Alors J est bornée inférieurement sur C' et atteint sa borne inférieure en un point o € C.

Démonstration. Comme la preuve précédant. Supposons que J 2 -+oo et on note
a = ;Ielg J(u) > —oo. Soit {ur} C C une suite minimisante, et sous les hypothéses (i) et
(77) du théoréme précédent

Depuis u,, — @ par (ii) et C' est faiblement fermé alors @ € C, J est (f.s.c.i) et avec
méme principe

J(a) = i%f J
Ainsi, la justification de (i) est rest le méme et pour (i7):
Preuve de (i) : E est réflexif, alors par la théoréme (1.17) la boule fermé B (0, R) de

E est faiblement compact. Depuis (uy) est bornée dans E. D’aprés (i) alors uy C B (0, R),

pour certains R (|jux]| < R).
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Donc la suite (uy) admet une sous suite convergens faiblement vers « € B(0,R) C E. m
Un sous-ensemble convexe fermé et bornée de E est faiblement compact. Alors en peut

remplace remplace Br par Br N C dans théoréme (3.3).

Corollaire 3.4 [3] Soit un sous-ensemble convexe fermé C C E. Sous les hypothéses (i)

et (ii) du théoréme (3.2), il existe ug € C' tels que J (ug) = iréf J.

Théoréme 3.5 [1] Si J: E — R est une fonctionnelle strictement conveze, alors J admet

au plus un point minimum unique en E.

Démonstration. Supposons que J admet deux différentes minimum global u; et wuy

dans E. Par strictement convexité

min J(u) < J (“1 ‘2“‘2) < L r0w) + L7 (up) = min J(w)

uEE 2 2 uEE

Une contradiction. =

3.3 Applications

Dans cette section, on applique les résultats précédents & des problémes aux limites.

3.3.1 Problémes linéaires

On commence par le probléme linéaire de Dirichlet suivant: Soit ¢ € L™ (Q2) satisfaire
q(z) > 0 p.p.t dans Q.
Alors pour tout h € L* (Q)

—Au+g(x)u = h(z) dans ()
u =0 sur 02

(F1) :

Définition 3.6 On dit qu’une fonction u est une solution faible du probléme (Py) si et

selment si

/Vu.Vvd:p—f—/q(x)uvdx: /h(:p)vdm, Vv € Hy ()
Q Q Q

Théoréme 3.7 Soit Q@ C RY un ouvert borné. Le probléme (Py) admet une solution faible

UNLQUE.
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Démonstration. On considére la fonctionnelle J : H}(Q) — R définit par:
:%/\Vuﬁdxjt%/ 2dx—/h Yudx
Q Q Q
On remarque que notre fonctionnelle est bien définie, en effet:
puisque u € Hj () alors
/ IVul® dz < oo

Q
et comme ¢ € L> (Q),u € L*(Q) alors

[atwyids <l [ 1uf* s < o
Q

Q

et comme h € L?(Q),u € L? () alors h x u € L' (Q) /h(x)uda: < 00

Q
1. J est F-différentiable:

a ) J est G-différentiable: Pour tout u,u + tv € H}(Q), (t € R assez petit
0

J(uttv)—J(u) =t /Vu.Vvdx—i—/q(x)uvdx—/h(a:)vdm +§ /|Vv|2dx+/q(x)v2dx

0 0 Q Q
alors
1
Pr% i (J(u+tv) — J(u)) = /Vu.Vvdx + /q(x)uvda: — /h(m)vdz
Q Q Q
on note:
DJu HYQ) —R
v — (L,v) = /Vu.Vvdw—{—/q(x)uvdx—/h(x)vdx
Q Q Q
On a:

- DJu est linéaire (clair)

- DJu est continue: par I’ inégalité de Holder (1.3) on a:

/ o(@) lwoldzr < Jal., / el < gl 1l oy ol
QO 0
/ h@elde < [hlla [0 e

/|VU~VU|d33 < HVU||L2(Q) ||VU||L2(Q) = HUHH(}(Q) HUHH(}(Q)
Q
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L’inégalité de Poincaré (1.12) donne

lull 2y < CallVullpag, Yu € Hy (Q)

[0l 2@) < CallVvllpeqy, Vv € Hy (9)

alors pour tout v € H} (),

(DJu,v)| < /]Vu.Vv|da:+/q(x) |uv|dx+/|h(x)v|da:
0 0

Q

< Ml Il ey + Ca llall oo Il @) 10l + 120 2y 10 3 o)

= CHUHH&(Q)

ot € = ((1+ gl C3) 16l g gy + 1A 20y )
Donc J est G-différentiable en H}(2).
(b) Maintenant pour vérifie que J est F-différentiable, il suffit de montrer que DJ :

DJ: Hy(Q) — (Hy(Q))
U — DJu: H}(Q) — R
v — (DJu,v)

est continue, en effet: Soit (uy,) C HJ () telle que up — u dans Hi () c-a-d

ko0
on a:
Jm {|DJ (ur) = DI ()l gy =0
avec
IDJ (ue) = DJ (W)l g3y = sup [{DJ (ug) = DJ (u) , v)
vﬁoz(sll)

21



En effet, soit v € H}(Q) avec |v]| = 1
[(DJ (up) = DJ (u),v)| = KDJ (ur),v) = (DJ (u),v)

= /Vuk.Vvdx—l—/q(x)ukvd:n—/h(m)vda:
0

Q Q

—/Vu.Vvd:c—/q(:c)uvd:c—l—/h(:c)vda:

Q

- / V (u — u) Vodz + / q() (up — u) vdx (3.2)

Q Q

< /|V(uk—u)||Vv|dx+sug |q(m)|/|uk—u| 0| da
xe
Q Q

IN

IV (ur = W) 2 [Vl 2 + g (@)oo lur = ull 22 (0]l 2

IN

lue = wll gy vll gy + Colla(@)ll o e — ll gy 0]l g

= (1+ Callg(@)llo) llur = ull g

Alors
sup (D () — DT (), )] < € g — ]
vEH(Q)
floll=1
on ¢ = (1 + Callg(z)]) et
lim sup [(DJ(ug)— DJ(u),v)] =0
k*HFOOUGH&(Q)

l[of=1

Ce qui montre que:
lim [|DJ (ux) — DJ (ug)|] =0

Donc DJ est continue.
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D’aprés (a ) et (b) : J est différentiable alors J est cotinue et on pose DJ = J', plus

précisément

(J'(u),v) = Q/ Vu.Vudz + Q/ q(z)uvdz — Q/ h(z)vdz, Yu,v € HA(Q)

Remarque: Si v un point critique de J alors u est une solution faible de (P;).

En effet, u un point critique de J signifie que: J'(u) = 0, on a:

J(u)=0<= Yve HNQ): (J(u),v) =0

= /Vu.Vvda:+/q(a:)uvdx—/h(x)vdx =0
0

Q Q
u est une solution faible de (P).
2. J est strictement convexe: D’aprés la proposition (2.14) , il suffit de montrer que

J' est strictement monotone, on a pour tout u,v € H&(Q), uF# v

(J'(u) — J'(v),u—v) = /vu.wu —v)dx + /q(x)u(u —v)da — /h(m)(u —v)dz

Q Q Q

- / Vou.V(u—v)dr — /q(m)v(u —v)dr + /h(x)(u —v)dx

Q Q

= /TV(U — )P dz + /q(x)(u —v)’dx

Q

> /|V(u—v)|2dx >0
Q

J' est strictement monotone alors J est strictement convexe.

1
3. J est coercive: Comme 3 /q(m)uzdx > 0 et en utilisant le fait que —h.u > |h.u|
Q

Jw) > / %|Vu|2—h(x)udx

Q
1 2
> [ S IVul? = ()] ul do
Q
1
> <l = cllully

1 2
lim —=||lu —cllu =400 = lim J(u) =4+
Huu%oo2H Iz — cllull g i (u)
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et par conséquence .J est coercive.

Finalement d’aprés les théorémes (3.2), (3.5) et (2.12) J admet un point critique unique.

On peut garder le méme résultat dans théoréme (3.7) si on remplace la bornétude de ¢

par une condition plus faible, on a le résultat suivant:

Théoréme 3.8 Soit Q un owvert bornée de RN et soit h € L2()) et soit ¢ € L= (Q) avec
lall 5 <

alors le probléme (Py) admet une solution faible unique.

Remarque 3.9 On note par S la plus grand constante qui garanti l’injection continue de

2N
HYQ) d L¥(Q 2% =
0 () dans (Q) avec N3

; c-a-d
Slullzer < llullzy, Yue Hg(9) (3.3)

Démonstration. On considére la fonctionnelle J : H}(Q) — R définit par:

1 1
u):§/\Vu\2dx+§/ 2dx—/h Judzx
Q Q

Q

Evidant de voir que J est bien définit, plus précisément : Comme g € L> (Q),u € HY(Q),
par l'inégalité de Holder généralisé (1.4)

/ a(x)uda / lg(x)|* da N / )| #22 da

Q
2
= gl 5 llullzer < o0

N-2

2

IN

1. J est différentiable:
(a ) J est G-différentiable: Pour tout u,u + tv € H}(Q)

lim% (J(u+tv) — J(u)) = /Vu.Vvdx + /q(a:)uvdx — /h(x)vda:

t—0
Q
On note:
DJu: HMQ) —R
v — (DJu,v) = /Vu.Vvdx+/q(m)uvd:E—/h(az)vdz
0

Q Q
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On a:
- DJu est linéaire (clair)

- DJu est continue: Par I’ inégalité de Holder généralisé (1.4) et I'inégalité (3.3), on a:

ol gy <l ol
1
< < IVl (Vo0
1
<

< el ol

et par I'inégalité de Holder (1.3)

/q(x)uvdx < llal, g o]l o,
Q

1
< lall, 5 el ol

IN

alors

1
[(DJu, v} < lull gy Woll g + g llall Nl gy 10l g + Ca llBl] e llvll
< Clolly
1
o C = lull gy +  lall ¢ 1wl + Cor Il
Donc J est G-différentiable en H}(€2).
(b) Maintenant pour vérifie que J est F-différentiable, il suffit de montrer que DJ :
DJ: Hy(Q) — (H;(Q)
u — DJu: H}() —R
v — (DJu,v)
est continue: Avec méme maniére que la preuve précédant 'inégalité (3.2) devient:
(DT () = DI ) )] < o=l ol + [ o)l = ) ] do
Q
< e = allgg ol gy + llall g 1wk = w)oll

par I inégalité de Holder généralisé (1.4) et I'inégalité (3.3), on a:

[(up —u) ol v < flug — ull o ||0]] 20

LN—2
1
< IV =0l Vol

1
< g e = ullgy ol

25



alors

1
(DT (ur) = DT (), o) < luw = ull gy [0ll g + 5 llall g Nl = wll gy 1ol g

(r+§nﬂug)nuk—umﬁ

Alors
1
sup (D (u) = DI (), < (145 ) o =
vEHE(Q)

loll=1

et
lim sup [(DJ(ux) — DJ (u),v)] =0
k=to0 yemi()
[[vll=1

Alors

lim | DJ (ux) = DJ () | (73 ) = O

k——+o0

Donc DJ est continue

D’aprés (a ) et (b) : J est différentiable alors J est continue et on pose DJ = J'.

2. J est strictement convexe: D’aprés la proposition (2.14), il suffit de montrer que
J' est strictement monotone, on a pour tout u,v € H}(Q), u # v

(J'(u) = J'(v),u—v)y = /(V(u—v))2dx+/q(:c)(u—v)2dx

Q Q

[0 is - [ @@= opde
Q

Q

Vv

2 2
= lu =l = llall 5 llv =l a,

D’aprés 'inégalité de Holder généralisé (1.4) et I'inégalité (3.3) nous permet de voir que:

2 1 2
v, S [ — ]| < g HU_UHHg

2
= ol

alors
() = b =) = (1= Gl ) = vl >0

Ce qui montre que J' est strictement monotone et par suite J est strictement convexe.

3. J est coercive: on a ||h(z)|;. <c

/WVu\—-m wfdx—l/\h ) Ju] da

11 ,
(5 5Calally ) Il = clully

J(u)

v

v
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On a

1 1
lim (— - 509 ||q||Lz2v) ||u||12q& —c HUHH(} =400 = lim J(u)=+o0

[ul|—+oo \ 2 flull—+o0
Donc J est coercive.

Conclusion: D’aprés les théorémes (3.2), (3.5) et (2.12) J admet un point critique unique.

3.3.2 Problémes non-linéaires

Définition 3.10 On dit qu’une fonction f : Q2 x R — R est une fonction de Carathédory
si Uapplication (x,s) — f (x,s) est continue par rapport & s, et mesurable par rapport

x.
Opérateur de Nemytskii

Définition 3.11 [7] Soit G : Q@ x R — R une fonction satisfaisante les conditions de
Carathéodory. L’opérateur N défni par Ng (u) = G (.,u) est appelé opérateur de Nemytskii.
Dans cette section, on va étudier le probléme quasi-lineaire suivant:

—Au = f(r,u) dans ()
u =0 sur 0f)

() :

ot © est un ouvert borné de RY (N > 1) et f est fonction de carathédory. Supposons
que f vérifie ’hypothése suivant:

(f1)rilexistec,d >0et 0 < < (N+2)/(N—-2)siN>3etl<f<oosiN=1,2,
telle que

[ (u)l < clu)f” +d
Remarque 3.12 Comme f est une fonction de Carathédory satisfait (f1) alors la fonction
F qui définit par F (x,u) = /f (x,8)ds est aussi une fonction de Carathédory vérifie:
0

(F) : il existea,b>0et 1 <a<2N,/N—-2siN>3etl<a<oosiN=12 tels que

|F'(u)| <alul”+b

Dans ce suite, on a besoin d’introduire un résultat important.

Théoréme de Krasnoselskii
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Théoréme 3.13 [7] Soit G : Q@ x R — R wune fonction satisfaisante les conditions de

Carathéodory. Supposons que G vérifie la condition suivante
G ()] < alul” "+ [b(w)] (3.4)
oub € L1(Q), et a € RT. Alors

Neg: LP(Q2) — L1(Q) p.g € L +oo
u — Ng(u) =G (.,u)

Uopérateur est bien définie, de plus Ng est borné et continue de l’espace LP () dans L9 ().

Pour plus de détails sur ce théoréme voir ([7];1.4. Nonlineaire operators).

Remarque 3.14 Grice au théoréme de Krasnoslskii, on peut déduire:

(¢) D’aprés (f1) que Ny : LP () — LP/P(Q) est continue et en prenant 3 =

3

(i) D’aprés (Fy) que Np : LP () — LP/* () est continue et en prenant o = b
q

Définition 3.15 On dit qu’une fonction u est une solution faible du probléme (Ps) si et

seulement si

/ [Vu.Vo — f(z,u)v]de =0, Yo & Hj ()
Q

Théoréme 3.16 Soit Q C RY (N > 1) un ouvert bornée et f : Q@ x R — R une fonction

de carathédory. Le probléme (P3) admet une solution faible.
Pour prouver le théoréme (3.16) on a besoin de prouver les résultats de bases suivant:

Proposition 3.17 Soit f : @ x R — R une fonction de carathédory vérifie (f1) et

F(z,u) = /f (x,s)ds. Alors la fonctionnelle
0

1
T () = §/|Vu|2dx—/F(x,u)dx, Vue H ()
Q Q
est F-différentiable avec

(J (u),v) = | Vu.Vudr — [ f(z,u)vdr,  Yu,v € H} (Q)
[vewe]
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Remarque 3.18 u € H] (Q) est une solution faible de (P3) si et seulement si u est une

point critique.

Démonstration. Soit u € Hj (), on pose:

1

lully — ¢ ). o= [Pl

Q
On remarque que notre fonctionnelle est bien définie, en effet:

puisque u € Hy () alors /|Vu|2 dr < oo, et comme u € L?(Q) et F est une fonction
Q

de Carathéodory vérifie (F}) alors

/]F(m,u)]dxSa/\uladm‘—l—b/dw
Q Q Q

1
I- On pose J; (u) = 5 ||u||i,&, Jp est F-diffrentiable avec

(Ji (u),v) = /Vu.VUdas

et J; € C* (H} (R2),R) ( Voir preuve du théoreme (3.7;1) ).
II- On montrer que ¢ € C' (H; (2),R). D’abord:
1- On montrer que ¢ est G-différentiable:

17 étape: Soient u, u+tv € Hy (Q) et t > 0.

(go(u—i—tv)—go(u))—%/F(Lu—ktv)—F(x,u)dx (3.5)

~ | =

on pose h(s) = F (x,u+ sv) — F (z,u), s € [0,t], alors d’aprés le théoréme des accroisse-

ment finis, il existe ¢; € ]0,¢[ telle que:
h(t) —h(0)=h'(¢).t

alors F' (z,u+tv) — F (x,u) =t.f (x,u+ c;v) v et

F(z,u+tv) — F(x,u)
t

= f(z,u+cv)v

et comme f est continue, alors

F(z,u+tv) — F (x,u)

11_1)% ; = cltn_)rh (z,u + crv)v
= f(x,u)v
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Donc I'équation (3.5) devient

t—0 t ct—0

t —
lim eluttv) =) = lim /f(x,u—i—ctv) vdzx
Q
par le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue (1.24) on a:

Ct—>0

lim [ f(z,u+cv)vde = [ f(z,u)vdx
/ /

En effet:
D’aprés l'inégalité de Holder, pour tout v € Hy (2)

/[f(a:,u—l—ctv)—f(a:,u)]vdm < /|f(:c,u+cw>—f<x,u>\|v|dx (3.6)
Q Q

< f (@yu+cw) = fz,u)| pov ves [[0]] or
On montrer que

Hf (:Cau‘i_ Ct'U) — f (wau)HL2N/N+2 —0

on considére:

Ny (u): L¥(Q) — L*/7(Q)
u — Ny(u) = f(.,u)
A- De ’hypothese (f1), on a: Ny (u) : L?" () — L*/#(Q) est continue.

En applique le théoréeme (3.13) posons:

1 1
Uup=u+-v et t=—=(t—0, n—0)
n n

alors on vérifie que: pour tout u,, C L* (Q):
si u, — udans L* () c-a-d Ny (u,) — Ny (u) dans L*77 (Q)

On applique le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue (1.24):
(a)- u, — u p.p dans Q alors |u, —u|> — 0 p.p dans Q.
*

- |lu, —ul = =|v| <lv| alors |u,, —u *_ v|” , et comme
b Liy| < 1 ¥ <

v e HY Q) LY (Q)
de maniére continue alors

ve ¥ (Q)c L)
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d’ou
v € LM (Q)
D’aprés (a) et (b) on conclue que:
e [u, —ul> — 0 p.p dans €.
o [u, —ul* <|v]* e L' (Q).

alors |u, —ul>” € L' (), et par suite:

/ iy — ul* dz — 0 <= |Ju, —ul|> — 0
Q

(3.7)

donc u,, — u dans L*" (£2) et on sait que Ny (u) : L* () — L?/P(Q) est continue, alors

Ny (u,) — Ny (u) dans L*77(Q)

de plus
If (z,u+cv) — f(z,u)||l o6 — 0

B- On remaque que
2N 2N 2N

. < . =
N+2 N+2N-2

*

s

alors

L2778 (Q) 9 LN/ N+2(Q)
continement alors il existe k£ > 0 telle que:
[Ny (un) = Ny (W)l pans wv2 < B[Ny (un) = Ny ()] 20 5
et par I'afirmation A, on a:
[Ny (un) = Ny (W)l 25/ 542 — 0

Finalement d’aprés (3.6), on a:

/[f(x7u+ctv>_f($,U)]UdI —=0

Q
Donc
1 L F(z,u+tv) — F(z,u)
iy 7 (p (u+ 1) — o ) = t iz
Q
- lirr%)/f(a:,u—l—ctv)vdx

0
= /f(x,u) vdz
Q
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2éme
Q
On a:
a- Dpu est linéaire (clair)

b- Dypu est continue: pour tout u,v € Hj (Q)

(Dou,v)| = /f<as,u>vdx s/|f<x,u>||v|da:
Q Q

IN

ILF (@, w)ll g v [[0]] -

RIS @ u)llpees 0l e, k>0

IA

et que
B/ 2

Hf(xyu)”Lz*/,a = /]f(x,u)]2*/6da:

)
D’aprés 'hypothese (fi)

B/ 2*
3 2/
< <c|u| —i—d) dx
Q
Par 'inégalité de Minkowski (1.5), il vient
B/2*
If @l < o [l Far) s
0
B/ 2*
— ¢ /|u 2 da +D
0
— clul +D

avec D = d |Q|”*, et par 'inégalité (3.3)
C lullfar < Ilull5,

2"

alors Popérateur f (x,u) est borné (|| f (z,u)||jon nee <A, A >0).

Par I'inégalité (3.3) et I'inégalité de Poincaré (1.12), I'inégalité (3.11) devient:

A
[{Dow, v)| < Allvllper < 5 llvlly
comme Dpu est linéaire et continue. Donc ¢ est G- différentiable avec

(Dpu,v) = /f (z,u)vdx
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étape: On montrer que (Dyu,v) = [ f (z,u)vdx est linéaire et continue

(3.11)

(3.12)



Finalement J est G- différentiable avec

(DJu,v) = /Vu.Vvda: — /f(x,u) vdz, u,v € HL(Q)
Q

Q
2- Maintenant pour vérifie que J est F-différentiable, il suffit de montrer que Dy est
continue:

i.e. Soit (u,) C Hy() telle que u,, — u dans H}(Q), on a:

lim | D (un) = Dip ()]l (7307 = 0

n—-+4o0o

avec
1D¢ (un) = D (W)l () = sup (D (un) = D (u) ,v))|
vEHZ ()
ol =1

En effet, soit v € Hy () avec ||U||H3 = 1. Par 'inégalité (3.3) : s||v||;2x < 1, par (3.6)
et (3.10)

(D () = D (w) o) = | [ (f (@) = f (w0) ) d
Q
< INp (wn) = Ny ()l pon sz 0] 120
1
< S Iy () = Ny (W)l wsa
De méme maniére que (3.7),(3.8) et (3.9), on obtient:

HNf (Un) - Nf (u)HL2N/N+2 — 0

Donc

[(De (un) = Dip (u) ,0)| — 0

Conclusion: D’aprés le théoreme (3.13), on déduit que 'hypothése sur ( f1) nous permet

de voir la différentiablité aux sens de Fréchet pour la fonctionnelle:
1
J(u):5/]Vu]2d:c—/F(x,u)dx, Y u € Hy ()
Q Q

u

ouF(:c,u):/f(;r,s)ds. -

0
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Maintenant, pour garantir I’existence d’une solotion faible de probléme (P;) on a besoin
d’ajouter des hypothese sur f.
Rappel: Soit Q est un ouvert borné¢ de RY , on définit la premiére valeur propre du

Laplacien pour probléme de Drichlet:

—Au = Mu dans
u =0 sur Jf

(3.13)

V 2
par: A\; = inf % .
ueHy (@) \  lulz
u#0

Le résultat suivant consiste a ce point:
Théoréme 3.19 Soit f: Q) x R — R est fonction de carathédory vérifie (f1) et (f2)

= lim sup —f (z,5)
|s|—00 ze0 S

2F (z,s)

(f2) : 30 < A; tels que lim sup .

< 0 uniformement pour x € €.
[s|—00 zeQ S

Alors le probléme (P3) admet une solution faible.

Démonstration. I- Montrons que J est f.s.c.i

1
1- D’aprés I'inégalité (1.3), on a J; qui définie par J; (u) = 5 / \Vul® dz est f.s.c.i.
Q

2- Il reste de vérifie que La fonctionnelle ¢ qu’elle définit par:

est faiblement continue dans Hj (92), Soit (u,) C Hg () telle que u,, — u dans Hj (), on

montre que:

o (uy) = ¢ (u) dans R c-a-d ¢ (u,) — ¢ (u) dans R
e Rappelons que Vp € [1,2*[, H) () % comp LP () (voir le théoreme (1.16)) d’on
u, — u fortement dans L (Q2).
On considére 'opérateur de Nemytskii:
Np: LP(Q) — L= (Q)
u — Np(u) = F (.,u)

avec p > «

D’arés ’hypothese sur (F7) et le théoréme (3.13), on peut voir que N est continue, alors

N (up) — Np (u) fortement dans L (1)
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et par conséquent fortement dans L! () car P > 1 c-ad
«

L& (Q) S eont L (Q)

alors

Ng (u,) — Np(u) fortement dans L' (Q)

qui signifie que:

/F(x,un)dx—>/F(x,u)dx, dans R = ¢ (u,) — ¢ (u), dans R
Q Q

© est faiblement continue, ce qui implique que ¢ est (f.s.c.qi).
II- Montrons que J est coercive:

On a:
2F
lim sup 22 (&5

g 5 < ¢ uniformement pour z € 2
s|—00 £c) S

Par la définiton, on a: Ve > 0, IR > 0, Vs tel que |s| > R :

2F (x,s)

<0
52

e On prend d; telle que § < §; < A;. Il existe R telle que:

Vo eQ, F(x,s) <36:8%  |s|>R

e Comme F' est une fonction sur [—R , R] qu’est fermé et bornée alors la fonction F est

bornée et d’aprés (F7) on a:
Eh/l : ’F(:E,S)’ S Y1 |8‘ < R

Globalement, on a:

1
|F (z,5)] < 5(5132 +7v, VeeQ, VseR

En faisant quelques estimations appriori:

1
W = 3lullg ~ [ Fou@)ds
Q
1 1
> 5 lullg = 501 [ wido =5, 19

Q
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par I'inégalité de Poincaré: Ay ||ul|,» < ||“||H(}

1 01
702 gl (1= 32) =1 = alulg =

1 91
=—|1—— | >0ety=7,/9].
avec a 2( /\1) et v =,]9|
Donc J est coercive.

Conclusion: Grace a (I) et (I1) et par les théoréme (3.3), (2.12) et la remarque (3.18)

il existe une solution faible de (FP3). m
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Conclusion

Dans ce travail, on a étudié une méthode trés importante pour démontrer I’existence d’une
solution faible de probléme aux limites qui est appelé " La méthode variationnelle via & la
théorie des points critiques"; plus précisement, on a appliqué quelques résultats principales
du la théorie de minimisation dans I’étude des modeéles des EDP. Signalons qu’on a laissé
pour I’étude un type qui généralise le probléme (P3); en remplacant I'opérateur Au par
Apu ot

Ayu = div (|Vul’ ™ V), ¥p > 2
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Résumé

Ce mémoire consiste a étudi¢ une méthode importante pour démontrer 1’existence
d’une solution faible qu’est la méthode variationnelle via a la théorie de points
critiques et on s’appuie plus précisément sur la minimisation des fonctionnelles
associés aux problemes aux limites pour établir des solutions faibles.

Mot-clé

Espace de Banach, réflexif, convexe, continue, convergence faible, convergence fort,
faiblement fermé, faiblement semi-continue inférieurement, Gateaux-différentiabilité,
Fréchet-diftérentiabilité, probleme aux limites, point de minimum, point critique,

solution faible.

Abstract

This memory is study an important method to demonstrate the existence of a weak
solution which is the variational method via to the theory of critical points and it relies
specifically on the minimization of the functional associated to problems of limits for

establish weak solutions.

Key Word

Banach space, reflexive, convex, continuous, weakly convergence, strongly
convergence, weakly closed, weakly lower semicontinuous, Gateaux-difterentiability,

Fréchet- difterentiability, minimum point, critical point, weak solution.
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