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Introduction

Dans le cadre de la théorie des opérateurs multilinéaires, la théorie du produit tensoriel
topologique est un outil nécessaire et important, car il fournit une description simple du
facon dont ces opérateurs agissent sur les produits des espaces de Banach, et aussi parce qu’il
permet la représentation des espaces dual des applications multilinéaires. Plus concrétement,
pouvons nous répond a la question suivante : exist’il un espace vectoriel noté E tel que
les espaces L (F;Y) et L(Xy,...,X,,;Y) sont isomorphism ?

La reponce : Oui, et le but c’est construire le produit tensoriel des espaces X1, ..., X,,
qui fait cet objectif.

Les produits tensoriels apparaissent apparemment dans I’analyse fonctionnelle pour la
premiére fois & la fin des années trente dans le travail de Murray et Jhon von Neumann
sur les espaces de Hilbert. La premiere étude systématique des classes de normes sur les
produits tensorisés des espaces de Banach est due a R.Schatten [18], mais A.Grothendieck
dans [9] a été le premier & étudier profondément cet objet "Résumé de la théorie métrique
des produits tensoriels topologiques”. Apres eux, beaucoup d’autres ont investi la théorie du
produit tensoriel, ont compris le pouvoir de cet objet , qui établit qui le sujet vient ’aider
avec de nombreux problémes d’aspects plus classiques des mathématiques.

Le travail de cette mémoire s’inscrit dans le cadre de ’analyse non linéaire et se con-
sacre au développement de certains théorémes de la sommabilité, ainsi que les théoréemes de
domination de Pietsch / factorisation. Nous abordons la linéarisation. Dans ce travail on
introduit le concept des polynomes m-homogeéne Cohen fortement p-sommant introduit pre-
miérement par Achour et Saadi dans [2] ce dernier est une extension au version polynomial
des opérateurs multilineéaires Cohen fortement p-sommants introduits par Achour-Mezrag

en 2006 [1], ou cette Classe de Polyndmes vérifie ’analogique du théoréme de domination



Introduction

de Pietsch , Nous avons trouvé le chemin vers la linéarisation du polynémes m-homogeénes
Cohen fortement p-sommant et la connexion avec son opérateur multilinéaire symétrique
associée.

Ce travail est organisé en trois chapitres comme suit :

Dans le premier chapitre, on va présenter des concepts et des résultats de base sur les
application m-linéaires et les polynomes m-homogénes.

Dans le deuxiéme chapitre, nous allons nous concentrer sur la théorie du produit tensoriel,
on va donné des définititons et des propositions, ensuite, on va définir la norme projective,
pour présenter le théoréme de linéarisation des applications m-linéaires et les polynomes
m-homogenes.

Le troisiéme chapitre est consacré pour les polynémes Cohen fortement p-sommant et le

théoréme de domination de Pietsch et quelues résultas.



Chapitre 1

Les polynémes m-homogénes

Dans ce chapitre, nous présentons des concepts de base sur les application m-linéaires,
ensuite, nous allons nous concentrer plus sur les polynomes m-homogenes, parce qu’il est

I’objet principal de cette mémoire.

1.1 Les applications multilinéaires

Soient m € Net X; (1 <j <m),Y desespaces normés sur K ( K =R ou C). On considérer

le produit cartésien
Xi X oo x Xy ={ (2", ...,2™) 127 € X;, VI < j <m},
qui est un espace normé muni du norme
(=", ....2™)|| == max {||27||; 27 € X;,V1<j<m}. (1.1.1)

Définition 1.1.1 L’application T : X1 X ... X X, — Y est appelé multilinéaire (ou m-

linéaire) si les applications

T; :

v o= T(at, .27 ™)

sont linéaires pour chaque = € X, k # j, en d’autres termes

T (xl, oA 4y ,xm) = \T (xl, ...,:cj,...,xm) —|—T(a:1,...,yj,...,xm)



1.1. Les applications multilinéaires

pour tout N € K et 27, v/ € X; (1 <j<m). Soit L(Xy,...,X.n;Y) Uespace de tous les

applications m-linéaires T de X1 X ... X X,,, dans'Y.

Définissons les opérations linéaires suivantes

(S+7T)(z',...,2™) := S (', .., 2™) + T (z!, ..., x™)
(AT) (at,...;2™) == AT (a!, ..., 2™)
on obtient une structure d’espace vectoriel dans L (Xy,...,X,,;Y). Si Y = K, on ecrit

L (X1, ., Xpm).

Remarque 1.1.1 L’ensemble S de tous les vecteurs dans Y de la forme T (x!,...,2™),
z! € X, (V1 < j <m) généralement pas un sous-espace vectoriel de Y. Pour voir cela, soit
X1 = Xy etY deux espaces vectoriels a 2 et 4 dimensions respectivement. On choisir une
base {ai,as} de Xy et une base {ey, ey, e3,e4} de Y. Définissons maintenant ’application
bilinéaire T par

T (ffl, $2) = §ym1e1 + §1maea + Eampes + Eamaey

tel que vt = & a1 + Eqay et % = nyay + nya0.11 est facile de voir que

4
S = {z =D Xiei €Y/ M — dods = 0}

i=1
Soit 21 = 2ey + 3eg + deg + e4 et zo = e + 3eqy + 3ey, il est clair que 21,25 € S mais

21— 22 & S ce qui implique que S n'est pas un sous-espace de Y .

Définition 1.1.2 L’application multilineaire T : X1 X ... X X,,, — Y est continue si elle est

continue comme une fonction entre deux espaces normés.
Remarque 1.1.2 Une conséquence de cette définition et de linégalité suivante
T (:z:l, - xm)—T (yl, ,ym) =T (a:l —y, ...,xm)—i—T (xl, 2 — 2 xm)—l—...—i—T (xl, ey — ym) i

Similairement au cas linéaire, nous avons ce résultat qui donne la caractérisation des appli-

cations multilinéaires continus.



1.1. Les applications multilinéaires

Proposition 1.1.1 Soit X1, ..., X,,,, Y des espaces normés. PourtoutT € L (Xy,...,X:n;Y),
les affirmations suivantes sont équivalentes

(1) T est continue

(2) T est continue en (0, ...,0)

(3) Ils existe une constante C > 0 telle que
|7 (=, ..., a™)|| < C||="]| .. =™ (1.1.2)

pour tout 2 € X;, (V1 < j <m).
W ITI= sup  [T(zt,..;a™)]| < o0

l23]|<1, j=1,..m

Preuve. 16| =

On note par £ (X7, ..., X;,,; Y') 'espace vectoriel de tous les applications m-linéaires con-
tinues de X X ... x X, dans Y. Si Y = K| on écrit £ (X1, ..., X,,), et pour simplification
si Xy =..=X,, =X onécrit L("X;Y).

On peut voir que

1T = sup  [T(at,...,a™)]|

27||<1, j=1,..m
J

= inf {C' > 0, C vérifiant l'inégalité (1.1.2)}

Définition 1.1.3 Pour chaque m € N*| on note l’ensemble S,, de toutes les permutations

de {1,...,m}, c’est-a-dire l’ensemble des bijections o : {1,...,m} — {1,...,m}.

Définition 1.1.4 Soient m € N et X, Y deux espaces vectoriels sur K.Une application

multilinéaire continue T : X X ... x X — 'Y, est dite symétrique si
—_——

m

T(Il, ceey CL’m) = T(C(]U(l), ceey :Ea(m)), (113)

pour tout x',....x™ € X, et toute permutation o € S,,.On note L,(™X;Y) l'espace des

opérateurs multilinéaires continus symétriques, lequel est un sous-espace vectoriel de L(MX;Y).

SiY =K, on écrit L,(MX).

Si on fait toutes les permutations possibles on peut associer T € L(™X;Y") un opérateur

symétrique Ts € L,("X;Y) cet opérateur Ty s’appelle opérateur symétrie de 7.
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Proposition 1.1.2 [3/Pour chaque T € L(™X;Y), On associe l'opérateur symétrique T
de T défini par
T, a™) = — Z T(Zo(1)s s Tom))- (1.1.4)

oESm
Les propriétés suivantes sont satisfaites:

(1) Ts € L,(™XY)
(2) Ts =T si, et seulement si, T € L("X;Y)
(3) (To)s =

(4) Six € X, alors Ta™ = Tsaz™.

Preuve. (1) Soient (x!,...,2™) € X™ et ¢’ € S,,. Alors,

Ts(xl7 ey (L’m) — % Z T(:Ea(l), e I’U(m))
‘€S
1
= — Z T(To(or(1))s > To(o' (m)))
oESm

et par conséquent T € L,("X;Y).
(2)SiTs =T, alors T € L,("X;Y), car Ts € L("X;Y),
SiT e L,("X;Y), on obtient

m 1
Ts(l‘l,,,.7$ ) = %ZT<I‘0—(1),...7$U(W)>

‘€S

= % ZT(ml

‘O'ESm

1
— 1 m
m!m.T(x sy ™)

= T(a', ..., 2™),

pour tout (z',...,2™) € X,,,, ce qui implique T = T.
(3) D’apres (1) et (2) il est clair.
(4) Soit z € X. Alors:

Tz™ = o Z Tx™

gESH

1
= —mlTz™
m)!

= Tz™.



1.2. Les polynémes m- homogénes

Les propréties précédentes montrer que opérateur S : L(MX;Y) — L("X;Y) est la
projection continue de L£(™X;Y) sur L,(™X;Y") définie par S(T') = T, pour plus de détail
voir [6]

Parmi les tres intéressantes formules dans la théorie des opérateurs multilinéaires, For-

mule de Leibniz/ polarisation pour plus de details voir [11]

Théoréme 1.1.1 [10/Soit T € L (™ X;Y). Alors:

a) (Formule de Leibniz) pour x',...,2™ € X, on a
(a) (

|
T, .a™m =" %Tx?l...xam (1.1.5)

m

ot la somme est prise sur tous les multi-indices o = (ay, ..., apy), avec | a |= m.
(b) (Formule de polarisation) pour 2°,z',.... 2™ € X, on a
1 0 1
T(x',...,2™) = o Z g1l (" + 12" + ...+ epa™)™, (1.1.6)
Ej::tl
la formule de polarisation peut étre obtenue a partir de la formule de Leibniz et elle est

essentiel pour traiter polynéme m- homogéne.

1.2 Les polyndomes m- homogénes

Définition 1.2.1 Soient m € N et X,Y deux espaces normés. Une application P "™ X —
Y est dite polyndome m-homogéne ou polynéme homogéne de degré m, s’il existe une appli-
cation T € L(™X;Y), tel que P(x) = Tx™ pour tout x € X. Dans ce cas, on dit que P est
le polynome m-homogéne associée par 'application T.

On note par P("X;Y) l’espace vectoriel de tous les polynémes m-homogénes continus.
SiY =K, on écrit P("X;Y) =P("X).

Pour chaque polynéme m-homogéne P ™ X — Y, on définie
| Pll=sup{]| P(z) |-z € X, [[z|<1}. (1.2.1)

Exemple 1.2.1 L’application P ™ K — K, définie par P(z) = az™, a € K, est un
polynome m- homogeéne. On prend T € L(™K) donnée par T(z',...,2™) = az'...2™, donc

on a P(x) =Tx™ ( notez que ce sont les seuls polynémes m- homogénes de ™K dans K).
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SiT e L(MK) etx!,...,2™ €K on a
T(x',...,2™) =2 .. 2a™T(1,..,1) = ax™ (1.2.2)
ova="T(1,..,1).
Proposition 1.2.1 [10/Pour chaque P € P(™X;Y), il existe un unique opérateur multi-

linéaire symétrique P € L (™X;Y), tel que P(x) = Px™ pour tout x € X, et on a les

méqgalités suivantes:
m

v m
I PI<I B 2P (123)

Preuve. Soit P € P("X;Y). Par définition, il existe T' € L(™X;Y) tel que P(z) = Tz™

pour tous z € X. On définie T, par
1
1 my __ o(1) o(m)
To(z,...;z™) = p E T(x7 .z,

alors

il suffit de prendre P = T.

Pour 'unicité de P. Si hy € L,(™X;Y) et tel que P(x) = hy,a™, pour chaque z € X,
alors Pz™ = h,z™ pour chaque z € X et par la formule la polarisation nous concluons que
P =h,.

Pour tout z € X avec || z ||[< 1, on a
I P@) 1< P I <[l P |

donc, || P ||<|| P || . Soit @1, ..., 7, € X, avec || x; |< 1. Par la formule de polirisation

on a

3 1
| Pzt ..., z™) ||< o Y lleremPlarr’ + .+ ema™) |
’ é‘j::l:l

pour € = +1,0on a
| e1..emPlerzt + ...+ epz™) ||| P ||| 12 + ... + £12™ ||™

< [P+t (™ D™

< [[P]m™
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alors,
m

. m m
| PGty 1€ 2| P

donc
m

. m
| B2 P

Proposition 1.2.2 [7] Soient X,Y deux espaces normés, T € Ly("X;Y) et P € P("X;Y).
Les afirmations suivantes sont equivalents:

(1) T e L,("X;Y)

(2) P est continu

(3) P est continu en 0.

(4) Il exziste une constante C' > 0 telle que | P(x) [|< C' || z || pour tout x € X

(5)

5) [I P ll=sup{|| P(x) [|l: z € X, [| z [[< 1} < o0

Preuve. (1) = (2) Soit 7' € L,("X;Y),on a P(z) = (T'oi)(x),oni: X — X™ |
définie par i(x) = (z,...,z). Comme ¢ et T" sont continues, alors P est continu.

(2) = (3) Si P est continu, en particulier, P est continu en 0.

(3) = (4) Si P est continu en 0, alors, on donne £ = 1 il existe § > 0 tel que, pour tout

r€Xavec|z|<d onal Px)|<e Siz#0, quand || 2 ||=0, on a

[l

ox
—) I 1.

| P(Hl‘ll <

Donc, pour tout x # 0, on a

1
I P(2) [ Cllz ||, avec €= (5)™

Si z = 0, I'inégalité reste valable

(4) = (5) Clair .

(5) => (1) Si || P ||< oo, alors par la proposition (1.2.1), on a || P ||< 2
tel que P =T € L,("X;Y), alors || T ||< o0, donc T € L,("X;Y). m

m

P ||< o0,

Proposition 1.2.3 Soient X,Y deux espaces normés et P € P("X;Y). Alors
| P ll=sup{|| P(z) [|: z € X, ||z [[< 1}

est une norme sur P("X;Y).
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Preuve. (a) Premierment on note que si P € P("X;Y), alors par la proposition (1.2.2)

| P ||< oco. Donc Iapplication:

Il P("X;Y) — RT

est bien définie.
Si PeP("X,;Y), alors:
| P ||= 0si, et seulment sisup {|| P(z) ||: x € X™, || = ||< 1} = 0. Mais comme I’ensemble

{|| P(z) ||: = € X™,|| = ||[< 1} composé de nombres réels positifs, il en résulte que

sup{|| P(z) [|: x € X™, || = ||< 1} 0 <= P(z) ||=0,pour x € X,et ||z |[|[<1

P(z) =0,pour z € X, et ||z [|[<1

Y y_0, pour
P(HyH) 0, pour y € X \ {0}

P(y) =0, pour y € X

(A

P =0.

Donc || P ||= 0 si, et seulment si P = 0.

(b) Soit A € K, pour tout = € X, on a

I AP |l=sup {[| AP(2) |- 2 € X™, || & |< 1}
= sup{| A} P(2) [l x € X™ || = [[< 1}

= | Alsup{[| P(z) [|: € X", || 2 [[< 1}

= AP

(¢) Soit P et P' € P(™X;Y).

I P+ P |l=sup{|[ (P+ P)(z) l: v € X" [z [<1}

sup {|| P(z) + P'(z) || € X™ || z ||< 1}

< sup{|| P(z) || + | P'(z) |l v € X™ [ = [|< 1}
< sup{|| P(z) [l € X" || 2 |< 1} +sup{[| P'(z) |- v € X", ||z [[< 1}
< [P+ I[P

Donc de (a), (b) et (c) || . [[pemx;y) est une norme sur P("X;Y). m
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Proposition 1.2.4 [3/Soient X et Y deux espaces normés.
L’application ¢ définie par

est une isomorphisme.

Preuve. Selon la proposition (1.2.2), Papplication ¢ est bien définie.

On vérifier que ¢ est linéaire.

Soit T1, Ty € L(MX;Y) et A € K. Alors pour tout z € X,

Donc ¢ est linéaires.
Maintenant, il suffit de vérifier que ¢ est bijective.
En effet, si P € P("™X;Y), par définition, il existe T € L(™X;Y) tel que P(x) = Ta™.
En effet,
" 1
Ts(qﬂ? X ) = % Z T(ZL’U(l), ceuy Jfa(m)),

0ESm
Alors, par la proposition (1.1.2), Ts € L,("X;Y) et Tya™ = Ta™ = P(x).
Donc ’application ¢ est surjective.
D’outre part, si T € L;(™X;Y) et T =0, alors T2™ = 0, pour tout z € X.
donc, par la formule de polirisation:

1
T(ZL’I, ,xm) = W{E;lglu.gmfp(lp + glml + ...+ CCéxmxm)m - 07
=

pour tout z°, ..., 2™ € X. Donc T = 0, donc I'application ¢ est injective.

Nous concluons que ¢ est une isomorphisme.

Proposition 1.2.5 Soient m € N, X un espace normé et Y un espace de Banach. L’espace

P("X;Y) est un espace de Banach.

10
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Preuve. Comme L,(™X;Y) est isomorphe a P("X;Y), alors si L;("X;Y) est Banach,
alors P("X;Y') est Banach.

Danc, il suffit de montrer que L£4(™X;Y") est un espace de Banach.

On a L(™X;Y) est Banach et L,(™X;Y) C L(™X;Y), donc il suffit de montre que
Ls(™X;Y) est fermé.

Soit T' € L,(™X;Y), alors il existe une suite (7,,)2°, € L;(™X;Y), tel que lim T,, = T.

n—oo
On a
| Tu(a!, ™) = T(at, o a™) [|=1 (T = )@t oy a™) ST T =TI 2 ] 2™
pour tout z',...,2™ € X. Si n — 0o en inégalité ci-dessus, on a

lim T, (2", ...,2™) = T(z*, ..., 2™)

n—oo

pour tout z',...,2™ € X. Comme T, € L,(™X;Y) pour tout n € N, alors, pour tout

permutation o € 5,,, on a

Alors

T(xz',....,2™) = lim T, (2", ..., 2™) = lim T,(«', ..., 2™) = lim To(To(1), s Tam)) = T(To(1)s s To@m))-

n—oo n—oo n—oo

Donc T € L,("X;Y).

Donc L,(™X;Y) est fermé, nous concluons que P(™X;Y’) est un espace de Banach. m

Définition 1.2.2 Soient XY deux espaces de Banach et m € N. Un polynome P €
P(mX;Y) est dit de rang finie , s’il existe k € N tel que

P(z) = 3 ()™, (1.2.4)

7=1
oup; € X b eY etj=1,. k.
1l est facile voir que le sous-ensemble de tous les polynémes m-homogéne continus de

rang finie est un sous-espace vectoriel de P("X;Y'), qui sera noté par Pr(™X;Y'), pour plus

de détail voir [10].

11
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Exemple 1.2.2 Soient X et Y deux espaces normés, p € X*,b €Y et m € N. On définie

P par

évidemment P € P("X;Y) et | Pl=| ¢ ™ 0] -

En effet

P:X =Y, Plx) = (o(zx))"b,

P =sup{|| P(z) |- z € X, [| z [[< 1}

P = sup{[| (¢(2))"0 |: 2 € X, || 2 < 1}

sup {| (z) [ 0| # € X, [| @ [|< 1}

sup {| (z) "z € X, |z <1} b]]

(sup{| ¢(z) [fz e X, [z <1H)™ | bl

Fe ™ol

12



Chapitre 2

Le produit tensoriel symétrique

2.1 Produit tensoriel algébrique

Dans le cadre de la théorie des opérateurs multilinéaires, la théorie du produit tensoriel
topologique est un outil nécessaire, car il fournit une description simple du fagcon dont ces
opérateurs agissent sur les produits des espaces de Banach, et aussi parce qu’il permet
la représentation des espaces dual des applications multilinéaires.Plus concrétement, nous
pouvons comprendre comment fonctionne comme outil:

Soient m € N et Xy,..., X,,; Y des espaces vectoriels, on considérer le dual algébrique

L(X1, ..., X;n)* de Vespace L£( X7, ..., X},), tel que
L(X1, ... X)) ={0: L(X1,..., X;n) — K : ¢ est une fonctionnelle linéaire} .

Le produit tensoriel de X7, ..., X,, sera construit a partir des éléments de 'espace L£( X7, ..., X;,)*.

Soit 2! € X1, ...,a™ € X,,, on définie

re.oam: L(X,., X, — K

par

.1 (9) = (xl, ,xm) )

ou @ est une forme m-linéaire: ¢ : X; x ... x X, - K

13



2.1. Produit tensoriel algébrique

On pose '’ensemble D formé par tous ces éléments,
D={s'®.®z": 2" € Xy, ..,am € X;n} CL(Xq,..., X;n)".
La fonctionnelle 2! ® ... ® 2™ s’appelle un tenseur élémentaire.

Définition 2.1.1 Le sous-espace vectoriel de L( X7, ..., X,,)* engendré par D est dit produit
tensoreil algébrique de X, ..., X, et sera noté par X1 ® ... ® X,,, ainst que les éléments de

X1 ®...® X, s’appelés tenseurs, et sont écrits sous la forme

u = i/\zle XR...R x;”,

i=1
tels que n € N, xf € X;,(N) €K, j=1,...,m, eti=1,..,n. Cette représentation de u n’est

pas unique.

Siue X;®...0 X, et ¢ une forme multilinéaire sur X; x ... x X,, alors,

u(p) = <¢, > Nt @ ®x;n> = Nio(x},...a]").
i=1 i=1

La valeur de cette expression est indépendante du choix de u.
Par définition, le produit tensoriel X; ® ... ® X,,, est un espace vectoiel sur K. Alors,
on peut voir dans la proposition suivante quelque propriéties algebrique sur les tenseurs

élémentaires.

Proposition 2.1.1 Soient X, ..., X,, des espaces vectoriels, x;,y; € X;, pour tout j =

1,....m, et A € K alors:
L 2. 9@ +yY)®. 02" =2"' .07 ®.02"+1'®..0Y ®.0z"
2. M2'®. 0107 ®. Q1" =2'®.0M\)Q..Q1™
3 17'®.90®..02™=0.

Preuve. Soient z;,y; € X;, pour tout j =1,....,m, et A € K.
. (#'®. @@ +y)@..0x™)(T) =T, ...,27 +4y,..,2™)

= T(a',..,27, . o™ +T(z ..., ..., ™)

= (@'®.07@.0"[0)+ @' ®.0y®..02")(T),
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2.1. Produit tensoriel algébrique

pour toute application m-lineaire T' € L( X7, ..., X;,).
2. M2'® .00 @.z™)(T)=Mr'® .27 ®@...Q z™)(T)]

= T(a', ..., 7, .., 2™)

= @'®..9 (M) ®..02™)(T),

pour toute application m-lineaire T' € L( X1, ..., X,,).

3. (3) est une conséquence de (2). m

D’aprés la propriété (2) de la proposition(1.1.1) on déduit que: un élément v € X; ®
n

. @ X, tel que u = Z/\l:czl ® ... ® x", c’est écrit sous la forme
i=1

n
u = E Ty ® ... Q1
i=1

Remarque 2.1.1 (1) Sidim X; < oo pour tout j = 1,..,m alors dim (X; ® ... ® X,;,) =

[ dim X;.
j=1

(2) Pour tout u € X1 ® ... ® Xy, u # 0, il existe un plus petit entier n € N pour lequel

u admet une représentation de n termes, telle que

n
U= E T ® ... QT
i=1

Et en plus on a m{, ..., @l sont linéairement indépendant dans X;, Vj = 1,..,m, Uentier n

s’appelle le rang de u. Pour approfondir plus voir [15].

Proposition 2.1.2 Pour u = Zx} ®.Qx" € X1 ® ... 0 Xy, les affirmations suivantes
i=1
sont équivalentes

1. u=0

2. Z(bl(xll)gbm(a:z”) =0, pour tout ¢; € X7,j=1,..,m.
i=1

Pour la dimonstration voir [13] .
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2.2. Produit tensoriel projectif

le produit tensoriel des opérateurs.

Proposition 2.1.3 [16/Soient T; : X; — Y;, pour tout, j = 1,..,m, des opérateurs linéairs
continus, alors il existe un unique opérateur 11 ® ... 1T, : X1 ® ... X,, = Y1 ®..®Y,,
tel que

N®@.0T)r'®..02™) =Ti(z")® .. T,(x™).

pour tout x* € Xq,...,a™ € X,,,.

2.2 Produit tensoriel projectif
La norme projective

Proposition 2.2.1 Soient m € N et X4, ..., X,, des espaces vectoriels normés sur K pour

chaque u € X1 ® ... ® X,,,, nous définissons le nombre réel positif
i=1

ot linfimum portée sur toutes les représentations possibles de u de la forme
u = lel ® ..z
i=1

Alors 7 est une norme tensorielle sur l'espace X1 ®...Q X, et en plus on a m(v'®...0z™) =

] 2™ ]

Preuve. (1) Premierment On montre que ngl(xll)gom(x;") indépendante de représen-
i=1
tation de u € X7 ® ... ® X,,,, pour tout ¢, € X1, ...,,, € X, .

Soit u € X1 ® ... ® X,,,, supposons que u a deux représentations de la forme

n k
u=>Y 1 ®.@"=) yle. oy
=1 =1

16



2.2. Produit tensoriel projectif

pour tout application m-linéaire T' € L(X7, ..., X,,),

n

ZT(a;g, ) =Y (wl e @a")(T)

=1

= (Zﬁ@ @ x™)(T)
= Q_yi @y

k
= ZT(yil, e Y.
i=1

En particulier, soient ¢, € X7, ...,¢,, € X! . et on considére 'application T" m-linéaire

m?

est de type finie:
T:X;x...xX, — K
(!, ..., 2™) = T(zh ... 2™) = o (zh)...0,, (™).

Alors:

n

S i@ epnel) = D T(ala?)

=1

k
= ZT(yjl., s Y5)
i=1

= ey,

Donc Zgol(le)cpm(x;”) indépendante de la représentation de u.
i=1

Maintenant, on montre que m(u) = 0 <= u = 0, pour tout u € X; ® ... ® X,,,.

Supposons que w(u) = 0, dans ce cas, pour tout £ > 0, par la définition de 7(u), il existe

n
une représentation E T @ ... @ 2™ de u, tel que
i=1

n
0<> |t 2|l < e
=1

17



2.2. Produit tensoriel projectif

Alors, pour tous ¢, € X]/-,i =1,...,m,

Zsol(xi)msom(x?)

< S laa) |l gnla) |

< Dol en - o |
i=1
< Dol Mo e
Donc,
0< > er(@h)pm(@)| <ll @y | |l o Il & (2.2.1)
i=1
k
D’aprés ce que nous avons prouvé au début, la valeur de la somme Z(pl(yil)...gom (y™) est
i=1

n
indépendante de la représentation de u, donc si € — 0, on obtient, Z@l(xll)gpm(xf”) = 0.
i=1

On sait que, XJI- est un sous-ensemble de X/, ¢ =1,...,m. Donc ngl(le)gpm(x;") =0,
pour tout ¢, appartenant a un sous-ensemble de X' =

Donc par la proposition (2.1.2), nous concluons que u = 0.

Siu =0, il est clair que 7w(u) = 0.

(2) On montre que m(\) =| A | 7(u) pour tout A € Ket u e Xj ®...® X,,. .

Il est clair que ’égalité est satisfaite pour A = 0. Supposons que A\ # 0. Si u = szl ®

=1
n

... @ 2" est une répresentation pour u, alors A\u = Z(Ax}) ® ... ® 2", et donner
i=1

w(a) <3 At a? | e =AY [l - Dl
=1 =1

Donc,

W()\U) - 1 m
SRS L MET

Comme cette derniere inégalité est satisfaite pour toute représentation de u, en prenant

I'infimum sur ces représentations, il est obtenu, ”(ﬁ\‘r) < m(u), c’est-a~dire, m(Au) <| A | m(u).

D’autre part,

m(u) = 1A ) <[ AT ().

18



2.2. Produit tensoriel projectif

Alors, | A | m(u) < w(Au). Donc w(A) =| A | w(x), pour tout A € K et pour tout
(3) Finalement, on montre que 7w(u + v) < m(u) + 7(v), pour tout u,v € X1 ® ... ® X,,,.

Soient € > 0 et u,v € X; ® ... ® X,,,. Par la définition nous pouvons de choisir des
k

n
représentations u = Zx} ®..01" etv= Zyjl ® ... @y, tels que
=1 =1

n
Dol e < mlu) + 5 et
i=1

k
Doyl Nyl < w(y) + 5
j=1

n k
Comme lel R ...z + Zy} ® ... ® y;" est une représentation de u + v, alors
i=1 j=1

wlat0) < 3ol [ o+ 30 gt ) < () + m(0) + .

Si e — 0, on obtient, w(u + v) < 7w(u) + m(v), pour tout u,v € X1 ® ... @ X,,.

Donc, de (1), (2) et (3) 7 est une norme tensorielle sur l'espace X1 @ ... @ X, .

el

On montre maintenant que 7(z!' ® ... ® 2™) = ||z!]| ... |z
Soient 27 € X;,j =1,...,m, il est clair que m(z' ®@ ... ® ™) < [|!|| ... [|]z™|.
On choisir ¢, € Bxt, ..., ¢, € Bx: , tels que ¢;(z;) =[ z; ||,j =1,...,m.

On considére la forme m-linéaire de type finie

B:X;x..xX, — K
(2!, ..., 2™) — Bzl .., 2™) = o (xh)...0,, (™).

Alors, il existe une unique forme linéaire By € L(X1 ® ... ® X,;,), tel que B = B, 0 0,,.

Soitu=>» 2l ®.0a" € X1®...0 X, ,

=1

| Bu(u) [=

By, (ile ®..0 a;l")
i=1

= Y1 Blabiea?) =Y Lalal) oo el (= 3 [l a2

< Z ] BL(:z;z1 ®..Qz") |
i=1
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2.2. Produit tensoriel projectif

on prend 'infimum sur toutes les représentations de u, on conclure que | By (u) |< 7(u),
pour tout u € X; ® ... ® X,,.
En particulier, pour 7' @ ... @ 2™ € X; @ ... ® X,

& la™l = ] ™ =] e (@) (@™) [=] Bt a™) |
= |Bir'®.. @) <712 ®..®2™).

Donc, (2! @ ... @ 2™) = ||2!|| ... [|[z™]| . =

La norme 7 s’apeleé la norme projective, et 'espace X1 ®, ... ®; X,,, est 'espace de
produit tenseriel des espaces X1, ..., X,,, muni de la norme 7, cet espace en général n’est pas
complet, alors on note par X;®y...0,X,, son complété. L’espace de Banach X1®;...80. X,
s’appeler le produit tensoriel projectif des espaces vectoriels normés Xy, ..., X,,. Pour plus
de détails voir[3] et [13].

Maintenant on définie le produit tenseriel projective des opérateurs continus.

Proposition 2.2.2 [16/Soient X, ..., X,,, Y1, ..., Y, des espaces vectoriels normés et des
opérateurs linéaires conituns T : X; — Y, j = 1,..,m, il existe un uniqu opérateur linéaire

continu Ty @ ... @ T+ X1 O @7 X — Y10r... 0. Yy, tel que
T @ @ Tp(2' @ ... @2™) =Ty (") @ ... ® Tpy (2™)

pour tout 1/ € Xj,7=1,...,m , et en plus
Ty @5 o @2 Tl = TTIT51 -
j=1
Linéarisation des applications m-linéaires continues
Maintenant pouvons-nous, en quelque sorte, linéariser les applications multilinéaires.
Autrement dit existe-t-il un espace vectoriel E tel que L(E,Y) coincide avec l'espace
L(X1,...,Xm;Y) ( existe-t-il un isomorphisme entre les deux espaces ) le théoréme suiv-

ant nous donne la réponse

Théoréme 2.2.1 [12] Soient X1, ..., X, and Y des espaces de Banach. Si T : X; X ... X
X, — Y une application multilinéaire continue, alors, il existe un unique opérateur linéaire

continu Ty, definie sur X1®,...0, X,, dans Y, vérifier

T(r'®..@a™) =T (2", ..., 2™)
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2.3. Produit tensoriel injectif

pour tout ¥’ € Xj, et tout j =1,...,m, avec, le diagramme suivant est comutative

X| X ... x X, L Y
N /
om 1L

X1®, ..., X,

avec o,, est l'operateur canonique definie de X1 X ... X X,,, dans X1®, .. X, par:

Om (:Cl, ,:cm) =2'®..®z"

Autrement dit: T =Ty o o,y,.
La correspondance T < Ty, est une isomorphisme isométrique entre l’espace de Banach

LX1, ., X} Y) et L(X1®r...0: X Y). De plus loperateur Ty, s’appelle linéarisation de

T.
Le théoreme précédent donne l’identification
LX1, o X3 Y) = L(X1®r. @ X V).
SiY =K, le dual de (X1<§>7T...<§>ﬂXm) est identifié & I'espace des formes multilinéaires
bornées

(X1®r.@r X)) = L(X1, .., Xon).

Avec cette identification, ’action d’une forme continue 7', comme fonction linéaire con-

tinue sur X1®W...<§A§>WXm, est donné par
n n
Zx} ® ...z — ZT(:)&}, e x);
i=1 i=1
cette dualité donne une nouvelle formule pour la norme projective,

m(u) =sup{|TL(u)|,T € L(Xq, ..., Xmn), | T|| < 1}.

2.3 Produit tensoriel injectif

La norme injective
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2.4. La linéarisation du polynémes m-homogénes

Définition 2.3.1 Soit X1, ..., X,, des espaces normés. La norme injective sur X1 ®...Q X,,

€(u) = sup { '

> o (x))..o™(a]")

est définie par

7¢j GBXJ*’]: 1a"am}7

ou Zx} ® ... @ 2" est une représentation de u € X; @ ... @ X,,.

=1
On note par X ®, ... ®. X,, le produit tenseriel muni de la norme e. Cet espace n’est
pas complet en général, alors on note par X;®....8.X,, son complété. L’espace de Banach

X1 ®....R.X,, sappelle le produit tensoriel injectif des espaces de Banach X, ..., Xn.
Proposition 2.3.1 [5/Soit X1, ..., X, des espaces vectoriels normés.
1 e(zt®@...@x™) = |z ... |=™| pour tout (z',...,2™) € X1 X ... X X,,.

2. €(u) < m(u) pour tout u € X; ® ... @ X,

2.4 La linéarisation du polynétmes m-homogeénes

Définition 2.4.1 Soit m € N, et X un espace vectoriel. Le sous espace de produit tenseriel

®™X est l’ensemble de tous les éléments u € Q™ X, de la forme

UZZ%@)(T?)@@, (neN,z; € X,1<i<n).
i=1

et sera appelée produit tenseriel symétrique de X, cette sous espace sera noté par Q7T X.

Maintenant, on peut définie une norme sur ®7'X, qui sera la clé de la linéarisation
du polynémes m-homogenes continu définie sur X. Cette norme s’appelée norme s-tensor

projective, notée par 7, et définie par

7s(u) = inf {Z i ™ =) @ W@ a,n e N}
=1 =1

pour u € ®7X. On note I'espace normé (®7'X, m,) par @7 X, et par ®ﬂm,sX son

complété.
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2.4. La linéarisation du polynémes m-homogénes

Proposition 2.4.1 [3/Soit m € N. L’application
Om: X — ®:sX
r — QMx

est un polynome m-homogeéne continu avec une norme égale a 1.

Preuve. Premiérement, on vérifier que I’application suivante:
T: XxMWxX — @"X
(', 2™) — ®..a™
est une application m-linéaire. En effet:

soit A€ K2 € {1,....m} etz ... 2" 9", ....2™ € X, alors

T, . Ay ..2™) = 7' @. .M +ye.0a™
= M2'®.®r®.02"+('®..0Y®..0a")

= AXT(z',...,2" ..., a™) + T(z', ....9, ..., 2™)

donc, T est m-linéaire.

Par la proposition (1.1.2), 'application symétrique de 7" :
To: XxMWxX — @mX
(:L’l, ,:ljm) — % Z T(a:o(l), ey xg(m)) = % Z To1) @ -+ & To(m)

oGSm UeSm

est une application m-linéaire.
Comme I'image de I'application T est exactement le produit tensoriel symétrique ®7' X,

[pour plus de detail voir [12] propostion 1.4], alors 'application:

A m

. Xm — QX
(', 2™ — T2 .. a™) = Ty(at, ..., ™),
est bien définie, et m-linéaire. De plus, 2™ = o,,(x), pour tout x € X, donc
I’application o0, est une polynéme m-homogene.
De plus, on a:
To(om(@) = (@ ® . @) =] 7 |™,
pour tout x € X.

Donc par la proposition (1.2.2), le polynéme m-homogene o, est continu et de norme

1. m
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2.4. La linéarisation du polynémes m-homogénes

Théoréme 2.4.1 Soit X et Y deux espaces normés. Si P :™ X — Y est un polynome

m-homogéne continu, alors il existe un opérateur linéaire unique Pj, € £(®?78X YY) tel que:
P(z) = Pz ® ... ®x), pour tout x € X.

La correspondance P < Py, établit un isomorphisme isométrique entre l’espace P("X;Y),
muni de la norme habituelle le sup, et le dual de [’espace ®::8X ; considérons le polynéome

canonique:
dm: X — &
définir par:
Im () =2 ... .

Nous avons le diagramme commutatif suivant:

x 5 v
5\ TP
& X

ainst P = Pr o d,,.

L’operateur linéair continu Pp, s’appelle la linéarisation du polynéme m-homogene con-

tinu P.

Preuve. Soit P :™ X — Y polynome m-homogene. On choisir T" tel que P(x) = Ta™

Y

pour tout z € X.

Alors P(x) =Tr(x ® ... ® x), pour tout = € X, tel que Ty, :™ ® X — Y la Linéarisation
de T par le théoreme (2.2.1).

Soit P;, la restriction de T, sur ™ ® X, donc 'opérateur P;, est linéaire et P = P 00,,.

Soit u = Zmi®(ﬁ)®xi € ®'X, ona

i=1
1P meWen) |l < Y | Plae™e)|
i=1 =1
= > I P |
i=1 n
1P )™
1=1

IN
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2.4. La linéarisation du polynémes m-homogénes

En prenant I'infimum sur toutes les représentations de wu, alors||Pp(u)|| <|| P || ws(u).
Donc Prest borné et || Pr|| < ||P| .

D’autre part, pour tout x € X

[P@)] = [Plz®..@)
1P| 7(z® ... ® z)
= [P [l

IA

Done |[PL|| = |[P]-

Soit maintenant S;, € £L( ®7', X,Y) un autre opérateur de linéarisation de P; alors:

=1 =1

n

= ) P(x)

1=1

i=1

= PO al®..@a) = Pyu)
=1

Donc Py, Sy, sont identiques sur ®7'X et enfin, par densité, ils sont identiques sur @:SX .

Maintenant, on montre que 1’application ¢ est isomorphisme isométrié tel que

pr P(MX;Y) — L(&, X))

P PL
1- On prouve que ¢ est linéaire.
On a
(PP i@ @m) = > (P+AP)(z;) =Y _[Pla;) + AP'(x;)]
i=1 i=1 i=1

_ Zp(xi) + A(ZP'(%)

= PL(in ® ... x;) + APﬁ(Zazi ® ... x;)

=1 i=1

= (P4 AP 2i® .. @),

=1
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2.4. La linéarisation du polynémes m-homogénes

pour tout iml ®..0z € TX.

Donc (P+AP');, — Po4+APL. alors p(P+AP!) — (PAAP) — Pot AP — o(P) Ao (P).
Donc ¢ est linéaire.

2- On montre que ¢ est injective.

On suppose que P € ker ¢, c’est a dire p(P) = 0, dans ce cas P, = ¢(P) = 0.donc

i=1

n
pour tout sz ® ... x; € ®'X. En particulier
i=1

0=P(r®..0x)=P(x),

pour tout x € X. Alors P = 0.
Donc ¢ est injective.

Montrons que ¢ est surjective.

Pour u € P(™X;Y). On definie

B: X — Y
r = B =uzr®.. Q)

il est facile de voir que B € P(™X;Y), donc il existe un unique opérateur linéaire
B; € E(@:SX, Y) tel que B = B, 0d,.

D’un autre part, B = uo o,

comme Bj, est I'unique opérateur linéaire tel que B = By, o0 4,,, alors u = By,

Donc ¢(B) = B, = u.

Donc ¢ est surjective.

3-Ona

1 o(P) 1=l P ll=ll P -

De (1),(2) et (3) La correspondance P < Pp, est une isomorphisme isométrique entre

'espace de Banach P("™X;Y) et ﬁ(@:SX, V) m
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Chapitre 3

Les polynomes Cohen fortement

p-sommant

Dans ce chapitre et a travers [2], nous allons donné la définition des polyndémes Cohen
fortement p-sommant et le théoréme de domination de Pietsch et par [1] on va montrer ce
théoréme, ensuite, par [2] on mettre le preuve de une polynome fortement Cohen P-sommant
si, et seulement si, son opérateur multilinéaire symétrique associée est Cohen fortement p-
sommant, si et seulement si, sa linéarisation est un opérateur linéaire Cohen fortement de

p-sommant.

Soit X un espace Banach et 1 < p < 00.0On note par lg(X ), I'espace de toutes les suites

(x;); dans X muni de la norme

~ 1
| (zi)1<i<n o= (Z | i [|)> (3.0.1)
=1

et par [“(X) I’space de toutes les suites (7;)j_; dans X muni de la norme

| @) o= sup (3| (™) P, (3.0.2)

ot x+=1 3
ou X* est le dual topologique de X.
La boule d’unité fermée de X sera noté par By, I’espace vectoriel de tous les opérateurs
linéaires bornés de X dans Y sera noté par B(X,Y),et p* est le conjugué de p, c’est a dire

1 1 _
lyl=
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3.1. Les polynémes Cohen fortement p-sommant

3.1 Les polynémes Cohen fortement p-sommant

Avant de donner la définition des polynémes Cohen fortement p-sommant, nous commencons

par rappeler la définition du opérateurs multilinéaires Cohen fortement p-sommant.

Définition 3.1.1 [2/Soit 1 < p < co. Un opérateur m-liniéaire T : X1 X ... X X;;, = Y
(X,;,Y sont des espaces de Banach et m € N*) est Cohen fortement p-sommont si, et
seulment s’il existe une constante C' > 0 telle que pour tout x{, o € X5, (j=1,..,m) et

tout yy,...,y; € Y,

STl o al), )] < O ZH |2 II%) ésup |y () [l
=1

i=17=1

n (3.1.1)
La classe des opérateurs m-linéaires Cohen fortement p-sommant de X; x ... x X, dans
Y, qui est noté par D' (X; X ... X X;,;Y), est un espace de Banach muni du norme d;*(T'),
c’est-a-~dire le plus petite constante C' telle que I'inégalité (3.1.1) est vérifiée.
Pour m = 1 c’est le cas linéaire des opérateurs linéaires Cohen fortement p-sommants

D,(X.,Y)

Définition 3.1.2 [2/Soient m € N, 1 < p < oo et X, Y des espaces de Banach. Un
polynome m-homogéne P ™ X — Y est Cohen fortement p-sommant, s’il existe une con-

stante C > 0 tel que pour tout z1,...,x, € X et yy,...,y: € Y™,

(3.1.2)

p*

Z| (), ] |<OZ||asz |mp>psup 1 ) Il
=1

La classe de ces polynomes est noté par Pp,,("X;Y); il est muni de la norme d,(P),c’est-
a-dire, la plus petite constante C' telle que l'inégalité (3.1.2) est vérifiée.

Pour p =1, on a Pt,,("X;Y) =P("X;Y).

Proposition 3.1.1 [2/Soient P € P("X;Y) etv € B(l};Y™). Alors P est Cohen fortement

p-sommant st

ZI v(e)] 1< k( Z EN o (3.1.3)

28



3.1. Les polynémes Cohen fortement p-sommant

Exemple 3.1.1 Soient 1 < p < oo, m € Netu: X — Y est un opérateur linéaire

fortement p-sommant et ¢ € X*. Le polynome

P: "X — Y
r = " H(2)u(r)

est un polynome Cohen fortement p-sommant. En effet, pour x1,...,x, € X, y5, ...,y €

> IP@).unl = Z\w N ul:), i
= ZK“(@m_l(%)%),yf
< ||S0||mIZ||$Z||pPSHpZ|yl )P

Alors, P est Cohen fortement p-sommant et d,(P) <| ¢ || d,(u).

Proposition 3.1.2 (Propriété d’idéal) Soit P € P("X;Y), Re B(Y,Z) et S € B(G, X).

1. Si P est Cohen fortement p-sommant, alors Ro P est Cohen fortement p-sommant et

dy(Ro P) <[ R d}}(P).

2. Si P est Cohen fortement p-sommant, alors P o S est Cohen fortement p-sommant et

dy'(PoS) <dp(P) | S |™.

Preuve. (1) On montre que R o P est Cohen fortement p-sommant et d;'(R o P) <l
R | d*(P).
Soient P € P("™X;Y) et R € B(Y, Z), alors pour tout 1, ...,x, € X et yi, ...,y € Y*,

S (R o P)(z:), )| = Z| )(a:), R ()]

=1
< an 7 psup Zu R*(y; (y
< ||| (P Zu 7 |mppsup ZH yi(y) 7).

Donc R o P est Cohen fortement p-sommant et d'(Ro P) <|| R || d'(P).

*"“

)

*
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3.2. Théoréme de domination de Pietsch

(2) On montre que Po .S est Cohen fortement p-sommant et d;*(Po.S) < d*(P) || S [|™ .
Soient P € P("™X;Y) et S € B(G, X), alors pour tout z1, ...,z, € X et yi,....,y" € Y*,

Z (P oS)(x:),yi)| = Z [(P(S (), (7))

p*)p%

< P IS ™) sup (3 11 vi)

p*),%«

< P ST Qo ™) sup (31 57 w)
i=1 YEBY =1

Donc P o S est Cohen fortement p-sommant et d;'(P o S) < d7/(P) || S|™ . =

3.2 Théoréme de domination de Pietsch

On présente maintenant le théoréme de domination de Pietsch pour cette classe. Avant ceci,
on donne le lemme de Ky Fan pour son utilité dans la démonstration du théoréme. Pour la

preuve le lecteur pourra consulter [[8], p.190].

Lemme 3.2.1 Soit X un espace vectoriel topologique Hausdorff et Soit C un sous-ensemble
convexe compact de X. Soit M un ensemble de fonctions definis sur C & valeurs dans
(—o00, 00| vérifiant les proprieté suivantes:

(a) toute f € M est convexe et semi-continue inférieurement;

(b) si g € conv (M), il existe f € M avec g(z) < f(x),V x € C;

(c) il existe r € R tel que pour tout f € M prend une valeur < r.

Alors, il existe xg € C tel que f(xo) <1, Vf € M.

Théoréme 3.2.1 [2/Soit m € N. Un polynéme m-homogéne P € P("X;Y) est Cohen

fortement p-sommant (1 < P < 00) si, et seulement s’il existe une mesure de probabilité de

Radon p sur By« et C' > 0 tel que, pour tout v € X et y* € Y*
[(Px),y) < Cf 2 [™ ( / Ly (y™) 77 duly™)) e (3.2.1)

By**

De plus, dans ce cas d,(P) =min{C : C vérifiant (3.2.1)}.
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3.2. Théoréme de domination de Pietsch

Preuve. D’abord, on montre linverse. Soit n € N. Soit v € X et yj,...,y: € Y .on a

par (3.2.1)

1
=

[(P(x),y7) < C [l ™ ( / i (™) 17 dpuy™))7

By**

pour tout 1 < 1 < n,alors

3
83
=
=
A

oS (w1 ( / |y (™) 7 du(y™))#) (par Holden)

i=1 =1

By**
< X (ha IMmS( / s () 1P du(y™)))»
=1 i:lBY**
< OO @i ™) sup || i (y) || -
i=1 veBy

Cela implique que P € P¢,, (" X;Y) et di'(P) < C.

Pour prouver la premiére implication, soit K = By«. Considérons l’ensemble C des
mesures de probabilité sur C(K)*. C’est un compact convexe de C(K)* doté de sa topologie
 faible o(C(K)*,C(K)). Soit M l’ensemble de toutes les fonctions sur C avec des valeurs
en R de la forme

- * C m C * *k * *k
Fienwnm) = > | 1 (Pa),y;) | ) | i I —];(/ |yl ™) 1P duy™) |, (32.2)

i=1 T
ou (xi)lgign C X, et (y;-k)lgign cY*.
Ces fonctions sont convexes et continues. Nous appliquons maintenant le lemme de Ky

Fan avec E = C(K)*. Soit f,g dans M et o € [0,1] tel que

k
* C " m C P * Kk
Fan ) = > | 1P ), u7) | = e _E(/ (s y™) 1P d(y™)
=1 K
et
l
* O m C ko kk * *k
I rn () = Y | 1 (P, u) | - | 2 (I _E(/ |y 17 dp(y™)
i=1 K
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3.2. Théoréme de domination de Pietsch

il s’ensuit que

: / * C ! ||mp C Ik owk\ | p* *%
af = D a |l (P@) ) [ —= Il 1™ == | wy™) 7 dply™)

i1 p p s

k

m (m m; O * Ik kk * *%
af = 3 1Pl yr) | = el e =S [ @) P duty)
K

i=1
et

(1=a)g= Yo a) ([Pl | = o 7 = 1) P duty™)

=1 K

l
m * % C m, m * o kk *
=3 [ 1P = @), (1= @)y | ) (1= a0 |2 / (L= o)y ™) P

=1

Enfin, nous avons

- O m C * *k * *%
af + (1=l =3 | PGy | =5 o 77 = f ot oo™) P duty™)

=1 K

avecn =k + 1,

/()1 si 1<i<k
Ty = . .
(1 — )V (mp)g! si k+1<i<n,
et
1p™ g si 1<i<k,
Ti = . . .
(1 —a)/ryl si k+1<i<n.

Soit maintenant yy € By, tel que

1/p* n 1/p*
sup (Z | yz? ) = <Z | <y;<vy0> ’p*)

lyll=1 \ ;=1

et f de la forme (3.2.5). On a

n

* C m C * o kk * *ok
FaownGu0) = D |1 {(Pa), ) | - |z | —Z;(/ | (i y™) |7 oy, (y™)

=1

- Z| (i), 97) |__Z I i |m”——Z| (Wi yo)
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3.2. Théoréme de domination de Pietsch

(6, est la mesure de Dirac)

Utilisation de Uidentité élémentaire

>0 p

Va,f €RY af =inf {1 <g>p + l* (eﬁ)p*} (3.2.3)

Nous trouvons

n

e o O~ o
D1 (Pl | —;Z || ] _EZ | (i vo) 7
=1 =1

=1

n 1/p*

n 1/p n
< it -c(Srai) (31w )
i=1 i=1 i=1
et ceci par (3.2.2) est inférieur ou égal & zéro. Par le lemme de Ky Fan, il existe u € C

tel que f(p) <0 Pour tout f € M. Si on prendx € X et y* € Y* on a

F) = Fom ()
* _g T mp _g * K,k p*
— [P@.y) =5 D= ] }g!u%y>|m§o

Donc
* ]' mp 1 * *k\ |p*
| (P(x),y") < C ];\IIII o | (™) [P du
K

Soit € > 0. Remplacer x par 61%3:, y* par ey* et prendre Uinfimum sur tout € > 0 (voir

(3.2.6)),

on trouve

* ]' m 1 * *k *
| P@ SO (3 el v [ 1) P du
K

< C P dp

D=

x 1
mp _ * Kk
I I [ e
K
( s 2l [rww v
€ p
K

Clle | /u%wwww
K

IA
Q
SR

bS]

IN
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3.3. Théorémes de caractérisation et d’inclusion

Cela implique que

[ (P@),y ) IS Clz "1y Ly, -

Corollaire 3.2.1 Soit 1 <p; <py < o0. Si P € P2, ("X;Y), alors P € P2, ("X;Y) et
dp, (P) < dp, (P).
Preuve. Soient 1 < p; < p, < oo et P € P&, ("X;Y). Alors par la teoreme (3.2.1) il

ezxiste une mesure de probabilité de Radon p sur By« tel que

| (P(2),5") < dp (P) || 2 ™ ( / [y (™) 7 du(y™))7,

By**
pour tout x € X et y* € Y*.Comme j1’est une mesure de probabilité, alors L,,(u) C

Ly () et ||z, <l iz, -

Done

w*"“

[(P@),y) | < dp(P) 2™ ([ [y*(y™) P2 du(y™))”

By**

dp(P) |l ™ C [ Ty (™) PF du(y™))”

By**

»—A*"“

pour tout v € X et y* € Y.
Donc P € P2, ("X;Y) et dp, (P) < dp,(P). m
3.3 Théorémes de caractérisation et d’inclusion

Théoréme 3.3.1 [2/Le polynome P € P("X,Y) est Cohen fortement p-sommant si, et

seulement si, son opérateur m-linéaire symétrique associé P e L(MX,Y) est fortement

Cohen p-sommant.
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3.3. Théorémes de caractérisation et d’inclusion

Preuve. Premiérement, supposons que P, est Cohen fortement p-sommant. Soit

1y, Ty € X, Y7, .y € Y* alors

< ZH Il [7) Pyseup (i @) M,
= d;”(P)(Z I i ||mp)iys€qu INCACHAITES

Donc, P est Cohen fortement p-sommant et d,(P) < d;”(P).
Inversement, soit P € P, ("X;Y). Soit 27 € X tel que || 27 ||[< 1 (j = 1,....,m) et
y* € Y*. En utilisant la formule de polarisation (1.1.6), nous obtenons

- ’<ﬁ Z Zezj Ly >

€1 5neey em::tl j=1

IN
:
o —_
3
]
A
)
\'MS
Qm
&M
<
s

€1,0y€m==1 Jj=1
1 ok ok %
< LY ||Z€j$ﬂ||m [ 1w dutr)y
€1,...,em==F1 By %%
1 ) *6 )\
S (P Y () /|y P duty)7
’ €1yeey Em= il] 1
1 m._.m %[ kk * 5\
< deum w1y P dut))
By**
1
< /!y )P ()7

alors, pour tout 7/ € Bx(1 < j < m), on a

}<P(a:1

et pour 27 € X (27 #0),

~ .’L‘l xm
P * ; -
‘< T ’||xm||)’y>‘ an [ v

By**

P duly™)).

Donc, P est Cohen fortement p-sommant et d,(P) < ™:d,(P). m
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3.3. Théorémes de caractérisation et d’inclusion

Proposition 3.3.1 [2/Soit 1 < p < oo. soient P ™ X — Y wun polyndme m-homogéne et

Py, sa linéarisation. Les propriétés suivantes sont équivalentes
1. Le polynome P € P, ("X;Y).
2. Lopérateur Py, € Dy(®, X;Y).

Preuve. Supposons que P, € Dp(®:SX; Y). Pour xq,...,2, € X et yi,...,y" € Y* on a

ZI(P(%),QE"H = D Pz @ .. ®@).y7)]

i=1

IN

l;*

P 2@ @ |)7 sup |7 (y) |
Yyeby

i=1

< dp(P)O 2 ™) 7 sup || w3 (y) |

i=1 yeBy

l;j*

Inversement, supposons que P est Cohen fortement p-sommant. Soit v C ®ZSX tel que

n
v # 0 et y* € Y*. Supposons que v = > x;®, ..., z;. Alors
i=1

[(PL(v),y")] = Z!(P(xi),y*ﬂ

P du(y™))*, (par holder)

A
(]
E

(P | | / )

i=1

< P o[ 1) P duty )

En prenant I'infimum sur tout représentation de v; on obtient

*

Podp(y™)) >

(Pu(o) )] < d7(P) [ v ] ( / ()

By**

Donc, par [achour et Mezrag.|, P, est fortement p-sommant et dJ'(P) = d,(PL). =

Proposition 3.3.2 [2/Ce qui suit est équivalent pour P € P(™X;Y)
(1) Le polynéme P est Cohen fortement p-sommant.
(2) L’opérateur Py, est Cohen fortement p-sommant de ®7rm,SX dans'Y.

(3) 1l existe un opérateur Cohen fortement p-sommant u et un polynéme @ tel que

P=uoqQ.
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3.3. Théorémes de caractérisation et d’inclusion

Preuve. (1) <= (2) Proposition (3.3.1).

(2) = (3) On a le résultat directement du factorisation P = P, 0 ,,

(3) = (1) Soient Z un espace de Banach, u un opérateur linéaire Cohen fortement
p-sommant (v € D,(Z;Y)) et un polynéme Q € P(™X;Z) tel que P = u o Q. Pour

Z1,..,2, € X et Y7, ...,yr € Y™, nous avons
D P@) ) = > [uoQa),y))]
i=1 i=1
= Z|<u Q) y7)]

< ZHQ ) IP)7 s || 5 0)
< 4110 @) I"7)7 sup 115 0) Ty,

=1

donc, P est Cohen fortement p-sommant. m
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Résumé

Ce travall est traite les polynébmes m-homog&oesinus, nous avons
inclus des définitions et des résultats de basmiien) nous avons étudié
les concepts de base des produit tensoriel, potiratie théoreme de la
linéarisation des polyndmes m-homogenes contirius|aefin de ce
travail, nous avons présenté les polynbmes Coh&nfient p-sommant
et le théoréeme de domination de Pietsch avec levpret quelques
résultats.

Mots clés:Application multilinéaire, Polyndme m- homogénepdriit
tensoriel, Polyndme Cohen fortement p-sommant, fidme de
domination de Pietsch.

Abstract

This work deals with continuous m-homogeneous pwiyials, we have
included basic definitions and results, then, welisd the basic concepts
of tensor product, to put the theorem of lineararabf continuous m-
homogeneous polynomials, and at the end of thikwaee presented the
Cohen strongly p-summing polynomials and Pietsahidation theorem
with the proof and some results.

Key words: Multilinear application, m-homogeneous polynomial,
Tensor Product, Cohen strongly p-summant polynomial




