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Introduction

Comme les choses de la vie se chevauchent les uns avec les autres, il est nécessaire de les
classifier ou de les ordonner, pour simplifier leur étude et leur compréhension et le décéle-
ment de leurs vérités. Pour cela les mathématiciens ont inventé deux concepts fondamen-
taux qui sont : la relation d’équivalence et la relation d’ordre.

Dans ce mémoire nous allons traiter le sujet des treillis, qui sont une classe particuliere d’en-
sembles ordonnés et nous allons accentuer 'étude sur les treillis de Boole ou algebre de
Boole (cette structure algébrique a été étudiée par le mathématicien Georges Boole 1815-
1864) et les treillis flous.

Les notions de treillis flous utilisées dans ce mémoire sont celles introduites par Chon (Ko-
rean J. Math 17 (2009), No.4,361-374)).

Les treillis de Boole et les treillis flous sont la base de la logique classique (propositionnelle)
et la logique floue, d’ot1 ils ont beaucoup d’utilisations, surtout dans le domaine d’électro-
nique en particulier les circuits électroniques intégrés qui sont le cceur de toute machine
électronique.

Ce mémoire est réparti en quatre chapitres :

Dans le premier chapitre : nous allons étudier la notion de relations binaires sur un en-
semble, en particulier les relations d’ordres.

Dans le deuxiéme chapitre on donne des généralités sur les treillis.

Le troisiéme chapitre est un apercu sur les treillis flous et certaines de leur propriétés essen-
tiels.

Le quatrieme chapitre est une application d’algebre de Boole pour afficher les 10 chiffres sur

un afficheur numérique a 7 segments.



Chapitre 1

Notions de relations binaires sur un

ensemble

A labase de la théorie des graphes, le concept de relations joue un role fondamental dans
les domaines les plus variés. En informatique, il occupe une place prépondérante dans les
questions structurations de bases de données.

Dans ce chapitre nous allons développer la notion de relations binaires sur un ensemble, en

particulier les relations d’ordres.

1.1 Relations binaires sur un ensemble

De facon informelle, une relation binaire sur un ensemble est une proposition qui lie

certains éléments de cet ensemble entre eux.

1.1.1 Préliminaires

Définition 1.1 (Produit cartésien) [28]
Soient E et F' des ensembles, on note E x F' et on appelle Le produit cartésien de E et F' 'ensemble
de tous les couples dont la premiére composante appartient a E et le seconde a F :

ExF={(x,y): (r € E)AN(y € F)}.

Définition 1.2 (Relation binaire sur un ensemble) [28]

Soit E un ensemble quelconque, une relation binaire R sur E est une partie de E?, c’est-a-dire
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R = {(a,b) : (a,b) € E?}. Si R une relation binaire sur un ensemble E et (a,b) € R, on dit que a

est en relation avec b selon R et on écrit aRh.

Définition 1.3 (L'image directe et 'image réciproque ) [22]

Soit R une relation binaire sur un ensemble E, et soit X,Y des parties de E. On appelle image di-
recte de X par R, et on note R (X), le sous-ensemblede £ : R (X) ={y € £ | Jz € X : 2Ry}

Cas particulier, si la partie X = {a} (singleton) on note R (X) par R (a). On appelle image réci-
proquedeY par R, et on note R~ (Y), le sous-ensemblede E: R~ (V) ={x € F|3z €Y : zRz}.
Cas particulier, si la partie Y = {b} (singleton) on note R~ (V') par R~ (b).

Exemple 1.1
Soient I'ensemble E = {1,2,3} et ® = {(1,1),(2,1),(3,2)} une relation binaire sur E.
X; ={1,3}, Xo = {3}, Y1 = {1,2} et Yo = {2} sont des parties de E.

o R(Xy)={L2} =Yiet R(X2) =R(3) = {2} =Ya.
e RI(YV)={1,3} =X1et R (Y2) =R"1(2) = {3} = Xs.
Théoreme 1.1 [3]

Si R et ¥ sont des relations binaires sur un ensemble E tel que R (a) = ¥ (a) pour tout a € E, alors

R =2

Preuve:

SiaRb <= beRN(a) <= b€ X(a) < aXb.

1.1.2 Propriétés des relations binaires sur un ensemble
Définition 1.4
Soit R une relation binaire sur un ensemble E.

o R est dite réflexive si (a,a) € R, pour tout a € E.

R est dite irréflexive si (a,a) ¢ R, pour tout a € E.

R est dite symétrique si (a,b) € R <= (b,a) € R, pour tout a,b € E.

R est dite antisymétrique si (a,b) € Ret (b,a) € R = a = b pour tout a,b € E.

R est dite transitive si (a,b) € Ret (b,c) € R => (a,c) € R pour tout a,b,c € E.
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Exemple 1.2

1. Pour n’importe quel ensemble E non vide, A = {(a,a)|a € E} la relation d’égalité est

réflexive, symétrique, antisymétrique et transitive.
2. Sur 7 la relation < est irréflexive, antisymétrique et transitive.

3. Sur N* la relation divise est réflexive, antisymétrique et transitive.

Théoréme 1.2 [3]

Soit R une relation binaire sur un ensemble E non vide.
e SiVa € E:ac R(a), alors R est réflexive.
o SiVa,be E:a e R(b) < be RN(a), alors R est symétrique.
e SiVa,be E:acR(b)etbe RN(a) = a =0, alors R est antisymétrique.

e SiVa,bce E:acR(b)etbe R(c) = a € R(c), alors R est transitive.

1.2 Relations d’ordres

Cette section est une introduction a I'étude des ensembles partiellement ordonnés. Au
tout début était 'ordre...ou 1'ordre strict! cette section commence par la définition de ses

deux notions et du vocabulaire de base qui leur est associé, qui nous serviront par la suite.

1.2.1 Ensemble partiellement ordonné

Définition 1.5 (Ordre partiel)
Une relation binaire < sur un ensemble E est dite relation d’ordre (au bien ordre partiel) si elle est
réflexive, antisymétrique et transitive. Dans ce cas le couple (E, <) est dit ensemble ordonné

(au bien ensemble partiellement ordonné, au tout simplement poset).

Définition 1.6 (Ordre strict)
Une relation binaire < sur un ensemble E est dite ordre strict si elle est irréflexive et transitive.

Dans ce cas le couple (E, <) est dit ensemble strictement ordonné.



Exemple 1.3

1. La relation de divisibilité (aRb <= a|b) est un ordre partiel sur N*, donc le couple (N*,|) est

un ensemble partiellement ordonné.

2. Pour tout ensemble E, (P (E), C) est un ensemble partiellement ordonné, avec P (E) est I'en-

semble des parties de E.

Remarque 1.1 [22]
o Si E n’est pas vide, un ordre strict n’est pas donc un ordre.

o Un ordre strict < est nécessairement antisymétrique. En effet : si on imagine ((a < b) et
(b < a)), avec a # b, la transitivité de < entraine a < a, ce qui est contredit l'irréflexivité de

<.

Définition 1.7 (La comparabilité) [19]
Soient (E, <) un ensemble partiellement ordonné et a, b des éléments de E.
On dit que a et b sont comparables selon < sia < boub < a.

On dit que a et b sont incomparables selon < sia £ bet b £ a.

Définition 1.8 [27]
Un ensemble ordonné (E, <) est dit linéairement ordonné (au bien totalement ordonné, au tout
simplement chaine) si tous ses éléments sont comparables, et dans ce cas 'ordre < est dit linéaire

(au bien total).

Exemple 1.4

1. Les ensembles N, Z,Q, R muni de I'ordre usuel <, sont des ensembles linéairement ordonnés

(totalement ordonnés).

2. L'ensemble D (8) = {1,2,4,8} des diviseurs de 8 muni de la relation divise | est un ensemble

linéairement ordonné.

3. La relation C sur P (E), est un ordre généralement partiel, elle n’est un ordre total que si

IE| < 1.

Remarque 1.2 [28]



o Si < est un ordre partiel sur un ensemble E, I'ordre strict < associé a < est défini comme suit :
a<b<= (a<bet a#b)

e Si < est un ordre strict sur un ensemble E, I'ordre partiel < associé a < est défini comme suit :
a<b<= (a<boua=0)

Définition 1.9 (Antichaine) [24]
Un ensemble ordonné (E, <) est dit antichaine, si tous ses éléments sont deux a deux incomparables.
Remarque 1.3

e Les seules ensembles ordonnés qui sont a la fois chaine et antichaine sont les singletons.

e Dans une chaine : a £ b équivaut 4 b < a.
Théoreme 1.3
Si (E,<g), (F,<p) deux ensembles ordonnés, alors (E x F,<pyxr) est aussi un ensemble ordonné
tel que I'ordre < gy p définie comme suit : (a1,b1) <gpxr (az,b2) <= a1 <g aget by <p bo.

Cet ordre <pxr est dit Ordre produit classique.

Preuve:
Ona:ja<gaetb<pb|,V(a,b) € ExF = [(a,b) <gxr (a,0)],Y(a,b) € Ex F,donc <g«p
est réflexive.

Si:

(a1,01) <pxr (a2,b2) et (az,be) <pxr (a1,b1) <= (a1 <g azetb; <p by) et (az <gajetby <pby).
A (a1 L<gpasetay <g (11) et (bl <gp bg et bg <r b1>

= (a1,b1) = (ag,by), donc <gyp est antisymétrique.
Si:

(a1,b1) <pxr (a2,b2) et (az,by) <pxr (as,bs) <= (a1 <pazeth <pby)et(ay <pagetby <pby).

(
< (a1 <pasetay <gas)et (b <pbyetby <pb3).
= (a1 <gazetb <pbs3)

— (

ai,b1) <gpxr (as,bs3), donc <pyp esttransitive.
Finalement <y est un ordre partiel, donc (£ x F, <gxr) est un ensemble ordonné.
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Définition 1.10 [19]

Si (B, <g) et (F,<p) deux ensembles ordonnés, on peut définir sur E x F un ordre < définie comme

suit : (al,bl) < (GQ,bg) < [(11 <g Qg 0U ((11 =ageth <p bg)]

Cet ordre est dit ordre lexicographique au bien ordre de dictionnaire.

Remarque 1.4 [3]
Si < et <p sont des ordres linéaires sur E et I respectivement, alors
e ['ordre lexicographique =< est aussi linéaire.

e Mais I'ordre produit classique < g,y n’est pas forcement linéaire.

Définition 1.11 (Ordre réciproque) [4]

Soit (E, <) un ensemble ordonné, on peut définir sur E une nouvelle relation, notée x > y comme
étant équivalente a y < x, on vérifie immédiatement que c’est aussi une relation d’ordre sur E.

La relation x > y (x supérieur a y) est dite la relation d’ordre réciproque de x < y

(> =<"'={(z,y) € F?: y < x}). On notera également :
o =} y:x non supérieur ay.

e x> y: x strictement supérieur a y, c’est-a-dire x > y et v # y.

Définition 1.12 (Ordre induit) [5]
Soient (E, <) un ensemble ordonné et B une partie de E, alors la relation <p= {(z,y) € B*|z < y}

sera appelée relation d’ordre induite par < sur B.

1.2.2 Morphismes d’ensembles ordonnés

Définition 1.13 (Morphisme d’ordres) [21]
Soient (E,<g) et (F,<p) des ensembles ordonnes, une application f : E — F sera dite mor-

phisme d’ordres ou encoure une application croissante, si quels que soient x,y dans E :

r<py= f(z)<p f ).

On définira également :

Application décroissante : v <p y = f(z) >r f (y) (c'est un morphisme en munissant F
de l'ordre réciproque).

Application strictement croissante : = <p y = f () <p f (y).

Application strictement décroissante : ©x <p y = f (z) >r f (v).
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Exemple 1.5
1. L'application identique d'un ensemble ordonné est un morphisme d’ordre.
2. Soit f : (D(6),|) — (D(30), |) une application définie comme suit : f (a) = a,Va € D(6).
L’application f est un morphisme d’ordre.
Remarque 1.5 [4]

1. Une application constante est a la fois croissante et décroissante, mais la réciproque est inexacte,
exemple :
Soit E = {2,3,4,9} ordonné par divisibilité, F' = N avec l'ordre naturel, on définit f par
f(2)

constante.

fd) =1et f(3) = f(9) = 2, f est croissante et décroissante mais n’est pas

2. Une application croissante et injective est strictement croissante, mais une application stric-
tement croissante n'est pas nécessairement injective, exemple : avec les mémes ensembles que
précédemment, f(2) =1, f(3) = f(4) = 2, et f(9) = 3, f est strictement croissante mais
n’est pas injective, puisque f (3) = f (4) mais 3 # 4.

3. Si f est une bijection croissante, l'application réciproque [~ n’est pas nécessairement crois-
sante, exemple : I'application identique de (N, |) sur (N, <) est une bijection croissante, mais

'application réciproque n’est pas croissante, puisque 2 < 3 mais 2 ne divise pas 3.

Définition 1.14 (Isomorphisme d’ordres) [7]
Soient (E,<g) et (F,<p) des ensembles ordonnés, une application f : E — F sera dite un

isomorphisme d’ordres si :
LVryeE:x<py< [f(z)<r [f(y)
2. f est bijective.
Cela signifie donc que f et f~! sont toutes les deux croissantes, par suite étant injectives elles seront
strictement croissantes.
Exemple 1.6
1. L'application identique d'un ensemble ordonné est un isomorphisme d’ordre.
2. Soit f: (D(6),|) — (D(30), |) une application définie comme suit : f (a) = a,Va € D(6).
L’application f est un morphisme d’ordre, mais n’est pas surjectif, donc n’est pas un isomor-

phisme d’ordre.
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Remarque 1.6

Si E est une chaine, un isomorphisme peut étre défini simplement comme une bijection croissante,

carsi f (x) <p f(y):y £ x (sinon f (y) <p f(x)), doncz < y.

1.2.3 Eléments particuliers d'un ensemble ordonné

Soit (E, <p) un ensemble ordonné, on peut définir, éventuellement, quatre types d’élé-

ments jouant des roles intéressants pour la relation d’ordre.

Définition 1.15 (Elément maximal et élément minimal) [27]
o Un élément k de E est dit maximal si pour tout v € E : k £ x (ce qui signifie : ou bien v < k,
ou bien x et k sont incomparables).
o Un élément k de E est dit minimal si pour tout x € E : k % x (ce qui signifie : ou bien k < z,

ou bien x et k sont incomparables).

Exemple 1.7
Dans l'ensemble E = {2, 4,5, 10, 12,20, 25} ordonné par divisibilité 12, 20 et 25 sont des éléments

maximaux, mais 2 et 5 sont des éléments minimaux.

Théoréeme 1.4 [7]
Si (E, <) un ensemble ordonné fini :
1. Tout élément a de E est inférieur ou égal a un élément maximal.
2. Tout élément a de E est supérieur ou égal a un élément minimal.
Preuve :
Si a n’est pas lui-méme maximal, il existe a, tel que : a < ay si ay n'est pas maximal, il existe ay
tel que : a; < as, etc...
Comme E est fini, ce processus doit prendre fin en un élément maximal supérieur i a (méme maniere

pour le résultat (2)).

Définition 1.16 (Plus grand élément et plus petit élément) [19]

e On appelle plus grand élément (ou bien maximum) de E, tout élément g de E réalisant Vx €
E, x < g. Notons qu’un tel élément, s'il existe, est nécessairement unique, car s'il y en avait
deux, g, et gz, on aurait g; < go et go < gy, donc g1 = go.

On note g = max (E).
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o On appelle plus petit élément (au bien minimum) de E, tout élément p de E réalisant Vx €
E, p < x. Notons qu’un tel élément, s'il existe, est nécessairement unique, car s'il y en avait
deux, py et pa, on aurait py < po et py < py, donc py = ps.

On note p = min (E).

Exemple 1.8
1. Dans l'exemple 1.7, E n’ayant pas ni plus grand élément et ni plus petit élément.

2. Dans I'ensemble E = {1,2, 3,6} ordonné par divisibilité, 1 est le plus petit élément de E, et
6 est le plus grand élément de E.

Remarque 1.7 [4]

e Si E aun plus grand élément (resp. un plus petit élément) «, o est aussi un élément maximal

(resp. un élément minimal) et c’est le seul.

e Si E est une chaine, les notions d’élément maximal et de plus grand élément (resp. d’élément

minimal et de plus petit élément) se confondent.

Définition 1.17 (Majorant et minorant)

Soient E un ensemble ordonné et A une partie non vide de E.

e On dit que k € E est un majorant de A dans E, si x < k pour tout v € A. L'ensemble de

tous les majorants de A se notera Major (A), Major (A) ={z € E:a < z,VYa € A}.

o On dit que k € E est un minorant de A dans E, si k < x pour tout v € A. L'ensemble de

tous les minorants de A se notera Minor (A), Minor (A) ={z € E: z < a,Va € A}.

Exemple 1.9
Soient A = {2,3,4,9} et (E, <g) = (N*,|), 36 est un majorant de A, 72 est aussi, etc..
Magjor (A) = {36z, z € N*}, 1 est le seul minorant de A, Minor (A) = {1}.

Remarque 1.8

e Si 3 un majorant (resp. un minorant) de A appartient a A c’est alors le plus grand élément

(resp. le plus petit élément) de A.

o Une partie A qui possede au moins un majorant (resp. un minorant) dans E est dite majorée

(resp. minorée).

12



e Dire que z de E n’est pas un majorant (resp. un minorant) de A signifié qu’il existe x de A avec
v & z (resp. z & x ), il en résulte que la partie vide O de E admet tout élément de E comme

majorant (resp. comme minorant).

Définition 1.18 (Borne supérieur et borne inférieur) [5]

Soient (E, <) un ensemble ordonné et A une partie non vide de E.

e Ondit que s € E est une borne supérieure de A dans E si s est le plus petit majorant de A.
Alors tout simplement : s = min (Major (A)) = min{z € E: a < z, VYa € A}.
Notons qu'un tel élément, s'il existe, est unique.

Si une partie A de E admet une borne supérieur s, celle-ci sera notée : s = supgA.

e Ondit que i € E est une borne inférieure de A dans E si i est le plus grand minorant de A.
Alors tout simplement : i = max (Minor (A)) = max{z € E: z < a, Ya € A}.
Notons qu'un tel élément, s'il existe, est unique.

Si une partie A de E admet une borne inférieur i, celle-ci sera notée : i = infpA.

Exemple 1.10

Dans I'exemple 1.9, 36 est la borne supérieur de A (suppA = 36) et 1 est la borne inférieur de A

(infgA = 1).

Remarque 1.9 [4]

o Sis = suppA (resp. s = infgA) existe et s € A, alors s est le plus grand élément (resp. le
plus petit élément) de A pour I'ordre induit, réciproquement, si A a un plus grand élément
(resp. un plus petit élément) pour I'ordre induit, alors c’est aussi sa borne supérieur (resp.

sa borne inférieur).

e L'ensemble des majorants (resp. des minorants) de () dans E est E, donc dire que supg(0)
(resp. infr(0)) existe signifie que E possede un plus petit élément (resp. un plus grand

élément).

Proposition 1.1 [22]

Soit A une partie de 'ensemble ordonné (R, <), et soient a, b deux éléments de R, alors on a :
1. a=Supr (A) <= [V € A:x<a) et (Ve>0,qJx € A:a—c<ux).

22b=Infp(A) <= [Vxe A:b<x)et (Ve>0,Fx € A:x<b+¢)].

13



Démonstration :

Supposons que a = supg (A), et soit € > 0. Puisque « est le plus petit des majorants de A, le
réel a — ¢ ne peut étre majorant de A car: (e — e < a), doncil existex € Btelque:a —¢ < z.
Réciproquement, supposons a soit un majorant de A tel que :

Ve> 0,3z € A:a—¢c <z, alors: a = supg (A).

En effet : supposons que q soit un autre majorant de A.

Siap < a, en posant ¢ = a — ap, on aurait unréel v € Atelque:a — ¢ = ay < z, ce qui
contredit le fait que ay majore A. Donc a est inférieur ou égal a tout majorant de A.

Finalement a = supg (A) (méme maniere pour le résultat (2)).

Proposition 1.2 [4]
Soit f : E — F un isomorphisme d’ordres, si A C E posseéde une borne supérieur s dans E, alors
f (A) possede une borne supérieure dans F' qui est f (s). Autrement dit : f (supgA) = suppf (A).

Résultat analogue pour les bornes inférieures.

Démonstration :

e Soity € f(A),y = f(x)avecz € A, comme z < s, doncy = f(z) < f(s), alors f (s)

est un majorant de f (A).

e Soit my un majorant de f (A) dans F, il existe m € E unique tel que my = f (m).
Pour toutx € A: f (x) < f(m) = my, donc = < m, donc m est un majorant de A, donc

s <m,d’ou f(s) < f(m)=my.

Définition 1.19 (Diagramme de Hasse)

Un ensemble ordonné (E, <) fini, peut étre représenté par un diagramme ou la réflexivité et la tran-
sitivité sont implicites. Chaque élément de E est représenté par un point, un segment (arc) joignant
deux points x et y représente x < y, on utilise le "haut” et le "bas” pour se passer d’un sens fléché.
Le diagramme de Hasse d'un ensemble ordonné fini s’obtient en procédant de proche en proche a
partir des éléments maximaux et de leurs prédécesseurs immédiats. Pour dessiner un diagramme de

Hasse :
— On représente les éléments de E par des points ;
— Siun élément x est plus grand qu’un autre élément y selon <, on place la représentation de x

plus haut que celle de y ;
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— Le fait que deux éléments sont en relation est représenté par un segment entre ses deux points ;

— Pour ne pas changer le schéma, on ne représente pas toute la relation d’ordre, mais seulement sa
réduction réflexive transitive : d'une part si x < y, mais qu’il existe z différent de x et de y tel
que x < z et z <y, alors on ne trace pas le segment entre x et y, d’autre part on ne représente

pas les boucles d’un élément vers lui-méme ;

— On veille autant que possible a ne pas croiser les segments.

Exemple 1.11

Le schéma (c) dans la figure ?? désigne le diagramme de Hasse de I"ensemble ordonné ({1, 2,3, 4,6, 8,12}, ).

B® 12
4 [
2 3

(c)

FIGURE 1.1 — Construction du diagramme de Hasse de ({1, 2, 3,4, 6, 8,12}, )

Théoréme 1.5 [18]

Tout ensemble ordonné fini posséde un diagramme de Hasse.
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Chapitre 2

Généralités sur les treillis distributifs

Les treillis constituent une catégorie tres importante d’ensembles ordonnés, car ils font
le lien entre I'étude des relations d’ordres et I'étude de certaines structures algébriques. Ils
permettent, notamment, d’algébriser les différents calculs logiques, classiques ou non clas-

siques. Ils interviennent également en topologie, en géométrie, en théorie des anneaux.

2.1 Notions sur les treillis

Dans cette section nous allons s’intéresser spécialement au cas d"une classe d’ordre (Treillis).
Précédemment, on avait donc définit le treillis en général d’'une maniere ensembliste, sa-
chant, qu’il existe une définition purement algébrique contenant quelques propriétés tres

importantes qu’on définira et qu’on démontrera par la suite :

2.1.1 Treillis d’ordre
Soit (F, <) un ensemble ordonné.

Définition 2.1 (sup.demi-treillis) [23]
E est dit réticulé supérieurement, ou encore est appelé un sup.demi-treillis, si toute paire {z,y}
d’éléments de E possede une borne supérieure dans E, on notera : sup{z,y} = = V y, (qui pourra se

lire : x ou y).

Définition 2.2 (inf.demi-treillis) [23]

E est dit réticulé inférieurement, ou encore est appelé un inf.demi-treillis, si toute paire {z,y}
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d’éléments de E possede une borne inférieure dans E, on notera : inf{x,y} = x Ay, (qui pourra se

lire : x et y).

Définition 2.3 (Treillis) [17]
E est dit réticulé, ou encore est appelé un treillis, s'il est a la fois réticulé supérieurement et

inférieurement, c’est-a-dire il est a la fois sup.demi-treillis et inf.demi-treillis.

Exemple 2.1

1. Pour tout ensemble E, (P (E), C) est un treillis avec AV B =AU Bet ANB = AN B pour
tout A,B € P(E).

2. (N*|) est un treillis avec x V y = ppcm (x,y) et x Ay = pged (x,y) pour tout x,y € N*.

3. Toute chaine est un treillis avec x V y = max (x,y) et © Ay = min (z,y).

Proposition 2.1 [2]
Dans un sup.demi-treillis (E, <) la loi de composition interne \ est idempotente (c’est-a-dire : x \/
r = x ), commutative (c’est-a-dire : x V y = y V x ), associative (c’est-a-dire : x \ (yV z) =

(xVy)Vz)
Démonstration :

e L'idempotence et la commutativité sont évidentes.

e Pour l'associativité : posons s =z V (yV z),onaz < setyVz < s, doncy < setz <s,
donc aussi z V y < s. Ainsi s est un majorant de {z V y, z}.
Soit M un autre majorant de {z V y,z}, x Vy < M, doncz < M ety < M, et aussi
z < M,doncyV z < M. Ainsi M est un majorant de {z,y V 2z}, donc s < M, il en

résulte: s = (x Vy)V z.

Remarque 2.1 [4]

o Cette proposition est évidemment valable pour un inf.demi-treillis avec la loi de composition

interne A.

e La démonstration précédente montre que s = xV (y V z) n’est autre que sup{x, y, z}, on écrira

alors simplement x V y \V z au lieu de x V (y V z).

o DPar une récurrence simple on en déduit, toute partie finie non vide d’un sup.demi-treillis pos-

sede une borne supérieure (remarque analogue pour un inf.demi-treillis ).
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2.1.2 Treillis algébrique

Soit £ un ensemble muni d’une loi de composition interne que nous noterons V, on
peut se demander s’il est possible de définir sur E une relation d’ordre < qui en fasse un
sup.demi-treillis, tel que supg{z,y} = xVy. L'étude précédente nous indique des conditions

nécessaires :
e Laloi Vv doit étre idempotente, commutative et associative.

e Siz < y,onaura supg{z,y} =y, soitx V y = y et réciproquement.

Proposition 2.2 [4]
Soit un ensemble E muni d'une loi de composition interne \V/, qui est idempotente, commutative et
associative, alors il existe une unique relation d’ordre < sur E telle que E soit un sup.demi-treillis

et quels que soient x et y : supg{x,y} = x V y. ( proposition analogue pour un inf.demi-treillis ).

Démonstration :
Si une telle relation d’ordre existe elle est nécessairement définie par : = < y si et seulement

siz Vy =y (elle sera donc unique). Appelons ¥ la relation, xRy, définie par z V y = v.
o R estréflexive : xRz car z V x = z (I'idempotence).

e R est transitive : supposons xRy et yftz, doncx Vy =yetyV z =z, alors:

tVz=xV(yVz)=(xVy Vz=yVz=zdoncaRz.

e Jt est antisymétrique : supposons Ry et yRz, doncx Vy = yety Vo = z, d’apres la

commutativité il en résulte = = y.

R est donc bien une relation d’ordre, nous la noterons maintenant = < y. (F, <) est alors un
sup.demi-treillis.

Soient = et y des éléments de £, x < zVycarz V (zVy) = (V) Vy =xVy de méme
y <z Vy,donc z Vy est un majorant de {z, y}.

Soit M un autre majorantde {z,y}: (zVy)VM =z V (yV M) =V M = M.

Donc zVy < M,onadoncbien: xVy= supg{z,y}.

Remarque 2.2 [4]
Si (E, <) est un treillis, il est muni de deux lois de composition internes \ et A, chacune d’elles étant

idempotente, commutative et associative.
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Théoreme 2.1 [23]

Soit E un ensemble muni de deux lois de composition internes, V et A, telles que : ces lois sont idem-
potentes, commutatives et associatives, et vérifient les lois d’absorption, c’est-a-dire quels que soit x
ety:zAN(xVy)=xz=zV(xAy).

Alors on peut définir sur E une seule relation d’ordre < telle que (E,<) soit un treillis, avec
infg{z,y} = x ANy et supg{z,y} = = V y. Cette relation d’ordre est définie par v V y = y ou

x Ay = x qui sont des relations équivalentes.

Preuve:

D’apreés ce qui précéde il suffit de montre que les deux relations suivantes sont équivalentes :
r <y ydéfinieparxz Vy =y

r <y ydéfinieparx ANy =2

Supposons z <; y,donczVy = ydouz Ay =z A(zVy) =z (loi d’absorption), donc = <, .

Supposons z <, y, doncz Ay = xd'otzVy = (x Ay)Vy = y (loi d’absorption), donc = <; y.

Proposition 2.3 [3]

Dans un treillis (E, <) :
o Sia < balorspourtoutzx € E:aNz <bAx et aVe<bVua.

e Sia<betc<dalors:anNc<bANd et aVec<bVd.

Démonstration :

e Sia<bdoncaAb=a et aVb=b, alors:
(anz)NbAz)=(aANb)AN(xAx)=aAz donc aAx <
(avz)V(bVaz)=(aVbV(xVz)=bVze donc aVz<

e Sia<bete<d:

Ad donc aAc

aNc<bAcetbAc

< <Ob <
aVe<bVcecetbve<bVvd donc aVe<

2.1.3 Sous-treillis et morphismes

Définition 2.4 (sous-sup.demi-treillis) [17]
Une partie A non vide d’un sup.demi-treillis I, est dite sous-sup.demi-treillis si on a 'une des

deux conditions équivalentes suivantes :
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o supa{x,y} existe et égale a x \V y, quels que soient x,y dans A.
e ©\Vy € Aquels que soient x,y dans A.

A est alors un sup.demi-treillis pour la structure induite (définition analogue pour un sous-

inf.demi-treillis).

Remarque 2.3 [4]
1. Il est important que I'une ou 'autre ces conditions sont réalisée quels que soient x et y dans A.

2. 1l est possible que A ne soit pas un sous-sup.demi-treillis de E, mais qu'il soit quand méme un

sup.demi-treillis pour la structure induite.

Exemple 2.2
Dans (N*,|), A = {1,3,4,24} n'est pas un sous-sup.demi-treillis car 3V 4 = 12 ¢ A. Mais A est
quand méme un sup.demi-treillis, car toutes les paires ont une borne supérieure dans A, en particulier

supa{3,4} = 24.

Définition 2.5 (Sous-treillis) [24]

Une partie A non vide d'un treillis (E, <) est dite un sous-treillis si elle est a la fois un sous-
sup.demi-treillis et un sous-inf.demi-treillis, ceci équivaut a dire quels que soient x et y éléments
de A:xVye Aetx Ny € A.

A est alors un treillis pour la structure induite, avec : supa{x,y} =xVy et infa{z,y} =xAvy.

Exemple 2.3

1. Nous considérons ici le treillis (N*,|) et soit n un entier positive non nul fixé, nous désignons
par D (n) l'ensemble des diviseurs positives de n, on a alors D (n) est un sous-treillis de N*.
En effet : si x|n et y|n, alors pged (x, y) |n et ppem (x,y) |n, donc xVy = ppem (x,y) € D (n)
et t Ny = pgcd (z,y) € D (n) (voir la figure 2.1).

2. Soit E un espace topologique quelconque, on considere le treillis (P (E) , C), alors :
o L'ensemble O des ouverts de E est un sous-treillis de P (E).

o L’ensemble F des fermés de E est un sous-treillis de P (E).

Considérons par exemple deux treillis E; et E,, en tant qu’ensembles ordonnés on pourra

parler de morphisme d’ordre, c’est-a-dire tout application croissante f de E; dans Es, en
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1 1
D(2) D(6) D(12)

FIGURE 2.1

général une telle application ne conserve pas les bornes supérieures, par exemple : Pour
E; = (N*,]) et By = (N*, <), prenons f l'identité de N*, elle est croissante : si x|y = z < v.
Mais elle ne conserve pas les bornes supérieures, par exemple :

Dans F;, 2V 3 = 6, mais dans E5, 2V 3 = 3.

Définition 2.6 [17]
Un morphisme de sup.demi-treillis, ou encore un V-morphisme, est toute application f de E, dans
E, vérifiant quels que soient les éléments x et yde E : f (x Vy) = f (x) V f ()

On définira de facon analogue un morphisme d’inf.demi-treillis, ou encore un N-morphisme par :

flany)=f@)Af(y).

Proposition 2.4 [4]

Un \V-morphisme (resp. un N\-morphisme) est une application croissante.

Démonstration :
Pour un V-morphisme si ¢ < y <= zVy =y = f(zVy) = f(z)V fly) = f(y) =
f(z) < f(y). La notion de morphisme de demi-treillis est donc plus précise que celle de

morphismes d’ordres.

Définition 2.7 (V-isomorphisme) [4]
On définira un V-isomorphisme (resp. un N-isomorphisme) comme étant un morphisme bijectif de

sup.demi-treillis (resp. comme un morphisme bijectif d'inf.demi-treillis).

Proposition 2.5 [4]

La notion d’isomorphisme d’ordre est la méme que celle de \/-isomorphisme (de N-isomorphisme).
Démonstration :
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e Soit f un V-isomorphisme de E; sur E,, nous savons déja que f est bijective et crois-
sante, de plus : si f(z) < f(y) = f(#)V f(y) = faVy) = fly) = xVy =
y (car f est injective) = = < y. Finalement f est bien un isomorphisme d’ordre.

e Soient f un isomorphisme d’ordre de £ sur Ej, et x,y deux éléments de E;.

On va montrer que : f (x Vy) = f(x) V f (z), c’est-a-dire : f est un V-morphisme.

r<rVy fx) < fzVy)
Ona: = (car f est croissante)

y<zVy fly) < fzvy)
Donc f (z V y) est un majorant de {f (z), f (y) }.

Soit M d’autre majorant de {f (z), f (v)}, et comme f surjective, alors M = f (¢) avec

te E
r)< M )< f(t r<t
Donc f) = fla) <7 = (car f un isomorphisme d’ordre) —
fly <M fly) < f@) y<t
zVy<t

Doncona:xVy<t= f(xVy)< f(t) =M (car f est croissante), alors f (z V y) est
le plus petit des majorant de { f (x), f (y)}, c'est-a-dire :f (x Vy) = f (x) V f (y)

Finalement f est un V-morphisme + bijective, donc f est un V-isomorphisme.

Remarque 2.4

Les notions de \/-morphisme et de N-morphisme ne sont pas en général équivalentes. Par exemple :
Soient E un espace topologique et F I'ensemble des fermés de E, considérons 'application f de P (E)
dans F (ordonnés par inclusion) définie par : f (X) = X (X est l'adhérence de X).
Ona:f(XUY)=XUY = XUY = f(X)Uf(Y), donc f est un V-morphisme. Mais en
général : f(XNY)=XNY £XNY = f(X)N f(Y)donc f n’est pas forcement N-morphisme.

Définition 2.8 (Morphisme de treillis) [17]
On appelle morphisme de treillis toute application qui est a la fois un V-morphisme et un A-
morphisme. D’apres I'étude précédant, un morphisme de treillis est a fortiori une application crois-

sante.

Définition 2.9 (Isomorphisme de treillis) [17]

On définira évidemment un isomorphisme de treillis comme étant un morphisme de treillis bijective.
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Proposition 2.6 [4]
Si f est une application d’un treillis £y dans un treillis Ey les quatre assertions suivantes sont

équivalentes :
1. f est un isomorphisme de treillis.
2. f est un isomorphisme d’ordre.
3. f est un \V-isomorphisme.

4. f est un N-isomorphisme.

Remarque 2.5 [4]
En pratique, il n’y a donc que vérifications a faire pour montrer que f est un isomorphisme de treillis :

[ est bijective et quels que soient x et y, f(x Vy) = f(x) V f(y) oubien f(z Ny) = f(z) A f(y).

2.1.4 Filtres et idéaux dans un treillis

Dans ce paragraphe nous supposerons pour simplifier (bien que ce ne soit pas nécessaire
pour les définitions) que tous les demi-treillis ou treillis considérés ont a la fois un plus petit
élément (qui sera noté 0) et un plus grand élément (qui sera noté 1). On va étudier les filtres

sur un inf.demi-treillis, soit (£, <) un inf.demi-treillis.

Définition 2.10 (Filtre) [2]
On appelle filtre de E toute partie non vide F' de E vérifiant :

1. Size Fetx <y,alorsy € F;

2. Sixe Fetye F,alorsx Ny € F.

Remarque 2.6 [4]

e La condition 2) montre qu'un filtre est un sous-inf.demi-treillis (mais la réciproque est in

exacte).

o E est un filtre de E, il sera dit le filtre impropre, tout filtre F différent de E sera dit un filtre
propre.
e SiCard(E) > 2, il y aau moins un filtre propre, par exemple {1}.

e D’apres la condition 1) I'élément 1 appartient a tous les filtres.
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e D’apres la condition 1) un filtre F' est propre si et seulement si 0 ¢ F.
e ['intersection d'une famille quelconque (F;), de filtres est encore un filtre.

e Soit a un élément fixé de E définissons l'ensemble F,, = {x € E : © > a}, F, est un filtre de
E, dit le filtre engendré par o

o F,=EVa={zVa:xzec L}, eneffet:
SizeF,, alorsx > a,donce =xV a,doncx € EV a.

Siye EVa,alorsy =xV aavecx € E,doncy > «, doncy € F,.

Définition 2.11 (Filtre principal) [28]
Un filtre F' de E est dit principal, s’il existe un élément o de E tel que F' = F,.

Définition 2.12 (Filtre engendré par une partie) [28]

Soit G une partie quelconque de E, le filtre engendré par G est l'intersection de tous les filtres conte-
nant G, c’est-a-dire le plus petit filtre (au sens de I'inclusion) contenant G, il sera noté Fg; et G sera
dit un générateur de F;. On peut caractériser Fg par :

Foe={r € E|3ay,...,a, e GneN" 1z >a; N...\Nay,}.

Proposition 2.7 [4]
Tout filtre possédant un générateur fini est principal.

En particulier dans un inf.demi-treillis fini, tous les filtres sont principaux.

Démonstration :

Considérons I oul G est un ensemble fini.

SiG =0, alors F; = {1} = F}.

SiG = {ai,...,a,} posons a = aj A ... A a,, alors Fz = F, car:

e SizeFg,x>a; N...Na;,, 2a,doncx € F, (Fg C F,)eeeu.... (1)

e Six e F,,x>a,doncx € Fg (F, C Fg)euernnn.. (2)

Finalement de (1) et (2) on a 1égalité F; = Fi,.

Définition 2.13 [4]

o Une partie G de E est dite N-incompatible, si le filtre Fi; est impropre, c’est-a-dire il existe un

nombre fini d’éléments de G, ay, ..., a,, tels que : a; A ... A a, = 0.
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o Une partie G de E qui engendre un filtre propre sera dite \-compatible.

Définition 2.14 (Ultrafiltre ) [16]
Un filtre propre F' d’un inf.demi-treillis E est dit maximal (ou bien ultrafiltre) si pour tout filtre X
deE,FCXCFE=X=FouX=EF.

Proposition 2.8 [4]

Soit F un filtre propre, les deux assertions suivantes sont équivalentes :
1. F est un ultrafiltre.

2. Pour tout x ¢ F, il existey € F tel que x Ny = 0.

Démonstration :

e Si F est un ultrafiltre, supposons qu’il existe = ¢ F' tel que pour touty € F, z Ay # 0.
Posons G = F U {z}, G est une partie A-compatible, en effet : soient a,...,a, des

éléments de G et posons a = a; A ... A ay,.
— Si tous les a; appartiennent a F, alors a € F donc a # 0 (car F' propre).
— Siparexemplea; =z, donca=xAyavecy =as A... A\ a,,y € F donca # 0.

Par suite G engendre un filtre propre F;, or F' & G C F; ce qui contredit la maximalité

de F.

e Si on a l'assertion 2) : Supposons qu'il existe un filtre propre F' tel que F' & F', soit
alorsz € F'etx ¢ F,il existey € F tel que x Ay = 0, or = et y appartiennent a I’ on

aurait donc 0 € F' ce qui contredit le fait que F' soit propre.

Définition 2.15 (Idéal) [2]
La notion d’idéal est la méme que celle de filtre mais en considérant I'ordre réciproque. On appelle

idéal d’un sup.demi-treillis E toute partie non vide I de E vérifiant :
1. Sizelety<x:alorsyecl,

2. Sixeletyel:alorsxVyel

Définition 2.16 [28]
Un idéal propre I (c’est-a-dire 1 ¢ 1) d'un sup.demi-treillis E est dit maximal si pour tout idéal Y

deE,ICYCE=—=—Y=IouY =FL.

25



Remarque 2.7 [4]
Tout ce qui a été dit pour les filtres peut étre transcrit immédiatement pour les idéaux, nous indiquons

brievement :
o Un idéal est un sous-sup.demi-treillis.
o Unidéal I est dit propre si I # E, cela équivaut a: 1 ¢ I.
e 0 appartient a tous les idéaux de E, donc {0} est le plus petit idéal de E.
e Siac€ E,I,={x € E:x < a}estunidéal, appelé I'idéal principal engendré par a.

e S5i G C E, l'intersection I de tous les idéaux contenant G' est un idéal appelé I'idéal engendré
par G, c’est le plus petit idéal contenant G. Il peut également étre défini comme l'ensemble des

éléments x tels que : il existe un nombre fini d'éléments de G, ay, ..., ay, tels que x < a1 V...V ay,.

o Une partie G de E est dite \-incompatible si elle engendre I'idéal impropre E, cela équivaut a
dire : il existe un nombre fini d'éléments de G, ay, ..., a,, tels que a; V ... V a,, = 1. Une partie

qui n’est pas V-incompatible est dite \/-compatible.
o On peut caractériser les idéaux maximaux par :
1. I est un idéal maximal.
2. Pour tout x ¢ I, il existey € I tel que x vV y = 1.

Dans un treillis nous aurons a la fois les notions de filtre et d’idéal, donc tout filtre (resp. tout idéal)
est un sous-treillis. En effet, soit I un filtre, nous savons déja que c’est un sous-inf.demi-treillis, mais

c’est aussi un sous-sup.demi-treillis :siz € Fety € F,xVy > xdoncxVye F.

Exemple 2.4

1. Soit E un ensemble infini, I'ensemble des parties cofinies de E est un filtre de P (E) (nous
appellerons partie cofinie de E toute partie dont le complémentaire est fini). L'ensemble des

parties finies de E est un idéal de P (E).

2. Dans le treillis D (60) tous les filtres et les idéaux sont principaux, sur la figure 2.2 nous avons
représenté le filtre principal Fs = {6,12,30,60} (en pointillés), et I'idéal principal
Is = {1,2,3,6} (en tirets).
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FIGURE 2.2 — Treillis (D(60), |)

2.2 Propriétés algébriques de quelques classes de treillis

Dans cette section nous allons étudier les classes de treillis distributifs, complémentés,
modulaires, résiduels et booléens. Ce choix n’est pas arbitraire, mais bien réfléchi, car celles-
ci sont les plus importantes, les plus intéressantes et les plus particulieres dans le monde des

treillis.

2.2.1 Treillis distributifs

Considérons un treillis quelconque (F, <), il est muni des deux lois de composition in-
ternes A et V, on peut se demander si chacune de ces lois est distributive par rapport a
'autre, les conditions pour que ceci soit réalisé sont :

D.1) Quels que soient z,y, z: x A (y V z) = (x Ay) V (z A 2).
D.2) Quels que soient z,y,z:x V (y A z) = (z Vy) A (zV 2).

Remarque 2.8 [2]

Les conditions D.1) et D.2) sont équivalentes. En effet : supposons D.1) soit vérifiée, on peut écrire :

(V) AoV 2) = [ V) Azl V (V) A
=xV[zA(xVy)] (loisdabsorption)
=zV(zAz)V(zAY)

=zV(yAz) (lois d’absorption)

Donc D.2) est aussi vérifiée. La réciproque se démontre de fagon analogue.
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Remarque 2.9 [28]
Dans tout treillis les deux conditions suivantes sont toujours vérifiées :
D'.1) Quels que soient x,y, 2 :x A (yV 2) = (x Ay) V (z A 2).
D'.2) Quels que soient z,y,z:xV (yAz) < (zVy) A(zV2).
En effet :

= > (xNz),doncz A(yVz)=
zVyNz)<(zVy) et oV (yAz)<(xVz)dmncxV(yNnz)<(zVy) AV z).

I en résulte que les conditions D.1) et D.2) sont équivalentes a :

D".1) Quels que soient 7,5, z 1z A (y V 2) < (z Ay) V (z A 2).

D" .2) Quels que soient z,y,z: 2V (yA2) = (zVy) A (zV 2).

Finalement, en combinant les deux remarques précédentes les Quatre conditions D.1, D .2, D".1,D"2

sont équivalentes.

Définition 2.17 (Treillis distributif) [4]

Un treillis E est dit distributif si chacune des lois A et \/ est distributive par rapport a I'autre, cela
équivaut a dire que E vérifie 'une quelconque des quatre condition D.1,D.2,D".1,D" .2

Exemple 2.5

1. Pour tout ensemble E, le treillis (P (E) , C) est distributif car on sait que chaque des lois

N et U est distributive par rapport a I'autre.

2. Exemples de treillis non distributifs (voir la figure 2.3) :

1
1
a
0 0
N5 Ms;

FIGURE 2.3

Nj (un pentagone) n’est pas distributif car :a N (bV ¢) =a N1 = a, mais (a Ab)V (a A c) =
bV 0=0b.
M3 (un diamant) n’est pas distributif car :a AN (bV ¢) = a A1 = a, mais (a ANb) V (a A c) =
0Ovo=0.
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Théoréme 2.2 [3]

Un treillis E est non distributif si et seulement si il est contient un sous-treillis isomorphe a M ou a

Ns. (voir la figure 2.3)

Proposition 2.9

Toute chaine est un treillis distributif, avec x Ay = min (x,y) et x V y = max (x,y).

Démonstration :
Soient (F, <) une chaine et z,y, z sont des éléments de FE, comme tous les éléments sont

T st TLyYyVe;
comparablesona:z A (yV z) =
yVzsi yVz<z.

1.SiaA(yvz)=a: 2AN(yVz)=r =< yVz=—z <youxzx < z (car F est une

chaine).

N

eSiz<y:z<y= (zAy)V(zAz)=aV(zAz)=ur
eSiz<z:oz<z2= (zANy)V(zAz)=(xANz)Vzr=nur.

2.SizA(yVz)=@WyVz):zA(yVz)=(yVz)= (yVz)<z=y<zetz<a.
Donc (z Ay)V (zAz)=yV 2.

Proposition 2.10 [4]

L’ensemble N* muni de I'ordre de divisibilité est un treillis distributif.

Démonstration :

Siz € N* et si P est un nombre premier on désignera par V,(z) I'exposant de P dans la
décomposition de z en facteurs premiers : + = [[ P"»®), ce produit étant étendu a tous les
nombres premiers, mais bien entendu il n’y a qu'un nombre fini d’exposants non nuls.

On sait que :
pgcd(x’ y) — H P min(Vp(ﬂﬁ),Vp(y)) et ppcm(x’ y) — H P maw(Vp(m)7Vp(y))
Dans la chaine naturelle (N, <) pour tout P :

min(Vy(x), max(Vy(y), Vo(2))) = mazx(min(Vy(x), Vo (y)), min(Vy(x), Vo (2)))-
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pged(, ppem(y, 2)) = [ P o) Votoremiv)
_ H p min(Vo(@),Ve(ITP maz(Vp(y),Vp(2))))
_ H P min(Vp(@),maz(Vy(y),Vp(2)))
_ [ P mestmin @t min(Vy(onti )

_ H J2 maz(Vy([1 P "lin(Vp(ﬂc)an(y)))’Vp(HP min(Vp(-r),Vp(Z)))

— H P maz(Vp(pged(z,y)),Vp (pged(,2)))
= ppem( pged(z,y), pged(z, 2)).

Ce qui montre que le treillis (N*, |) est distributif.

2.2.2 Treillis modulaires

Nous allons introduire une notion de treillis vérifiant une propriété plus faible que celle

de la distributivité.

Définition 2.18 [22]

Un treillis E est dit modulairesix < z = x V (y A z2) = (x V y) A z, pour tout x,y, z dans E.

Exemple 2.6
1. Tout treillis distributif est modulaire. En effet, ona:xzV (yAz) = (xVy) A (x V z), comme
r<zdoncxVz=zetxV(yAz)=(xVy)A =z Mais la réciproque en général inexacte, par
exemple : Le treillis ({1,2,3,5,30},|) n'est pas distributif, mais modulaire.

2. Tout sous-treillis d'un treillis modulaire est aussi modulaire.

3. Il existe des treillis non modulaires, par exemple, soit E = {1,2,4,5,20} ordonné par divisi-

bilité. 2 < 4, mais 2V (5N 4) =2V1 = 2et (2V 5)A4 = 20A4 = 4 (voir la figure suivante).

Théoréme 2.3 (Caractérisation des treillis modulaires) [22]
Pour qu’un treillis E soit modulaire il faut et il suffit qu’il vérifie, quels que soient x,y, z, la

o TNANzZz=YNz ]
condition : — x et y sont égaux ou incomparables.

rVz=yVz
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FIGURE 2.4

Théoréme 2.4 [28]

Un treillis E est modulaire ssi il ne contient pas un sous treillis isomorphe a Nj.

Théoreme 2.5 (Caractérisation des treillis distributifs) [22]
Pour qu’un treillis E soit distributif il faut et il suffit qu’il vérifie, quels que soient x,y, z, la
o TNANzZz=YNz
condition : — x =y.
rVz=yVz

2.2.3 Treillis complémentés

Considérons un treillis quelconque FE et soit [a, bl unintervallede £ ([a,b] = {z € E : a <z < b}).

Définition 2.19 (Complémentation relative) [28]
Si x € [a,b] on appelle complément de x relativement a [a,b] tout élément y (s'il existe) vérifiant :

rNy=aet zVy=D>o

Remarque 2.10 [4]

e Si y est un complément de x relativement a [a,b] on a aussi y € [a,b], cary > x ANy = aet

y <z Vy=>b, xestalors un complément de y relativement a [a, b|.
e best le complément, unique, de a relativement a [a, b).

o Un élément x n'a pas nécessairement de complément relatif, il peut également en avoir plu-
sieurs, par exemple, soit le treillis E = {1,2, 4,5, 20} ordonné par divisibilité. Dans l'intervalle
[1,4], 2 n’a pas de complément relatif. Dans l'intervalle [1,20], 5 a deux compléments relatifs

sont 2 et 4 (voir la figure 2.5).

Proposition 2.11 [4]

Soient (E, <) un treillis et [a, b] un intervalle de E et x un élément de [a, 1] :
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FIGURE 2.5

e Si E est modulaire : les compléments relatifs, éventuels, de x sont incomparables entre eux.

o Si E est distributif : x a au plus un complément relatif.

Démonstration :
Siy; et yo sont deux compléments relatifsde xona: xAys =a=xAyetxVy; =b=xVy,
ce qui dans le cas modulaire implique y; = y2, ou y; et y, sont incomparables. Dans le cas

distributif implique y; = y, (voir théoreme 2.3 et théoreme 2.5).

Définition 2.20 (Treillis relativement complémenté ) [4]
Un treillis est dit relativement complimenté si dans tout intervalle [a, b], tout élément x possede

au moins un complément relatif.

Définition 2.21 (Treillis fermé )
Un treillis E est dit fermé (au borné) si il posséde un plus petit élément (que I'on notera 0 ) et un plus

grand élément (que I'on notera 1).

Exemple 2.7

1. Tout treillis fini est fermé.

2. Le treillis (N*, |) n’est pas fermé.
Définition 2.22 [28]
Soit E un treillis fermé et a, b des éléments de E.

On dit que b est le complément de a (au bien a et b sont compléments 'un de I'autre) sia Nb = 0

etaVvb=1.

Définition 2.23 (Treillis complémenté)

Dans un treillis fermé E si tout élément a un complément, E est dit complémenté.
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Remarque 2.11 [4]
o En général, I'existence aussi bien que I'unicité du complément ne soit pas assurées, exemples :
Dans une chaine, un élément différent de 0 et de 1 n’a jamais de complément.
Dans le treillis E = {1,2,4, 5,20} ordonné par divisibilité, 5 a pour compléments 2 et 4, 2 et 4

ont un seul complément 5, 1 et 20 sont compléments 'un de l'autre.
o D’une fagcon générale, 0 et 1 sont toujours compléments I'un de I'autre.

o Tout treillis relativement complémenté et ayant un plus petit élément et un plus grand élément

est complémenté.
o Un treillis complémenté n’est pas nécessairement relativement complémenté, les exemples sui-

vants sont des treillis ordonnés par divisibilité (voir la figure 2.6).

20 0 6

(a) (b) (c)

FIGURE 2.6

(a) Ce treillis est complémenté (sans unicité de complément), mais n’est pas relativement com-
plémenté. Puisque dans l'intervalle 2, 20], 4 ne posséde pas un complément relatif.

(b) Ce treillis est a la fois complémenté et relativement complémenté (sans unicité des complé-
ments).

(c) Ce treillis est a la fois complémenté et relativement complémenté (avec unicité des complé-

ments)

o Tout treillis (P(E), C) est complémenté, si X C E son complément (unique) n’est autre que le

complément de X : CX .

Proposition 2.12 [3]
Dans un treillis distributif, tout élément a au plus un complément (résulte immédiatement de la

proposition 2.11 sur les compléments relatifs).

Proposition 2.13 [4]
Si un treillis copmlémenté et modulaire (et a fortiori sil est distributif), alors il est relativement

complémenté.
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Démonstration :
Soient [a, b] un intervalle de E et = € [a, b], soit 2" un complément de .

Posons y = (a V x') A b, alors :

yAx=(aVz)AbAz=(aVz)Az (carz <Db)
=aV (r Ax) (cara < z etle treillis est supposé modulaire)

=aV0=a

yVr=zV((aVz)Ab)=(zVaVaz)Ab (carz < betle treillis est supposé modulaire)

=1Ab=0

Donc y est un complément de z relativement a [a, b].
Considérons un treillis £ (La définition est d’ailleurs valable pour un inf.demi-treillis)

ayant un plus petit élément 0.

Définition 2.24 (Treillis A-complémenté) [4]
On appelle N\-complément d'un élément x le plus grand élément (s'il existe) de I'ensemble
{y € E : x Ny = 0}. Un treillis est dit N\-complémenté si tous ses éléments possédent un N-

complément (nécessairement unique).

Exemple 2.8
Soit O le treillis des ouverts (ordonné par inclusion) d'un espace topologique quelconque. Ce treillis
n’est pas, en général, complémenté, mais est \-complémenté : si X un ouvert, il existe un plus grand

ouvert disjoint avec X qui est CX (avec X est I'adhérence de X).

Remarque 2.12 [4]
e On pourrait, de fagon analogue, définir un treillis \/-complémenté.
o Un treillis complémenté n’est pas nécessairement N-complémenté.
Exemple 2.9 [4]

Le treillis ({1,2,3,5,30}, |) est complémenté, mais n’est pas A-complémenté, par exemple

{ye E:yN2=1}={1,3,5} n’apas de plus grand élément (voir la figure 2.7).

Proposition 2.14 [4]

Tout treillis distributif et complémenté est \-complémenté.
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FIGURE 2.7

Démonstration :

Soit F un treillis distributif et complémenté, soient = € F et soit #’ son complément (unique),
onaxr Az =0.Supposons z Ay = 0, alors :

(YAZ YAz =yA(@ Az)=yA0=0=1yA .

(yAnzx)Vae=yVa)A@ Va)=(yVa)Al=yVa.

D’apres la caractérisation des treillis distributifs on en déduit : y A z =y, doncy < z'.Ainsi

z’ est le plus grand élément de {y : © Ay = 0} c’est donc aussi le A-complément de .

2.2.4 Treillis résiduels

Définition 2.25 [25]
Un treillis résiduel est une structure algébrique (L, V, A\, *,—,0, 1) de type (2,2, 2,2, 0, 0) vérifiant
les trois conditions suivantes :

(RL1) (L,V,NA,0,1) est un treillis fermé.

(RL2) (L,x*,1) est un monoide commutative.

(RL3) Les deux opérations (x, —) sont adjointes, c’est-a-dire : v xy < z <= v < y — z , pour tout

x,y,z € L.

Proposition 2.15
Soit (L,V, A, *,—,0,1) un treillis résiduel, pour tout x,y € L:

r—y=maz{z € L:zx*xz <y}

Démonstration :
Soit (L, V, A, %, —, 0, 1) un treillis résiduel, donc les trois conditions (RL1),(RL2) et (RL3) sont
vérifier.

Ona:z —wy<zrz—oy<=zxx(r—y) <y(deRL3),doncx wye{ze€L:xx*xz <y}
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Soitme{ze€ L:xxz<y}, donczxm<y<=m <z —y(deRL3).

<
Finalement © — y = max{z € L: x* z < y}.

Exemple 2.10 [26]

. - 1 st z2<y;
1. Sil =10,1], pour x,y € I on définit x x y = min{z,y} etz —y =

Yy Sinon.
Alors (I, max, min,x, —,0,1) est un treillis résiduel.
2. Sil =10,1], pour xz,y € I on définit x xy = x -y par la multiplication usuel des réels et
1 st z<y;

T =y =

¥ sinon.
X

Alors (I, max, min,*, —,0, 1) est un treillis résiduel.
Remarque 2.13 [8]
Dans un treillis résiduel (L,V, A, *,—,0,1), on a pour tout x,y,z € L:
(RD):z<y<=z—y=1
R2):1—=wz=z,z—=1=Lz—-2rx=10—-z=1L2x— (y—>=x) =1

R3):x— (y—2)=(rxy) > z=y — (r — 2).

Proposition 2.16
Un treillis (L, V, A, *,—, 0, 1) est dit treillis résiduel si et seulement si il vérifie les trois conditions

suivantes :
1. (L,V,A,0,1) est un treillis fermé.
2. (L=, vérifie:x =1 —xetx — (y = 2)=y— (x — 2).
3. Les deux opérations (x, —) sont adjointes, c’est-a-dire : x x y < z <= v < y — z, pour tout

x,y,z € L.

Démonstration :
(=) Les propriétés 1), 2) et 3) sont valables pour tout treillis résiduel.
(<) 1l suffit de monter que (L, A, 1) est un monoide commutative.

Soient x, ¥y, z,t des éléments de L, on a :

e rxl<tssix <1 —tssix<t(de(2)).

zxl<xx*xl zxl1<x
Donc comme — = zx1=ux.

r<x r<rxl
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e rxy<tssiz<y—tssil<ax—(y—t)ssil<y—(r—t)(de))ssiy<az—t

) T*YST*Y THY S Y*T
ssiy * x < t. Donc comme — = T kY =Yk

Y*xx S Y*T YT ST xY
e rx(yxz) <tssiyxz< oz —>tssiy<z— (x—=t)ssiy<az— (z2—t)(de(2)

_ _ rx(y*xz) <x*(yx*2)
)ssizxy < 2z — tssi(xxy)*z < t. Donc comme

(x*xy)*xz < (x*xy)*z

rx(Yy*xz) < (r*xy)*xz
Wx2) < (@) — xrx*x(yxz)=(Tr*xy)* 2.

(x*y)*z<ax*(y*2)

Finalement (L, A, 1) est un monoide commutative.

Théoreme 2.6 [25]
Soit Wy, = {0, 1, ...,k — 1} un sous-ensemble fini de N, on définit pour tout x,y € Wy, :

0 st x4+y<k—1;
Ay =min{z,y},zxy =

(x+y)—(k—1) si x+y>k—1
k—1 st x <y,
rVy=max{z,y},  —y=
(k—=1)—z+4+y si z>uy.
La structure (W), maz, min, x, —,0, k — 1) est un treillis résiduel.

Preuve:

e Clair que (W}, max, min, 0,k — 1) est un treillis fermé (on a (RL1)).

e Comme + est commutative et associative, alors * est aussi commutative et associative,

et k — 1 sont élément neutre. Donc (Wy, x, k — 1) est un monoide commutative (on a

(RL2)).

e Soientz,y,z € Witelquerxy < z:
Siy<z,donce<k—-1=y—=z

Siy>z:
— Sizxy=0,doncz+y<k—1,doncz<(k—1)—y<(k—1)—y+z=y— 2.

— Sizxy=(r+y)—(k—1),doncxxy=(r+y)— (k—1) <z donc
r<(k—=1)—y+z2=y— 2
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Réciproquement : Soit x < y — z.
Sir+y<k—1,doncxxy=0<z
Siz+y>k—1:

— Siy<z,doncxr+y<x+z onobtientk—1<z+y<z+2<(k—1)+ 2z donc

r+y<(k—1)+zalorszxy=ao+y—(k—1) <z
— Siy>zalorse<y—z=(k—1)—y+zalorsexy=ao+y—(k—1) <z

(on a (RL3))

Proposition 2.17 [25]
Soit Q,, I'ensemble de tous les nombres rationnels de 'intervalle [1,n] et n € N,n > 2, on définit
pour tout z,y € Qy, :

1 ST xY < n;
Ay =min{z,y}, x*xy =

Ty
=Sty >mn.

st x <Y,
zVy=max{z,y}, x —y=

n .
2y sioxr>y.
La structure (Q,,, max, min, *, —,0,n) est un treillis résiduel.

Démonstration :

Il est clair que (@, max, min,0,n) est un treillis fermé (on a (RL1)) et (@, *, n) est un mo-
noide commutative (on a (RL2)).

On va montrer la condition (RL3), soient z,y,2 € Q etz xy < z:
Siy<z,doncz<n=y— z

Siy>z:
° Si:cygn,donc:cggg%z:y—%z.

e Sizy >n,donczrxy =" <z alorsz < 2=y — 2.

n
Y
Réciproquement, soit z <y — 2 :

Sizy <n,donczxy=1< =z

Sizy>n:

° Siy<z,doncn<xy<xzetc0mme%<1,d0nc1<%é%zgz,alorsx*ygz.

e Siy>z,doncr<y—z= %z donc # < z, par conséquent z * y < 2.

n
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2.3 Anneaux booléens

Cette section est une initiation a 1’étude générale des anneaux booléens, cette structure
algébrique a été étudiée par le mathématicien Georges Boole (1815-1864) pour formaliser
les regles de la logique des propositions. Dans cette section on va développer la notion de
treillis de Boole et quelques propriétés fondamentales. Le point de départ de cette section

sera la notion de treillis distributif et complémenté.

2.3.1 Treillis de Boole et anneau booléen associé

Définition 2.26 (Treillis de Boole) [23]

On appelle treillis de Boole tout treillis fermé qui est a la fois distributif et complémenté.
Propriétés :[2]
Dans un treillis de Boole E on a:
— 0 =1,1"=0etpourtoutz: (z') = .
— Quels que soient rety: (zAy) =2 Vy et (zVy) =12 Ay, ces deux égalités sont
appelées lois de De Morgan, elles sont faciles a vérifier :
(AP A VY)Y =(@Ayrz)V(ecAyAy)=0Ay)V(O0Az)=0V0=D0.
(zAy) V(@ Vvy)=(@va vVy)Alyva vy)=FH VA VI)=1A1=1.
Donc (zAy) =2 vy, dou(z' Ay) =zvyet(zVvy) =2 Ay.
— Quels quesoientrety:7 Vy=1l<=r<y<=aAy =0.
Remarque 2.14 [4]
Dans un treillis de Boole tout élément x de [a,b| possede un complément relatif et un seul, qui est
y = (aVz')Ab. Le complément x d'un élément x est aussi son A-complément, c’est-a-dire si tAy = 0
et comme x Az = 0 alors Y < z.
Définition 2.27 (Addition) [16]
Dans un treillis de Boole on définit une nouvelle opération, dite addition par :

z+y=@Ay)VE@ Ay)=(@Vy A Vy).

Exemple 2.11 [4]
Tout treillis (P(E), C) est un treillis de Boole, cette opération est celle qu’on appelle souvent la

différence symétrique, notée X +Y = X AY = (X nLY)u (CX NY).
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Remarque 2.15 [16]

o (z+y) =@ Vy AlVy)=(@Ay)V( Ay,

o L'opération d’addition vérifie quelques propriétés, elle est commutative, associative et admet
comme élément neutre : x +0 = (x VO) A (z' V1) = 2 A 1 = x. Tout élément est son propre
opposé :x+x = (xVa)A(r' V) =z A2 =0.
c+l=acarzr+1=(xVI)A@R VO)=1Az =2, ouencorex + 1z = 1.

Définition 2.28 (Anneau booléen) [28]

On appelle anneau booléen tout anneau unitaire dont la multiplication est idempotente (z* = z).

Théoreme 2.7 [28]
Tout treillis de Boole est un anneau booléen pour les opérations :

r+y=(@Ay)V (@ Ay)et z-y=aAy.

Preuve :

Soit £ un treillis de Boole. D’apres la remarque 2.15, (£, +) est un groupe abélien.
Définissons la multiplication par : zy = x A y (on note, suivant 'usage, xy au lieude x - y ).
Cette opération est commutative, associative et idempotente, 1 est 1'élément neutre: z - 1 =

z A\ 1 = z, elle est distributive par rapport a I'addition ((z + y)z = zz + y=2).

Remarque 2.16 [28]

Dans un anneau booléen tout élément est son propre opposé ( car (z+x)* = z+x soit 2> +x*+a?+

2? =z +x,0rz* = xdoncx+x = 0), et la multiplication est commutative (car (x +y)? =z +vy

soit a* +xy+yx +y? = x4y, doit xy + yx = 0 et d'apres ce qui précede : yx = xy ).

Théoréme 2.8 [4]

Tout anneau booléen est un treillis de Boole pour les opérations : tA\y = x-y = xy et tVy = x+y+xy

Démonstration :
e Laloi A est commutative, associative et idempotente.

e Laloi VvV est commutative, associative (xVy)Vz = x4+y+z+zy+yz+az+zyz = 2V (yVz)

etidempotentex\/x=x+x+x2:a:—l—x—l—x:a:.
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e Les lois d’absorption sont vérifiées :
sA(xVy)=x(x+y+ay) =2 +ay+ 22y =x+2xy+ 1y = T
rV(zAy)=x+zy+2°y =1+ 2y + Y = .

e Distributivité de A par rapporta Vv :
zA(yVz)=zly+z+yz)=ay+axz+ xyz.

(xAY)V (T A2) =2y + 22+ 2%yz = 2y + 22 + TY*2.

e Plus petit et plus grand éléments : Pour tout  :
xAN0=2-0=0,donc0 < z.
sANl=xz-1=z,doncx < 1.

e Complémentation : posons ' =z + 1:
AN =x(z+1)=2+r=c0+x=0.
sV =xV(@+l)=z+a+l+2l+r=c+r+l+at+a=1
Soit E un treillis de Boole, nous lui avons associé 1'anneau de Boole que nous noterons
pour I'instant A(E) en définissant les opérations : 2 +y = (z Ay) V (' Ay) et zy =z Ay.

Soit B un anneau booléen, nous lui avons associé le treillis de Boole que nous noterons pour

I'instant 7'(B) en définissant les opérations: z Ay =2y et zVy=2x+y+ xy.

Proposition 2.18 [4]

T(A(E)) = E

Démonstration :
Notons V et A les opération dans T(A(E)) : ¢ A y = xy = = Ay, il en résulte que la relation

d’ordre est la méme dans E et T'(A(E)), il s’agit donc du méme treillis.

Proposition 2.19 [4]
A(T(B)) =B
Démonstration :
Notons & et ® les opérations dans A(T(B)): : @y =z Ay =xy et
ray=(@Ay)V (@ Ay =[ey+ D]V [+ 1)y
=z(y+ 1)+ (x+ )y +ayl@+1)(y+1)
=ay+ax+ay+y+ iy + oty + oyt Fay

:x—|—y
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Sur un ensemble E il est équivalent de définir : une structure de treillis de Boole (£, <
.\, V,0,1, "), et une structure d’anneau booléen (E,+,-,0,1). On parle souvent d’algebre
de Boole pour désigner I'ensemble de ces deux structures (E, <, A,V,0,1, /,+,-). Il sera

utile de retenir le formulaire suivant qui permet les passages d'une structure a l'autre :

( (
xy=x Ay TNy =Y
r+y=(@Ay)V(z Ay) tVy=x+y+ay
=(xVy A Vy) v =x+1
\ \

Remarque 2.17 [16]
e Considérons une algebre de Boole (E, <,A\,V,0,1, ', +,-) :
1. La relation d’ordre x < y peut étre exprimée de plusieurs facons équivalentes :

— Par xy = x (on utilisera de préférence la notation xy a x A y).

— ParxVy=y.
— Para' vy =1.
— Parzy =0.

2. Nous savons que la relation d’ordre est compatible avec les opérations - et V : v < y
implique vz < yzet xVa < yV z, mais il n’en pas de méme pour I'addition, par exemple

0<lmaisO+1=1>14+1=0.
3. v < yéquivaut ay < x' car: vy = v équivaut a (vy) =2, soitx' Vy =a'.
e Le seul anneau booléen inteégre est I'anneau a deux éléments U = {0, 1}, ce n’est autre d’ailleurs

que le corps 7./ 27L.

Exemple 2.12

Anneau des ofs d'un espace topologique : Dans un espace topologique X, on appelle of toute partie
qui est a la fois ouverte et fermée (en anglais : clopen). Tout espace topologique X posséde au moins
deux ofs, sont X et (), si l'espace est connexe ce sont d’ailleurs les seuls. L'ensemble V des ofs de X
est un sous-treillis de P(X) : si A et B sont des ofs, AN B et AU B sont des ofs.V est donc lui-
méme un treillis distributif avec un plus petit élément () et un plus grand élément X, il est en outre
complémenté car si A est un of, CA est aussi un of.

V est donc une algebre de Boole pour les opérations ensemblistes usuelles.
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Théoréme 2.9 [3]
Le treillis D(n), ordonné par divisibilité, est une algebre de Boole si et seulement si n n’est divisible
par aucun carré de nombre premier (cela signifie que n est de la forme p - ps - - - ps oit les p; sont des

nombres premiers distincts).

Exemple 2.13

1. 210=2-3-5-7,66 =2-3-11et 646 = 2 - 17 - 19, donc D4y, Des et Dgag sont des anneaux

booléennes.

2. On a représenté dans la figure 2.8 les trois anneaux booléens : D(2), D(6) et D(30). Dans
D(30) on calcule, par exemple : 5+ 2 = 10,6 - 10 = 2

FIGURE 2.8

Exemple 2.14 [26]
Soit (A,V,N,,0,1) un anneau booléen et pour x,y € Aondéfinit v xy =xNyetx —y= z Vuy,

alors la structure (A, V, A, %, — 0, 1) est un treillis résiduel.

2.3.2 Sous-anneau booléen

Définition 2.29 [27]
Dans une algebre de Boole A, on appelle sous-anneau booléen, ou encoure sous-algebre de Boole

de A tout sous-anneau unitaire de A.
Remarque 2.18 [4]
o Un sous-anneau booléen B de A, muni de I'ordre induite, est un sous-treillis de A.

e Dans un anneau booléen A il y a au moins les deux sous-anneaux booléens U et A.

o L’intersection d'une famille quelconque de sous-anneau booléens de A est un sous-anneau boo-

léen de A.
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Proposition 2.20

Les trois assertions suivantes sont équivalentes :
e B est un sous-anneau booléen.
e B est une partie non vide stable pour les opérations wy et x'.
e B est une partie non vide stable pour les opérations x \V y et x'.

En pratique, on utilisera assez souvent la deuxiéme caractérisation.

Exemple 2.15

1. L'ensemble FC(E) des parties finis ou cofinies d’un ensemble E est un sous-treillis booléen de
P(E) . Plus généralement, si E est un ensemble infini de cardinal o et si 3 est un cardinal
infini inférieur a «, I'ensemble des parties A telles que card(A) < (B ou card(A°) < ( est un
sous-anneau booléen de P(E).

2. L’ensemble V des ofs d'un espace topologique X est un sous-anneau booléen de P(X). Par
contre, I'ensemble O des ouverts est bien un sous-treillis qui contient I'élément unité X, mais

ce n’est pas en général un sous-anneau booléen, car il n’est pas stable pour la complémentation.

2.3.3 Morphismes booléens

Définition 2.30 [16]

Soient A et B deux anneaux booléens, une application f : A — B est dite morphisme booléen si
f est un morphisme unitaire d’anneaux, c’est-a-dire : f(z +vy) = f(z) + f(y), f(zy) = f(x)f(y)
et f(1) = 1.

Remarque 2.19 [16]
Un morphisme booléen préserve toutes les opérations d’algebre booléenne f(xz VvV y) = f(z) V f(y),
f(2) = f(z) et f(0) = 0, de plus il préserve l'ordre si v < y = f(x) < f(y) (C'est-a-dire

croissant).

Proposition 2.21 [4]
Si A et B sont deux algebre booléennes et f une application de A dans B, les trois assertions suivantes

sont équivalentes :

1. f est un morphisme booléen.
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2. Quels que soient x,y dans A : f(xy) = f(2)f(y) et f(z') = f(x)".
3. Quels que soient x,y dans A: f(x Vy) = f(x)V f(y) et f(z') = f(x)"

En pratique, on utilisera assez souvent la caractérisation (2).

Exemple 2.16
1. Si A un anneau booléen, I'application identique 14 de A est un morphisme booléen.
2. Si A="P(E) et x, est un élément fixé de E, I'application f : A — U définie par

1 st zge X ,
f(X) = est un morphisme booléen.

0 siazggX
Si f est un morphisme booléen de A dans B on définira :
J est un monomorphisme booléen : si f est injective.
f est un épimorphisme booléen : si f est surjective.
f est un isomorphisme booléen : si f est bijective.
f est un endomorphisme booléen : si A = B avec la méme structure.

[ est un automorphisme booléen : si f est un endomorphisme bijectif.

Remarque 2.20 [4]

Un morphisme booléen f de A dans B vérifie notamment f(x Ay) = f(x) A f(y) et f(z Vy) =
f(x)V f(y), c’est donc aussi un morphisme de treillis, et a fortiori une application croissante. Mais un
morphisme de treillis entre deux algebres booléennes n’est pas nécessairement un morphisme booléen
(méme s'il préserve 1), par exemples : soit f : P(E) — P(FE) définie par f(X) = X U X, oit X
est une partie non vide fixée de E.

FIXUY)=XUYUXy=(XUX)U(YUXg) = F(X)UF(Y).
fXNY)=XNY)UXy=(XUXo)NYUXy) =fX)NfY) et f(E)=E.

Mais f(0) = Xget f(CX)=CX UX, #C0XnNCX,=Cf(X).

Proposition 2.22 [4]

f est un morphisme booléen de A dans B ssi f est un morphisme de treillis avec f(0) = 0 et

f) =1

Démonstration :

(=) déja traiter.
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’

(<)Pourtoutz € A,z Az’ =0donc f(zAz') = f(z) A f(z') = f(0) =0 = f(z) A f(x).

/7

rVar =1ldonc f(zxVva)=f(x)V fla)=f(1)=1= f(z)V f(z).
Ce qui preuve f(z') = f(z)".

Proposition 2.23 [4]
Soient A et B deux anneaux booléennes, si f un morphisme de treillis surjective (épimorphisme) de

A sur B, alors f est un morphisme booléen.

Démonstration :
Soity € B, il existe z € Atel quey = f(x),dans A: 0 < x < 1, or f est croissante, donc
f(0) < f(z) =y < f(1) et ceci pur tout y € B. Il en résulte f(0) = 0 et f(1) = 1, on utilise

alors le résultat du proposition 2.22.

Remarque 2.21 [4]
Soient A et B deux anneaux booléennes, Un morphisme injective de treillis de A dans B n’est pas
nécessairement un morphisme booléen. Exemple : D(6) est un sous-treillis de D(30), 'injection ca-

nonique de D(6) dans D(30) est un morphisme de treillis, mais ce n’est pas un morphisme booléen,
puisque f(2') = f(3) =3 # 10 = 3" = f(2)".
Proposition 2.24 [4]
Les trois assertions suivantes sont équivalentes :
1. f est un isomorphisme booléen.
2. f est un isomorphisme de treillis.

3. f est un isomorphisme d’ordre.

2.3.4 Filtres et idéaux dans un anneau booléen

Nous avons déja introduit les notions de filtres et idéaux dans 1’étude des treillis, tout ce

qui a été dit reste a fortiori valable dans une algebre de Boole A.

Définition 2.31 (Idéal d’anneau) [7]

Un idéal J d’un anneau commutatif A est toute partie non vide de A vérifiant :

a) J est un sous-groupe additif de A;
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b) Sixz e Jeta € A, alors ax € J.

Proposition 2.25 (Idéaux de treillis et idéaux d’anneaux) [2]
Dans une algeébre booléenne A les notions d’idéal au sens des treillis et idéal au sens des anneaux sont

les mémes.

Démonstration :

e Si J est un idéal au sens des treillis :
a)Soientx,y € J:x+y = (z¢) V (2'y), x¢y < zdonczy € J, 2’y < ydoncz'y € J,
donc x + y € J, J est donc un sous-groupe additif de A.

b) Soientz € Jeta € A:ax < xdonc ax € J. Donc J est un idéal au sens des anneaux.

e Si J est un idéal au sens des anneaux :
a)Soientx € Jety < z:y=zydoncy € J.
b)Soientz € Jetye J:xVy=x+y+azy € J.

Remarque 2.22 [4]

Un idéal principal au sens des treillis est la méme chose qu’un idéal principal au sens des anneaux.

Rappelons que si GG est une partie d’'un anneau booléen A, nous avons noté :
G={|reGt={zcA|z G}

Remarque 2.23

o Festun filtre <= F' est un idéal.

e [ est un filtre propre <= I est un idéal propre.

e [ est le filtre principal AV o <= F' est I'idéal principal Ac/.

o [ est le filtre engendré par G <= F' est I'idéal engendré par G'.
Soit A un anneau booléen, nous savons qu’il posséde des ultrafiltres (c’est-a-dire des filtres
propres maximaux), et que tout filtre est contenu dans un ultrafiltre. La caractérisation des

ultrafiltres que nous avons vue a propos des treillis va nous permettre d’obtenir les résultats

suivants.

Proposition 2.26 [16]

Si F est un filtre propre, les deux assertions suivantes sont équivalentes :
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a) F est un ultrafiltre.

b) Pourtoutx ¢ F,z' € F.

Démonstration :
a) implique b) : nous savons que si v ¢ F il existe y € F tel que vy = 0 d’ouy < 2, donc
z € F.

b) implique a) : six ¢ I, il existe 2’ € F tel que 2z’ = 0, donc F est un ultrafiltre.

Proposition 2.27 [4]
Pour qu’une partie F' de A soit un ultrafiltre, il faut et il suffit que sa fonction caractéristique op
soit un morphisme booléen de A dans I'anneau booléen U = {0, 1}.
1 sixel.
Ot 6 : A — U telle que pour tout x de A, op(z) =
0 sizé¢F.
Démonstration :
e Si F'est un ultrafiltre :

— Sidp(zy)=1,2y € Forx > zyety > xy, donc ép(z) = 0p(y) = 1.

— 0p(x) =0p(y) =1:2x € Fety € F,donczy € F donc dp(zy) = 1.
On en déduit : dp(zy) = 0p(x)dr(y).

— dp(x) =1,z € Fdoncz' ¢ F (sinonzz’ =0 € F),d’ott dp(z’) = 0.

— 0p(2') =0,2" ¢ Fdoncz = (2/) € F,d ot 6p(z) = 1.
On en déduit : dp(2') = (0p(x))’, donc dp est un morphisme booléen.
e Réciproquement, si 6y est un morphisme booléen :
— 0p(1)=1,donc1 € F.
— 0r(0) =0,donc 0 ¢ F.
— Size Fety>ax:dp(x)=1etdp(y) = op(z), doncdr(y) =1,y € F.
— SizeFetye F:ip(x)=6pr(y) =1,0p(zy) =0p(x)dr(y) =1,zy € F.
— Siz ¢ F:6p(r) =0donc (0p(x)) = dp(a’) =1,2° € F.

Il en résulte que F’ est un ultrafiltre.

Remarque 2.24
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o Cerésultat montre qu'il y a correspondance bijective entre les ultrafiltres de A et les morphismes

booléens de A dans U.

(

el <—ux¢F

o Pour un ultrafiltre F onadonc: § zy e F <z € Fetye F

zrVyeF<=zxe€FouyecF
\

Proposition 2.28 [4]
Tout filtre propre est égal a l'intersection de tous les ultrafiltres le contient.

En particulier, l'intersection de tous les ultrafiltres de A est {1}.

Démonstration :

Soit Up la famille des ultrafiltres contenant F' (¥ est un filtre propre).

— On a évidemment: F C ﬂU y U
cUr

— Rédi t it =F 4%
éciproquement, soit = € ﬂUeMF U, posons GG U {z'}
Si G est A-compatible, elle engendre un filtre propre F¢, lui-méme contenu dans un
ultrafiltre U;, donc Uy, € Up et x € U;, de plus comme G C F; C Uy, z € U;. On
a x,z’ € U; et Uy un ultrafiltre, ce qui est contradictoire. Donc G est A-incompatible,

alorsil existe y € F tel que yz’ =0,doncy <z ety € Fdouiz € F.

Remarque 2.25
Tout ce qui vient d’étre dit pour les ultrafiltres peut étre transcrit par dualité pour les idéaux maxi-

maux grice au résultat :

Proposition 2.29 [16]
Pour que I soit un idéal maximal il faut et il suffit que I soit un ultrafiltre.

Dans cecas: I = Cal.

Démonstration :

e Si I est un idéal maximal, nous savons que I  est un filtre propre, soit F' un autre filtre
propre tel que I' C I, alors I C F',donc I = F' (car I est un idéal maximal) et par

suite I' = F,donc I’ est un ultrafiltre.

e La réciproque se démontre de facon analogue.
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e En outre, si I est un idéal maximal :

v¢ <=2 ¢1 < xcl carl estun ultrafiltre. D'otr I’ = C41.

Définition 2.32 [28]
Dans un anneau commutatif quelconque on définit un idéal premier P (propre) par la condition :

Quels que soient x,y : vy € P = x € Pouy € P.

Proposition 2.30 [7]

Dans le cas d'un anneau booléen il y a équivalence entre les deux propriétés :
a) I est un idéal maximal.

b) I est un idéal premier.

Démonstration :

e Si ] est un idéal maximal etsi zy € I, alors x € I ouy € I,sinon x € CI ety € 0 donc

xy € CI (CI est un ultrafiltre).

e Si [ est un idéal premier : Soit + ¢ I, comme z2’ = 0 € I, donc 2’ € I, alors I est

maximal.

Exemple 2.17

Soient 'anneau booléen P(E) oit E est un espace topologique, pour tout x € E, I'ensemble V(x)
des voisinages de x est un filtre de P(E). Ceci résulte immédiatement de la définition des voisinages.
Rappelons que x est dit un point isolé si {x} est un voisinage de x, on a alors le résultat suivant :

pour que V(x) soit un ultrafiltre, il faut et il suffit que x soit un point isolé. En effet :
o Sixestisolé:si A¢ V(x), alorsx ¢ A, doncx € CA, donc CA € V().
e SiV(w) est un ultrafiltre : supposons {x} ¢ V(z), alors C{z} € V(x) ce qui est contradictoire.

Dans ce cas V(x) est donc l'ultrafiltre principal engendré par {x}.
Considérons deux anneaux booléens A et B et f un morphisme booléen de A dans 5.

Proposition 2.31 [4]
e Si F est un filtre de B, alors f~(F) est un filtre de A.

o Si [ est un idéal de B, alors f~1(I) est un idéal de A.
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Démonstration :

Soit F unfiltrede B: f(1) =1 € F,donc1 € f~1(F).

Size ffYF)ety=>z:f(y) > f(x)et f(x) € F,doncy € f~1(F).

Size fY(F)etye f[FYF): f(zx)e Fetf(y) €F, f(xzy) = f(z)f(y) € F,donczy € f~1(F).

Démonstration analogue pour un idéal.

Remarque 2.26 [4]

— Y1) est un filtre de A.

— f7Y0) est un idéal de A, appelé le noyau de f et noté ker(f) (comme dans tout anneau).

— Si F est un filtre propre, f~'(F') est aussi un filtre propre (de méme pour un idéal), en effet si
0e f7YF), f(0)=0¢€F.

— Si F est un ultrafiltre, f~1(F) est aussi un ultrafiltre (de méme pour un idéal), en effet si
v ¢ [TUF), f(x) & F,donc (f()) = f(z) € F,a" € [(F).

— En général, l'image directe d'un filtre (resp. d'un idéal) de A n’est pas un filtre (resp. un idéal)

de B. Par exemple : soit f : D(6) — D(30) un morphisme booléen définie par :

f(1)=1,f(2) =2 f(3) =15et f(6) = 30.
Ona {2,6} est un filtre de D(6), mais f({2,6}) = {2,30} n’est pas un filtre de D(30).

Proposition 2.32 [4]
Si f est un épimorphisme booléen de A sur B et si F' est un filtre de A, alors f(A) est un filtre de B.

(on a la méme résultat pour un idéal).

Démonstration :
o 1€ F,donc f(1) =1 € f(F).
e Size f(F)ety>uz:x= f(x;)ety= f(y;) avecx; € Fety; € A
y=yVa=[f(y)V f(z1)=fyVa)€ f(F)cary, Vi > 1.
o e f(Fetye f(F):x= f(x:)ety = f(y)avec z1,4 € F, donc
vy = f(x1)f(y1) = f(21yn) € Fcar zyyy € F.

Finalement f(F') est un filtre de B.
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2.3.5 Représentation de Stone

Soit A un anneau booléen, on désigne par X I'ensemble des ultrafiltres de A, cet ensemble

est appelé espace de Stone. Soit § I'application de A dans P(.X) définie par :

§:A— P(X)
r+— §(z)
d(z)={UeX:zeU}
Théoréeme 2.10 (Théoreme de Stone) [4]

Pour tout anneau booléen A, § est un monomorphisme booléen de A dans P(X).

Preuve:

Soit U un ultrafiltre de X.

zy €U <= x € UetyecU,onendéduit: d(zy) = d(x) Nd(y).

2’ € U <= x ¢ U, on en déduit : (2") = C5(z).

Ce qui montre que ¢ est un morphisme booléen.

Sid(z) =d(y):0(x)+6(y) =0(x+y) =0, ouencore d((z+y)) = X, donc (z + y)" appartient
a tout ultrafiltre de X, donc (z + y)’ = 1, soit z + y = 0, donc z = y. Ce qui montre que J est
injective. A est donc isomorphe a §(A) qui est un sous-anneau booléen de P(X).

Nous appellerons ¢ (ou d4 s'il faut préciser) I'isomorphisme de Stone relatif a A.

Remarque 2.27 [4]

Le théoréme de Stone admet plusieurs versions qui sont équivalentes :

— On prend X, I'ensemble des idéaux maximaux (ou premiers) de A et on définit 6, par :

§1(x) = {I € X, : &' € I}. 6, est aussi un monomorphisme booléen de A dans P(X).

— On prend X, I'ensemble des morphismes booléens de A dans U et on définit 6, par :

do(x) ={f € Xao: f(x) = 1}. §5 est aussi un monomorphisme booléen de A dans P(X5).

Proposition 2.33 [4]

Si A est un anneau booléen fini, alors 0 est surjective. Autrement dit, A est isomorphe a P(X).

Démonstration :

Si A est fini, X est aussi un ensemble fini. Soit Y € P(X),si Y = () alors Y = §(0).
SiY # 0, posons Y = {Uy,...,Us} etsoit F'=U;N...NU.

F est un filtre de A, il est donc principal, posons F' = F,, = AV a.
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e acF,doncacU;pourtout 1 <i<k:Y Céa).

e Soit U € é(«r), donc v € U, donc F C U.
Supposons U # U; pour tout 1 < i < k, donc U; € U (car U; est maximal), donc pour
chaque i il existe x; € U; tel que z; ¢ U.
Soitx =21 V..Va, pourtoutl <i <k, x> 2;,doncx € U;,doncz € F,doncz € U
et comme U un ultrafiltre, donc 1'un des x; € U, ce qui contredit le fait qu’aucun z;
n’appartienne a U.

Alors U est 'un des U;, d’ot1 §(a) C Y.

Ainsi, Y = §(a), donc § est surjective.

Conclusion 2.1

1. Le nombre d’éléments d'un anneau booléen fini A est de la forme 2", n est le nombre d'ultra-
filtres de A. Exemples : D(30) a 8 éléments, donc il contient 3 ultrafiltres car 8 = 2°; D(210)

a 16 élément, donc il contient 4 ultrafiltres car 16 = 2%,

2. Tout les anneaux booléens finis ayant le méme nombre d’éléments, 2", sont isomorphe entre

eux, et isomorphe a P(X) ot X est un ensemble a n éléments.

3. Quel que soit l'entier n > 1, il existe des anneaux booléens ayant 2™ éléments et possédant n

ultrafiltres.
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Chapitre 3

Apercu sur les treillis flous

Ce chapitre est une initiation aux treillis flous. la définition utilisée ici est celle introduite
par Chon (Korean J. Math 17 (2009), No.4,361-374). et on va développer Certaines propriétés

algébriques seront développes.

3.1 Notions de treillis flous

Dans cette section on va parler sur les ensembles flous, les relations binaires floues et les

treillis flous.

3.1.1 Sous-ensemble flou

Définition 3.1 (Ensemble flou) [12]

Un sous-ensemble flou A dans un ensemble E est caractériser par une fonction d’appartenance

di: B —10,1], avec [0, 1] est l'intervalle réel.

Six un élément de E, 6 ;(x) est interprété comme le degré d’appartenance de .

Un ensemble flou A dans un ensemble E peut étre représenté comme un ensemble de paires ordonnées

d'un élément générique x € E et son degré d'appartenance, A = {(z,6 z(x)) | z € E}.

Définition 3.2 (Support d"un ensemble flou) [12]
Le support d'un ensemble flou A dans E, est I'ensemble notée S(A) de tous les éléments de F qui

possedent un degré d’appartenance non nul, S(A) = {x € E'| § ;(z) > 0}.
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Exemple 3.1
Soient E = {a, b, ¢} un ensemble référentiel, A, = {(a,0.3), (b, 1), (c,0.7)} et Ay = {(a,0), (b,0.9), (c,0.8)}
deux ensembles flous dans E, donc S(A,) = {a,b,c} et S(Ay) = {b,c}.

Définition 3.3 (Le niveau de flou) [12]
Soient A un ensemble flou dans E et o €]0, 1], on appelle le niveau de flou de degré o (ou a-coup) de

Alet on note A,, I'ensemble définie par A, = {x € F | 6 3(x) > o}.

Dans la suite pour simplifie I'écriture, on va remplacer 4 ;(z) par A(x).

3.1.2 Relation binaire floue

Définition 3.4 (Relation binaire floue) [11]
Soient E et F' des ensembles non vides, une relation binaire floue R entre E et F' est une application

de l'espace cartésien E x F dans 'intervalle réel [0, 1].

Propriétés :[9]

Soit R une relation binaire floue sur E.

— R est réflexive ssi R(z,z) = 1 pour tout z € E.

— R est symétrique ssi R(x,y) = R(y,z) pour tout z,y € E.

— R est antisymétrique ssi (R(z,y) > 0) et (R(y,z) > 0) = = = y pour tout z,y € E.

— R est transitive ssi R(z, 2) > supyepmin{R(z,y), R(y, z)} pour tout z,y,z € E.

Remarque 3.1 [14]

Si R une relation binaire floue sur E. Si R est réflexive, la transitivité peut étre reformulé par :

R est transitive <= R(x, z) = supyepmin{R(x,y), R(y, z)} pour tout z,y,z € E.

En effet, d’une parte nous savons que R(x, z) = supyepmin{R(z,y), R(y, z)} pour tout x,y,z €
E. D’autre part, supyepmin{R(z,y), R(y,z)} = min{R(z,z),R(x,2)} = min{l,R(z,2)} =
R(z, z) pour tout x,y,z € E.

Définition 3.5 [14]
Une relation binaire floue R sur un ensemble E est appelé relation d’équivalence floue si R est a la
fois réflexive, symétrique et transitive. Une relation binaire floue R sur E est appelé relation d’ordre

partiel floue si R est a la fois réflexive, antisymétrique et transitive. Si R une relation d’ordre partiel
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floue sur E, alors le couple (E, R) est appelé ensemble partiellement ordonné flou. Une relation
d’ordre partiel floue R sur E est dite ordre total flou si R(z,y) > 0 ou R(y,z) > 0 pour tout
z,y € E. Si R une relation d’ordre total flou sur E, alors le couple (E, R) est appelé ensemble

totalement ordonné flou (au bien chaine floue).

Proposition 3.1 [13]
Soient (E, R) un ensemble partiellement ordonné flou et x,y, z € E.

SiR(z,y) > 0et R(y,z) > 0,alors R(x,z) > 0.

Proposition 3.2 [12]
Soient (E, R) un ensemble partiellement ordonné flou et x,y, z € E, et soit o €]0, 1].

SiR(z,y) > aet R(y,z) = «,alors R(z, z) > a.

Démonstration :
Supposons « €]0, 1] tel que R(x,y) > a et R(y, 2) > «, donc min{R(z,y), R(y,x)} > a, donc
supyepmin{R(z,y),R(y,z)} = min{R(x,y),R(y,xz)} > «, finalement par la définition du

transitivité floue on obtient R(z, z) > a.

Définition 3.6 [9]
Si R une relation binaire floue sur un ensemble E, la relation floue R~' : E x E — [0, 1] définie par
R (z,y) = R(y, x) est appelée l'inverse de R. Notez que 'inverse de toute relation d’ordre partiel

flou est elle méme une relation d’ordre partiel flou

3.1.3 Treillis flou

Définition 3.7 [10]

Soit (E, R) un ensemble ordonné flou et soit B une partie de E. Un élément u € E est dit majorant
de B si R(y,u) > 0 pour tout y € B. Un majorant uy de B sera dit borne supérieure de B
si R(ug,u) > 0 pour tout majorant u de B. Un élément v € E est dit une minorant de B si
R(v,y) > 0 pour tout y € B. Un minorant vy de B sera dit borne inférieure (au infimum) de B si
R(v,vo) > 0 pour tout minorant v de B.

La borne supérieure de B sera désignée par supB et borne inférieure de B sera désignée par infB.

On note sup{x,y} par x V y et inf{x,y} par x A\ y pour tout x,y € E.
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Proposition 3.3 [11]
Soit R une relation binaire floue sur un ensemble E et soit B une partie de E. Si R est antisymétrique,

alors supB (resp. inf B) s'il existe est unique.

Démonstration :
Supposons ug, u; deux supermum (resp. vy, v; deux infimum ) de B, alors par définition
R(ug,u1) > 0 et R(uq,ug) > 0 (resp. R(vg,v1) > 0 et R(vy,vp) > 0) et comme R antisymé-

trique alors vy = u; (resp. vy = v1).

Définition 3.8 (Treillis flou) [1]
Si dans un ensemble ordonné flou (E,R), x V y et x A\ y existent pour tout x,y € E, alors le couple

(E,R) est dit un treillis flou. Pour la suite, on note tout simplement un treillis flou (E, R) par L.

Exemple 3.2

1. Soient E = {x¢, yo, 20} et R une relation d’ordre partiel flou sur E tel que :

Re(z,y) | wo | vo | 20 TALY | Zo | Yo | 20 TNVey | Zo | Yo | 2o
g 1 102]0.1 To To | To | xo To o | Yo | 20
Yo 0] 1101 Yo | Zo | Yo | Yo Yo | Yo |¥Yo| %
20 0 0 1 20 To | Yo | 20 20 Zo | 20 | 2o

L’ensemble ordonné L = (E, R ) est un treillis flou (voir la figure 3.1).

2. Soient F' = {x1,y1, 21, w; } et R une relation d’ordre partiel flou sur F tel que :

Rm(@,y) |z |y | 21 | wi || 2AMY |21 [ Y1 | 20 [ w1 || 2VMmy | 20 | 1 | 21 | w
T 1103]01(04 T 1| x| 21 | 21 T r1 |y | 21 | wn
Y1 0 1 0 ]0.1 Y1 Ty | Y| 21| Y1 Y1 Yi | | Wy | Wy
21 0 0 1 103 21 T |21 | 21 | &1 21 Z1 |wr | 21 | uq
w1 0 0 0 1 w1 1| | 21 | W w1 wy | wy | wy | wy

L’ensemble ordonné M = (F, R ) est un treillis flou (voir la figure 3.1).
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0.1 I

FIGURE 3.1

Proposition 3.4 [14]
Soient (E,R) un ensemble partiellement ordonné flou (ou chaine floue) et F* C E, si R = R|pxr,
R est une relation binaire floue sur F i.e. x,y € F : R(z,y) = R(x,y), alors (F,R) est aussi un

ensemble ordonné flou (ou chaine floue).

Définition 3.9 (Sous-treillis flou) [11]
Soit L = (E,R) un treillis flou. M = (F,R) est un sous-treillis flou de L si F C E et R = R|pxr,

dans ce cas M est aussi un treillis flou.

Exemple 3.3
Soient L = (E, R.) et M = (F, R ) les deux treillis qui sont définis dans I’exemple 3.2, E, est une
partie de E et Fy, I, sont des parties de F tels que : Ey = {xo,vy0}, F1 = {z1, w1} et F5 = {y1, 21}

1. (Ey, Rr) est un sous-treillis flou de L.

2. (F1, Rm) est un sous-treillis flou de M.

3. (Fy, Ram) n’est pas un sous-treillis flou de M (car, y1 Apz1 = 21 ¢ Fhet ynVpz = wy ¢ F).
Puisque les relations floues sont des ensembles flous, donc pour tout a €]0, 1] on peut parler

de support et de niveau de flou de degré o (au a-coup) d’une relation binaire floue.

Soient R une relation binaire floue sur un ensemble F et a un élément de |0, 1], on a:

Ro={(z,y) e EXE:R(z,y) > a}letS(R)={(z,y) € Ex E:R(z,y) > 0}.
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Proposition 3.5
Soit R une relation binaire floue sur un ensemble E.

R est un ordre partiel flou sur E ssi R, est un ordre partiel sur E pour tout o €]0, 1].
Démonstration : Voir [9] (proposition 2.4).

Proposition 3.6
Si R une relation binaire floue sur E tel que (E, R,,) est un treillis pour tout o €]0, 1], alors

L = (E,R) est un treillis flou.

Démonstration : voir [9] (proposition 3.5).

La réciproque n’est pas forcement vraie, pour cela voir [11] (exemple 33).

Proposition 3.7 [12]

Si R un ordre partiel flou sur E, alors S(R) est un ordre partiel sur E.

Démonstration :

Supposons R un ordre partiel flou sur E. Pour tout z € E, R(z,z) = 1 > 0 donc (z,x) €
S(R).Si (x,y) € S(R) et (y,x) € S(R) c'est-a-dire R(x,y) > 0 et R(y,z) > 0, comme R
est antisymétrique donc = = y. Si (z,y) € S(R) et (y,2) € S(R) c'est-a-dire R(z,y) > 0 et
R(y, z) > 0, alors R(z, z) > 0, donc (z,z) € S(R).

Proposition 3.8 [11]
Soit (E,R) un treillis flou, pour tout x,y,z € Eona:
(1) R(z,zVy)>0R(y,zVy) >0, R(xAy,x) >0, R(xAy,y) > 0.
(2) R(z,z) >0et R(y,2) >0 = R(zVy,z)>0.
(3) R(z,z) >0et R(z,y) >0= R(z,x Ay) > 0.
(4) R(z,y) >0z Vy=uy.
(5) R(z,y) >0 <=z Ny =
(6) SiR(y,2) >0= R(z ANy,zNz)>0et R(zVy,zVz)>0.

(7) (xVy)Vz=xzV(yVz), @Ay Az=zA(yA z).

Démonstration :
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Il est simple de vérifier (1), (2) et (3)
Supposons R(z,y) > 0, et comme R(y,y) > 0, donc de (2) R(z V y,y) > 0. D’autre

partde (1) R(y,x V y) > 0, comme R est antisymétrique alors = V y = y. Inversement,

supposons z V y =y, donc R(z,y) = R(z,z V y) > 0 de (1) (méme chose pour (5) ).

Supposons R(y,z) > 0,ona:

R(x ANy, z) = suppegmin{R(z Ny,p), R(p, z)} = min{R(x ANy,y),R(y,z)} > 0.
Comme de (1) R(z Ay, z) > 0 donc de (3) on obtient R(z A y,z A z) > 0.

Et: R(y,z V 2) = suppeemin{R(y,p), R(p,z V 2)} = min{R(y, ), R(z,z V z)} > 0.
Comme de (1) R(z,z V z) > 0 donc de (2) on obtient R(x V y,x V z) > 0.

On va montrer la propriété (7).On sait que R(z,z V (y V 2)) > O et

R(y,zV(yVz)) = suprepmin{R(y, k), R(k,xV (yV 2))} = min{R(y,yV =z),R(yV z,xV

(yVv2))}>0.
Doncona R(z,zV (yV z)) > 0et R(y,z V (y V z)) > 0, alors d’apres ce qui précede

R(zVy,zV(yVz)>D0.

On sait que R(z, 2V (y V 2)) = supregmin{R(z,k),R(k,zV (y V 2))} = min{R(z,y V
2),R(yVz,zV(yVz)}>D0.

DonconaR(zVy,zV (yVz)) >0etR(z,zV(yV=z)) >0,alors d’apres ce qui précede

R((zVy)Vz,xV(yVz) >0 .... (%)
Similairement on obtient
R(zV(yVz),(xVy Vz)>0 ... (xx)

D’apres (x) et (xx) alors (zVy)Vz = 2V (yVz). Méme une méthode similaire (zAy) Az =
z A (YA z).

Corollaire 3.1 [13]
Soit R un ordre partiel flou sur E. Si (E, R) un treillis flou, alors (E, S(R)) est un treillis. Mais la

réciproque n’est pas forcement vraie.

Exemple 3.4

Soient E = {x,y, 2} et R un ordre flou sur E défini comme suit : R(x,x) = R(y,y) = R(z,2) =1,
R(y,x) =R(z,z) =R(z,y) =0, R(z,y) = 0.3, R(x,z) = 0.1 et R(y,z) = 0.8.
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On peut vérifier que S(R) est un ordre partiel sur E, mais R n’est pas un ordre partiel flou sur E car
ce n'est pas transitive. En effet, 0.1 = R(x, z) # supyepmin{R(z,y), R(y, z)} = min{0.3,0.8} =
0.3.

Proposition 3.9 [10]
Soient (E,R) un treillis flou et x,y € E,ona:

(1) zVe =z, Nz =2
(2) zVy=yVzr,xANy=yAx.
3) (zVy)Nx=xz,(xANy)Vz ==z
Démonstration :
Supposons (E, R) un treillis flou et z,y € E.
e Il est simple de vérifier (1) et (2).

e Il est clair que R(x, (x Ay) Vx) > 0. D’autre part R(z A y,z) > 0 et R(z,z) > 0, donc
R((xAy)Vz,x) > 0. Finalement, comme R est antisymétrique, on obtient (zAy)Vz = z

(méme chose pour (z Vy) Az = x).

3.2 Ensembles particuliers d"un treillis flou

Dans cette section on va définir quatre ensembles particuliers d"un treillis flou, qui sont
les idéaux, les filtres, les a-idéaux et les a-filtres et quelques propriétés fondamentales, pour

plus de détails voir [10],[11],[12] et [14].

3.2.1 Idéal et Filtre d"un treillis flou

Définition 3.10

Soient L = (E,R) un treillis flou et I C E, I est un idéal de L si :
(1) Size E,ye letR(x,y)>0,alorsxz € I;
(2) Siz,y € l,alorszVyel

Définition 3.11
Soient L = (E,R) un treillis flou et ' C E, F est un filtre de L si :
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(1) Sizx e E,y € Fet R(y,z) > 0,alors z € F';

(2) Siz,y € F,alorsx Ny € F.

Remarque 3.2

Si L = (E,R) un treillis flou et G un idéal (resp. filtre) de L, alors M = (G, R) est un sous-treillis
flou de L. En effet, d’apres la condition (2) d'un idéal (resp. filtre), G est stable par \ (resp. par N).
Soient x,y € G, comme R(x Ay, z) > 0 (resp. R(z,zVy) > 0),alorsx ANy € G (resp. x Vy € G).

Exemple 3.5
Soient M = (F, R ) le treillis flou défini dans l'exemple 3.2 et A, F, I sont des parties de F tels
que: A ={x1,y1,21}, F={z1,wi} et I ={x,y1}.

1. F est un filtre de M.

2. I est unidéal de M.

3. Mais A ni filtre ni idéal de M.

Proposition 3.10
Soient L = (E,R) un treillis flou et G une partie de E tel que L = (E, S(R)) soit un treillis.
G est un idéal (resp. filtre) de L <= G est un idéal (resp. filtre) de L = (E,S(R)).

Démonstration :

(=) Supposons que G est un idéal de L.

Soient z € Eety € G tel que (z,y) € S(R),doncz € E, y € G et R(z,y) > 0 et comme ¢
estunidéal de £, alors z € G.

Soient x € G ety € GG, comme G est un idéal de L doncz Vg y € G,ona:

R(x,xVry) >0 (x,z Vg y) € S(R)
= — (v Vs ¥, VrYy) € S(R) =

R(y,xVry) >0 (v, Vry) € S(R)
R(xz Vgmw) y,x Vry) > 0, comme G est un idéal de £ alors = Vgr) y € G.

(<) Supposons que G est unidéal de L = (E, S(R)).

Soientz € Eety € G tel que R(z,y) > 0,doncz € E, y € Get(z,y) € S(R), et comme G
estunidéal de L, alors z € G.

Soient z € G ety € G, comme G est unidéalde L = (F, S(R)) doncz Vgryy € G,ona:

(z,2 Vsmr) y) € S(R) R(z,2 Vswr)y) >0
— — R(z Vr ¥, Vsmr) y) > 0 =

(y,xVsmr)y) € S(R) R(y,x Vswryy) >0
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(xVry,xVgmr) y) € G, et comme G estunidéal de L = (E, S(R)) alorsz Vp y € G.

Méthode analogue pour les filtres.

Proposition 3.11
Soient L = (E,R) un treillis flou, G un idéal de L et pour tout o« €]0, 1], (E, R,,) soit un treillis.
Alors, l'ensemble G, = {x € G : R(z,y) = a pour tout y € G} est un idéal de (E, R.,,).

Remarque 3.3

Soient L = (E,R) un treillis flou et soit G une partie de E tel que (G, R) soit un sous-treillis de L,
alors :

1G={x€ E:R(x,y) > 0pourcertains y € G} estunidéalde L, et T G = {x € E: R(y,x) >
0 pour certains y € G'} est un filtre de L.

En effet, (1) Soit z €| G et w € E tel que R(w, z) > 0, donc il existe x € G tel que R(z,z) > 0 et
R(w, z) > 0,alors R(w,x) > 0iew € G.

(2) Supposons x,y des éléments de |, G, donc il existe zy, zo € G tel que R(x, z1) > 0et R(y, z2) > 0,
donc R(z,z1 V 23) > 0et R(y, 21 V 22) > 0 et par hypothese (G, R) est un sous-treillis de L, donc
7 VzeGetR(xVy,z1Vz)>0iexVy el G. De méme pour T G est un filtre de L.

Proposition 3.12

Soient L = (E,R) un treillis flou et G une partie de E, alors | G vérifie les propriétés suivante :
1) G ClG.
2) GCW=|GC|lW.

2) 11 G =G,

Démonstration :

1)Siz e GetR(x,z) =1>0,alorsz €| G.

2) Supposons G C W et y €| G, donc par définition, existe z € G tel que R(y, z) > 0, comme
G CW,donc z € W tel que R(y,z) > 0,doncy | W.

3) (=) Supposons y €| G, donc il existe z €| G tel que R(y,z) > 0, comme z €] G alors il
existe z € G tel que R(z,z) > 0,ona R(y,z) > 0et R(x,z) > 0,donc R(y,z) > 0iey €l G,
donc || G C| G.

(<) D’apres 1) et 2) | G C|| G. De méme, nous montrons les mémes propriétés pour + G
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Proposition 3.13

Soient L = (E,R) un treillis flou et G une partie de E, alors T G vérifie les propriétés suivante :
1) G TG
2) GCW=1GCTW.
2) 11 G =1 G.

Définition 3.12

Soient L = (E,R) un treillis flou et x un élément de E.

L'ensemble | v = {z € E : R(z,z) > 0} est appelé l'idéal principal de L engendré par x.
L'ensemble T x = {z € E : R(x, z) > 0} est appelé le filtre principal de L engendré par x.

3.2.2 «-Idéal et a-Filtre d"un treillis flou

Définition 3.13 (a-idéal)

Soient L = (E,R) un treillis flou, o« €]0,1) et I C E. I est un a-idéal de L si :
(1) Size E,ycletR(x,y) > a,alorsx € I;

(2) Siz,y el alorsxVyel

Définition 3.14 (a-filtre)
Soient L = (E,R) un treillis flou, o €]0,1] et F' C E. F est un a-filtre de L si :

(1) Size E,ye FetR(y,x) > a,alorsx € F;

(2) Six,y € F,alorsx Ny € F.

Exemple 3.6

Soient oy = 0.2, ap = 0.3 des éléments de [0,1] et L = (E,Rz), M = (F,Rm) les deux treillis
flous qui sont définis dans l'exemple 3.2 et A une partie de E et I une partie de F tels que :
A={yo}tetI={z,w}.

— Aest un aq-filtre, co-idéal et o -filtre de £, mais n’est pas un ay-idéal, car Rz(xo, yo) = oy = 0.2
et xg ¢ A.

— 1 est un ay-filtre de M, mais n’est pas un ay-idéal de M, car Ry(x1,w1) = 0.4 > ag = 0.2 et

ZE1¢[
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Proposition 3.14

Si oo < B implique tout a-idéal est un [-idéal.

Démonstration :

Soit G un a-idéal et o < .

(1)Siz € E,y € GetR(z,y) > B, comme o < ,doncx € E;y € GetR(x,y) > «, et
puisque G est un a-idéal, alors z € G.

(2) Simple.

De méme, on montre que si a < 3, alors tout a-filtre est un S-filtre.

Proposition 3.15
Soient L = (E,R) un treillis flou et G un idéal (resp. filtre) de (E, S(R)).
Alors pour tout o €]0, 1], G est un o-idéal (resp. o-filtre) de L.

Démonstration :
Supposons que G est un idéal de (E, S(R)) et « €]0, 1].
— Siz e Eety € Gtel que R(z,y) > a,doncz € Eety € G tel que (z,y) € S(R), et
comme G est un idéal de (£, S(R)), alors z € G.
— Siz € Gety € G etcomme G est unidéal de (E, S(R)), alors x Vgr) y € G.
Ona(z,zVgryy) € S(R)et (y,xVsmryy) € S(R), donc R(x, zVgr)y) > 0et R(y, xVg(r)
y) > 0, donc R(z Vg y,x Vs y) > 0, donc (z Vg y,x Vsr) y) € S(R) et comme
T Vgmr)y € Gavec G estunidéal de (£, S(R)),alors z Vg y € G.

Remarque 3.4
Soient L = (E,R) un treillis flou et G une partie de E tel que (G, R) est un sous-treillis de L.
— VG, ={z € E:R(x,y) > apour certains y € G} est un a-idéal de L.

— 1 Go={z € E:R(y,x) > a pour certains y € G} est un a-filtre de L.

Proposition 3.16

Soient L = (E,R) un treillis flou et G C E, alors |} G, et f} G, satisfaisons les propriétés suivantes :
(1) G CY Gaet G Gy

(2)GCW =G, Ty Wyetfh G, ft W,.

(3) I Go =1 Gq et M Go =1t G
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3.3 Classes particulieres de treillis flous

Dans cette section on va définir deux types de treillis flous, treillis flous distributifs et
treillis flous modulaires, et on va donner la notion d'un homomorphisme de treillis flous

fermés, pour plus de détails voir [1] et [9].

3.3.1 Treillis flou distributif

Définition 3.15
Un treillis flou £ = (E,R) est dit distributif si
zA(yVz)=(@Ay)V(xAz)etzV(yAz)=(xVy) A(zV z)pourtoutx,y,z € E.

Proposition 3.17 (Inégalités distributives)
Soient L = (E,R) un treillis flou et x,y, = des éléments de E, alors

R((xAy)V(rAz),zA(yVz)>0etR(xV(yAz),(xVy AxVz)>0.

Démonstration : Soient z,y,2 € F,on a:
(

Rz Ay,z) >0 ¢
Rz ANy,xz) >0

R(xANy,y) >0 = = R Ay, zA(yVz)>0 ... (%).
Rz ANy,yV z)>0

kR(y,y\/z)>0 )

.

R(x A z,x) >0 (
R(z Az,z)>0

Rz Nzz)>0 = = R@xAz,zAN(yVz)>0 ... (5.
Rz ANzyVz)>0

R(z,yVz)>0 )

De (%) et (%) on obtient R((z Ay) V (z Az),x A(yV z)) > 0.
De méme montrons R(z V (y A z), (z Vy) A (zV 2)) > 0.

Remarque 3.5
D’apres les inégalités distributive, un treillis flou L = (E, R) est distributif si :
RxA(yVz),(xAy)V(eAz)>0etR(xVy A(zVz),zV(yAz))>D0.

Exemple 3.7
Soient l'ensemble E = {a,b,c,d,e, f} et L = (E,R) un treillis flou tel que R définie par la table
suivante :

L = (E,R) est un treillis flou distributif.
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Exemple 3.8

Toute chaine floue est distributif.

Proposition 3.18

Soient L = (E,R) un treillis flou et x,y, z des éléments de E.
Alors:x AN (yVz)=(xAy)V(zAz)<=zV(yAz)=(xVy AzV=2).

Démonstration : voir [9] proposition 3.9.

3.3.2 Treillis flou modulaire

Définition 3.16

Un treillis flou £ = (E,R) est dit modulaire si R(x,z) > 0 implique x V (y A z)

pour tout x,y,z € E.

Proposition 3.19 (Inégalité modulaire)

Soient L = (E,R) un treillis flou et x,y, = des éléments de E.

R|lal| b c d e f
a|1(101]03]03(05](0.7
b (0| 1 [02(02]04]0.6
c|0] 0 1 0 (02(03
d|0| 0 0 1 102(0.3
e |0 0 0 0 1 ]10.2
fl101 0 0 010 1

FIGURE 3.2

Alors : R(x, z) > 0 implique R((x V (y A 2)), ((x Vy) A z)) > 0.

Démonstration :

Supposons R(z, z) > 0, d’apres I'inégalité distributifs :

RxV(yAz),(xVy) A(xVz)=RxV(yAz),(xVy) Az >D0.

Remarque 3.6

D’apres l'inégalité modulaire, L = (E, R) est modulaire si

R(z, z) > 0 impliqgue R((x Vy) Az, V (y A z)) > 0 pour tout z,y, z € E.
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Proposition 3.20

Tout treillis flou distributif est modulaire.

Démonstration :
Soit £ = (E,R) un treillis flou distributif, donc pour tout z,y,z € E:
zV(yAz) = (zVy)A(zVz), supposons R(xz, z) > 0,alors 2V (yAz) = (xVy)A(zVz) = (zVy)Az

(car R(z, z) > 0), donc L est modulaire.

Exemple 3.9
Comme le treillis flou £ = (E,R) définir de I'exemple 3.7 est distributif, alors il est modulaire.

3.3.3 Homomorphisme de treillis flous fermés

Dans ce paragraphe nous définissons I’'homomorphisme des treillis flous fermés et déve-

loppons quelques résultat associés, pour plus de détails voir [12] et [13]

Définition 3.17 (Treillis flou fermé)
Un treillis flou (E,R) est fermé s'il existe 0,1 € E tel que R(0,z) > 0et R(x,1) > 0 pour tout
xec k.

Définition 3.18

Soient L = (E,R.) et M = (F, R ) deux treillis flous fermés, une application f : E — F est dit
un homomorphisme flou de L vers M si pour tout x,y € E elle satisfait les conditions suivantes :
(D) flevey) = f2) Va f(y).

(2) flz Az y) = fz) A fy).

(3) f(0z) = Opcet f(1z) = 1aa.

Exemple 3.10
Soient L = (E,R), M = (E, Rm) les deux treillis flous qui sont définis dans I'exemple 3.2 et f
une application de L dans M définie par : f(x¢) = x1, f(yo) = v1 et f(z0) = w1.

On peut vérifier facilement que f est un homomorphisme de treillis flous fermés (voir la figure 3.3).

Remarque 3.7
Soient L = (E,R.), M = (F,R ) deux treillis flous fermés et f : E — F une application de L
vers M.
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o f est un monomorphisme flou si f homomorphisme flou + injective.
o [ est un épimorphisme flou si f homomorphisme flou + surjective.

o f est un isomorphisme flou si f homomorphisme flou + bijective.

Proposition 3.21
Soient L = (E,Rz), M = (F, Rm) deux treillis flous fermés et f : E — I un homomorphisme
flou de L vers M. Pour tout x,y € E, si Re(z,y) > 0alors Ry(f(x), f(y)) > 0.

Démonstration :

SiRe(x,y) > 0,3 Acy ==, donc f(z) = f(x Acy) = f(x) A f(y), alors Ru(f (), f(y)) > 0.

Proposition 3.22

Soient L = (E,R.), M = (F,Rm) deux treillis flous fermés et f : E. — F une application de L
vers M, f préserve l'ordre flou (i.e, si Rz(x,y) > 0alors Ry (f(x), f(y)) > 0) ssi Rm(f(x) Va
f), flxvey)) > 0.

Démonstration :

(=) Supposons f est préserve 1’ordre flou, on a:
Re(z,xVey) >0 . Rm(f(@), flxVey)) >0

Re(y,xVey) >0 Rm(f(), f(xVey)) >0
0.

= Rm(f (@) Vm fy), fz Vey)) >

(<) Supposons R (f(z) Vi f(y), f(z Ve y)) >0, pour tout z,y € E.
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SiRe(z,y) >0, done Ru(f(z) Vaa f(), f(a Ve y) = Rau(f(x) Vu f(y), f(y)) > 0, comme
Rm(f(y), f(@)Vaf(y)) > 0et Rp estantisymétrique, alors f(y) = f(z)Vaf(y)ie Rm(f(2), f(y)) >

0, donc f est préserve 1’ordre flou.

Proposition 3.23

Soient L = (E,R.), M = (F,Rm) deux treillis flous fermés et f : E — F une application de L
vers M, f préserve l'ordre flou (i.e, si Rz(x,y) > 0alors Ry (f(x), f(y)) > 0) ssi Rm(f(x) Am
FW), f(zAcy)) > 0.

Démonstration : Preuve analogue a celle de la proposition précédente.

Définition 3.19
Soient L = (E,Rr), M = (F,Rm) deux treillis flous fermés et f : E — F une application de L
vers M.

[ est un morphisme d’ordre flou si pour tout x,y € E, f satisfait :
— Re(z,y) > 0= Ru(f(2), fy)) > 0.
— f(0z) = Ot
— f(lz) = 1m

Si f bijective, alors elle est appelé un isomorphisme d’ordre flou.
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Chapitre 4

Application d’algebre de Boole "pour
afficher les 10 chiffres sur un afficheur 7

segments"

L’algebre booléenne est utilisée pour modéliser les circuits de dispositifs électroniques.
Chaque entrée et chaque sortie d"un tel dispositif peut étre considéré comme un élément
de I’algebre de Boole {0, 1}. Un ordinateur ou autre dispositif électronique se compose d'un
certain nombre de circuit. Chaque circuit peut étre concu en utilisant les regles d’algebre
booléenne qui ont été étudiées dans le deuxieme chapitre. Les éléments de base des circuits

sont représentés sur la figure 4.1.

w

ymbole
Table de vérité

SRR
ARCAESIES o Y

FIGURE 4.1 — Symboles des portes logiques



Nous allons permettre a des multiples entrées a portes ET et OU. Les entrées de chacune
de ces portes sont représentés sur le coté gauche entrant dans 1’élément et dont la sortie est
affichée sur le coté droit. Exemples des portes ET et OU a n entrées sont représentées sur la

figure 4.2.

e 5
X '_b X ‘—>

FIGURE 4.2 — Portes logiques a n entrées

Exemple 4.1

La figure 4.3 représentant des circuits qui produisent les résultats suivants :

(a) (x+y)z, (b) Z(y + 2) et (¢) (z +y + 2)(TYZ).

‘4’] : X+
P (x+y) X
(a)

-"4’D‘3—‘|—.

FIGURE 4.3

Exemple 4.2

Un comité de trois personnes décide une mise au point pour une organisation. Chaque vote indivi-
duel soit oui ou non pour chaque proposition qui se pose. Une proposition est adoptée si elle regoit au
moins deux votes de oui. Concevoir un circuit logique Qui détermine si une proposition passe.

Solution :
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Soit x = 1, si le premier individu vote par "oui”, et x = 0 si cet individu vote par "non”, soit y = 1
si le second individu vote par "oui”, et y = 0 si cet individu vote par "non”, soit z = 1, si le troi-
sieme individu vote par "oui”, et z = 0 si cet individu vote par “non”. Alors, un circuit doit étre
congu de maniere que la sortie produit 1 a partir des entrées x, y et z lorsque deux ou plus de z, y
et z sont 1. Une représentation de la fonction booléenne est celle qui donne ces valeurs de sortie par

'expression : xy+xz+yz. Le circuit qui met en ceuvre cette fonction est représenté dans la figure 4.4.

FIGURE 4.4

Définition 4.1 (Afficheur numérique 7 segments)

Les afficheurs numérique 7 segments sont un type d'afficheur trés présent sur les calculatrices et les
montres a affichage numérique : les caractéres (des chiffres, bien que quelques lettres soient utilisées
pour l'affichage hexadécimal) s’écrivent en allumant ou en éteignant des segments, au nombre de sept.

Quand les 7 segments sont allumés, on obtient le chiffre 8.

On veut réaliser un circuit logique a 4 entrées qui transforme le code BCD (Décimal code
binaire) en un code de langueur 7 qui permet (lorsqu’il est appliqué aux entrées d'un af-
ticheur) de voir s’inscrire le chiffre correspondant a la combinaison binaire d’entrée. Les 7
sorties repérées de a a ¢ commandent chacune un des 7 segments de Iafficheur. Un segment
sera éclairé si la sortie du décodeur qui le commande est a 1’état logique 1.

a

<
——seps(6) {seg'a'} £
€g P——— ——segs(5) {seg b’} b
R . g
e — F——segs(4) {seg'c} G o——
€2 —»BCD to T-segmentf— pce05(3) {seg'd'}
€3 —! display decoder F——®segs(2) {seg'e'} ©
g 8 c
——segs(l) {seg :f} Jrm—
——segs(0) {seg'e} d
FIGURE 4.5
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Remarque 4.1

N

L’afficheur numérique est constitué de 7 segments repérés de "a” a "g” et a quatre entrées eg, ey, ey
et es permettant le codage du a afficher en binaire (code BCD). Le décodeur permet de commander les
segments en fonction du digit a afficher. Par exemple pour afficher 3 il faut quea =1,b=1,c =1,
d=1,e=0,f=0etg=1.

Voici les 10 chiffres et quelques lettres représentés sur un afficheur 7 segments :

m | - 0 (N O C |
o | C J W & o |
0 1 2 3 4 5 6 7
[ Q ] [ - "
o 5 A b L d €t -r
8 9 A B C D E F
FIGURE 4.6

Programmation :
Nous allons afficher les chiffres décimales de 0 a 9 sur un afficheur numérique 7 segments.

Pour cela nous donnons la table de vérité suivante :

Code Segments

es()|e22)|ei@)|ee@)] a | b | ¢ | d | e | f | g

T T HIRBRIRBRIRIHEIR

0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 0
1 0 0 0 1 0 1 1 0 0 0 0
2 0 0 1 0 1 1 0 1 1 0 1
3 0 0 1 1 1 1 1 1 0 0 1
4 0 1 0 0 0 1 1 1 0 1 1
5 0 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1
6 0 1 1 0 1 0 1 1 1 1 1
7 0 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0
8 1 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1
9 1 0 0 1 1 1 1 1 0 1 1

FIGURE 4.7

A partir de cette table de vérité nous allons construire une table de Karnaugh pour

chaque sortie :
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ereg\ezes | 00 [ 01 | 11 | 10 ereg\ezes | 00 [ 01 | 11 | 10
00 110 -1 00 1 |1] |1
01 o] 1/ -]1 01 110} -|1
11 1117 - . 11 1]1
10 1117 - : 10 110 .
Table de karnaugh du sortie "a"  Table de karnaugh du sortie "b"
eregN\eses | 00 | 01 | 11 | 10 eregN\eses | 00 | 01 | 11 | 10
00 1] -1 00 171} -1]1
01 17111 01 o 1] -]1
11 1117 - : 11 110
10 o] 1]- : 10 111 .
Table de karnaugh du sortie "¢  Table de karnaugh du sortie "d"
eregN\ezez | 00 [ 01 | 11 | 10 ereg\ezez | 00 [ 01 | 11 | 10
00 110 1 00 I 1] |1
01 010 0 01 o1 |- |1
11 0|0 11 010
10 I O I 10 0| 1]-
Table de karnaugh du sortie "e"  Table de karnaugh du sortie " f"
ereg\ezes | 00 [ 01 | 11 | 10
00 o] 1] -]1
01 o1 -]1
11 110
10 1]1

n.n

Table de karnaugh du sortie "¢
L’examen des tables de Karnaugh des fonctions "a" a "g" fournit les équations booléenne :
a=e;+e3+(eo-ea)+ (€ €a) =er+e3+ (€D ea).

b=éy+es+(eg-e1)+ (€-€1) =ér+es+ (e ®eéy).

Cc=¢€y+ €+ e+ es.

d=e3+ (€g-e1)+ (e1- )+ (éo-€2) + (eg-€1-e3) =es+ (€g-ez-e1) + (eg + €2) + (eo - €1 - €2).
e= (€ -e1)+ (- €2) =6p- (€1 + é).

f=es+ (€ -e1)+ (€o-e2)+ (€1-€3) =e3+ (eg+ €1)+ (€9 €1 - €2).

g=es+ (o e1)+ (e1-e€)+(€1-ex) =e3+ (€-e1)+ (€1 D ea).
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Chaque équation booléennes sera transformée en un circuit logique a quatre entrés eg,e;,e2,e3

et une sortie lié au segment correspondant dans 'afficheur numérique 7 segments.

FIGURE 4.8
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