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Introduction générale 

  
         Les sciences physiques modernes ont connu un développement remarquable et important, 

en particulier après les découvertes de Planck et d'Einstein sur la quantification de l'énergie. Ces 

travaux physiques ont été une révolution majeure de la physique classique.  

         Puis vint la physique fondamentale dirigée par Schrödinger en 1925. Il a été complètement 

réussi dans deux cas physiques importants et ils sont l’oscillateur harmonique et l'atome 

d'hydrogène à basse énergie [1-2]. 

      Bondant les années derniers, la Mécanique quantique basée sur l’équation de Schrödinger 

développé par plusieurs méthodes : la méthode de Nikiforov-Uvarov, super-symétrique 

quantum mécaniques, calcule numérique, interaction asymptotique, l’approché de l’intégrale 

de chemin …etc. pour étudier les différents un modèles quantique, dans les différents domaines 

de la science atomique, nucléaire, moléculaire….etc. [3-21]. 

          En cas particulière l’équation de Schrödinger peut être étudié des atomes hydrogéniques 

et les intéractions entre les quarks et l’anti quarks dans les mésons en basé sur le potentiel 

Cornell et le potentiel de Cornell généralisé à deux dimensions et a trois dimensions [22].  

        L’objectif de ce travail de mémoire de Master en physique théorique promotion   2019-

2020 est l’étude l’effet de la non-commutativité de l’espace-phase à deux dimensions sur le 

potentiel Cornell généralisé.     

-   Le but principal : 

        L’objectif principal de ce travail est la résoudre l’équation de Schrödinger avec le potentiel 

Cornell généralisé, de l’espace-phase à deux dimensions. Ce travail se divisé on trois chapitres 

principales avec une conclusion générale : 

-  Le premier chapitre : 

 

Consacré aux La structure quantique de l’espace-phase noncommutatif à deux dimensions, 

-    Dans le Chapitre II :  
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   On résume les solutions de l’équation de Schrödinger pour le potentiel Cornell généralisé 

dans l’espace ordinaire à deux dimensions [21], 

Et dans le Chapitre III : 

    On étude l’équation de Schrödinger modifiée pour le potentiel Cornell généralisé dans 

l’espace-phase non commutatif à deux dimensions pour obtenir les nouveaux spectres 

atomique. 

       On termine notre mémoire de master par une conclusion générale et l’interprétation 

physique. 
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I.1. Introduction : 

        Dans ce premier chapitre ont traité les postulats et les hypothèses caractérisées la structure 

quantique et physique de l’espace-phase noncommutatif, les éléments principales sont : 

  Rappelle sur la structure quantique ordinaire, 

 Les nouveaux postulats de l’espace-phase noncommutatif et le produit star et ces propriétés, la 

formule de Moyal-Weyl 

 La méthode de Bopp’s Shift et ces application pour un potentiel centrale général. 

 La méthode de Bopp’s Shift et ces application pour un potentiel centrale spéciale de la forme

  52

43

2

2

1 a
r

a

r

a
rararV  , connue par le potentiel de Cornell généralisé, dans l’espace-

phase noncommutatif a deux dimensions (NC 2D : RSP). 

I.2. Rappelle sur la structure de la mécanique quantique ordinaire : 

           On sait que les débuts de la physique quantique est connue en 1900, lorsque Planck 

quantifier l’énergie de la lumière  hE   d’un quanta de Planck ( ondejoulh sec10.6262,6 34   ). 

Actuellement, la mécanique quantique ordinaire est formulée sur l’espace commutatif des 

coordonnées de variable et le moment canonique des opérateurs hermétiques (𝑥𝑖, 𝑝𝑖), suivants [1-

2] : 

 
 
 














0,

0,

,

ji

ji

ijji

pp

xx

ipx 

…………………                                                        (I.1) 

 Où   



2

h
  et 𝛿𝑖𝑗  sont la constant de Planck réduit et le symbole ordinaire de 

Kronecker, respectivement, la quantification satisfait par les deux principes concernant 

l’énergie el l’impulsion E  et ip : 

ii
xi

p

t
iE















…………………………………                                     ..       (I.2) 

 On sait que, l’énergie d’une particule de masse   soumise des forces produit par un 

potentiel  trV ,  , en mécanique classique est donnée par : 
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 trV
P

E ,
2

2




………………………     ……………(I.3) 

 Maintenant en applique les deux principes de quantification canonique présentée dans 

l’équation (I.2), on trouve : 

     
t

tr
itrtrV

m 

















,
,,

2 0

2




………          ………...(I-4) 

Où   est l’expression de Laplacien, en deux dimensions prendre l’expression suivant : 

2

2

2

2

yx 







 ……………………       ……………(I-5) 

 L’équation (I.4) connait par l’équation de Schrödinger dans l’espace-temps ordinaire, 

basé sur les postulats présenté par (I.1).  tr,  Est la fonction complexe d’onde, qui 

déterminer la probabilité de trouver la particule à l’instant t dans un surface rd 2

 
entourant le point r  [1-2] : 

  rdtrdP 2
2

, ………………      ……………...(I-6) 

 On peut transformer la fonction complexe d’onde  tr,  dans l’espace d’impulsion 

 tp,  par transformation de Fourier et on détermine la probabilité de p par : 

    pdtppdP 2
2

, ………………        ………...(I-7) 

                               Ce qui donne les relations d’incertitude de Heisenberg : 

 














2

2





y

x

py

px

………………………          …..……(I.8) 

 Une valeur très important caractérisée la mécanique quantique ordinaire, connait par la 

valeur moyenne d’un opérateur  Â  noté par A , prendre les deux expressions dans le cas à 

deux et trois dimensions, respectivement :  
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   

   







rdtrAtrA

rdtrAtrA

3
*

2
*

,ˆ,

,ˆ,
…………..        ………………….(I.9) 

Avec l’élément de surface rd 2  et l’élément de surface. 

 Le vecteur densité de courant de probabilité   trJ ,


 est donné par [1-2] : 

   **

2
, 

mi
trJ


…………..…….………….(I.10) 

On peut aller à la forme locale de l’équation de continuité ;  

    0,, 



trJtr

t


 ……………………….…………..(I-11) 

Ou    2

,, trtr  traduit la densité de probabilité ; elle est parfaitement semblable à l’équation de 

conservation de la charge.  

 En mécanique quantique le moment angulaire global J


 est la somme des deux moments 

angulaire L

 et le moment de spin S


, donc [1-2] : 

SLJ


 ……………      …………………………...(I.12) 

Ce qui permit de trouver le couplage spin-orbit SL


 de la façon suivante : 

][
2

1 222 SLJSL


 …………      …………………….(I.13) 

Les valeurs propres des opérateurs 22 , LJ


 et 2S


 en mécanique quantique  1 c  : 
















)1(

)1(

)1(

2

2

2

ssS

L

jjJ








……………………          ……………...(I.14) 

Les relations (I.13) et (I.14) permettent d’obtenir : 

 )]1()1()1([
2

1
ssjjSL 


………..……                    .….(I.15) 
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Avec
2

1

2

1
 ljl , donc on peut déduire pour une particule fermionique comme alors l’électron, les 

valeurs possible  
2

1
  lj  et 

2

1
 lj  correspondant une polarité de spin up et polarité de pin down. 

I.3. La structure quantique de l’espace-phase non-commutatif : 

                 L’idée de la non commutativité de l’espace introduit par H. Syndre en 1947 [23-24], 

satisfait par nouveaux structure algébrique, connait par le règle de noncommutative commutations 

relations [23-37] :  

 
 
 

 
 
 





























ijji

ijji

ijeffji

ji

ji

ijji

ipp

ixx

ipx

pp

xx

ipx













ˆ,ˆ

ˆ,ˆ

ˆ,ˆ

0,

0,

,

………                         .…(I.16) 

           Ou  Nji ,1,   et N  la dimensions de l’espace, et 














24
1





eff est la constant de 

Planck effectif.   L’espace –temps non commutatif est définie en terme d’un ensemble de 

générateur 𝑥̂𝑖  dits coordonnée non commutatif : 

 

 iiii

iiii

pxgpp

pxfxx

,ˆ

,ˆ




……………………………       ………..(I.17) 

           Les deux paramètres    ,,, 






 






   sont deux tenseurs 

antisymétriques induits par la non commutativité position-position et impulsion-impulsion, 

respectivement. Il est très important de noter les dimensions 






 
  ,  est 

    22
ImpulsionLenngth   respectivement. 

                Dans ce mémoire de master on sintérisé par l’espace-phase a trois dimensions (N=2), donc 

les indices   prendre les valeurs  2,1,  , dans ce cas particulière, satisfait les règles de 

commutations canonique suivant : 

   

   
 

 



















1221

1221

1221

2211

ˆ,ˆ

ˆ,ˆ

0ˆ,ˆˆ,ˆ

ˆ,ˆˆ,ˆ











ipp

ixx

pxpx

ipxpx eff

……………     ………………....(I.18) 
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Ou bien de la forme 

   
   

 

 



















12

12

ˆ,ˆ

ˆ,ˆ

0ˆ,ˆˆ,ˆ

ˆ,ˆˆ,ˆ











ipp

iyx

pypx

ipypx

yx

xy

yx

…………..……      ……………...(I.19) 

I.4.Le produit star : 

     I.4.1.Formule de Moyal-Weyl : 

          Le formalisme   du star-produit introduit par Harman Weyl et Wigner pour permettre une 

description de la mécanique quantique en termes d’espace phases [24-37]. 

(𝑓 ∗ 𝑔)(x, p) = ( 𝑓𝑔)(𝑥, 𝑝) +
𝑖

2
𝜃𝑚𝑛 𝜕𝑓(𝑥,𝑝)

𝜕𝑥𝑚

𝜕𝑔(𝑥,𝑝)

𝜕𝑥𝑛
+ 𝑂(𝜃2)                 (I.20) 

+
𝑖

2
𝜃̅𝑚𝑛

𝜕𝑓(𝑥, 𝑝)

𝜕𝑝𝑚

𝜕𝑔(𝑥, 𝑝)

𝜕𝑝𝑛
+ 0(𝜃̅2) 

 𝑓(𝑥) ∗ 𝑔(𝑥) Représenté la star-produit dans l’espace phase noncommutatif  

( 𝑓𝑔)(𝑥, 𝑝) Représenté la star-produit dans l’espace phase ordinaire 

𝑖

2
𝜃𝑚𝑛 𝜕𝑓(𝑥,𝑝)

𝜕𝑥𝑚

𝜕𝑔(𝑥,𝑝)

𝜕𝑥𝑛  Représenté l’effet de la noncommutative position-position  

𝑖

2
𝜃̅𝑚𝑛 𝜕𝑓(𝑥,𝑝)

𝜕𝑝𝑚

𝜕𝑔(𝑥,𝑝)

𝜕𝑝𝑛  Représenté l’effet de la noncommutative impulsion-impulsion 

I.4.2.Les propriétés du produit star :  

Le produit star vérifie les déférentes propriétés suivant [25-36] : 

 non commutatif : 

                  𝑓(𝑥, 𝑝) ∗ 𝑔(𝑥, 𝑝) ≠ 𝑔(𝑥, 𝑝) ∗ 𝑓(𝑥, 𝑝)                                       (I.21) 

 Associatif : 

                  (𝑓(𝑥, 𝑝) ∗ 𝑔(𝑥, 𝑝)) ∗ ℎ(𝑥, 𝑝) = 𝑓(𝑥, 𝑝)(𝑔(𝑥, 𝑝) ∗ ℎ(𝑥, 𝑝))      (I.22) 

 La relation du complexe conjugué  

                          (𝑓(𝑥, 𝑝) ∗ 𝑔(𝑥, 𝑝))∗ = 𝑓(𝑥, 𝑝)∗ ∗ 𝑔(𝑥, 𝑝)∗                          (I.23) 
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 La relation d’intégrale : 

            ∫ 𝑑𝐷𝑥(𝑓 ∗ 𝑔)(𝑥, 𝑝) = ∫ 𝑑𝐷 𝑥 (𝑔 ∗ 𝑓)(𝑥, 𝑝) = ∫ 𝑑𝐷𝑥𝑓(𝑥, 𝑝)𝑔(𝑥, 𝑝)   (I.24) 

 Permutation cyclique : 

              ∫ 𝑑𝐷𝑥(𝑓 ∗ 𝑔 ∗ ℎ)(𝑥, 𝑝) = ∫ 𝑑𝐷 (ℎ ∗ 𝑓 ∗ 𝑔) = ∫ 𝑑𝐷 𝑥(𝑓 ∗ ℎ ∗ 𝑔)     (I.25) 

 Satisfait la règle de Leibniz : 

                       𝜕𝜇(𝑓 ∗ 𝑔) = 𝜕𝜇𝑓 ∗ 𝑔 + 𝑓𝜕𝜇𝑔                                       (I.26) 

    Nous obtenons le cas commutatif quand  𝜃 = 0  et  𝜃̅ = 0, alors, le produit star de deux fonctions égale 

au produit ordinaire de ces fonctions  

                                                                    𝑓 ⋆ 𝑔 = 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)                                            

Remarque :  

         Dans l’espace non commutatif la construction des théories de jauge se fait de la même manière 

qu’en théorie de jauge sur un espace ordinaire [25-36] : 

 -Les champs classiques remplacés par les champs non commutatifs. 

 -Le produit ordinaire commutatif remplacé par le produit de Moyal-Weyl (produit star). 

            Il très important de noter que les relations de commutation dans l’espace non commutatif, 

satisfait par nouveaux produit connue par le produit star. 

I.5.La méthode de Bopp’s Shift : 

       Pour écrier l’équation de Schrödinger dans l’espace-phase non-commutatif, on applique les 

étapes suivant [25-36] : 

 On remplace la fonction d’onde ordinaire  tr,  par nouvelle fonction d’onde  tr,ˆ̂ , 

 On remplace l’opérateur d’Hamiltonien ordinaire  ii xpH ,  par nouvel opérateur  ii xpH ˆ,ˆˆ , 

 On remplace l’énergie ordinaire E  par nouvelle valeur ncE , 

 On remplace le produit ordinaire par le produit star. 

           Les quatre étapes permirent d’obtenteur l’équation de Schrödinger dans l’espace-phase non-

commutatif 

     trEtrxpH ncii ,ˆˆ,ˆˆ*ˆ,ˆˆ                                                         (I.27)                                                         
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La fonction d’onde  tr,ˆ̂  est peut être écrié : 

    )(ˆˆ,ˆˆ tfrtr                                                                         (I.28)                            

Cela permit de simplifier l’équation (I.27) : 

     rErxpH ncii
ˆˆˆˆ*ˆ,ˆˆ                                                         (I.29) 

             Le physicien Fritz Bopp a été le premier à simplifier le produit star.  La méthode Bopp’s 

Shift permit de traité l’équation de Schrödinger déformée (I.27) comme une équation ordinaire à 

condition d’appliquée les deux translations [30-37] : 

          rErxpH ncii
ˆˆˆ,ˆ  ……………………..……..………..(I.30) 

Avec l’opérateur d’Hamiltonien  ii xpH ˆ,ˆ  peut être écrié en trois variétés [38-51] : 

   

   

   
























































RS :2D-NCpour      ˆ,
2

ˆˆ,ˆ

RS:2D-NCpour      
2

-ˆ,ˆˆ,ˆ

RSP:2D -NCpour      
2

-ˆ, 
2

ˆˆ,ˆ

i

ij

i

ij

ii

ij

i

ij

i

ijiii

jiiii

jijiii

xxxppHxpH

pxxppHxpH

pxxxppHxpH







    (I.31) 

C'est-à-dire, la variété (I.31) correspond : 

                

















jii

jii

pxxx

xppp

2
-ˆ

2
ˆ

ij

i

ij

i





………………………     …………(I.32) 

Et 

             












jii

ii

pxxx

ppp

2
-ˆ

ˆ

ij

i

i

 …………………   ………………(I.33) 

Et 
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











ii

jii

xxx

xppp

i

ij

i

ˆ

2
ˆ


…………………………………(I.34) 

        Notation : Notre travail est fait dans l’espace-phase non commutatif a deux dimensions, pour 

cela les commutateurs [𝑥̂𝑖, 𝑥̂𝑗]  et  ji pp ˆ,ˆ  dans les relations (I .16), (I .17), (I .18) et (I.19) sont 

remplacé par les commutateurs  yx ˆ,ˆ  et  yx pp ˆ,ˆ , respectivement : 









y

x

ppyxi

ppxxi

22

11

ˆˆ2

ˆˆ1
 …………………………..(I.35) 

et 


























xpp

ypp

pyy

pxx

xy

xx

x

y

2
ˆet 

2
ˆ

2
ˆ

2
ˆ









………………                …………..(I.36) 

Avec    1212 ,,    et le carré de (𝑟̂ et p̂ ) est donné par : 

                  222 ˆˆˆ yxr         Et       
222 ˆˆˆ

yx ppp                       (I.37) 

      La méthode de Bopp’s Shift est considéré comme une conséquence du produit star entre 

l’opérateur du potentiels 𝑉̂(𝑥̂) et La fonction d’onde complexe  𝛹̂̂(𝑟̂) : 

                           xxV
m

p
xxV

m

p






























 ˆ
2

ˆˆ*ˆˆ
2

ˆ

0

2

0

2

                                              (I.38) 

 Les deux opérateurs 𝑟̂ et 𝑝̂ écrire en trio dimension dans l’espace et phase non commutatives [38-

51] : 

                                                   zz LppLrr   2222 ˆet       ˆ                                     (I.39) 

I.6.Application sur le potentiel Cornell généralisé a deux dimensions : 



18 

 

 

       On applique les notions du président paragraphe sur le potentiel de Cornell généralisé

  52

43

2

2

1 a
r

a

r

a
rararV  , ce potentiel composé par cinq termes : 

 Le terme quadratique : sous la forme   2

11 rarV   , est similaire à l’oscillateur harmonique 

 Le terme linéaire : sous la forme   rarV 22   

 Le terme de Coulomb : sous la forme   
r

a
rV

3

3
  est similaire à l’atome d’hydrogène 

 Le terme inverse quadratique : sous la forme   
2

4
4

r

a
rV   est inversé de l’oscillateur 

harmonique 

 Le terme constant 

        L’opérateur Hamiltonien  ii xpH ˆ,ˆ  correspondant la variété générale du non commutativité de 

l’espace-phase : 

 













  

2
-ˆ, 

2
ˆˆ,ˆ

ij

i

ij

i jijiii pxxxppHxpH


………         …..(I.40) 

Dans l’espace –phase non commutatif a deux dimensions (NC-2D : RSP),   l’opérateur Hamiltonien 

 ii xpH ˆ,ˆ  est donnée par : 

 

          r̂V
2

ˆ
                   

 
2

-ˆ, 
2

-ˆˆ,ˆ

2

ij

i

ij

i






















p

pxxxppHxpH jijiii

                               (I.41)  

Avec : 

           52

43
2

2

1
ˆˆ

ˆˆˆ a
r

a

r

a
rararVrV 

                                         

(I.42)

 

Et  

              
z

L
pp





 222

ˆ 22

 ……………    ………           ………….(I.43) 
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Les résultants de l’équation (I.39) permit de calculer les termes
r

a

ˆ
3 , ra ˆ

2  , 2

1r̂a  et   
2

4

r̂

a
:  

 

 

 

 
























OL
r

a

r

a

r

a

r

a

OLararara

OL
r

a
rarara

OL
r

a

r

a

r

a

r

a

z

z

z

z









4

4

2

4

2

4

2

4

1

2

1

2

1

2

1

2
222

3

3333

ˆ

ˆ

2
ˆ

2ˆ

                                               (I.44) 

Donc 

  zLa
r

a

r

a

r

a
a

r

a

r

a
raraV r 








  1

2

3

3

4

4
52

43
2

2

1
22

ˆ …       ……(I.45) 

        La combinaison entre deux équations (I.39) et (I.45) donné 

 ii xpH ˆ,ˆ   













  

2
-ˆ, 

2
ˆ

ij

i

ij

i jiji pxxxppH


 de la façon suivant : 

 










2222
                 

 
2

-ˆ, 
2

ˆˆ,ˆ

1
2

3

3

4

4
52

43
2

2

1

2

ij

i

ij

i

z
z

jijiii

L
La

r

a

r

a

r

a
a

r

a

r

a
rara

p

pxxxppHxpH


























                     (I.46) 

     L’opérateur  













  

2
-ˆ, 

2
ˆˆ,ˆ

ij

i

ij

i jijiii pxxxppHxpH


 est la somme deux opérateurs 

 ii xpH ,  et  iipert xpH ,  : 

           52

43
2

2

1

2

2
, a

r

a

r

a
rara

p
xpH ii 


                                           (I.47) 

Et                                   

z
z

pert La
r

a

r

a

r

aL
H 












 1

2

3

3

4

4

222
                                       (I.48)                                       
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dimensions 
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II.1. Introduction : 

        Dans ce chapitre on résumer les solutions de l’équation de Schrödinger pour un potentiel 

central (potentiel carré inverse) à deux dimensions et on rappeler par les fonctions d’ondes, 

les énergies correspondantes à l’état excités n. 

    II.2.Etude de l’équation de Schrödinger pour le potentiel de Cornell généralisé dans 

l’espace –ordinaire à deux Dimensions : 

Le potentiel central de Cornell composé par deux termes essentiels, un terme colombien et un 

terme linéaire. En origine, il est proposée pour décrit quarkonium avec lourds masses, il tient 

compte           les propriétés générale exigeants de l’interaction interne entres les quarks, nommé                

un comportement colombienne, à les distances courts et un terme de confinement linéaire       à 

distances longs, et prend la formule suivante  

𝐕(𝒓) = 𝒂𝒓 −
𝒃

𝒓
   .......................................       ................... (II.1)

 

              Le potentiel Cornell généralisé est considéré potentiel purement central, dépond par 

la distance r, physiquement, ce potentiel jeu un rôle très important, l’expression analytique de 

ce potentiel dans les cordonnées sphérique [22] : 

  52

43
2

2

1 a
r

a

r

a
rararV  .......................................................... (II.2)

 

         Ou 222 yxr  .  Ce potentiel composé par trois termes : 

 Le terme quadratique : sous la forme   2

11 rarV   , est similaire à l’oscillateur 

harmonique 

 Le terme linéaire : sous la forme   rarV 22   

 Le terme de Coulomb : sous la forme   
r

a
rV

3

3   est similaire à l’atome d’hydrogène 

 Le terme inverse quadratique : sous la forme   
2

4
4

r

a
rV   est inversé de l’oscillateur 

harmonique 

 Le terme constant. 
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       Les paramètres
1a , 

2a , 3a , 
4a  et 5a  sont des constantes.  Dans l’espace de Hilbert à N 

dimension, l’équation de Schrödinger est donnée par:     

   trEtrH ;;      ……………………………..………  (II.3) 

Où E   est l’énergie total du system et l’opérateur H   donnée par :  

 trV
P

H ,
2

2




    ………….............................................   (II.4) 

Pour lé états stationnaire,  la fonction d’onde  tr;  peut etre ecrié de la facon suivant: 

   r
E

itr 










exp;        ………………....……………….  (II.5)                  

Avec H  est composé de  deux termes , le premier connue par le terme cinétique et la 

deuxieme le potentiel di’nteraction:     

 rV
P

H 
2

2

    ….…  ……….………………..……    (II.6) 

Ou  est la masse réduit. Si on n appique les deux pricipes de quantification canonique 

t
iE



    et 

ii
xi

p






, on a trouvé l’équation de Schrödinger ordinaire : 

     
t

tr
itrrV

m 

















,
,

2 0

2




………………….………..   (II.7) 

   Dans l’espace ordinaire à trois dimensions, et en coordonnées polaire  ,r , le l’opérateur 

Laplacien s’écrit comme suit : 


22

11






















rr
r

rr
  …….…………………………….….  (II.8) 

Et la fonction d’onde transformée en coordonnées polaire : 

   ,, rtr 


…………………..……………………………(II.9) 

Donc l’équation de Schrödinger devient : 
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   


,,
11

2
52

43
2

2

12

2

2

0

2

rra
r

a

r

a
rara

rr
r

rrm














































.… (II .10) 

           Maintenant, le principe de séparations des variables permet de récrier la fonction 

d’onde sous forme le produit d’une fonction radiale  rRl  et d'une fonction angulaire  Y :                                                                                                                                                                                         

      YrRr l , …..…………………………..…………………...(II.11) 

Ce qui permit d’obtenir l’équation différentielle suivant : 

      022
1

2

2
































rR

r

l
rVErR

r
r

rr
ll ……………………….………. (II.12) 

L’equation (II.12) peut être déduire a partir l’équation générale de Schrödinger à N 

dimensions [22] : 

     0
2)2(1

222

2















 rrVE

r

Nll

dr

d

r

D

dr

d




…………………..(II.13) 

II.2.1 Les moments cinétiques a deux dimensions : 

En mécanique quantique, les moments classée en trois familles : 

- Le moment cinétique orbital noté par L  

- Le moment de spin, noté par S  

- Le moment total LSJ   

Le moment cinétique orbital L  définie par : 

prL


 ……………………………….……………….    (II.14) 

Avec Vp


 et les composants cartésiennes est donnée par : 


















pypxL

pxpzL

pzpyL

L

xyz

zx
y

yzx

0

0


   ………………..…………    (II.15) 

et         
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   

     














,1,

,,

22 yllyL

ymyL

l
m

l
m

l
m

l
mz




    …………………………..   (II.16) 

Avec   1,0  nl   et lml  . Les moments orbitaux et de spin commutent entre eux, il 

reste : 

  122 llL 


 …………………….…....……………. (II-17) 

et 

 












mjmmjJ

mjjjmjJ

z ,,

,1, 22






    ……………………………….  (II.18) 

II.2.2 La fonction d’onde et l’énergie : 

 

     On basé sur le travail de Le Prof. M. Abu-Shady et al., la fonction d’onde normalisée et 

l’énergie des systèmes  rmln ,,  et l’énergie
lnE ,
 , pour le potentiel de Cornell Généralisé sont 

donnée par dans l’espace-temps à N dimensions [22] : 

 

     


ir
a

ar
a

r
n

C
r nlkkn

mln 













  exp

22
exp

! 1

2

21,

,,  ………………………... (II-19) 

 

et 

       5

1

2

2
4

21
,

4
82222

2
a

a

a
alNn

a
E ln 





  


      ………….…….. (II-20) 

Avec  
 

2

82231 4
2

al
lk


 . La constante de normalisation knC ,  est donnée par [21] : 

 

 

 

 

2/1

2
2

3

,
2

exp

2

22
!



















































N
nlk

nC

nl

lkn                                    (II-21) 
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 Avec
2

a
   , 






2

b
  et   








22

1 cn



 . Pour 2N  , la fonction d’onde 

normalisée et l’énergie des systèmes sont réduit à la forme :           

  )exp(
22

exp
!

2,

,, 


imr
a

br
a

r
n

C
r nlkn

mln 













 

 …                ….. (II-22) 

 

et 

       5

1

2

2
4

21
,

4
822222

2
a

a

a
aln

a
E ln 





  


    ………….……….. (II-23) 

La constante de normalisation 
knC ,

 est donnée par [21] : 
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III.1 Introduction : 

 

        L’objectif de ce chapitre, est l’étude de l’équation de Schrödinger modifiée pour le 

potentiel Cornell généralisé dans l’espace phase à deux dimensions, qui peut être utilisé pour 

étudier : 

1- Les atomes hydrogéniques  

2- Les intéractions entre les quarks et l’anti quarks dans les mésons. 

dans l’espace-phase non commutatif à trois dimensions en utilisant la méthode Bopp’s Shift et 

le théorème de perturbation pour trouver les corrections des énergies correspondant aux états 

excité n. 

III.2.L’opérateur d’ Hamiltonien pour le potentiel Cornell généralisé dans l’espace-phase 

non commutatif à deux dimensions (NC : 2D-RSP) : 

         Pour étudier l’équation de Schrödinger modifiée pour le potentiel Cornell généralisé en 

l’espace phase non commutatif à deux dimensions, la première étape est l’écriture cette équation 

dans l’espace-phase non commutatif à deux dimensions [25-37] 

  




















rErxpH ncii
ˆˆˆ,ˆˆ …………………..…………………(III-1) 

Tel que : 

- L’opérateur  ii xpH ˆ,ˆˆ  noté a l’ Hamiltonien dans l’espace- phase non commutatif à deux 

dimensions, 

- 











r̂  noté à la fonction d’onde complexe dans l’espace- phase non commutatif à deux 

dimensions, 

- ncE  noté à la l’énergie produit par l’interaction de Cornell généralisé dans l’espace 

phase non commutatif à deux dimensions, 

- Le symbole   est noté le produit étoile. 



28 

 

L’opérateur  ii xpH ˆ,ˆˆ  peut être traité en trois modèles physiques [40-51] : 

 

 

 

































































RP)-2D :(NCfor                    ˆ;
2

ˆˆˆ,ˆˆ

RS)-2D :(NCfor                        
2

ˆ;ˆˆˆ,ˆˆ

RSP)-2D :(NCfor      
2

ˆ;
2

ˆˆˆ,ˆˆ

ixixjx
ij

ipipHixipncH

jp
ij

ixixipipHixipncH

jp
ij

ixixjx
ij

ipipHixipncH







…….(III-2) 

 Le premier modèle correspondant  













 jp

ij
ixixjx

ij
ipipHixipncH

2
ˆ;

2
ˆˆˆ,ˆˆ


, cela 

signifie que la déformation est appliquée sur l’espace et la phase, 

 La deuxième   modèle correspondant













 jp

ij
ixixipipH

2
ˆ;ˆˆ



, cela signifie que la 

déformation est appliquée sur l’espace, 

 La troisième modèle correspondant 












 ixixjx

ij
ipipH ˆ;

2
ˆˆ


, cela signifie que la 

déformation est appliquée sur la phase 

         L’équation de Schrödinger modifiée peut être traité par la méthode de Bopp’s shift, cette 

méthode permet d'utilisé les mécanismes le produit ordinaire avec des translations appliqué à 

la potentiel anharmonique et le terme cinétique, les deux commutateurs, qu'ils décrivent les 

déformations de l’espace et la phase deviennent : 

              ixx ˆ,ˆ et    ipp ˆ,ˆ    …………………………… (III-3) 

Avec, les deux opérateurs ( x̂ et p̂ ) sont donnée par [30-37] :  

      

































xpp

pxx

2
ˆ

2
ˆ

  ..................... ..     ............................. (III-4) 
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    Avec les indices  2,1,  .  L’équation de Schrödinger modifiée, ce réduite a la forme 

suivant : 

     rErxpH nciinc


 ˆ,ˆ  ..................... .................................. (III-5) 

Avec, L’opérateur d’Hamiltonien  iinc xpH ˆ,ˆ , qui correspondant le premier modèle prendre la 

forme : 

   rV
p

xpH nc
ˆ

2

ˆ
ˆ,ˆ

2




  ..................... ........................... (III-6) 

Le potential anharmonique dans l’espace (NC : 2D-RSP) prendre la forme suivant : 

                                   52

43
2

2

1
ˆˆ

ˆˆˆ a
r

a

r

a
rararVrV      ................................. (III-7) 

On basé sur les références de notre encadreur Prof. A. Maireche [45-51], nous avons discuté 

dans le premier chapitre, les deux opérateurs  
2r̂  and 2p̂  dans l’espace phase non-commutatif 

a deux dimensions:  

 

   22ˆ

  ˆ 22





OLpp

OLrr

z

z




 …………….………………… (III-8) 

Avec Les trois composantes du moment cinétique sont donnée par : 















xyxz

y

x

yppL

L

L

0

0

………………………………………..(III-9) 

L’équation présentée par (III-8) permettre de trouver les trous termes : 

      

 

 

 

 
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
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a

r
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r

a

r
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OLararara
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r

a
rarara
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r

a

r

a

r

a

r

a

z

z

z

z









4

4

2

4

2

4

2

4

1

2

1

2

1

2

1

2
222

3

3333

ˆ

ˆ

2
ˆ

2ˆ

      ……………………..(III-10) 

Ces résultats récents permettre de donnée la nouvelle forme du potentiel anharmonique dans 

l’espace phase non commutatif a deux dimensions : 
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  zLa
r

a

r

a

r

a
a

r

a

r

a
raraV r 








  1

2

3

3

4

4
52

43
2

2

1
22

ˆ ………………….(III-11) 

Donc, l’équation (III-10) devinant : 

       zLa
r

a

r

a

r

a
rVrV 








 1

2

3

3

4

4

22
)(ˆ   ………………………………….…..(III-12) 

              C’est à dire que le potentiel anharmonique dans l’espace phase non commutatif  à deux 

dimensions est la somme de deux parties principale, le premier )(rV  est le potentiel 

anharmonique dans l’espace ordinaire  a deux dimensions et l’autre partie 

zLa
r

a

r

a

r

a








 1

2

3

3

4

4

22
 est la contribution de la déformation produit par la non-commutativité 

de l’espace. 

            L’opérateur d’Hamiltonien dans l’espace phase non commutatif à deux dimensions est 

la somme de potentiel anharmonique dans l’espace phase non commutatif à deux dimensions 

et la parie de terme cinétique ans l’espace phase non commutatif à deux dimensions : 

 

         ,,pert,ˆ,ˆ  rHxpHxpHnc    …………….………….(III-13) 

 

Avec   xpH , et   ,,pert rH  sont donnée par, respectivement : 

          52

43
2

2

1

2

2
, a

r

a

r

a
rara

p
xpH ii 


     ………….….……….(III-14) 

et 

 

   





 ,
22 2

,, 1
2

3

3

4

4
p O

L
La

r

a

r

a

r

a
H z

zert r  







  ……………(III-15) 

 

L’opérateur   xpH ,  décrié L’Hamiltonien dans l’espace ordinaire à trois dimensions et  

 ,,pert rH  est produit par les deux déformations de l’espace et la phase.  On remarque que 

l’opérateur   ,,pert rH  proportionnel avec deux paramètres   and  . 
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III.3. Le spectre énergétique produit par le potentiel Cornell généralisé en (NC : 2D-RSP) : 

            Nous avons observé que le potentiel modifié  ,,pert rH  est proportionnel au deux 

paramètres infinitésimale   ,  et cela signifie que   ,,pert rH  prend une valeur très petite par 

rapport à la partie principale   xpH , , donc on peut appliquer le théorème de perturbation 

pour obtenir les modifications exacte d’énergie perE  au premier ordre en   , . L’énergie totale 

dans l’espace-temps non commutatif  ncE  est la somme de l’énergie correspondant à l’espace 

ordinaire E  et les corrections perE  : 

pernc EEE  ……………..…………….……………………….… (III-16) 

Le théorème de perturbation permet d’obtenir les corrections au premier ordre de la façon 

suivante : 

  nHnE rper  ,,pert  …….……….…………….…..….. (III-17) 

On peut récrire l’équation (III-17) sous la forme : 

      
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a
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222
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2

3

3

4

4*         (III-18) 

    Avec  ds  représenté l’élément de surface en coordonnées polaires  ,r , qui est donnée par : 

rdrdds  ……………………………………………. (III-19) 

Avec l’angle solide    ,r  la fonction d’onde qui est définie par [22] : 

     

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Avec   
 

2

82231 4
2
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lk


  el la constant de normalisation
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. Donc, on peut écrire l’équation (III-18), de la forme : 
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On remplace la partie radiale de la fonction d’onde )(rR  dans équation (III-21) : 
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  (III-22) 

On peut écrier l’équation (III-22) sous la forme : 
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Avec les quatre termes  4,1iTi  sont donnée par : 
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Pour obtenir les résultants d’intégrales, ont appliqué l’intégrale spéciale parenté dans l’équation 

(II.43) suivant [52] : 
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Avec















'2


D  noté de la fonction parabolique cylindrique,    est la fonction Gamma et (

  0'Re l et  0Re l . Ce qui permit de trouver les résultats suivants : 
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Avec sncT  et pncT   sont donnée par : 
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et 
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L’énergie  ,ncE  de l’état excité n dans l’espace –phase -non commutatif a deux dimensions 

produit par l’effet de la non-commutativité de l’espace et la phase, est la somme de l’énergie 

lnE ,  (donnée par (II.23) de l’état excité n dans l’espace-temps-ordinaire et les modifications 
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non commutatif, correspondant aux deux polarisations de l’électron up et down, et qui sont 

déterminés par l’équation (III-44) : 
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      Et l’opérateur d’Hamiltonien ncĤ  correspondant peut être représenté par la forme suivant : 
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Notez clairement que les nouveaux niveaux d'énergie deviennent dégénérés, chaque niveau 

d'énergie devient 12 l  niveaux, c'est à cause de l'effet automatique produit par l’influence de 

l’effet Zeeman modifié. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



35 

 

 

    

 

 

          Dans cette mémoire, nous avons étudié l'espace des phases non commutatif et l’un de               

ses application sur la physique moderne, ou' nous découvrons l'effet de la non commutativité 

sur le spectre d'énergie des systèmes des mésons lourds décrits par l'équation de Schrödinger 

prolongé dans le potentiel de Cornell généralisé à deux démenions.  

   Au deuxième chapitre, nous avons fait une révision de l'équation de Schrödinger à la présence 

de notre potentiel et trouver le spectre d'énergie et la fonction d’onde dans l'espace des phases 

ordinaire bidimensionnel.  

    Puis, nous avons appliqué les formulaires principales de l'espace ordinaire utilisant la 

méthode de décalage de Bopp pour les obtenons dans l'espace des phases non commutatif et 

étudié      la contribution de la non commutativité dans deux expressions fondamentales : 

l'Hamiltonien et le spectre d’énergie. 

    Ou' l'expression d'Hamiltonien apparait avec un terme additif considéré comme une partie 

perturbative, car les paramètres infinitésimales de la non commutativité. Nous avons obtenu    

l'Hamiltonien non commutatif, par l'aide de théorie de perturbation nous avons trouvons les 

corrections dans le spectre d'énergie pour les niveaux d'énergie produits par l'effet de Zeeman.        
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In this work, of master memory, in theoretical physics, (2019/2020), we have studied  the 

Schrödinger equation with generalized Cornell potential in noncommutative two dimensional 

spaces and phases by applying the Bopp's shift method to first order in the noncommutative 

parameters ( , ), instead of using the star product method. The corrections of energy levels 

obtained by applying standard perturbation theory atoms with one electron, it has been observed 

that the obtained energy spectra was changed radically, and replaced by degenerate new states, 

depending on the discrete quantum atomic number m  , these results produced from Zeeman 

effect. 

Keywords: Star product, noncommutative space and phase, generalized Cornell potential. 

Paces number(s): 11.10.Nx, 32.30-r, 03.65-w. 

 ملخص

تحت تأثير  رشرود ينغ(. درسنا معادلة 2017/2018النظرية ) في هذا العمل الخاص بمذكرة الماستر في الفيزياء        

بدلا من الحل المباشر الناتج  Bopp بتطبيق مبدأ الطور يوثنائ البعد نائيالفضاء اللاتبادلي ث فيكورنل المعمم يسمي كمون 

.  وجدنا الكمون الناتج عن خواص الفضاء يحتوي على حد جديد ),(الموافقة للحد    جاعتمدنا النتائعن الجداء النجمي. 

بتطبيق نظرية الاضطرابات المستقرة. قمنا بحساب الطاقات  وهذا يسمحمتناهي في الصغر بالمقارنة مع الحد الرئيسي 

 مغناطيسي  كمي ومتعلقة بعدد ت متوالدةوأصبحالجديدة. حيث أن النتائج المحصل عليها تختلف جذريا عن النتائج الأصلية 

m  لتاثير مفعول زيمان.هذا التوالد في مستويات الطاقة يمكن تفسيره فيزيائيا نتيجة 

 كمون كورنل المعممالبعدي و الطوري  و  الكلمات المفتاحية: الجداء النجمي. الفضاء اللاتبادلي
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