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Notations

() : L'ensembla vide

Ord(G) : L'ordre d"un groupe G

Ord(a) : L'ordre d’un élément a

Sy : Le groupe des permutations de 'ensemble X = {1,2,...,n} muni de la composi-
tion des applications

Supp : Support

1 2... n .

o= ( o(1) o(2)... o(n) ) : Permutation de .S,

x ~ y : Une relation d’équivalence

¢ : Une transposition

Stab(z) : Stabilisateur de 1’élément x

F : Une figure F

On(R) : Le groupe orthogonal

SO, (R) : Le groupe spécial orthogonal

GL,(R) : Le groupe général linéaires

SL,(R) : Le groupe spécial linéaires

o : Loi de composition des applications

T, : Une translation par le vecteur v

Aff(R™) : Applications affines

Isom(R") : Le groupe des isométries de R"



Introduction

Les symétries et les permutations en mathématiques peuvent étre décrites de maniere
pratique par un objet algébrique appelé groupe, cette application des groupes s’étend
de la géométrie a la cristallographie, tout comme les nombres peuvent étre utilisés pour
mesurer la taille, les groupes peuvent étre utilisés pour mesurer la symétrie.

A chaque figure, nous associons un groupe, et ce groupe mesure la symétrie de cette
tigure. On a trois types de la symétrie : les rotations, les réflexions, et les translations.

Une isométrie de R™ est une application bijective f : R” — R"™ qui préserve la norme,
cad:

Va,y € R d(f(x), f(y)) = d(z,y).

Une isométrie de R" peut étre décomposer en une transformation orthogonal qui fixe
l'origine O, (R) suivie par une translation.

Donc l'isométrie cas particulier de la symétrie. On montre que le groupe des isométries
de R" s’ecrit de la forme : /som(R") = R" x O,(R) ott R” est le groupe des translations et
On(R) le groupe orthogonale.

Ce mémoire est reparti en trois chapitres :

Dans le premier chapitre, nous avons donné des notions et notations utilisée par la suite :
tels que Groupe, groupe symétrique S, action d’un groupe sur un ensemble, symétries
des figures géométriques.

Dans le second chapitre on fait un rappel 1'espace vectoriel et I’espace euclidien R™.

Dans le troisieme chapitre, on fait une étude sur les isométries vectorielles de R™ et en
particulier on présente le groupe de symétrie en dimension 2 et 3.



CHAPITRE 1

Notions de groupes

1.1 Groupe

Définition 1.1. Soit G un ensemble non vide muni d’une loi de composition interne notée

a4 a4

«”. L'ensemble G est un groupe pour la loi "+" si :

1. La loi "x” est associative : ¥ x,y,z € G : x x (y* z) = (x x y) * 2;

2. La loi "x" posséde un élément neutre : 3Je € G,Vx € G,xxe = e*x x = x;

3. Tout élément x € G posséde un symétrique unique v € G tel que : x % ' = ' x v = e.

Notation 1.1. En général, en notation multiplicative, on notera xy le produit de x et de y, on
notera x~* l'inverse de x et 1¢ l'élément neutre du groupe. Parfois, si le groupe est abélien, on
utilisera la notation additive, i.e., on notera + la loi du groupe , et par —x 'inverse de x et O¢ le
neutre du groupe.

Exemple 1.1. - Le groupe additif (R, +) d’élément neutre noté Og.
- L'inverse d'un élément x est noté —z.
- Le groupe multiplicatif (R*, x) d’élément neutre noté 1g- = 1 (1 usuel).
- Le symétrique de v € R* est 27! = 2.

Exemple 1.2. soit GLy(R) = { { (é Z
matrice carrées (2, 2) inversibles a coefficients dans R muni de la multiplication des matrices.
- (GLy(R), +) == Est un groupe commutative .

. : : [ a b a b\ [ ad +bd ab +bd
- (GLy(R), x) muni du produit des matrices Ax B = ( . d )x( o ) = < cd +dd ol + dd )est

} ca,b,c,d € R ad — be # O} : U'ensemble G Ly (R) des

un groupe o :
L’opération est associative : A x (B x C') = (A x B) x C
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d’élément neutre : I = [ (1) (1)
—1 d b
dont l'inverse : [ ¢ Z } = { ad—be ad—be }
¢ " ad—be ad—bc

1.1.1 Sous-groupe

Définition 1.2. On dit qu'une partie H non vide d'un groupe (G, *) est un sous groupe de G si :
1.V(z,y) € Hx Hyonaxx*y € H;
2.1¢ € H;
3.Vere Honax'eH.

Exemple 1.3. i) (R, x) est un sous-groupe de (R*, x) en effet :
-1 e Ry,
-sixz,y € R, alors v x y € RY;
-siz e Ry, alorsa™' =1 e Ry,
ii) (Z,+) est un sous-groupe de (R, +).

Proposition 1.1. Si (G, ) est un groupe et H C G, alors :
i) H #0,

H est un sous groupe de G <
group {ii)Vaz,yGH,x*yleH

Notation 1.2. Si H est un sous-groupe de G, on notera ceci par H < G.

Démonstration. —

ona H <G = i) H sous-groupe — H # )

ii) Vo,y € H — zy~! € H (stabilité)

)

i)H #0

i) H#()=3dr€Gtelquer € Honaxr € H= xr '€ H= 2 '=15€ H (élément
neutre)

iii)Onalg,y€ H=1gy '€ H =y '€ H (élément symétrique)

iv)Soitz,y € H=xy e H/x,y € h= zy ‘e H(de(iii)=de (ii)onaz(y ) ' =axye H=ay e H
(stabilité) m

Proposition 1.2. Soit G un groupe, (H;);c; une famille de sous groupes de G, alors H = N;er H;
est un sous-groupe de G .

Démonstration. 1.Ona H = Nye;H; # D car,Vi € Tonalg € H; = 1g € NiefH; = H .
2.Soitz,y € H = a2,y € MiefH; = x,y € H;,Vi € [ = xy~ ! € H, car:
H,<GVicl=aytcnegH, =H
<= H = NjerH,; est sous-groupe de G. m

Définition 1.3. Soit G un groupe, ) # B C G (B partie non vide de G) et soit F = {H sous groupe de G / B C I
1.Ona F# 0 Car G € F(G < Get B<G).

2. NperH est un sous-groupe de G appelé sous-groupe engendré par B, et en le note par (B) ,

{(B) le plus petit sous-groupe de G qui contient la partie B, appelé le sous-groupe engendré par la

partie B}.



Exemple 1.4. Soit le groupe G = (Z,+), avec B = {3}.
Ona(B)=({3})=(3)={....,—9,-6,-3,0,3,6,9,...} = {3k, k € Z} = 3Z.
Donc ({3}) = 3Z.

Proposition 1.3. L'intersection d'une famille de sous-groupes H;, i € I un ensemble des indices,
d’un groupe G est un sous-groupe de G.

Démonstration. Soit H = N;erH; # () car :
1.Viel,onalg € H; = 1g € NierHy;
= H # 0.
2.S5ix,ye H=Vielonax,y€ H;
=Vicl, onzy e H;
oy lcH =
L'ordre d'un groupe,l’ordre d’un élément

Définition 1.4. L'ordre d’un groupe est le cardinal de son ensemble sous-jacent. Le groupe est
dit fini ou infini suivant que son ordre est fini ou infini.Si un élément a d’un groupe G engendre
dans G un sous-groupe (monogene) fini d’ordre d, on dit que a est d’ordre fini et plus précisément
d’ordre d.

Si le sous-groupe engendré par a est infini, on dit que a est d’ordre infini. Si a est d’ordre fini, son
ordre est le plus petit entier strictement positif m tel que a™ = e (oi1 e désigne I'élément neutre du
groupe, et oit o™ désigne le produit de m éléments égaux a a).

L’ordre d’un groupe G se note Ord(G), |G| ou §G et 'ordre d’un élément a se note Ord(a) ou |a| .

Exemple 1.5. i) Ord(R) = oo (infini) .
ii) Dans (Z,+), tous les élément non nuls sont d’ordre infini.
iii) Dans tous groupe G, I'élément neutre est le seul élément d’ordre 1.

1.2 Groupe symétrique 5,

1.2.1 Groupe Symétrique

Définition 1.5. Soient n € N* et X l'ensemble {1,...,n}. On appelle permutation de X toute
application bijective f : X — X. On note S,, I'ensemble des permutations de X .

Proposition 1.4. Muni de la loi de composition des applications I'ensemble S,, est un groupe.

Définition 1.6. (S,,, o) est appelé le groupe symétrique ou groupe de permutation de l'ensemble
X.

Notation 1.3. 5i § € S,,. on peut représenter ¢ par un tableau :

5= ( 5(11) 5(22) 5(7:1) )

L’élément neutre /d est représenté par :



L/inverse de § est :

34\ (1234
31) ~\4132

Proposition 1.5. Soit n € N *, alors (S, o) est un groupe fini d’ordre n! .

Démonstration. Une permutation ¢ est entiérement par les image de 1,...,n, qui sont des
éléments distincts de {1, ..., n}. Pour compter le nombre d’éléments ¢ de S,,, observons que
pour I'image de 1, il ya n choix, pour I'image de 2,il y’a n—1 choix ( car 6(2) ¢ {4(1)}), pour
I'image de 3, il ya n — 2 choix (car §(3) ¢ {d(1),d(2)}) et ainsi de suite, enfin pour I'image
denily’a 1l choix (car §(n) ¢ {d(1),...,0(n — 1)}). Doncau total,ily’an! =n-(n—1)...-2-1
permutations de {1, ..., n}, et c’est 'ordre du groupe S,,. m

i) Pourn =2,0ona|S| =2/ =2car

(1) ()

ii) Pour n = 3,on a |S,| = 3! = 6 car

Sy =

— =
W NN DN
N W W W
[N JUR
— DN = b
W W N W
LW = N =
N DN W DN
— W = W

1.2.2 Composition des permutations

Définition 1.7. La composition des permutations exprimée en notation matricielle s’effectue de
droite a gauche en allant de haut en bas, puis a nouveau de haut en bas et écrire :

pod(x) = p((r))

telle que p et § sont deux permutations de S,,.Par exemple, on a pour



5= 1 2 3 45 fp— 1 2

“l2435 197754

1 2 3

peo= {4 2 1

A droite ona 4 sous 1, puis que po §(1) = p(d(1)) = p(2) = 4, donc po d envoi 1 a 4, le reste
de la ligne du bas p o § s’obtient de la méme facon.

Proposition 1.6. Sin > 3, S, est un groupe non commutatif.

Démonstration. Soit n > 3, pour montrer que S,, est non commutatif, il suffit d’exhiber
deux éléments 0, p € S,, telle que p o § # § o p, par exemple on a pour =

_ 1 2 3 4.. n £S5 — 1 2 3 4.. n cs
P=\231 4.2 ) 213 4. n
onapod(1)=p(0(1)=p(2)=3#d(p(1)=0(2) =1

1.2.3 Orbites et Support :

Définition 1.8 (Orbites). Soit § € S,,. La relation binaire définie sur N,, par :

r~y eIkl y=0"(x)

est une relation d’équivalence dont les classes d’équivalences sont les orbites de 6. Si x € {1,...,n}
alors 'orbite de x est : O(x) = {6*(2) /k € Z}.

1 2 3 4 / 1 2 3 4
Exemple 1.7. Pour § = ( 9 4 1 3 ) et = ( 39 1 4 ) de Sy ona :
pour S ona: O(1) = O(2) = O3) = O(4) = {1,2,3,4} et pour § ona: O(1) = O(3) =
{1, 3},002) ={2},04) = {4}
Définition 1.9 (Support). Si § € S,, son support est I'ensemble des élément de N,, qui ne sont pas
invariants par 9.

Exemple 1.8. Avec les permutation de I'exemple précédent, Supp(d) = {1,2,3,4}, Supp(é’) =
{1 3}

Définition 1.10 (Ordre d’une permutation). L'ordre d'une permutation § est le plus petit k €
N* tel que 6" = Id.

Transposition et cycles :
On suppose icin > 2.

Définition 1.11 (Transposition). Une transposition  est une permutation qui échange deux
éléments i et j de N,,, et laisse invariants les autres éléments i.e., dont le support est {i, j}. On la

note ( = (i, j ) ou parfois C;; .
Cz’j (4) :j/Cij(j) =i,etsik ¢ {1, j}/Cij (k) =k

Exemple 1.9. Pourn =5



3 4 5

3 2 5

Remarque 1.1. -l y'a () = @ transpositions et c’est le nombre de parties de deux éléments
dans l'ensemble {1,2,...,n}.

— On fait remarquer qu'ona: (i, j) = (j, ).

— Toute transposition est une involution (¢* = Id), donc d’ordre 2 en particulier, (i , j )" =
(i,7)=0(J,17).

la réciproque est fausse pour n > 4 car si § = (12) (34), 6> = Id.

= DN

Con = (24) = (}

Définition 1.12 (Cycle). Soit p € N tel que 2 < p < n. on appelle p—cycle une permutation c
de S,, qui permute circulairement p éléments i;_io, ..., i, de N,, et laisse les autres invariants i.e.,
dont le support est {i1, ..., i, } et tel que c(iy) = iz, c(iz) = i3, ..., c(ip_1) = ip, €t c(ip) = i1.

p est la longueur de cycle c. On note ce cycle par ¢ = (iy iz...0p).

1 23 45

Exemple 1.10. (1 59 4 3

3.

) = (253) = (532) = (325) # (235), est un cycle de longeur

Remarque 1.2. (legzp) = (22232p21) = (ipilig...ip_l).
Les 2—cycles sont les transpositions.
Un cycle de longeur n dans S, est appelé permtation circulaire de N,,, il y en a exactement (n—1)!.

Le nombre de p—cycles dans S, est (7)) (p — 1)! = w.
Les cycles sont les permutations possédant exactement une orbite non réduite a un point.

Proposition 1.7. (Zl’bz’bp) = (’Lllp) (ilip_l)...(’iliQ) = (2122)(2223)(Zp_12p)
un p—cycle d’ordre p.

Démonstration. 1l suffit de regarder directement les images de chaque entier. m

1 2
5:(3 10

Exemple 1.11. Soit :

o W
NG
O Ot
— o
-~ 3
S e
00 ©
© =S
S~—

Représentation :
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- orbitede 1:{1,3,6}

- orbite de 2 : {2,10,9,8,5}
- orbite de 4 : {4}

- orbite de 7 : {7}

Alors :

d=(136)(210985)=(210985)(136)
Avec la proposition précédente, on tire d’ailleurs, par exemple :

§=(25)(28)(29)(210)(13)(36) = (2 10)(10 9)(9 8)(8 5)(1 6)(1 3)

1.3 Action d’un groupe

1.3.1 Action d’un groupe

Définition 1.13. Soit (G, -) un groupe noté multiplicativement, d’élément neutre 1. Soit X un
ensemble non vide. Une action du groupe G sur X est une application de G x X — X définie
par (g, ) — g e x vérifiant :

1.Vee X, lex =x;

2.¥(g,9) €G> Vr e X, g/ ex=ge (g ex).
On dit alors que X est un G-ensemble et que G opere ( ou agit ) sur X.

Théoréme 1.1. L'ensemble X est un G-ensemble si et seulement si G est homomorphe au groupe
S(X).

Démonstration. Supposons que G est homomorphe au groupe S(X) par le morphisme 7" :
G — S(X). A tout élément ¢ € G, correspond donc une bijection 7, € S(X), cette
bijection donne de € X, une image que nous noterons g e x.
Nous définissons ainsi sur X une loi de composition externe G x X — X. Le morphisme
T exige Ty, o Ty, = Ty, g, d'ot (Ty, 0 Ty, )(7) = g1 @ (92 @ ) = (T,4,)(2) = 9192 @ 2.
De plus, si e est I’élément neutre de G, T, est la bijection identique ix de X, donceez = x.
finalement X est un G-ensemble. Réciproquement, soit X un G-ensemble, fixons g € G et
soit T, I'application x — g e v de X, ona:

(Tyr0Ty)(z) =g le(gex)=(g'g)ex=coer=2.m
etaussi (7,07,-1)(z) = x. donc T, et T,,-1 sont des bijections réciproques. D’autre part: 7}, o
T,, = Ty, 4, C'est-a-dire que l'application 7" : ¢ — 7T, de G dans S(X) est un morphisme
de groupes.

Exemple 1.12. Un groupe opére sur lui-méme de deux maniéres fondamentales :
par translation a gauche cette action simplement transitive, c’est-a-dire libre et transitive :

GxG— @G
(9,7) — go

Exemple 1.13. Par Automorphismes intérieurs, action aussi appelée par conjugaison :

11



‘ GxG—=G
(9,2) — gxg™

Exemple 1.14. Le groupe symétrique d'un ensemble X opere naturellement sur E cette action est
fidele est transitive :

SX XX — X
(0,2) — d(x)

Exemple 1.15. Le groupe linéaire G L,,(R) opere sur R" de la maniere suivante :
pour A € GL,(R),v € R", (A,v) — Av € R™

1.3.2 Stabilisateurs - Orbites

Définition 1.14 (Stabilisateur). Soit + € X ont X est un G—ensemble. Le stabilisateur de x
(aussi appelé sous-groupe d’isotropie de x ) est le sous-ensemblede G : G, = {g € G/gex = x}.
Le stabilisateur est parfois noté Stab(x) ou bien G,.

Exemple 1.16. Soit E = {1,2,3,4,5,6} et supposons que G est le groupe des permutations défini
par :

G ={(1),(12)(3456),(35)(46),(12)(3654)}

Donc le stabilisateur est :
Stabg(1) = Stabg(2) = {(1),(35)(46)}
{ Stabg(3) = St(lbg<4) = Stabc(5) = Stab0(6) = {(1)}

Proposition 1.8. Le stabilisateur G, est un sous-groupe de G' .

Démonstration. En effet le stabilisateur contient 14 car 15 e z = z . S’il contient g et ¢’ ona
(99" )ox =ge (g ex)=gexr=ux.ie., g9 € G,.Enfin,sige G alorsg lex =g le(gez) =
(g7lg)er=1ger=xdoug'leG,. m

Définition 1.15 (Orbites). L'orbites de x est le sous-ensemble suivant de X : Gex = {ge z /
g € G}, l'orbite est parfois notée Orb(z).

Exemple 1.17. Soit G' le groupe de permutations défini par :

G={(1),(123),(132),(45),(123)(45),(132)(45)} et E={1,2,3,4,5}
G opérant sur 'ensemble E, les orbites sont :
{ OG(l) = OG<2) = OG(3) = {1’273}
Oc(4) = Og(5) = {4,5}

12



1.3.3 Formule des classes

Premiére formule des classes

Lemme 1.1. Soit G' un groupe agissant sur un ensemble fini X

> 0,ex/q Card O; = Card X
Le sous-groupe Stab(z) = {g € G, g ® v = x} de G des éléments de G qui fixent x est
appelé le stabilisateur de z. Deux élément z et y = g ® x de la méme orbite ont des
fo:G— X
9

—>g.x

stabilisateurs conjugués (Stab(y) = gStab(x)g~"). L'application a pour

image 'orbite de x. Donc g et h de G ont la méme image par f, si et seulement si ils sont
dans la méme classe a gouche modulo Stab(z) (ie h™tg € Stab(x)). Par conséquent, f,
réalise une bijection entre 'ensemble GG/Stab(x) des classe a gouche de G modulo Stab(x)
et I'orbite O(x) de z.

Seconde formule des classes

Lemme 1.2. Soit G' un groupe fini agissant sur un ensemble fini X, pour tout v € X :

Card O(x) x Card Stab(z) = Card G

Théoréme de Burnside :

Théoreme 1.2. Soit G un groupe fini agissant sur un ensemble fini X. Soit ¢ € G. On note
fiz(g) I'ensemble des points fixes de g pour I'action de G sur X. Alors le nombre d’arbites vaut

VNG % X geq [ Fix(g)].

1.4 Symétrie des figures géométriques

1.4.1 Lasymétrie

Définition 1.16. En mathématiques, la symétrie signifie qu'une forme est identique a une autre
lorsqu’elle est déplacée, tournée ou retournée. Si un objet ne présente pas de symétrie, on dit que
'objet est asymétrique. Le concept de symétrie se retrouve couramment en géométrie.

Définition 1.17 (symétrie par rapport a une droite / par rapport a un point). Soit I’ une
figure et d une droite. Dire que F' est symétrique par rapport a d signifie que la figure symétrique
de F par rapport a d est F elle-méme, d est alors un axe de symétrie de F.

- Soit F' une figure et O un point. Dire que F' est symétrique par rapport a O signifie que
la figure symétrique de F' par rapport a O est F' elle-méme. Le point O est alors un centre
de symétrie de F'.

13



1.4.2 Types de symétrie

La symétrie peut étre observée lorsque vous retournez, tournez ou faites glisser un
objet. Il existe quatre types de symétrie qui peuvent étre observés dans différents cas.
- Symétrie par translation.
- Symétrie par rotation.
- Symétrie par réflection.
- Symétrie par glissement.
Symétrie par translation

Si un objet est déplacé d'une position a une autre, avec la méme orientation dans le
mouvement avant et arriere, on parle de symétrie de translation. En d’autres termes, la
symétrie de translation est définie comme le glissement d"un objet autour d'un axe.
Symétrie par rotation

Lorsqu’un objet est tourné dans une direction particuliere, autour d"un point, on parle
alors de symétrie rotationnelle, également connue sous le nom de symétrie radiale. La
symeétrie rotationnelle existe lorsqu’une forme est tournée, et que la forme est identique
a l'origine. L'angle de symétrie rotationnelle est le plus petit angle auquel la figure peut
étre tournée pour coincider avec elle-méme et 'ordre de symétrie est la facon dont 1’objet
coincide avec lui-méme lorsqu’il est en rotation.
Symétrie par réflection

Egalement appelée symétrie miroir, est un type de symétrie ot une moitié de 1’objet
refléte I’autre moitié de I'objet.
Symétrie par glissement

Et la combinaison des transformations de translation et de réflexion. Une réflexion
glissante est commutative par nature et le changement de l'ordre de la combinaison ne
modifie pas le résultat de la réflexion glissante.

Exemple 1.18. Les frises décoratives en architecture sont souvent des structures symétriques par
translation : si on déplace la structure de la largeur d’un motif, on retrouve la méme structure.

i‘?»

\_.,_

o

Exemple 1.19. Cette fleur est symétrique par rotation : si on la tourne d’un cinquieme de tour, on
retrouve la forme initiale.
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Exemple 1.20. Les deux ailes des papillons (ici une vanesse du chardon) sont symétriques par
réflexion : I'une est comme I'image dans un miroir de I'autre.
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CHAPITRE 2

Espace vectoriel

2.1 Espace vectoriel

Définition 2.1. Soit k un corps donné, et soit V un ensemble non vide ayant les deux lois, addition
et multiplication par un scalaire, qui font correspondre a u,v € V une somme u+v € V et a un
u € V quelconque et k € k un produit k.w € V. L'ensemble V' est alors appelé espace vectoriel sur
k et les élément de V' sont appelés vecteurs.

Exemple 2.1. i) Le corps des complexes E = C est un espace vectoriel réel(surk = R) ou
complexe(surk = C) .
ii) L'espace des matrices a n lignes et p colonnes M, ,, (k) a entrées dans k est un k—espace vectoriel.

2.1.1 sous-espace vectoriel

Définition 2.2. W est un sous-espace vectoriel de V' si et seulement si :
1. W non vide ,
2. W est fermé pour I'addition c.a.d,siv,w € Walorsv+w € W,
3. W est fermé pour la multiplication par un scalaire : siv € W alors kv € W pour tout k € k.

2.1.2 Produit scalaire

Définition 2.3. Soient u et v deux vecteurs de R", le produit scalaire de w et v noté u - v, est le
scalaire obtenu en
R" x R" — R

multipliant les composantes correspondantes et en ajoutant les produits obtenus : n
(u,v) = Dy ukvk
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2.1.3 la norme et la distance

Définition 2.4. La norme (ou longueur) du vecteur u notée ||u|| est définie par :
|ul| = Vu-u=\/u?+ud+ .. +u

Exemple 2.2. On peut munir R"™ (ou C") de plusieurs normes différentes comme :
(@1 s n)lly = 2] 4 o A+ |2l

2 2
Iy e a)lly = g/ aa + e+

(1, .., xn) |l = max {|z1] + ... + |z,]}-

Définition 2.5. Soit u et v des vecteurs de R", la distance des deux points u et v est définie par :

A (u,0) = lu— ol = /(= v0)? + (g = 02)* + oo (1 — 0,)°

2.1.4 Le produit semi-direct

Définition 2.6. Soient G un groupe, et Hy, H, deux sous-groupes de G. On dit que G est le produit
semi-direct de Hy et Hy, noté G ~ Hy x Hj si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

1. Tout g € G s’écrit de maniere unique g = hyhs avec hy € Hy et hy € Hy;

2. Pour tout hy € Hy et hy € Hy, hyhihy' € Hy.

2.2 Espace euclidien

Définition 2.7. On appelle espace vectoriel euclidien tout espace vectoriel réel, de dimension finie,
muni d’un produit scalaire (c’est a dire d"une forme bilinéaire symétrique définie positive).

Dans toute la suite, £/ est un espace vectoriel euclidien (de dimension n) dont le produit
scalaire est noté (. ,. ).

2.2.1 Base orthonormée

Définition 2.8. Soient E un espace euclidien et X = {ey, ..., e, june base de E. La base X est dite
1sii=]

s
0 sii] jpour tousi,j <n

orthonormée lorsque (e;, e;) = d;; = {

2.2.2 Matrice orthogonale

Définition 2.9. On dit qu'une matrice A € M, (R) est orthogonale si elle vérifie la relation
ATA =1,

Remarque 2.1. 1. La définition revient a dire que les colonnes (ou les lignes) de A forment une
base orthonormée de R".
2. Par définition, une matrice orthogonale A est inversible et ona A~1 = A".
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2.2.3 Le groupe général linéaire GL,(R) et le groupe spécial linéaire
SLu(R)

Définition 2.10. Le groupe général linéaire d’ordre n est I'ensemble des matrices inversible de
M, (R). On le note GL,(R) ou GL(n,R), i.e.,

GL,(R) = {A € M, (R), det(A) # 0}
Définition 2.11. Le groupe spécial linéaire d’ordre n, noté SL, (R) ou SL(n,R) est :
SL,(R) ={A € GL, (R), det(A) =1}
Remarque 2.2. 1. det(AB) = det(A) det(B) si det(A) = 1 et det(B) = 1.
2.det(A™1) =1.
2.2.4 Le groupe orthogonal O, (R) et le groupe spécial SO, (R)

Définition 2.12. Le groupe orthogonal d’ordre n est l'ensemble des matrices orthogonales de
M, (R). On le note O,, (R) ou O (n,R) telle que :

Exemple 2.3. Quelques exemples sur les matrices orthogonales
2 2 1
V2 V2
%(\/5 V32 602(R),§ ; :? _22 € O3 (R)
Théoreme 2.1. L'ensemble O,, (R) est un groupe.

Démonstration. 1. La matrice I,, appartient a O, (R) car (1,,)(1,,)" = (I,)(I,) = (I,)? = I.;
2.Pourtout A € O, (R),ona A~ € 0, (R) car (A1) (A1) = AY (A" = A'A =[,;
3. Pour tout (4, B) € O, (R)*>,ona AB € O, (R) car pour tout A, B € O, (R) on a
(AB)(AB)! = ABB'A' = AA'=1,. m

2.2.5 Matrice orthogonale positive ou négative

Proposition 2.1. Si A € O,, (R) alors det (A) = +1.

Définition 2.13 (Matrice orthogonale positive ou négative). Une matrice orthogonale A &
O,, (R) est dite positive (ou directe) si det (A) = 1. Dans le cas contraire,on dit qu’elle est négative
(ou indirecte).

Définition 2.14 (Groupe spécial orthogonal d’ordre n). Le groupe spécial orthogonal d’ordre
n est I'ensemble des matrices orthogonales positives de M, (R). On le note SO,, (R) ou SO (n).

Proposition 2.2. O,, (R) est un sous groupe du GL,, (R).
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CHAPITRE 3

Les isométries de R”

3.1 Transformation linéaire

Définition 3.1. Une transformation linéaire ou application linéaire T : R — R™ est une appli-
cation qui préserve l'addition de vecteurs et la multiplication par un scalaire, c’est -a-dire :

Ve,y e R":T(x+y) =T(x) + T (y);

Vr,y e R, a € R: T(ay) = aT(y).

Définition 3.2. une matrice carrée n x n a coefficients dans R représente une transformation
linéare T : R™ — R". Si nous écrivons les vecteurs v = (T1.....,x) et y = (Y1, oen... ,Yn)t dans
R™, comme matrices colonnes, alors la matrice A transforme le vecteur x au vecteur y = Ax telle
que :

11 a2 .. Qin
A= Q21 Q22 .. Q2pn
An1 Ap2 .. Qpp

qui satisfait A(z + y) = Ax + Ay et aAz = A(ax) pour tous z,y € R" et o € R.
Inversement, si 7' : R — R" est une application linéaire, on peut lui associer la matrice
A selon T' on écrivons ce que l'application 7' fait aux vecteurs de R". Pour z € R", on a
Tr =211 + T262 + ... + Tp€, AVEC:

er = (1,0, ........ ,0)t
e = (0,1, ......... ,0)t
en =(0,0,......... 1)t

alors
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T(€1) = (CL11; 21, "'7an1)t
T(€2) = (CL12, 22, "'7an2)t

T(en) = (alna Q2ny --ey ann)t

donc

T(x) = T(x1e1 + T2€9 + ... + Tpey)
= x1T(e1) + x2T(e2) + ... + z,T(ey)

= (ZZ:l A1kThy -5 ZZ:1 AnkTk
= Az

Définition 3.3 (Isométrie). Une isométrie de R". L'application f : R" — R" est une application
bijective qui préserve la norme, qui vérifie :

Ve,y € R : d(f(z), f(y)) = d(z,y) ou bien ||Ax|| = ||z|| si A est la matrice associée a I'applica-
tion f.

Théoréme 3.1. Soit A une matrice de dimension n x n, les assertions suivantes sont équivalentes :
1. Les colonnes de matrice A forment un ensemble orthonormé.
2. A7 = A
3. Pour les vecteurs x et y, (Ax, Ay) = (x,y) .
4. Pour les vecteurs x et y, || Az — Ayl|| = ||z — y||.
5. Pour tout vecteur x, ||Az|| = ||x||.

3.2 Le groupe /som(R")

Définition 3.4 (la translation). Etant donné un élément v € R"™, on notera T'ran,, ou T, : R™ —
R™ la translation par le vecteur v définie par T, (x) = x + v. L'ensemble de tous ces translations
forme un groupe pour la composition des applications qu’on notera Tran(R™). La correspondance
bijective v — T, nous montre que Tran(R") est tout simplement le groupe abélien (R", +).

Proposition 3.1. 1. Pour tout x,y € R" ona : |T,(z) — T,(y)| = |(x +v) — (y +v)| = |z — y|.
2. Pour tout x € R"Vs,v € R*onaT,oTiy(x) = Ty(xr +t) =z +t+v = Ti(x) donc
T,oT, = E+v-

3.De2,ontrouve T, ol =T, 0oT,carv+t=t+wv.

4. Pour tout v € R*, ona Ty = Idgn, T, ' =T,

Remarque 3.1. Les translations et les éléments du groupe orthogonal O,,(R) sont des isométries.

Définition 3.5 (Application affine). Une application f : R" — R" est dite affine s’il I'on peut
I'écrire comme la composition f = T, o o d'une translation et d'une application linéaire, noté

Aff(R™).

Exemple 3.1. . Tout translation est une application affine d’application linéaire associée I'identité.
. Les symétries et les symétries centrales son des applications affines.

Proposition 3.2. Etant donnée une application affine f : R® — R™, son ensemble de points fixes

Fiz(f) = {z € R[f(z) = x}.
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Proposition 3.3. L'ensemble Af f(R™)des application affines inversibles de R™ est un groupe pour
la composition des applications. De plus Af f(R") ~ R™ x GL,(R), ott R™ est sous-groupe des
translation et G L,,(R) celui des applications linéaires inversibles.

Démonstration. Par definition, tout élément f € Aff(R") s’écrit comme la composition
f=1T,0adunélément a € GL,(R). De plus, cette écriture est unique. En effet, puisque
« est linéaire, (0) = 0,d’ou m

f(0) = (T, 0 )(0) = To(a(0)) = T,(0) =0+ v =

Ainsi, T, est uniquement déterminé par f, et du coup o = 7., o f aussi. De plus, la
conjuguaison d’une translation T, par un élément o € GL,(R) satisfait o(T,(a"*(z))) =
oo~ (x) +v) = ala~}(2)) +a(v) = ¢ + a(v) = Ty (@)

En d’autre termes, o o T}, o a™ ' = T,(,.Il découle de cette égalité que la composition de
deux applications affine satisfait

(Tyoa)o(Tyod') =T,o(aoTyoa oaod = T,yawyo(aod) telle que (aoTyoa™) = Ty
Ainsi, Af f(R"™) est le groupe produit semi-direct R* x GL,(R).

Insistons sur une conséquence de cette preuve : la composition de deux application affines
est donnée par la formule

(Tyoa)o (Tyod)="Tyaw)o (@oa').......... (%)

Cette formule est évidemment trés utile pour le calcule des compositions d’applications
affines, en particulier d’isométries.

Théoreme 3.2. Tout isométrie de R™ est une application affine, De plus, une application linéaire
a : R™ — R™ est une isométrie si et seulement si sa matrice dans une base orthonormale de R" est
un élément de O,,(R).

Définition 3.6 (Le groupe des isométries de R™). Le groupe des isométries de R™ noté I som(R™)
(dit aussi le groupe euclidien E(n)) est 'ensemble des transformations de R™ qui s’écrivent de la
forme : F(x) = Az +voit A € O,(R) et v € R" qu’on note aussi tout simplement par (A, v).

Proposition 3.4. 1. Tout isométrie de R™ qui fixe I'origine est donnée par un élément de O,,(R).
2. Le groupe Isom(R™) est muni du produit semi-direct définit par :

(A, Ul) . (B, UQ) = (AB, AUQ + Ul) ou A, B e O(n, R), U1,V € R™ avec (I, 0) est I'identité du
groupe et 'inverse de (A, z) est (A™!, —A~'z),eton a: Isom(R") = (R",+) x O(n,R) ou
(R, +) est le groupe des translation de R.

3.3 Les symétries orthogonales

3.3.1 Le cas de droite

Définition 3.7 (Symétrie orthogonale). : Soit F' un sous-espace vectoriel de E. La symétrie
orthogonale par rapport a F est la symétrie Sp : E — E par rapport a F et parallelement a F*-.
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Remarque 3.2. Ona Sy = Pr — Pp. = 2Pp — Idp.

Illustration : On peut représenter la symétrie orthogonale d'un vecteur avec le schéma
ci-dessous :

FL TEmmmmemmmeEem

Proposition 3.5. Les symétries orthogonales sont des isométries vectorielles.

Définition 3.8 (Réflexion). Une réflexion est une symétrie orthogonale par rapport a un hyper-
plan.

3.4 Classification des isométries vectorielles

3.4.1 Isométries vectorielles d’un plan euclidien

Proposition 3.6. Soit u € SO, (R) une isométrie positive. Il existe un réel § € R tel que pour
toute base orthonormée directe B de R, on a

st = (0] "))

Illustration : Si B = (e, e3), on a par définition les relations

{ u(ey) = cos(f)e; + sin(f)ey
u(ez) = —sin(f)e; + cos(f)ez

On en déduit que u est une rotation d’angle

Remarque 3.3. En particulier :

s0u) = { (i) ") ) € a®) |6 < B
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Proposition 3.7. Soit u € O,(R)\SO, (R) une isométrie négative. Pour toute base orthonormée
directe B de R, il existe un réel 6 € R tel que :

Matg(u) = < Z?jég)) —Sicré(sg()ﬁ) >

Illustration :Comme dans le cas précédent, en notant B = (eq, e2), on peut représenter la
situation sur le graphique ci-dessous. On en déduit que u est une réflexion dont I'axe D
est tournée de? par rapport a la droite Vect(e;) .

Remarque 3.4. En particulier :

Os(R)\SO5(R) = { ( ‘;?j((z)) _Sg(l)g’()e) ) € My(R) | 0 € R}

Remarque 3.5. Sion change I'orientation du plan choisi au début, le réel 0 est remplacé par son
opposé dans les deux propositions précédentes. (Changer I'orientation revient a changer le sens
positif de rotation choisi) .

Conclusion 3.3. 1. les éléments de SO,,(R) sont les rotations .
2. les éléments de O,,(R)\ SO, (R) sont les réflexions .

3.4.2 Isométries vectorielles en dimension 3

Proposition 3.8. Soit v € SO, (R) une isométrie positive. Il existe un réel § € R et une base
orthonormée directe B de R tels que :

1 0 0
Matg(u) = 0 cos(f) —sin(0)
0 sin(d) cos(6)

Illustration : En notant B = (e, €3, €3) on en déduit que u est la rotation d’axe D dirigé
par le vecteur e; et d’angle 6.
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Proposition 3.9. Soit u € O, (R)\SO,,(R) une isométrie négative. Il existe un réel 6 € R et une
base orthonormée directe B de R tels que :

-1 0 0
Matg(u) = 0 cos(d) —sin(0)
0 sin(fd) cos(6)

Illustration : En notant B = (ey, 3, €3), on en déduit que 'isométrie u est la composée
commutative entre :

1. la rotation d’axe D dirigé par e; et d’angle ¢ .

2. la réflexion par rapport au plan D+ = Vect(es, e3).

Remarque 3.6. Dans le cas oit 'angle 6 de la rotation est nulle, l'isométrie négative est simplement
la réflexion par rapport au plan D+ = Vect(es, e3).
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Conclusion

Ce travail concerne les isométrie de R".

Apres avoir présenter dans la premiere partie les concepts fondamentaux nécessaires
pour la réalisation de ce travail tels que : le groupe 5,,, I'action d"un groupe sur un
ensemble et I'espace euclidien R". Dans la deuxieme partie on a fait une étude sur le
groupe des isométries de R™, noté som(R"). Tout isométrie de R™ se décompose sous la
forme F'(x) = Az + v olt A appartient au groupe orthogonal O,,(R) et v € R" .
Finalement, on montre que /som(R") = (R", +) x O,(R) out (R", +) est le groupe des
translation de R" et x est le produit semi direct.
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Résumé

Notre travail actuel (mémoire de fin d'étude master algébre et
mathématiques discretes) consernent I'étude geunre de transformations
ponctuelles de R" parmi lesquelles se trouvent l'isométries. L'isométrie est
une transformation qui conserve les distances peut étre décomposer en une
transformation orthogonal suivie par une translation.

Mots-clés : Isométrie - groupe - action d'un groupe - distance - espace
vectorielle.

Abstract

Our present work (memory of master algebra and discrete
mathematics) consists in the study of punctual transformations of R"
among which are isometries. The isometry is a transformation that preserves
distances can be decomposed into an orthogonal transformation followed by
a translation.

Key-words : Isometry - group - group action - distance - vector space.
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