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Introduction

Une variété de problémes physiquement intéressants implique le calcul des valeurs propres
et des fonctions propres d’un opérateur auto-adjoint linéaire. Un exemple particuliérement
simple qui illustre cette idée est celui des vibrations transversales de petites amplitudes sur

un support élastique. Ce phénomeéne est décrit par ’équation d’onde
Ut — Uge = Oa

ou t est le variable de temps, et x est le variable de ’espace. En appliquant la méthode de
séparation des variables, on est amené a résoudre un probléme simple de valeurs propres a
une dimension.

Dans ce travail, on considére le cas ou le modéle mathématique de la corde vibrante prend
aussi en compte la présence d’une petite force de rappel linéaire et dépendant de z. Plus

précisément, on considére ’équation d’onde perturbée suivante
Uy — Uge + eusinz = 0.

Ce probléme a été considéré dans le livre de J. KEVORKIAN et J. D. COLE [4]. La méthode
de séparation des variables dans ce cas, méne & un probléme de valeurs propres perturbé. On
a bien détaillé les calculs qui donnent la solution du probléme de valeurs propres par deux
approches. Ensuite, ses vecteurs et valeurs propres sont utilisés pour trouver une expression
asymptotique de la solution de ’équation d’onde. De plus, on a comparé la solution obtenue
par la méthode asymptotique avec la solution numérique du probléme.

Ce mémoire est composé de trois chapitres :

Dans le premier chapitre, on donne un rappel sur quelques espaces de Hilbert et sur les
séries de Fourier, on résout I’équation d’onde non perturbée et on rappelle quelques notions
d’analyse asymptotique.

Dans le deuxiéme chapitre, en appliquant la méthode de séparation des variables a I’équa-

tion d’onde perturbée, on obtient un probléme de valeurs propres perturbé ainsi que la



solution de I'équation d’onde perturbée.
Enfin, dans le troisiéme chapitre, on démontre 'efficacité de 'approche asymptotique en
comparant la solution asymptotique avec la solution numérique obtenue par la méthode de

différences finies.



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Espaces L?(a,b), H'(a,b) et Hi(a,b)

Soient a, b€ R, a < b

L’espace L?(a,b)

C’est 'espace de Hilbert définie par

b
L*(a,b) = {u : (a,b) — R; f mesurable et / u (z)]* dz < +oo} :

s = ([ 1)

muni de la norme

L’espace H'(a,b)

C’est ’espace de Hilbert définie par

ou
8xi

Hl(a,b):{ueLQ(a,b), ELz(a,b);‘v’izl,---7n},

muni de la norme

-

2
el sy = (1llE2(ay + 1902y )

L’espace H}(a,b)

On définit d’abord ’espace D (a, b) par

D (a,b) = {u e C*(a,b), IK C (a,b) compact; u =0 sur K°}.



et on définit

H}(a,b) = L’adhérencede D (a,b) dans H'(a,b).

1.2 Série de Fourier

1.2.1 Série compléte de Fourier

La série compléte de Fourier, ou simplement la série de Fourier, d’une fonction f €

L' (—1,1) définie sur I'intervalle — < z < [, est définie comme

+oo
%AO—F;(AHCOST—FB sin@), (1.1)

o, Ag, les A,, et les B,, sont données par

Ay = 1/ f(x)dx, (1.2)

A, = / f(z) cos mdx (n=0,1,2,---), (1.3)
B, = 7/ f(a:)sianx (n=1,2,3,---). (1.4)
-1
Si f € L?(—1,1), on a le résultat classique suivant
! al nwT ’
Nl—i>n:&l—oo g f(x)— nz_; (A COST + B, sin T) dr = 0.
Dans ce sens, on écrit
+o00

f(z ):—AO+Z<A COST+Bn 1n¢>

1.2.2 Série sinus de Fourier

La série sinus de Fourier, d’une fonction f € L?(0,1) définie sur U'intervalle 0 < = < [, est

définie comme

+o0o
nmx
= A, sin —— 1.
/() Ezj wsin ==, (15)
avec
2 [ . nmx
A, = 7 f(z)sin de. (1.6)
0



1.3 Résolution de I’équation d’onde avec séparation des

variables

1.3.1 Equation d’onde
L’équation d’onde est une équation de deuxiéme ordre en temps, qui s’écrit comme
Uy = CPUyy, pour 0 <z < [. (1.7)

Cette équation modélise les petites vibrations d’une corde élastique de longueur [ > 0, en
supposant que le poids soit négligeable et qu’il n’y ait pas de charges externes.
Nous considérons d’abord le cas ou les extrémités de la corde sont fixées, i.e., on impose

des conditions de Dirichlet homogénes
u(0,t) =0 =u(l, 1), (1.8)
et I’état initiale est décrit par les conditions initiales régulieres

u(z,0) = f(z) , u(z,0) = g(x). (1.9)

1.3.2 Equation d’onde avec dispersion

Les effets de dispersion sont trés importants dans les phénoménes de propagation des
ondes. Dans notre modéle pour la corde vibrante, lorsque la corde est sous ’action d’une

force de rappel élastique verticale qui dépend de u, I’équation du mouvement devient
U — Uy + F (u) =0, (A>0). (1.10)

— Si F' (u) = Au, ou \ est une constante positive, on a l’équation linéaire de Klein-Gorden.
— Dans le chapitre suivant, on considére le cas F' (u) = eusinx, oil, € est un petit para-

métre.

1.3.3 Séparation des variables

La méthode que nous utiliserons consiste a construire une solution générale de (1.7)—(1.9)
sous la forme d’une combinaison linéaire de solutions spéciales faciles a trouver. Une solution

séparée est une solution qui s’écrit sous la forme

u(z,t) = X(x)T(t). (1.11)



Premiére étape En remplagant la forme (1.11) dans I'équation d’onde (1.7), on obtient

11 "

X(2)T (t) = X (2)T(¢).

On divise par —c2XT, on trouve

Ceci définit une quantité A\, qui doit étre une constante (car % =0et aa—;\ = 0). Alternative-
ment, nous pouvons remarquer que X\ ne dépend pas de z & cause de la premiére expression,
et ne dépend pas de t a cause de la seconde expression, de sorte qu’elle ne dépende d’aucune
variable.

On doit prend A > 0, pour obtenir des solutions bornées en temps. Soit A = 52, ot 3 > 0.
Alors, ’équation ci-dessus est une paire d’équations différentielles ordinaires séparées pour

X(x) et T(t).

On a ,
_X_ - 52
o
- = 2
2T ’
i.e.
X"+ 52X =0,
, b (1.12)
T" + 26*T = 0.
Ces E.D.O; sont faciles a résoudre, et les solutions sont écrites par
X(x) = Ccospx+ Dsinfuz, (1.13)
T(t) = Acosfct+ Bsinfct. (1.14)

ou A, B, C et D sont des constantes.

Deuxiéme étape FEn imposant les conditions aux limites (1.8) sur la solution séparée, ils

vient

Nous ne sommes certainement pas

devons donc avoir Sl = nm, i.e.

0=x(1),
C =0, X(I) = Dsin 8l = 0.

intéressés par la solution évidente C' = D = 0. Nous



Donc
nwx

nm 2 :
An = (T) et Xn(l') = Sin T7 (]_]_5)

Sont des solutions distinctes. Chaque fonction sinus peut étre multipliée par une constante
arbitraire.
En utilisant (1.14), on déduit qu'il existe un nombre infini de solutions séparées de (1.7)

et (1.8), une pour chaque n, sont données par

up(z,t) = <An cos

nmct . nmct . nmx
sin

+ B, sin ;i T (n=1,2,---).

ol, A, et B, sont des constantes arbitraires.

Par superposition, la somme des solutions est encore une solution de (1.7) et (1.8)

400
t t
u(z,t) = Z (An cos m;c + B, sin m;c ) sin mlrx (1.16)

n=1

La formule (1.16) résout (1.9) ainsi que (1.7) et (1.8) pour ¢ = 0, & condition que

nmwr
= A, sin —, 1.17
)= 3 Ausin (1.17)
et
X nre nmwT
g(x) = l B, sin T (1.18)
n=1
ou, les A, et B, sont données par
) l
A, = - f(a:)sinwd:c,
L Jo l
9 !
B, = — g(x)sin@dx.
nmc Jo [

1.4 Probléme de valeurs propres

1.4.1 Position du probléme
Dans P'intervalle (0,1), on considére le probléme de valeurs propres suivant.

Définition 1.1 )\ est appelé une valeur propre pour le probléme de Dirichlet, s’il existe une

fonction u # 0, solution faible au probleme

—u" = Mu dans (0,1),
u(0) =u(l) =0.

(1.19)

u est alors appelé une fonction propre correspondant a la valeur propre.



Remarque 1.2 Si u est une fonction propre du probleme (1.19), alors pu est aussi une

solution pour chaque réel ji, c’est-a-dire que la solution du probléeme (1.19) n’est pas unique.

1.4.2 Reésolution du probléme

Notez que A est nécessairement positif, car une solution faible a (1.19) est une fonction

satisfaisant

! !
u € Hy (0,1) : / u'v' dr = )\/ uvdz, Vv € Hy (0,1), u # 0, (1.20)
0 0

I !
/ udr = )\/ u?dz. (1.21)
0 0

Par conséquent A > 0, puisque ' = 0 p. p impliquerait v = 0.

Prendre v = u, ¢a donne

La premiére équation de (1.19), est une équation différentielle linéaire du second ordre qui
posséde un sous-espace de solutions de dimension 2. Tl est alors facile de comprendre que la

solution générale de cette équation est donnée par
u = Asin <\/Xx> + B cos <\/X:L‘> , ABeR (1.22)

(Puisque sin (ﬁx), cos <\/Xx> sont des solutions indépendantes).

Afin de correspondre aux conditions aux limites de (1.19), nous devons avoir
B =0, sin (\/Xz) — 0.
Ainsi, les valeurs propres possibles du probléme sont données par \,, tel que

k 2
I/ = k= A, = (7#) . k=123 (1.23)

Ils forment une séquence discréte dénombrable. Les fonctions propres correspondantes sont
alors données par
kmx

ur = A sin - (1.24)

Ils sont simples dans le sens ol les espaces propres -les espaces des fonctions propres- sont
de dimension 1. Si 'on veut choisir comme base de fonctions propres celle qui a L? -norme

égale & 1- on dit qu’il s’agit d’une fonction propre normalisée, on doit choisir Ay, tel que

!
k
Ai/ sin’ %xdx =1,
0



qui conduit a

\/5 - kmx
= —S1n —.
U I I

Il est clair que la plus petite valeur propre est donnée par

™

A = (7>2, (1.25)

\/5, T
Ul = —S1n —.
! l I

1.5 Eléments d’analyse asymptotiques

et la premiére fonction propre est

1.5.1 Symboles d’ordre

Pour définir une approximation asymptotique, nous devons d’abord introduire des sym-
boles d’ordre. La raison en est que nous nous intéresserons a la facon dont les fonctions se

comportent lorsque un parameétre, typiquement e, devient petit.

Définition 1.3 1.f = O(¢) lorsque ¢ — 0 signifie qu’il y a des constantes ko et €1 (indé-

pendantes de ¢), de sorte que
f(e)] <kolo(e)l, pour 0 < € < ;.

Nous disons que " f" est grand Oh de "¢" lorsque e — 0.
2.f = o(@) lorsque e — 0 signifie que pour tout § positif il y a un o (indépendant de ),
de sorte que

[f @) <dlo(e)l,  pour0<e<e.

Nous disons que " f" est petit oh de"¢" lorsque e — 0.

1.5.2 Approximation asymptotique

Définition 1.4 Etant donné f(c) et ¢ (), nous disons que ¢ (€) est une approximalion
asymptotique a f () lorsque e — 0, chaque fois que f = ¢ + o (@) lorsque ¢ — 0. Dans
CE Cas, Nous ECrivons

f~ao lorsque e — 0.

En particulier, nous avons cela f ~ ¢ lorsque e — 0, si

lim 1)
e—0 ¢ (5)

= 1. (1.26)



1.5.3 développements asymptotiques

Définition 1.5 1.Les fonctions ¢, (€),¢, (€), -+ forment une séquence asymptotique ou sont
bien ordonnées, lorsque ¢ — 0 si, et seulement si ¢,, ., = 0(,,) lorsque ¢ — 0 pour tous
m.

2.51 ¢y (€),0, (), - est une séquence asymptotique, alors f(g) a une développement

asymptotique & n termes, par rapport & cette séquence si, et seulement si
m
f= Zakgbk+0(gbm), pour m =0,1,--- . n lorsque e — 0. (1.27)
k=0
ot les ap sont indépendants de €. Dans ce cas, nous écrivons
f~appy () +a10,(e) + -+ and, (), lorsque ¢ — 0. (1.28)
les ¢y, sont appelés les fonctions d’échelle.

Exemple 1.6 Si on prend [’échelle

Alors, (1.28) s’écrit

f(x,e)~ag(z)+a(v)e+ay(z)e* +--- +a, (z)e"

1.5.4 Uniformité

Définition 1.7 Supposons que f (z,¢€) et ¢ (x,e) sont des fonctions continues pour x € I et
0 < e < ey. Dans ce cas, ¢ (x,€) est une approximation asymptotique uniformément valide
de f(z,¢e) pour x € I lorsque ¢ — 0 si, étant donné une constante positive 0, il y a un &y

(indépendant de x et €), tel que
|f — ] <dld], pour x € I et 0 < e < 9.

Le point critique dans cette définition, est qu’il est possible de trouver un intervalle ouvert
prés de e = 0 (spécifiquement, 0 < & < g3, de sorte que l'inégalité est valable pour toutes les
valeurs de x qui sont a [’étude. C’est essentiellement l'idée utilisée pour définir la convergence

uniforme.

Remarque 1.8 Voir le livre de M. H. HOLMES [2| et J. KEVORKIAN, J. D. COLE [4],

pour plus de détaille sur les notions d’analyse asymptotique.
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Chapitre 2

Equation des ondes perturbée

2.1 Position du probléme

Dans ce chapitre, nous étudions 1’équation d’onde avec un terme de dispersion linéaire et

dépendant de le variable spatiale
Upp — Ugy + eusinx = 0, 0<z<m. (2.1)

Le parameétre € > 0, est supposé petit.

Dans ce modéle, on suppose que le support élastique de l'onde (i.e., la corde) exerce une
force de rappel proportionnelle & sin x. Nous supposons que la corde est fixée aux extrémités
r=0,x=m7

u(0,t;¢) = u(m, t;e) =0, (2.2)

et on prend des conditions initiales régulieres pour le déplacement et la vitesse

u(z,0;e) = f(x), (2.3)
w(z,0;e) = g(x). (2.4)

2.2 Séparation des variables et probléme de valeurs propres
perturbé

La séparation des variables conduit a un probléme de valeurs propres tout comme pour

le cas non perturbé. Nous supposons que la solution s’écrit sous la forme

u(z, t;e) = X(x;e)T(t; ). (2.5)

11



En calculant les dérivées, on obtient

A>T d?X
U = WX(:L‘7€> s Ugy = WT(tvg%
et I’équation (2.1), devient
LT s wse) — EE Tt 0) + eX (@) T(16) sing = 0
—X(z;e) — —T(t;e) +eX(x:¢ ce)sinx = 0.
dt2 ) d{L‘2 ) bl )

On divise par —T'X, on obtient

1 d°T 1 d’X
TTAE T X da? + esinx = \ = constant. (2.6)

Pour avoir des solutions bornées en ¢, il faut que A > 0. Donc X (z; ¢) est solution du probléme

de valeurs propres perturbé suivant

d?X ,
L.(X)= =l +e(sinz) X = A\X,
X(0;¢) =0, (2.7)
X(me) =0.

On définit, le produit scalaire de deux fonctions a(z) et S(z) définies en (0, ), par

(@8)= [ al)la)ds
0
L’opérateur linéaire L dans (2.7) est auto-adjoint dans le sens suivant.

Proposition 2.1 Soient u(x) et v(x) sont deux solutions quelconques du probléeme de valeurs

propres, ¢’est-a-dire L.(u) = A ou L.(v) = \v. Alors
(u, Le(v)) = (Le(u),v). (2.8)

Démonstration. Pour prouver (2.8), considérons (u, L.(v)) pour notre exemple (2.7).

On a
(u, L:(v)) = — /07r w(x)v" (z)dx + 5/0 u(z)v(z) sin zdz,

L’intégration du premier terme du coté droit par parties, donne

(u, Le(v)) = — u(z)v'(x)]g + /D7r u () (z)dx + a/oﬂ u(z)v(z) sin zdz,

On a u(0) = u(m) = 0, donc

(u, Lo (v)) = /0 () (2)da + & /0 " w(@)o(z) sin 2dz,

12



On intégre par parties encore, et on utilise le fait que v(0) = v(w) = 0, on trouve
(u, Le(v)) = o/ (x)v(z)]y —/ o' (z)v(z)dx + 5/ u(x)v(z) sin xdz,
0 0
= —/ u'(z)v(z)dx + 5/ u(z)v(z) sin zdz.
0 0

Alors
(u, Le(v)) = (Le(u), v).

Corollaire 2.2 Soient u,, et u, deux fonctions propres de L. associées respectivement aux

valeurs propres distinctes A\, et \,. Alors, u,, et u, sont orthogonales, i.e.
(U, Up,) = 0.
Démonstration. Pour prouver cette condition d’orthogonalité, nous notons
(U, L(n)) = (U, Aptin) = A (Ui, Un),
Mais puisque L est auto-adjoint, nous avons aussi
(Um, L(tn)) = (L(tm), Un) = (AmUm; Un) = A (U Un),

Nous avons montré que
)\n(uma un) - /\m(uma un)a

Par conséquent, si \,, # \,, nous devons avoir

(U, uy) = 0.

Remarque 2.3 Les idées ci-dessus s’appliquent a des opérateurs plus générauzr que celui en

(2.7) et a des variables plus indépendantes, Voir |1, 6].

2.3 Solution asymptotique du probléme de valeurs propres

Dans cette section, on veut résoudre asymptotiquement le probléme (2.7) avec deux mé-

thodes.

13



2.3.1 Valeurs et fonctions propres du probléme non perturbé

Les valeurs propres du probléme non perturbé

d*X
Ly(X) =— =X
o(X) =05 =X,
X(0;0) =0,
X(m;0)=0
sont
A0 = p2, pourn=12,---

les fonctions propres orthogonales associées sont ¢, sinnx, ol les constantes ¢, sont arbi-

. .. 2 . . .
traires. Il est commode de choisir ¢, = \/j pour travailler des fonctions propres normalisées
T

2
5%0) (z) = \/jSin n, pourn=1,2,--- (2.9)
s

a pour lequel

2 9 [T
‘ 3% = —/ sin® nxdx
L2(0,m) ™ Jo
1 [7 1 (7
= —/ dr — —/ cos 2nxdx
T Jo T Jo
1 i s
= —z| — —sin2nx| =1.
T nmw

0

2.3.2 Valeurs et fonctions propres du probléme perturbé I

Pour le probléme perturbé (2.7), on suppose que les valeurs propres A, (), et les fonctions

propres &, (z; ), ont les développements réguliéres
A(e) = n2+ X 102, (2.10)
2 () 2
& (xe) = y/—sinnx + €, (z) + O(e7), (2.11)
T

Substituer ces développements en (2.7), donne
2

d
L(6,) = My = 258 4 esina,,

~ni/—cosnr + ¢ et — ~ny|/—sinnr — e—2—,
dx T dx dx? T dx?

14



Done, (2.11) s’écrit

2 a2l 2
nz\/jsin ne —e n +esinx Zsinnz 4 e (x)
T dx? T
2
= <n2 + AWM 4 0(82)> <\/;sinnx +etW(z) + 0(52)> ,

D’on

I L R
n —smnr — € + €4/ —SsIinx s ne
T dx? T
2 [2 . 2 +(1) 2.1 .. 9
=n\/—sinnz + n°eg,’ (x) + e\/ =N,/ sinnz + O(e?).
i T

L’équation d’ordre O(e), est donnée par

az¢l) 2 2
- 52 + 1/ =sinzsinnz = n26W () + /=AW sin na,
dz T 7

i.e.
d2 (1) 2 2
dig i nzfg)(fﬂ) _ _ ;)\7(11) sin nx —+ ; sin x sin nx, (212)
¢N(0) =P (m) =0, pour tout n =1,2,---

Résolution de I’équation différentielle (2.12)

La solution homogéne, est donnée sous la forme
5(1) = A, cosnz + B, sinnx
nh — ‘N n :

Pour trouver la solution particuliére, on développe le produit sinxzsinnz dans le second

membre de (2.12), il vient

a2¢ll) 2 1 /2 1 /2
% +n2eW(z) = — ;)\S) sinnx + S\ - cos(n — 1)x — S\ = cos(n+ z.  (2.13)

Donc, la solution particuliére est la somme des trois fonctions suivantes

1 .
¢V = Chasinnz + Cjz cosna,
1 :
57(1;;)2 = D,cos(n — 1)z + D, sin(n — 1)z,
1 :
5511))3 = E,cos(n+ 1)z + E, sin(n+ 1)z,

15



1
e
dz?

1
€L,
da?

1
#)
dz?

1
#)
dz?

= —(n+

= —n?A, cosnx — n?*B, sinnz,

= (2nC, — n*’C!x) cosnz + (—2nC!, — n*C,z) sinnz,

= —(n—12D,cos(n — 1)a — (n—1)2D/, sin(n — 1),

1)?E, cos(n + 1)z — (n+ 1)*E! sin(n + 1),

En substituant ces formules dans (2.13), on trouve

2nC,, cosnz — 2nC) sinnx + (2n — 1)D,, cos(n — 1)z

+ (2n —1)D, sin(n — 1)z — (2n+ 1)E, cos(n + 1)z — (2n + 1) E] sin(n + 1)z

2 1 /2 1 /2
= —\/;)\;1) sinnx + 5\/;cos(n — 1z — S\ = cos(n + 1)z,

Par identification, on obtient

(

2nC, =

—2nC! =

(2n-1)D,, =
(2n—1)D;, =
—2n+1)E, =

—(2n+1)E, =

_I_

D’ou, la solution générale est

arbitraires.

= A, cosnx + B, sinnx +

0, On -
_ 2o =
"
L2 b, -
2 T —
0, D, =
1 /2
—s/= E, =
2V
0, E =
\
2\
—— xcosnx
T 2n
2(2n — 1

0,
1 /2
2V

1 2
QQn—UV;’
0,

1 2
2@n+nV;7
0,

1 2 1 2
] \/;cos(n — Dz + m\/icos(n + 1)z,

& (x)
v
(2n — V21

= A, cosnzr + B, sinnx +

cos(n — 1)z +

)\(1)

n\/_
@n+nfﬁ

T cos nr+

cos(n + 1)x.

(2.14)

)(0)

Les conditions aux limites 5,(1

W (1) =0, déterminent A, et A mais les B, restent

16



— Calcul des A,, : On a

Wy 1 1 _
& (0) 0<:>An+(2n—1)\/ﬁ+(2n+l)\/% 0,
Donc
A, = SR S 2.15
"Vor [2n—1) (2n+1)]  2r(4an2—1) (2.15)

— Calcul des )\S) :On a

—dn(=1)"  AD(—1)"7 —1 _ 1
(1)7'[-:0<:> +n — —1)" 1 _1n+1
& (™) V271 (4n? — 1) nv2m (2n — 1)\/27T( ) (2n + 1)\/27r( )
Si n pair
—4n n )\S)W B 4n
V2r(4n? —1)  nv2r V271 (4n? — 1)’
Donc
8n?
AV = 2.16
S G Yk (2.16)
Si n impair
4dn A g 4dn

V2T (4n? — 1) T nver . a1y

On trouve la méme résultat (2.16).

— Calcul des B, : I’indétermination du B, est une conséquence directe du fait qu’une
fonction propre & un multiplicateur constant arbitraire. Nous pouvons fixer cette constante
en normalisant les fonctions propres perturbées, comme nous I’avons fait avec 520)' Rap-

pelons que

Enla;€) = 2 sinna + e (x) + O(e%) = €7 + el + O(e?),
s

Donc

(&)
= (€0,D) + (€0, ey + (€1, D) + O(e?)

= (DD + 26D, M)+ 0(e?),

2
[1€nll22(0m)

On imposant la condition d’orthogonalité

(P& =0, (2.17)

On obtient directement

(ns€n) = 1+ 0(7).

17



2
Multipliant ’développement (2.14) de £V par €0 (z) = \/jsin nx, on trouve
7T

2 2
¢ (2).60(x) = Bn\/isin2 nx + An\/jsin NI cos na +
e T

AL )2 : 1 2 :
o \/;:v cosnzsinnx + m = cos(n — 1)z sinnx
1 2
Qn O \/ﬁ — cos(n + 1) sinnx

2 .
= — cos 2nx + A,/ — sinnz cos nx
s T

A<1) 1
+—"—x cos nx sin nx + ———— cos(n — 1)z sinnx
nw (2n — )7
o cos(n + Das
———cos(n xsinnx
2n+ D)7 ’

On intégre le résultat de 0 & 7

GREIDEE \/7 f/ cos 2nxdx + A, f/ sin 2nadx

+E i x cos nz sin nxdx + m/o cos(n — 1)z sin nxdx
1 K0
—I—m/o cos(n + 1)z sin nxdzx, (2.18)

/ cos 2nxdr = / sin 2nxdx = 0.
0 0

Pour les trois derniers intégraux, on applique l'intégration par partie.

En effet

1 T ) —1 "
—— [ cos(n — Dzsinnzdr = ——————— cos(n — 1)z cosnx
| costn - ywsinnaa (n=1)
(2n— 1) J, n(2n —1)m 0
-1 7T
_n—/ sin(n — 1)z cos nzdx
n(2n —1)mw J,
-1 i
- @ Dn [cos(2n — 1)x + cos(—x)] i
n—1

_m/o sin(n — 1)z cos nzdz

n—1 T
- —/ sin(n — 1)z cos nzdz,
n(2n —1)w J,

18



Une autre intégration, donne

™

— 1 ™ o 1
_—n<27; 1) /0 sin(n — 1)z cosnzdr = — —nQ(;n Y sin(n — 1)z sinnx )
-1 2 T
u/ cos(n — 1)x sinnxdz
n?(2n — 1)w J,
n—1 ™
= m [cos(—x) — cos(2n — 1)x] i
-1 2 T
+%/0 cos(n — 1)x sinnzdx
—1 2 ™
M/ cos(n — 1)z sin nzdz.
n?(2n —1)
Donc
1 4 -1 2 ™
(2n — D /0 cos(n — L)z sinnadr = %/{) cos(n — 1)z sin nadz,
D’ou

/ cos(n — 1)z sinnxdx = 0.
0

De méme, en utilisant 'intégration par partie deux fois, on peut démontrer que
s
/ cos(n + 1)z sinnzdr = 0.
0

Si on impose (2.17), 'équation (2.18) est réduit a

T )\(l) s
(f(l) 5 ) \/iBn + L/ x cos nx sin nxdr = 0.
2 nm Jo

1
Comme AY est donnée par (2.16), et cos asina = 5 sin 2av, alors

7r 4n A
\/;Bn = —m/o x sin 2nxdx

5
2\?2 n o
Bn = — (;) (47’1)2——1>/0\ X s1n 27’L1’d.ﬁlf,

L’intégration par partie, donne

l.e.

T ' T
rsin2nxdr = — — cos2nx
0 2n

T 1 T

+—/ cos 2nxdx

0o 2nJ,

s + 1 5 T

= —— 4+ —sin2nx
2n  4n?

9

Donc

n-(2) B o) ws




Finalement, le développement asymptotique des valeurs propres, est donné par

oy
(4n?> — ) m

et le développement asymptotique des fonctions propres, est donné par

\/5 N

o(xe) =1/—sinnz +¢ -

Snlwie) =7 W
1 1

m COS(Tl — 1>37 -+ m COS(n —+ 1)3; + 0(82).

ou, A,, B, et A%V données par (2.15), (2.19), et (2.16) respectivement.

M (6) =n?+¢ + O(&?).

A, cosnz + B, sinnx + T CoOS NI+

2.3.3 Valeurs et fonctions propres du probléme perturbé II

Dans de nombreuses applications, la complexité de 'opérateur L ne permet pas d’avoir
un résultat explicite tel que (2.14). Une solution moins directe de 55}% est encore possible si
I'on exprime cette fonction par une série de fonctions propres non perturbées.

Dans notre cas, on suppose que

f Z i SIN T, (2.20)

ot, les coefficients a,; sont a déterminer.

En dérivant terme par terme, on obtient

a2e 2R, ..
j=1

En remplacant cette formule dans (2.12), on obtient

dze@
—df;; + 0’V (x) = Zﬂ (ng S 2+ 17 Z“W“W

1 .
= —\/j)\q(l )sinnx + \/jsmxsm nw,
T T

Pour calculer les a,;, nous multiplions cette expression par sin kz, on trouve

+oo
E (—7% + n*)ay,; sin jz sin kr = ~ MY sinna sin kx + sin 2 sin na sin kz,
j=1

et on intégre terme par terme de 0 a 7

+oo -
g (=7 +n?)ay; / sin jx sin kxdx
0

j=1

s ™
= —>\ng) / sin nx sin kxdzr + / sin z sin nx sin kxdz.
0 0

20



En utilisant orthogonalité des fonctions sin na dans l'intervalle (0, 7), on obtient
™
/ sin jx sin kzdr =
0

Donc, I'expression précédente est réduite a

(g) an(—k* +n?) = —)\S)/ sin nx sin kxdx +/ sin z sin nx sin kxdz,
0 0

i.e.

2 T 2 [T
(k2 +n?) = ==\ / sin nx sin kxdr + — / sin  sin nx sin kxdx.
T 0 T Jo

— Calcul des a,;, si k#n :
En utilisant 'orthogonalité des sin nx pour simplifier le cété droite, on obtient
2 2 2 T . . . .
ank(—k* +n°) =0+ — [ sinzsinnzsin kzdz, sik#mn
™ Jo
D’ou
2 ™
pp = ————== sin x sin nx sin kxdx sik#n

Reste a évaluer cette intégrale, on a

/ sin x sin nz sin kxdx = 5 / sin x cos(n — k)xdr — 5 / sin z cos(n + k)zdx
0 0

1 ™
:1/ sin(l +n — k)zdr + /sml—n—l—k):cdx
0

1
4 Jy
1
4

1
_Z/ sin(1 +n + k)zdr — /sml—n— k)xdz.
0
Donc
1/7rs' (14+n—Fkzxdr = — ! cos(1+n—k) '
1) in n xdr = - n xo
_(_1)1+n7k +1
41+n—k)
()l
— k Letk -1
_ P Er— si #n+letk#n—1,
0 si k=n%41,
et
1/W'(1— - ! (—n+ k)|
1), sin n rdr = M—nt k)cos n xo
Gt VAR
— k Letk -1
_ T si #n+letk#n—1,

0 si k=n=+1l.

21
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De méme

1 [" 1 T
_(_1)n+k -1
= 4(1+n+k)

0 si k=n41,

0

si k#n+1letk#n—1,

et

1 [ 1 i
_Z_L/O sin(l —n — k)xde = mcos(l—n—k)x
Sy

= 41 —n—k)

0 si k=ntL1.

0

si k#n+letk#n—1,

Donc, si k #n+1 et k #n — 1, le second membre de (2.22) est égale a

(D" 41 (D41 (=DM ()R
41+n—k) 41—-n+k) 4Q1+n+k) 4(1—-n—k)
(=P A+ E—n)+ (FD)F T+ 1)1 —k+n)
41— (k= n)?)
()" *+ 1)1 —k—n)+ ()" + 1)1+ k +n)
4(1 — (k4 n)?)
(=1)"+r 1 (—Dkm+1

2((k+n)2—=1) 2((k—n)2—-1)

D’ou, si k # n, on a

app =4 TM*—k) [(k+n)>—-1 (k—n)>-1
0, si k=n-+l.

si k#n+1letk#n—1,

(2.23)
— Calcul des )\S) :

Si k=mn:dans (2.21), on trouve

De (2.21), on trouve

2 T 2 [T
0= ——/\S) / sin® nxdr + = / sin x sin® nadz,
T 0 T™Jo
et comme
2 ™
——/ sin? nxdr = 1,
™ Jo
on déduit que
2 s
/\7(11) = —/ sin z sin® nadz,
T Jo
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2

Comme sin“ nz = — (1 — cos 2nz), on obtient

N | —

™ ™ ™ ™

@ L[ I 2 1 [T .
Ay = — sinxzdr — — sinx cos 2nzdr = — — — sin x cos 2nxzdzx,
0 0 0
Reste a évaluer le dernier intégrale, on a
T T
/ sin x cos 2nxdr = — cos 2nx cos x|y — 2n / cos x sin 2nzdx
0 0

1
=-3 [cos(2n + 1)x + cos(2n — 1)x]

™ ™
—2n / cos x sin 2nzdx
0 0
™
=2— 2n/ cos x sin 2nxdzx,
0
Une autre intégration par partie, donne

m ™
/ sinx cos 2nzdr = 2 — 2n sin 2na sinz|] + 4n® / sin x cos 2nzdx
0 0

s
= 2—4n? / sin x cos 2nzdzx,
0

i.e.
s ' 2)
/ sin x cos 2nxdr = ——.
Donc
RO 2
" (1 —4n?)
i.e.

Donc, on retrouve I'expression précédemment dérivée (2.16), pour )\S)
— Calcul des a,,, :
A ce stade, les a,, sont arbitraires. Nous fixons ces coefficients en imposant la condition

d’orthogonalité (€9, ) = 0, en utilisant (2.20), cela veut dire

<\/jsmm; \[Zaw sm]:ﬁ) dr =0, (2.24)

En utilisant 'orthogonalité des fonctions sinna dans (0, ), on doit avoir

Gpn = 0, pour n =1,2,.....

Donc

—+00
D) = /23 anysin jz.
j=1
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avec

1 (=)™ +1 (1) +1 o .
. . - si j#En+letj#n—1,
an; =4 mM*=7°) [G+n)P?-1 (—-n)3?-1 (2.25)

0. si j=nx1louj=n.

Finalement, le développement asymptotique des valeurs propres, est donné par

8n?

R + O(e?).

A (e) =n®+¢

et le développement asymptotique des fonctions propres est donné par

x 5 \/jsmnx—ke\/» E (p;Sin jx.

avec, a,; est donné par (2.25).

2.4 Solution asymptotique de ’équation d’onde I

Pour résoudre le probléme de la valeur initiale (2.1) — (2.4), nous exprimons u(z,t;¢)

comme une série des fonctions propres £, i.e.

u(z, t;e) an tie)E, (z;€). (2.26)

En substituant cela en (2.1), et en notant que &, satisfait (2.7), et que

“+o0 d2 “+o0
utt_n - dt2 n7 Ugy _Z nd 27
on obtient
+oo d2
S heeus S (< emag,) -0
De (2.7), on a
+oo
d2
— n; Wi" +esinzt, = &,
Donc

+00 d2 +oo d2p
Z 3o T Anputs = > ( T T Anpn) £, =0,

n=1 n=1

Comme les &, sont orthogonales, on déduit que

d*p,,
a2

+ A\up, =0, pourn=1,2,---
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C’est une équation différentielle homogéne pour chaque n = 1,2, - -, dont la solution s’écrit

sous la forme

Pn(t;€) = ap(e) sin\/ At + B,,(€) cos v/ Aut. (2.27)

Puisque nous avons déterminé A\, et £, & O(¢), il est approprié de développer «,, et 3, en

termes de £, et de ne retenir que les termes jusqu’a O(g). Ainsi, nous supposons que

an(e) = a9 +eall) +0(e?), (2.28)

B.(e) = PO+ L0 (2.29)

et on veut obtenir le développement asymptotique suivante u correcte a 'ordre O(g).

Pour trouver a(o) 0“(11)7 61(10) et ﬁg), on rappelle que
Ealwie) = ED(x) + €V (x) + O(%).

Ensuite, on utilise (2.28) et (2.29) dans (2.26), on trouve

+0o0

u(z,t;e) = Z { [(aflo) +eall) + O(e?)) sin VAt + ( +eB 1+ 0(e > cos \/—t]
% (60(@) +26D (@) + 0() }

= Z (a;O) sin \/xt + B9 cos \/)\_nt + eaV sin \//\_nt + 6 cos \/)\_nt>

n=1
% (£0@) + €0 (@)) + O()
D’ou
+0o0
u(z, t;e) = Z (047(10) sin /At + 8 cos \/)\_nt> O ()
n=1
+e Z { ( 1) sin \/_t + ﬁ coS \/_t) (aﬁlo) sin \/)\_nt + ﬁﬁlo) CoS \/)\_nt) 5,(11)(:6)}

+O(e?).
De (2.10), on a
An(e) =n? + AW + 0(e?), ou AV

En particulier



Pour simplifier les notations, on pose

(1) . In 2
Wn (5) —n+€m+0<€ ), (230)
Donc, u(z,t;e) s’écrit
+oo
u(z,tye) = Z <a£LO) sinwM (&)t + B cos w%”(s)t) €O (z) +
n=1

52 { [ D sinwM(e)t + BV cos w(l)(s)t} €9 (x)+
[a%) sinwV ()t + B cos wg)(e)t} 57(11)(30)} + O(&?). (2.31)

Remarque 2.4 Il est important de noter qu’en approchant sin\/\,t et cos\/A,t par sin wit
et cos w%l)t, respectivement, on évite les non-uniformités pour t large. Par exemple, le déve-
loppement de Taylor lorsque ¢ — 0, donne

4dnt
sin \/\,t = sin (mH—E ) = sinnt + (et)

G —T)n cosnt + O(g?).

4n
(4n? —1)7
qui est uniformément valide a l'ordre O(e) dans tout intervalle

I(e) : 0 <t <T(e) tant que T'(e) = O(1) lorsque € — 0.

i.e., le deuriéme terme (et) m

cosnt = O(g), est négligeable par rapport ¢ sinnt = O(1).

I ne peut pas étre uniforme si T(e) = O (e71), dans ce cas (gt) (

w cosnt = O(1) qui est

le méme ordre de sinnt. D’autre part, l'approzimation

sin /A, ()t = sinwM ()t + O (%)

est uniformément valide o O (€) en I(g), avec T'(e) = O (e71).

Calcul des «,, et 3,

Appliquons les conditions initiales (2.3) et (2.4) a l'expression (2.31).
Pour t =0, on a

“+o00

u(z,0,¢) :Z( O sin(0) + B cos(0 )) €0 ()

n=1

+ sz {[ W sin(0) + WY cos(())} £O(z) + [ 0 sin(0) 4+ 52 cos(0 )] 57(11)(50)}
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D’ou

+oo
3 B0 (@ +sZ( + BN (a )) +O(2) = f(x). (2.39)
n=1
D’autre part
400
u(z,t;e) = Z [aﬁo)w,(})(e) coswV(e)t ﬁ(o) (e )Sinwg)(g)t] gglo)@)
n=1

+oo
+e Z { [aﬁl)wg)(g) cos wg)(g)t — 57(11)(”511)(5) sin wg)(s)t] fﬁbo)(x)
=1
+ [0 (e) cosw ()t — BVwD () sinwl ()] €0(2) } + O,

et pour £ =0, on a

—+00

(o 0ie) = 37 [l (e)cos(0) = BV (0) sin )] €17 ()4
eZ{UUI ) cos(0) — VD (€) sin(0)] €0 (x)+
[l (€) cos(0) = B (@) sin(0)] &0 () } + O() = g(a),
D’ou
§ja (e +e§j( £9(x) + alPwD ()P (@) +0() = g(a). (2.33)

En utilisant I'expression de w,(ll)(e), donnée par (2.30), on obtient

—+00

4
Z (n T 6(4712 fl) 7T> e (x)
+oo
+e Z (n + 5%) <a7(11)€7(10) (z) + a,(lo)f,(ll)(x)> +0(e%)

D’ou

+oo +o0

4dn
Z nole) (x) + ¢ Z {”0420)5511)(@ + <”04511) + m%&ov ¢ (SC)}
n=1 n=1
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Calcul des 8 et 8 De (2.32), on a

+oo +o0o
0): Y- AENw) = 30 2 smne = 1),
n=1 n=1

qui est la série sinus de Fourier pour la fonction f. Cela nous permet de calculer les coefficients

620) par la formule

O — 2 "t
By, \/;/0 f(x)sinnxdx.

(2.35)

Comme il n’y a pas de O(e) termes du coté droit de (2.32), la série multipliée par e sur le

cOté gauche doit disparaitre, i.e.

+oo
0e): Y (B0 (@) + BN (@) =0
n=1

En utilisant les expressions de £ et £ donnée par (2.9) et (2.20), on a

+oo +oo
Z (ﬁg) sinnz 4 £ Z A sinjx) = 0.

n=1 j=1
On multiplie cette expression par sin kx, on trouve
2 +oo 2 +oo +00
= Z 55}) sin nx sin kx + - Z 5%0) (Z Qp; SiN 2 sin k:x) =0.
n=1 n=1 j=1
On pose
+oo +00 +o0
A= Z 6511) sinnrsinkx et B = Z 620) <Z i Sin jo sin k‘x) ,
n=1 n=1

j=1

et on integre cette expression de 0 a 7, on obtient

— " zﬂ(l) si n=k
A= Z B / sinnrsinkedr = { 2"
n=1 0 0, si n#k

D’autre part

(2.36)

+oo +o0 T +oo +o0o T
B = Z 5510) (Z U /o sin jx sin kxdz) = Z ﬁgo)ank + ( Z nj /0 sin jx sin kxdx)
n=1 7=1 n=1

=17k

et en utilisant 'orthogonalité des sinnx, le dernier somme est réduite a zéro, donc

+oo
m
__§ : (0)
B = 2n:1ﬁn Anf.

Donc, (2.36) s’écrit

T T 400
_ e T o, _
Ad Bdz = -6 =3 ok =0,
/o x+/0 x 2k+2n:1ﬂnak
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ce qui permet de déterminer les BS) par la formule

B = — st g0 (2.37)

n=1

puisque B9 et a,;, sont données par (2.35) et (2.23).

Calcul des o et ol De (2.34), on a

“+o0o
0(1) - Y nalV60 (x) = g(x),
n=1

et en utilisant I'expression de 5510), on a

Zna \/jsmnx—g( ),

qui est la série sinus de Fourier pour la fonction g(z). Donc

:l\/g/ g(z) sin nzdz. (2.38)
n\V 7 Jg

Comme il n’y a pas de termes a O(g) du coté droit de (2.34), la série multipliée par ¢ sur le

cOté gauche doit disparaitre, i.e.

+o0o
06) 3 {nalea) + (nald 4 mald ) €0 f =

n=1

En utilisant les expressions de 57(10) et 57(11) donnée par (2.9) et (2.20), on a

Fies

On multiplie cette expression par sin kx, on trouve

4dn
Zna Zam sin jx sin kx + Z (na (an? 1) (0)) sin nx sin kx = 0,
n R

(An?2 — 1)

4
(p; SIn Jx + (naﬁll) + —n)aﬁf’)) sin nx} =0.
1

On pose
+o0 +oo
A = Z na® (Z Qp; Sin jz sin lm) ,
n=1 j=1
/ <3 4n
B = Z (nozg) + mag))) sin nx sin kx,
n=1
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On intégre cette expression de 0 a 7, on obtient
+oo +o0 T
A = Z na Z A / sin jx sin kxdx
— = 0
= Z na ank/ sin? kxdz + Z U / sin jx sin kzdzx,

0 J=Llj#k

La somme ou j # k est réduit & zéro, donc

™ o=
§ 0
= E nozgl )ank.
n=1

De méme
<% 4n T
B = (naf})—i—Q—a,&O))/ sin nx sin kxdx
— (4n2 — )7 0
™ 1) 4k (0)
A . — :
2 < O T @E )R
Enfin, on a

+00
" T ™ T 4k
_r (0) r (1) 0)) _
/0 Ad:z:—i—/o Bdx = 5 nglnan Apj + 5 (kak + @k — 1)7Tak ) =0,

(1)

Alors, les oy’ sont données par

_E Znan Ank | — m@k X (239)
n=1
(0)

ot les ay’ et les a,; sont données par (2.38) et (2.23).

Dong, la solution du probléme perturbé (2.1) — (2.4) est donnée par

+00
u(z, t;e) = Z (047(10) sinwV ()t + B cos wfll)(e)t) €9 (x)+
n=1
€Z { [ W sin wB ()t + Y cos wg)(s)t} O (z)+
[aﬁlo) sinw ()t + O coswl) (5)75] 521)@)} + O(&?).
avec, €9 (z), €W (x), wd, o, , ﬁ et ﬁ,(:) sont donnés par (2.9), (2.20), (2.30), (2.38),

(2.39), (2.35) et (2.37) respectivement.

Remarque 2.5 Une caractéristique du probléme linéaire (2.1), est que les amplitudes mo-

dales p,, () obéissent & des équations d’oscillateur découplées, si on exprime la solution en
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fonction des fonctions propres perturbées £, (x;€). De plus, la fréquence w,(e) d’oscillation
pour chaque mode est connue une fois le probléme de valeurs propres (2.7) a été résoudre.
Cela nous permet d’exprimer la solution sous la forme (2.31), qui reste uniformément valide

pour t dans Uintervalle 0 <t < T(e) = O(e71).

2.5 Solution asymptotique de I’équation d’onde II

Il est aussi possible d’exprimer la solution de u en termes de fonctions propres non per-
turbées sinnz, au prix de ne pas découpler les modes et de ne pas connaitre la fréquence a

priori. Pour illustrer cela, supposons une solution de (2.1) pour u(z,t;¢) dans la formulaire

u(z, t;¢) \/72% t;€) sinna. (2.40)

qui satisfait automatiquement les deux conditions aux limites (2.2). Substituer cette série en

(2.1), et en utilisant 'orthogonalité donne immédiatement le systéme linéaire couplé :

On a

uttxta \/727ntesmnx umxts \/72n’ynt€smnm

Donc, de (2.1) on a
\/72% t;e) smnx—i-\/72n Yo(t;€) 81nna:+€\/727n t;e)sinnzsinx = 0,
avec
u(0,t;¢) = u(m, t;e) =0,
9 +oo +oo
—Zyn t;e)sinnxsinkx + — Zn Yn(t; €) sinnx sin kx
n=1 n=1

2
e=) t;e)si in kxsinz = 0.
+ T _1’7n< )Slnnxsm Trsimax

2
On multiplie cette équation par \/j sin kz, on trouveEn intégrant et en utilisant ’orthogo-
T

nalité des sin nz sur (0, 7), on déduit que
. 2 = . T . .
A" = — Z’yn(t; 5)/ sin na sin kxdx = v, (t; €),
T 0
n=1

9 g
B = 2) wty(te) [ sinnasinkade = Koy (62),
n=1 0
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Reste a calculer

L 2R i . .
" = - Z Yo(t;e) [ sinnasin ke sin zdz,
n=1 0

On pose
2 (7. :
b, = —/ sin x sin nx sin kxdx,
T Jo
2 (1 " | [,
= —(—/ smxcos(n—k)xdx——/ smxcos(n+k’):cdx)
m™\2 Jo 2 Jo
2 (1 ™ . [ .
= —<—/ sm(1+n—k)a:d:£~l——/ sin(l —n + k)zdx
m™\4 Jo 4 /o
1 [m . /" .
—— | sin(l+n+k)zde — - [ sin(l —n — k)zdzx |,
4 Jo 4 Jo
On a
1/7r-(1+ edr = — (4n— K|
1), sin n rdr = 4(1+n—k;)cos n xo
_(_1)1+n7k +1
41+n—k)
(1
— k letn—1
_ ) aigaog S FAntletn—l
0 si k=nZ+l
et
1/7rs' (1—n+k)xde = — ! cos(l —n+k) ’
1), in n rdr = a—nth) n xo
(D1
— k letn—1
_ ) aicagm S RAntletn—d
0 si k=n=xl
De méme
1/ﬂ in(14n+ k)ad ! (4n+ k)|
—— [ sin n xdr = ———— 08 n x
4 Jo A1+ n+Fk) 0
(a1
—_ k letn—1
_ ) dtagm S FAntletn—l
0 si k=nzxl.
et
L[ s = n— by 1 (10— k|
—— | sin(l—-n—k)zdr = ———cos(l—n—k)x
4 /, 41 —n—k) 0
e
k letn—1
_ M —n—h si k#n+letn—1,
0 si k=nZ+1l
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Donc,sik#n+1letk#n—1,0na

G A I G T G e B G R
S 4(l+n—k) 40 -n+k) 40+n+k) 41 -n—k)
(=)D E-n) 4+ ()R 1)(1 -k +n)
4(1 — (k —n)?)
()" + 1)1 —k—n)+ ((-1)"*+ 1)1+ k+n)
4(1 — (k +n)?)
G T G A
2((k+n)2—1) 2((k—n)2—1)

bkn

D’ou

~

S 2Al= S Al

(=D +1 _ (=D " +1 si n et n —
[2((k +n)*—1) 2((k:—n)2—1)} k#n+letn—1,

bkn -
si k=n=x1.

N\ 7~

(D™ +1 (=D +1
(k+n)3?2—1 (k—n)2-1

} si k#n+1letn—1,

si k=n=xl.

Ve

En utilisant les valeurs de A”, B” et C” dans (?7), on obtient le systéme couplé qui donne

Vi
400

Vit KW+ bv, =0, k=12 (2.41)

n=1

Un développement asymptotique régulier de (2.41), conduit a des termes -y, proportionnels
a tsinnt et tcosnt a O(e), et n’est donc pas uniformément valide a O(e) si T'(e) = O(e7!).

Bien qu’il soit possible de dériver une développement de perturbation uniformément valide
de la solution de (2.41) pour T'= O(¢ '), en utilisant une procédure a échelle multiple, voir
J. KEVORKIAN, J. D. COLE [4], Pdéveloppement (2.26) basée sur des fonctions propres

perturbées est significativement plus élégante et directe.

Remarque 2.6 Si le terme de perturbation est non linéaire, on ne peut plus déduire un
probléeme de valeurs propres perturbé tel que (2.7). Par exemple, si au lieu de cusinx dans
(2.1), nous avons le terme cu?, nous ne pouvons pas séparer les variables. Nous pouvons
cependant rechercher une solution de la forme (2.40), et dériver un systéme couplé non

linéaire d’équations d’oscillateur pour les ,,.
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Chapitre 3

Quelques résultats numériques

Dans ce chapitre, on test la validité de 'expression asymptotique (2.31) de la solution du
probléme (2.1) — (2.4). Pour cela on compare cette solution asymptotique avec la solution

obtenue par la méthode des différences finies. On prend les exemples suivants

Uy — Ugy + eusine = 0, 0<z<m,
u(0,t;¢) =u(m, t;e) =0,
u(z,0:6) = f (),

u (2,0;¢) = g(z) =0.

(3.1)

\

On prend trois valeurs de f :

sin 2z, siz < 0.57,
f(x)= , f(z)=sinbx et f(z)=x(r—2x).
0, si z > 0.5,

3.1 Reésolution par séparation des variables

D’aprés le chapitre précédent, la solution asymptotique de (3.1) est donnée sous la forme
+00

u(z, t;e) = Z (ag)) sinwV ()t + B cos wg)(e)t) €9 (x)+

n=1

“+oo
5 Z { [afll) sinwV ()t + B cos w%l)(e)t} €9 (x)+
n=1

[0 sinw® (@)t + B coswll ()] €0(2) } + O(e),
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avec

4
wl(e) = n+ an—” +0(2),

)

dn® —1
al = \/> / x) sin nxdz,
BO = \/j/ f(x)sinnxde,
T Jo
0@ = \/gsinnx,
T

— si
U = mn?—k2) [(k+n)?2—-1 (k—n)?—1
0 si
12 4k
€ N (0) . (0)
+oo
1
5l(c) = _Zﬁ( Ank,
n=1
2 &
1) _ z
&, () - ; p; sin jo

Algorithme
Données initiales:
N (nombre d’itération), ¢, (le temps initiale),
T (le temps final), f,g, ¢, .
Résolution:
Pour 1<i< N

<—z—|—5—

e = \/7 / )sin (iz) dz ;
(0) — \/7 / f(zx)sin (ix)

5()<— —sm(za:)
T
Pour 1<k <N
Sik#i—1et k#i+1 et k#1
1 (_1)i+k + 1 (_1)k—i 4 1
Qik S —5 2 N2 - 2 ;
(2 —k) \(k+i)2—-1 (k—i)?—1

Sinon

air, = 0;
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pour 1 <k <N

12 4k
ozl(;) — — Zago)aik LN OR

k:
5k «— — Z Z azk:,
Pour 1 <i< N
ey \/g oin (72);
v S (o (o) ¢ 1))
(o o) o o )
( i (w 1’1&) + 89 cos <w§1)t>> 51(1)>;
Ecrire u;
Dessiner u;

Stop.

3.2 Résolution par différences finies

La méthode des différences finies est une technique courante de recherche de solutions
approchées d’équations aux dérivées partielles, qui consiste a résoudre un systéme de relations
(schéma numérique) liant les valeurs des fonctions inconnues en certains points suffisamment
proches les uns des autres.

Une discrétisation des opérateurs différentiels (dérivées premiéres, secondes,. . . etc., par-
tielles ou non), peut étre obtenue par les formules de Taylor.

Le schéma explicite

Etant donnés un pas de discrétisation Az = h, et un pas de discrétisation en temps
At = k.

On cherche a calculer u!*".

Soient

t =jk, x =1ih, j=1--- M+1,i=1,--- , N+1.
Le schéma explicite s’obtient en approchant les dérivées uy; et u,, par les équations différen-
tielles

1 ; i1
o 2ul + u]

Ut = 12 )
J J J
Ugy =~ h2 ’
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et en approchant u et u;, par

Q

Uy

Donc, le schéma est de la forme

( j+1_2 J J—1 u] —2u1+u1 :
u; klgz + u; Wi h; =1 5ug sin (ih) = 0, 0
upy = wy,q =0,
ud = f(ih),
L 40
%o,
k
D’ou
u{“ = (2 — 2\ — ek?sin (Zh)) uf + A (u{H + ui;l) - Ug_l-
avec
/{32
A= —.
2

Donc, la solution est sous la forme matricielle
U=A-B,

avec, les vecteurs U et B, sont donnés par

AR Wi
AR W
U= : , B= :
g\;ill “g\f:ll
uit T
et la matrice A, est donnée par
w(1) A 0 e 0
A p(2) A
A= 0 0
A pu(N —1) A
0 0 A w(N)
avec
p(i) =2 — 2\ — ek?sin (ih), i=1,---,N.
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Remarque 3.1 Nous n’avons pas étudié la stabilité et ’erreur de troncature de cette mé-

thode.

L’algorithme

Données initiales:

N (nombre de discrétisation), M (nombre de discrétisation du temps),

h (le pas de z), k (le pas de 1), 1y (le temps initiale), tf (le temps finale),
€.

Résolution:

Pour 1 <7< M

Pour 1 <i< N

]{72

EEQ

uf“ (2 = 2X — ek?sin (ih)) uf + A (ufJrl + ug_l) —

7

A —

Jj+1,
i

. i1
Dessiner u'';

Ecrire u

Stop.
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FIGURE 3.1 — Comparaison du solution par différence finis () et solution asymptotique (- -

) pour € = 0.01, f(x) = (7w — x) et g = 0.
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FIGURE 3.2 — Comparaison du solution par différence finis (-) et solution asymptotique (- -

) pour € = 0.01, f(x) = X[o,r/2 Sin 27 et g = 0.
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FIGURE 3.3 — Comparaison du solution par différence finis () et solution asymptotique (- -

) pour € = 0.01, f(x) = sinbzx et g = 0.
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Dans ce travail, nous considérons une équation d’onde perturbée dans un intervalle de
longueur finie. Nous obtenons une expansion asymptotique de la solution en séparant
les variables et en résolvant un probléme de valeurs propres perturbé. De plus, nous
comparons cette solution avec la solution numérique obtenue par la méthode des
différences finies.

Mots clés :

Equation d’onde perturbée, Probléme de valeurs propres, Séparation des variables,
Expansion asymptotique, Différences finies.

Abstract:

In this work, we consider a perturbed wave equation in an interval with finite length. We
obtain an asymptotic expansion of the solution by separating the variables and solving a
perturbed eigenvalue problem. Moreover, we compare this solution with the numerical
solution obtained by the finite difference method.

Key words:

Perturbed wave equation, Eigenvalues problem, Separation of variables, Asymptotic
expansion, Finite differences.
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