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Introduction

Une variété de problèmes physiquement intéressants implique le calcul des valeurs propres

et des fonctions propres d'un opérateur auto-adjoint linéaire. Un exemple particulièrement

simple qui illustre cette idée est celui des vibrations transversales de petites amplitudes sur

un support élastique. Ce phénomène est décrit par l'équation d'onde

utt − uxx = 0,

où t est le variable de temps, et x est le variable de l'espace. En appliquant la méthode de

séparation des variables, on est amené à résoudre un problème simple de valeurs propres à

une dimension.

Dans ce travail, on considère le cas où le modèle mathématique de la corde vibrante prend

aussi en compte la présence d'une petite force de rappel linéaire et dépendant de x. Plus

précisément, on considère l'équation d'onde perturbée suivante

utt − uxx + εu sinx = 0.

Ce problème a été considéré dans le livre de J. Kevorkian et J. D. Cole [4]. La méthode

de séparation des variables dans ce cas, mène à un problème de valeurs propres perturbé. On

a bien détaillé les calculs qui donnent la solution du problème de valeurs propres par deux

approches. Ensuite, ses vecteurs et valeurs propres sont utilisés pour trouver une expression

asymptotique de la solution de l'équation d'onde. De plus, on a comparé la solution obtenue

par la méthode asymptotique avec la solution numérique du problème.

Ce mémoire est composé de trois chapitres :

Dans le premier chapitre, on donne un rappel sur quelques espaces de Hilbert et sur les

séries de Fourier, on résout l'équation d'onde non perturbée et on rappelle quelques notions

d'analyse asymptotique.

Dans le deuxième chapitre, en appliquant la méthode de séparation des variables à l'équa-

tion d'onde perturbée, on obtient un problème de valeurs propres perturbé ainsi que la
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solution de l'équation d'onde perturbée.

En�n, dans le troisième chapitre, on démontre l'e�cacité de l'approche asymptotique en

comparant la solution asymptotique avec la solution numérique obtenue par la méthode de

di�érences �nies.
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Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Espaces L2 (a, b), H1(a, b) et H1
0(a, b)

Soient a, b ∈ R, a < b

L'espace L2(a, b)

C'est l'espace de Hilbert dé�nie par

L2 (a, b) =

{
u : (a, b) −→ R ; f mesurable et

∫ b

a

|u (x)|2 dx < +∞
}
.

muni de la norme

||u||L2(a,b) =

(∫ b

a

|u (x)|2 dx
) 1

2

.

L'espace H1(a, b)

C'est l'espace de Hilbert dé�nie par

H1(a, b) =

{
u ∈ L2 (a, b) ,

∂u

∂xi
∈ L2 (a, b) ; ∀i = 1, · · · , n

}
.

muni de la norme

||u||H1(a,b) =
(
||u||2L2(a,b) + ||Ou||

2
(L2(a,b))n

) 1
2
.

L'espace H1
0 (a, b)

On dé�nit d'abord l'espace D (a, b) par

D (a, b) = {u ∈ C∞ (a, b) , ∃K ⊂ (a, b) compact ; u = 0 sur Kc} .
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et on dé�nit

H1
0 (a, b) = L'adhérencede D (a, b) dans H1(a, b).

1.2 Série de Fourier

1.2.1 Série complète de Fourier

La série complète de Fourier, ou simplement la série de Fourier, d'une fonction f ∈

L1 (−l, l) dé�nie sur l'intervalle −l < x < l, est dé�nie comme

1

2
A0 +

+∞∑
n=1

(
An cos

nπx

l
+Bn sin

nπx

l

)
, (1.1)

où, A0, les An et les Bn sont données par

A0 =
1

l

∫ l

−l
f(x)dx, (1.2)

An =
1

l

∫ l

−l
f(x) cos

nπx

l
dx (n = 0, 1, 2, · · · ) , (1.3)

Bn =
1

l

∫ l

−l
f(x) sin

nπx

l
dx (n = 1, 2, 3, · · · ) . (1.4)

Si f ∈ L2 (−l, l), on a le résultat classique suivant

lim
N−→+∞

∫ l

−l

∣∣∣∣∣f (x)−
N∑
n=1

(
An cos

nπx

l
+Bn sin

nπx

l

)∣∣∣∣∣
2

dx = 0.

Dans ce sens, on écrit

f (x) =
1

2
A0 +

+∞∑
n=1

(
An cos

nπx

l
+Bn sin

nπx

l

)
.

1.2.2 Série sinus de Fourier

La série sinus de Fourier, d'une fonction f ∈ L2 (0, l) dé�nie sur l'intervalle 0 < x < l, est

dé�nie comme

f(x) =
+∞∑
n=1

An sin
nπx

l
, (1.5)

avec

An =
2

l

∫ l

0

f(x) sin
nπx

l
dx. (1.6)
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1.3 Résolution de l'équation d'onde avec séparation des

variables

1.3.1 Equation d'onde

L'équation d'onde est une équation de deuxième ordre en temps, qui s'écrit comme

utt = c2uxx, pour 0 < x < l. (1.7)

Cette équation modélise les petites vibrations d'une corde élastique de longueur l > 0, en

supposant que le poids soit négligeable et qu'il n'y ait pas de charges externes.

Nous considérons d'abord le cas où les extrémités de la corde sont �xées, i.e., on impose

des conditions de Dirichlet homogènes

u(0, t) = 0 = u(l, t), (1.8)

et l'état initiale est décrit par les conditions initiales régulieres

u(x, 0) = f(x) , ut(x, 0) = g(x). (1.9)

1.3.2 Equation d'onde avec dispersion

Les e�ets de dispersion sont très importants dans les phénomènes de propagation des

ondes. Dans notre modèle pour la corde vibrante, lorsque la corde est sous l'action d'une

force de rappel élastique verticale qui dépend de u, l'équation du mouvement devient

utt − c2uxx + F (u) = 0, (λ > 0) . (1.10)

� Si F (u) = λu, où λ est une constante positive, on a l'équation linéaire de Klein-Gorden.

� Dans le chapitre suivant, on considère le cas F (u) = εu sinx, où, ε est un petit para-

mètre.

1.3.3 Séparation des variables

La méthode que nous utiliserons consiste à construire une solution générale de (1.7)−(1.9)

sous la forme d'une combinaison linéaire de solutions spéciales faciles à trouver. Une solution

séparée est une solution qui s'écrit sous la forme

u(x, t) = X(x)T (t). (1.11)
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Première étape En remplaçant la forme (1.11) dans l'équation d'onde (1.7), on obtient

X(x)T
′′
(t) = c2X

′′
(x)T (t).

On divise par −c2XT , on trouve

− T
′′

c2T
= −X

′′

X
= λ.

Ceci dé�nit une quantité λ, qui doit être une constante (car
∂λ

∂x
= 0 et

∂λ

∂t
= 0). Alternative-

ment, nous pouvons remarquer que λ ne dépend pas de x à cause de la première expression,

et ne dépend pas de t à cause de la seconde expression, de sorte qu'elle ne dépende d'aucune

variable.

On doit prend λ > 0, pour obtenir des solutions bornées en temps. Soit λ = β2, où β > 0.

Alors, l'équation ci-dessus est une paire d'équations di�érentielles ordinaires séparées pour

X(x) et T (t).

On a 
−X

′′

X
= β2,

− T
′′

c2T
= β2,

i.e.  X
′′
+ β2X = 0,

T
′′
+ c2β2T = 0.

(1.12)

Ces E.D.Os sont faciles à résoudre, et les solutions sont écrites par

X(x) = C cos βx+D sin βx, (1.13)

T (t) = A cos βct+B sin βct. (1.14)

où A, B, C et D sont des constantes.

Deuxième étape En imposant les conditions aux limites (1.8) sur la solution séparée, ils

vient

X(0) = 0 = X(l),

X(0) = C = 0, X(l) = D sin βl = 0.

Nous ne sommes certainement pas intéressés par la solution évidente C = D = 0. Nous

devons donc avoir βl = nπ, i.e.

β =
nπ

l
,
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Donc

λn =
(nπ
l

)2
et Xn(x) = sin

nπx

l
, (1.15)

Sont des solutions distinctes. Chaque fonction sinus peut être multipliée par une constante

arbitraire.

En utilisant (1.14), on déduit qu'il existe un nombre in�ni de solutions séparées de (1.7)

et (1.8), une pour chaque n, sont données par

un(x, t) =

(
An cos

nπct

l
+Bn sin

nπct

l

)
sin

nπx

l
, (n = 1, 2, · · · ) .

où, An et Bn sont des constantes arbitraires.

Par superposition, la somme des solutions est encore une solution de (1.7) et (1.8)

u(x, t) =
+∞∑
n=1

(
An cos

nπct

l
+Bn sin

nπct

l

)
sin

nπx

l
. (1.16)

La formule (1.16) résout (1.9) ainsi que (1.7) et (1.8) pour t = 0, à condition que

f(x) =
+∞∑
n=1

An sin
nπx

l
, (1.17)

et

g(x) =
+∞∑
n=1

nπc

l
Bn sin

nπx

l
. (1.18)

où, les An et Bn sont données par

An =
2

l

∫ l

0

f (x) sin
nπx

l
dx,

Bn =
2

nπc

∫ l

0

g (x) sin
nπx

l
dx.

1.4 Problème de valeurs propres

1.4.1 Position du problème

Dans l'intervalle (0, l), on considère le problème de valeurs propres suivant.

Dé�nition 1.1 λ est appelé une valeur propre pour le problème de Dirichlet, s'il existe une

fonction u 6= 0, solution faible au problème −u′′ = λu dans (0, l),

u (0) = u (l) = 0.
(1.19)

u est alors appelé une fonction propre correspondant à la valeur propre.
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Remarque 1.2 Si u est une fonction propre du problème (1.19), alors µu est aussi une

solution pour chaque réel µ, c'est-à-dire que la solution du problème (1.19) n'est pas unique.

1.4.2 Résolution du problème

Notez que λ est nécessairement positif, car une solution faible à (1.19) est une fonction

satisfaisant

u ∈ H1
0 (0, l) :

∫ l

0

u′v
′
dx = λ

∫ l

0

uvdx, ∀v ∈ H1
0 (0, l) , u 6= 0, (1.20)

Prendre v = u, ça donne ∫ l

0

u′2dx = λ

∫ l

0

u2dx. (1.21)

Par conséquent λ > 0, puisque u
′
= 0 p. p impliquerait u = 0.

La première équation de (1.19), est une équation di�érentielle linéaire du second ordre qui

possède un sous-espace de solutions de dimension 2. Il est alors facile de comprendre que la

solution générale de cette équation est donnée par

u = A sin
(√

λx
)
+B cos

(√
λx
)
, A,B ∈ R (1.22)

(Puisque sin
(√

λx
)
, cos

(√
λx
)
sont des solutions indépendantes).

A�n de correspondre aux conditions aux limites de (1.19), nous devons avoir

B = 0, sin
(√

λl
)
= 0.

Ainsi, les valeurs propres possibles du problème sont données par λk,, tel que

l
√
λk = kπ ⇐⇒ λk =

(
kπ

l

)2

, k = 1,2,3 · · · (1.23)

Ils forment une séquence discrète dénombrable. Les fonctions propres correspondantes sont

alors données par

uk = Ak sin
kπx

l
, (1.24)

Ils sont simples dans le sens où les espaces propres -les espaces des fonctions propres- sont

de dimension 1. Si l'on veut choisir comme base de fonctions propres celle qui a L2 -norme

égale à 1- on dit qu'il s'agit d'une fonction propre normalisée, on doit choisir Ak, tel que

A2
k

∫ l

0

sin2 kπx

l
dx = 1,
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qui conduit à

uk =

√
2

l
sin

kπx

l
.

Il est clair que la plus petite valeur propre est donnée par

λ1 =
(π
l

)2
, (1.25)

et la première fonction propre est

u1 =

√
2

l
sin

πx

l
.

1.5 Eléments d'analyse asymptotiques

1.5.1 Symboles d'ordre

Pour dé�nir une approximation asymptotique, nous devons d'abord introduire des sym-

boles d'ordre. La raison en est que nous nous intéresserons à la façon dont les fonctions se

comportent lorsque un paramètre, typiquement ε, devient petit.

Dé�nition 1.3 1.f = O(φ) lorsque ε −→ 0 signi�e qu'il y a des constantes k0 et ε1 (indé-

pendantes de ε), de sorte que

|f (ε)| ≤ k0 |φ (ε)| , pour 0 < ε < ε1.

Nous disons que ′′f ′′ est grand Oh de ′′φ′′ lorsque ε −→ 0.

2.f = o(φ) lorsque ε −→ 0 signi�e que pour tout δ positif il y a un ε2 (indépendant de ε),

de sorte que

|f (ε)| ≤ δ |φ (ε)| , pour 0 < ε < ε2.

Nous disons que ′′f ′′ est petit oh de ′′φ′′ lorsque ε −→ 0.

1.5.2 Approximation asymptotique

Dé�nition 1.4 Etant donné f (ε) et φ (ε), nous disons que φ (ε) est une approximation

asymptotique à f (ε) lorsque ε −→ 0, chaque fois que f = φ + o (φ) lorsque ε −→ 0. Dans

ce cas, nous écrivons

f ∼ φ lorsque ε −→ 0.

En particulier, nous avons cela f ∼ φ lorsque ε −→ 0, si

lim
ε−→0

f (ε)

φ (ε)
= 1. (1.26)
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1.5.3 développements asymptotiques

Dé�nition 1.5 1.Les fonctions φ0 (ε),φ1 (ε),· · · forment une séquence asymptotique ou sont

bien ordonnées, lorsque ε −→ 0 si, et seulement si φm+1 = o (φm) lorsque ε −→ 0 pour tous

m.

2.Si φ0 (ε),φ1 (ε),· · · est une séquence asymptotique, alors f (ε) a une développement

asymptotique à n termes, par rapport à cette séquence si, et seulement si

f =
m∑
k=0

akφk + o (φm) , pour m = 0, 1, · · · , n lorsque ε −→ 0. (1.27)

où les ak sont indépendants de ε. Dans ce cas, nous écrivons

f ∼ a0φ0 (ε) + a1φ1 (ε) + · · ·+ anφn (ε) , lorsque ε −→ 0. (1.28)

les φk sont appelés les fonctions d'échelle.

Exemple 1.6 Si on prend l'échelle

φk = εk, k = 0, 1, · · ·

Alors, (1.28) s'écrit

f (x, ε) ∼ a0 (x) + a1 (x) ε+ a2 (x) ε
2 + · · ·+ an (x) ε

n.

1.5.4 Uniformité

Dé�nition 1.7 Supposons que f (x, ε) et φ (x, ε) sont des fonctions continues pour x ∈ I et

0 < ε < ε1. Dans ce cas, φ (x, ε) est une approximation asymptotique uniformément valide

de f (x, ε) pour x ∈ I lorsque ε −→ 0 si, étant donné une constante positive δ, il y a un ε2

(indépendant de x et ε), tel que

|f − φ| ≤ δ |φ| , pour x ∈ I et 0 < ε < ε2.

Le point critique dans cette dé�nition, est qu'il est possible de trouver un intervalle ouvert

près de ε = 0 (spéci�quement, 0 < ε < ε2), de sorte que l'inégalité est valable pour toutes les

valeurs de x qui sont à l'étude. C'est essentiellement l'idée utilisée pour dé�nir la convergence

uniforme.

Remarque 1.8 Voir le livre de M. H. Holmes [2] et J. Kevorkian, J. D. Cole [4],

pour plus de détaille sur les notions d'analyse asymptotique.
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Chapitre 2

Equation des ondes perturbée

2.1 Position du problème

Dans ce chapitre, nous étudions l'équation d'onde avec un terme de dispersion linéaire et

dépendant de le variable spatiale

utt − uxx + εu sinx = 0, 0 ≤ x ≤ π. (2.1)

Le paramètre ε > 0, est supposé petit.

Dans ce modèle, on suppose que le support élastique de l'onde (i.e., la corde) exerce une

force de rappel proportionnelle à sinx. Nous supposons que la corde est �xée aux extrémités

x = 0, x = π

u(0, t; ε) = u(π, t; ε) = 0, (2.2)

et on prend des conditions initiales régulieres pour le déplacement et la vitesse

u(x, 0; ε) = f(x), (2.3)

ut(x, 0; ε) = g(x). (2.4)

2.2 Séparation des variables et problème de valeurs propres

perturbé

La séparation des variables conduit à un problème de valeurs propres tout comme pour

le cas non perturbé. Nous supposons que la solution s'écrit sous la forme

u(x, t; ε) = X(x; ε)T (t; ε). (2.5)
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En calculant les dérivées, on obtient

utt =
d2T

dt2
X(x; ε) , uxx =

d2X

dx2
T (t; ε),

et l'équation (2.1), devient

d2T

dt2
X(x; ε)− d2X

dx2
T (t; ε) + εX(x; ε)T (t; ε) sinx = 0.

On divise par −TX, on obtient

− 1

T

d2T

dt2
= − 1

X

d2X

dx2
+ ε sinx = λ = constant. (2.6)

Pour avoir des solutions bornées en t, il faut que λ > 0. DoncX(x; ε) est solution du problème

de valeurs propres perturbé suivant
Lε(X) ≡ −d

2X

dx2
+ ε (sinx)X = λX,

X(0; ε) = 0,

X(π; ε) = 0.

(2.7)

On dé�nit, le produit scalaire de deux fonctions α(x) et β(x) dé�nies en (0, π), par

(α, β) =

∫ π

0

α(x)β(x)dx.

L'opérateur linéaire L dans (2.7) est auto-adjoint dans le sens suivant.

Proposition 2.1 Soient u(x) et v(x) sont deux solutions quelconques du problème de valeurs

propres, c'est-à-dire Lε(u) = λu ou Lε(v) = λv. Alors

(u, Lε(v)) = (Lε(u), v). (2.8)

Démonstration. Pour prouver (2.8), considérons (u, Lε(v)) pour notre exemple (2.7).

On a

(u, Lε(v)) = −
∫ π

0

u(x)v′′(x)dx+ ε

∫ π

0

u(x)v(x) sinxdx,

L'intégration du premier terme du côté droit par parties, donne

(u, Lε(v)) = − u(x)v′(x)|π0 +
∫ π

0

u
′
(x)v′(x)dx+ ε

∫ π

0

u(x)v(x) sinxdx,

On a u(0) = u(π) = 0, donc

(u, Lε(v)) =

∫ π

0

u′(x)v′(x)dx+ ε

∫ π

0

u(x)v(x) sinxdx,
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On intègre par parties encore, et on utilise le fait que v(0) = v(π) = 0, on trouve

(u, Lε(v)) = u′(x)v(x)|π0 −
∫ π

0

u′′(x)v(x)dx+ ε

∫ π

0

u(x)v(x) sinxdx,

= −
∫ π

0

u′′(x)v(x)dx+ ε

∫ π

0

u(x)v(x) sinxdx.

Alors

(u, Lε(v)) = (Lε(u), v).

Corollaire 2.2 Soient um et un deux fonctions propres de Lε associées respectivement aux

valeurs propres distinctes λm et λn. Alors, um et un sont orthogonales, i.e.

(um, un) = 0.

Démonstration. Pour prouver cette condition d'orthogonalité, nous notons

(um, L(un)) = (um, λnun) = λn(um, un),

Mais puisque L est auto-adjoint, nous avons aussi

(um, L(un)) = (L(um), un) = (λmum, un) = λm(um, un),

Nous avons montré que

λn(um, un) = λm(um, un),

Par conséquent, si λm 6= λn, nous devons avoir

(um, un) = 0.

Remarque 2.3 Les idées ci-dessus s'appliquent à des opérateurs plus généraux que celui en

(2.7) et à des variables plus indépendantes, Voir [1, 6].

2.3 Solution asymptotique du problème de valeurs propres

Dans cette section, on veut résoudre asymptotiquement le problème (2.7) avec deux mé-

thodes.
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2.3.1 Valeurs et fonctions propres du problème non perturbé

Les valeurs propres du problème non perturbé
L0(X) ≡ −d

2X

dx2
= λX,

X(0; 0) = 0,

X(π; 0) = 0.

sont

λ(0)n = n2, pour n = 1, 2, · · ·

les fonctions propres orthogonales associées sont cn sinnx, où les constantes cn sont arbi-

traires. Il est commode de choisir cn =

√
2

π
pour travailler des fonctions propres normalisées

ξ(0)n (x) =

√
2

π
sinnx, pour n = 1, 2, · · · (2.9)

a pour lequel ∣∣∣∣∣∣ξ(0)n ∣∣∣∣∣∣2
L2(0,π)

=
2

π

∫ π

0

sin2 nxdx

=
1

π

∫ π

0

dx− 1

π

∫ π

0

cos 2nxdx

=
1

π
x

∣∣∣∣π
0

− 1

nπ
sin 2nx

∣∣∣∣π
0

= 1.

2.3.2 Valeurs et fonctions propres du problème perturbé I

Pour le problème perturbé (2.7), on suppose que les valeurs propres λn(ε), et les fonctions

propres ξn(x; ε), ont les développements régulières

λn(ε) = n2 + ελ(1)n +O(ε2), (2.10)

ξn(x; ε) =

√
2

π
sinnx+ εξ(1)n (x) +O(ε2), (2.11)

Substituer ces développements en (2.7), donne

L(ξn) = λnξn = −d
2ξn
dx2

+ ε sinxξn,

On a
dξn
dx
∼ n

√
2

π
cosnx+ ε

dξ(1)n
dx

et − d2ξn
dx2

∼ n2

√
2

π
sinnx− εd

2ξ(1)n
dx2

,
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Donc, (2.11) s'écrit

n2

√
2

π
sinnx− εd

2ξ(1)n
dx2

+ ε sinx

(√
2

π
sinnx+ εξ(1)n (x)

)

=
(
n2 + ελ(1)n +O(ε2)

)(√ 2

π
sinnx+ εξ(1)n (x) +O(ε2)

)
,

D'où

n2

√
2

π
sinnx− εd

2ξ(1)n
dx2

+ ε

√
2

π
sinx sinnx

= n2

√
2

π
sinnx+ n2εξ(1)n (x) + ε

√
2

π
λ(1)n sinnx+O(ε2).

L'équation d'ordre O(ε), est donnée par

−d
2ξ(1)n
dx2

+

√
2

π
sinx sinnx = n2ξ(1)n (x) +

√
2

π
λ(1)n sinnx,

i.e. 
d2ξ(1)n
dx2

+ n2ξ(1)n (x) = −
√

2

π
λ(1)n sinnx+

√
2

π
sinx sinnx,

ξ(1)n (0) = ξ(1)n (π) = 0, pour tout n = 1, 2, · · ·
(2.12)

Résolution de l'équation di�érentielle (2.12)

La solution homogène, est donnée sous la forme

ξ
(1)
nh = An cosnx+Bn sinnx.

Pour trouver la solution particulière, on développe le produit sinx sinnx dans le second

membre de (2.12), il vient

d2ξ(1)n
dx2

+ n2ξ(1)n (x) = −
√

2

π
λ(1)n sinnx+

1

2

√
2

π
cos(n− 1)x− 1

2

√
2

π
cos(n+ 1)x. (2.13)

Donc, la solution particulière est la somme des trois fonctions suivantes

ξ(1)np1 = Cnx sinnx+ C ′nx cosnx,

ξ(1)np2 = Dn cos(n− 1)x+D′n sin(n− 1)x,

ξ(1)np3 = En cos(n+ 1)x+ E ′n sin(n+ 1)x,
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On a

d2ξ
(1)
nh

dx2
= −n2An cosnx− n2Bn sinnx,

d2ξ(1)np1
dx2

= (2nCn − n2C ′nx) cosnx+ (−2nC ′n − n2Cnx) sinnx,

d2ξ(1)np2
dx2

= −(n− 1)2Dn cos(n− 1)x− (n− 1)2D′n sin(n− 1)x,

d2ξ(1)np3
dx2

= −(n+ 1)2En cos(n+ 1)x− (n+ 1)2E ′n sin(n+ 1)x,

En substituant ces formules dans (2.13), on trouve

2nCn cosnx− 2nC ′n sinnx+ (2n− 1)Dn cos(n− 1)x

+ (2n− 1)D′n sin(n− 1)x− (2n+ 1)En cos(n+ 1)x− (2n+ 1)E ′n sin(n+ 1)x

= −
√

2

π
λ(1)n sinnx+

1

2

√
2

π
cos(n− 1)x− 1

2

√
2

π
cos(n+ 1)x,

Par identi�cation, on obtient

2nCn = 0,

−2nC ′n = −
√

2

π
λ(1)n ,

(2n− 1)Dn =
1

2

√
2

π
,

(2n− 1)D′n = 0,

−(2n+ 1)En = −1

2

√
2

π
,

−(2n+ 1)E ′n = 0,

=⇒



Cn = 0,

C ′n =
1

2n

√
2

π
λ(1)n ,

Dn =
1

2(2n− 1)

√
2

π
,

D′n = 0,

En =
1

2(2n+ 1)

√
2

π
,

E ′n = 0,

Donc

ξ(1)n (x) = An cosnx+Bn sinnx+

√
2

π

λ(1)n
2n

x cosnx

+
1

2(2n− 1)

√
2

π
cos(n− 1)x+

1

2(2n+ 1)

√
2

π
cos(n+ 1)x,

D'où, la solution générale est

ξ(1)n (x) = An cosnx+Bn sinnx+
λ(1)n
n
√
2π
x cosnx+

1

(2n− 1)
√
2π

cos(n− 1)x+
1

(2n+ 1)
√
2π

cos(n+ 1)x.
(2.14)

Les conditions aux limites ξ(1)n (0) = ξ(1)n (π) = 0, déterminent An et λ(1)n , mais les Bn restent

arbitraires.
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� Calcul des An : On a

ξ(1)n (0) = 0⇐⇒ An +
1

(2n− 1)
√
2π

+
1

(2n+ 1)
√
2π

= 0,

Donc

An =
1√
2π

[
1

(2n− 1)
+

1

(2n+ 1)

]
=

−4n√
2π (4n2 − 1)

. (2.15)

� Calcul des λ(1)n : On a

ξ(1)n (π) = 0⇐⇒ −4n(−1)n√
2π (4n2 − 1)

+
λ(1)n (−1)nπ
n
√
2π

=
−1

(2n− 1)
√
2π

(−1)n−1− 1

(2n+ 1)
√
2π

(−1)n+1,

Si n pair
−4n√

2π (4n2 − 1)
+

λ(1)n π

n
√
2π

=
4n√

2π (4n2 − 1)
,

Donc

λ(1)n =
8n2

(4n2 − 1) π
. (2.16)

Si n impair
4n√

2π (4n2 − 1)
− λ(1)n π

n
√
2π

= − 4n√
2π (4n2 − 1)

.

On trouve la même résultat (2.16).

� Calcul des Bn : L'indétermination du Bn est une conséquence directe du fait qu'une

fonction propre à un multiplicateur constant arbitraire. Nous pouvons �xer cette constante

en normalisant les fonctions propres perturbées, comme nous l'avons fait avec ξ(0)n . Rap-

pelons que

ξn(x; ε) =

√
2

π
sinnx+ εξ(1)n (x) +O(ε2) = ξ(0)n + εξ(1)n +O(ε2),

Donc

||ξn||
2
L2(0,π) = (ξn, ξn)

= (ξ(0)n , ξ(0)n ) + (ξ(0)n , εξ(1)n ) + (εξ(1)n , ξ(0)n ) +O(ε2)

= (ξ(0)n , ξ(0)n ) + 2ε(ξ(0)n , ξ(1)n ) +O(ε2),

On imposant la condition d'orthogonalité

(ξ(0)n , ξ(1)n ) = 0, (2.17)

On obtient directement

(ξn, ξn) = 1 +O(ε2).
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Multipliant l'développement (2.14) de ξ(1)n par ξ(0)n (x) =

√
2

π
sinnx, on trouve

ξ(1)n (x).ξ(0)n (x) = Bn

√
2

π
sin2 nx+ An

√
2

π
sinnx cosnx+

λ(1)n
n
√
2π

√
2

π
x cosnx sinnx+

1

(2n− 1)
√
2π

√
2

π
cos(n− 1)x sinnx

+
1

(2n+ 1)
√
2π

√
2

π
cos(n+ 1)x sinnx

=
1

2
Bn

√
2

π
− 1

2
Bn

√
2

π
cos 2nx+ An

√
2

π
sinnx cosnx

+
λ(1)n
nπ

x cosnx sinnx+
1

(2n− 1)π
cos(n− 1)x sinnx

+
1

(2n+ 1)π
cos(n+ 1)x sinnx,

On intègre le résultat de 0 à π

(ξ(1)n , ξ(0)n ) =

√
π

2
Bn −

1

2
Bn

√
2

π

∫ π

0

cos 2nxdx+ An

√
2

π

∫ π

0

sin 2nxdx

+
λ(1)n
nπ

∫ π

0

x cosnx sinnxdx+
1

(2n− 1)π

∫ π

0

cos(n− 1)x sinnxdx

+
1

(2n+ 1)π

∫ π

0

cos(n+ 1)x sinnxdx, (2.18)

On a ∫ π

0

cos 2nxdx =

∫ π

0

sin 2nxdx = 0.

Pour les trois derniers intégraux, on applique l'intégration par partie.

En e�et

1

(2n− 1)π

∫ π

0

cos(n− 1)x sinnxdx =
−1

n(2n− 1)π
cos(n− 1)x cosnx

∣∣∣∣π
0

− n− 1

n(2n− 1)π

∫ π

0

sin(n− 1)x cosnxdx

=
−1

2n(2n− 1)π
[cos(2n− 1)x+ cos(−x)]

∣∣∣∣π
0

− n− 1

n(2n− 1)π

∫ π

0

sin(n− 1)x cosnxdx

= 0− n− 1

n(2n− 1)π

∫ π

0

sin(n− 1)x cosnxdx,
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Une autre intégration, donne

− n− 1

n(2n− 1)π

∫ π

0

sin(n− 1)x cosnxdx = − n− 1

n2(2n− 1)π
sin(n− 1)x sinnx

∣∣∣∣π
0

+
(n− 1)2

n2(2n− 1)π

∫ π

0

cos(n− 1)x sinnxdx

=
n− 1

2n2(2n− 1)π
[cos(−x)− cos(2n− 1)x]

∣∣∣∣π
0

+
(n− 1)2

n2(2n− 1)π

∫ π

0

cos(n− 1)x sinnxdx

=
(n− 1)2

n2(2n− 1)π

∫ π

0

cos(n− 1)x sinnxdx.

Donc

1

(2n− 1)π

∫ π

0

cos(n− 1)x sinnxdx =
(n− 1)2

n2(2n− 1)π

∫ π

0

cos(n− 1)x sinnxdx,

D'où ∫ π

0

cos(n− 1)x sinnxdx = 0.

De même, en utilisant l'intégration par partie deux fois, on peut démontrer que∫ π

0

cos(n+ 1)x sinnxdx = 0.

Si on impose (2.17), l'équation (2.18) est réduit à

(ξ(1)n , ξ(0)n ) =

√
π

2
Bn +

λ(1)n
nπ

∫ π

0

x cosnx sinnxdx = 0.

Comme λ(1)n est donnée par (2.16), et cosα sinα =
1

2
sin 2α, alors√

π

2
Bn = − 4n

(4n2 − 1)π2

∫ π

0

x sin 2nxdx

i.e.

Bn = −
(
2

π

) 5
2 n

(4n2 − 1)

∫ π

0

x sin 2nxdx,

L'intégration par partie, donne∫ π

0

x sin 2nxdx = − x

2n
cos 2nx

∣∣∣π
0
+

1

2n

∫ π

0

cos 2nxdx

= − π

2n
+

1

4n2
sin 2nx

∣∣∣∣π
0

,

Donc

Bn =

(
2

π

) 5
2 ( π

2n

) n

(4n2 − 1)
=

(
2

π

) 3
2 1

(4n2 − 1)
. (2.19)
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Finalement, le développement asymptotique des valeurs propres, est donné par

λn (ε) = n2 + ε
8n2

(4n2 − 1) π
+O(ε2).

et le développement asymptotique des fonctions propres, est donné par

ξn(x; ε) =

√
2

π
sinnx+ ε

[
An cosnx+Bn sinnx+

λ(1)n
n
√
2π
x cosnx+

1

(2n− 1)
√
2π

cos(n− 1)x+
1

(2n+ 1)
√
2π

cos(n+ 1)x

]
+O(ε2).

où, An, Bn et λ(1)n données par (2.15), (2.19), et (2.16) respectivement.

2.3.3 Valeurs et fonctions propres du problème perturbé II

Dans de nombreuses applications, la complexité de l'opérateur L ne permet pas d'avoir

un résultat explicite tel que (2.14). Une solution moins directe de ξ(1)n , est encore possible si

l'on exprime cette fonction par une série de fonctions propres non perturbées.

Dans notre cas, on suppose que

ξ(1)n (x) =

√
2

π

+∞∑
j=1

anj sin jx, (2.20)

où, les coe�cients anj sont à déterminer.

En dérivant terme par terme, on obtient

d2ξ(1)n
dx2

= −
√

2

π

+∞∑
j=1

j2anj sin jx,

En remplaçant cette formule dans (2.12), on obtient

d2ξ(1)n
dx2

+ n2ξ(1)n (x) = −
√

2

π

+∞∑
j=1

j2anj sin jx+ n2

√
2

π

+∞∑
j=1

anj sin jx

= −
√

2

π
λ(1)n sinnx+

√
2

π
sinx sinnx,

Pour calculer les anj, nous multiplions cette expression par sin kx, on trouve

+∞∑
j=1

(−j2 + n2)anj sin jx sin kx = −λ(1)n sinnx sin kx+ sinx sinnx sin kx,

et on intègre terme par terme de 0 à π

+∞∑
j=1

(−j2 + n2)anj

∫ π

0

sin jx sin kxdx

= −λ(1)n
∫ π

0

sinnx sin kxdx+

∫ π

0

sinx sinnx sin kxdx.
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En utilisant l'orthogonalité des fonctions sinnx dans l'intervalle (0, π), on obtient∫ π

0

sin jx sin kxdx =

 0 si j 6= k
π

2
si j = k

Donc, l'expression précédente est réduite à(π
2

)
ank(−k2 + n2) = −λ(1)n

∫ π

0

sinnx sin kxdx+

∫ π

0

sinx sinnx sin kxdx,

i.e.

ank(−k2 + n2) = − 2

π
λ(1)n

∫ π

0

sinnx sin kxdx+
2

π

∫ π

0

sinx sinnx sin kxdx. (2.21)

� Calcul des ank si k 6= n :

En utilisant l'orthogonalité des sinnx pour simpli�er le côté droite, on obtient

ank(−k2 + n2) = 0 +
2

π

∫ π

0

sinx sinnx sin kxdx, si k 6= n

D'où

ank =
2

π(n2 − k2)

∫ π

0

sinx sinnx sin kxdx, si k 6= n

Reste à évaluer cette intégrale, on a∫ π

0

sinx sinnx sin kxdx =
1

2

∫ π

0

sinx cos(n− k)xdx− 1

2

∫ π

0

sinx cos(n+ k)xdx

=
1

4

∫ π

0

sin(1 + n− k)xdx+ 1

4

∫ π

0

sin(1− n+ k)xdx

− 1

4

∫ π

0

sin(1 + n+ k)xdx− 1

4

∫ π

0

sin(1− n− k)xdx. (2.22)

Donc

1

4

∫ π

0

sin(1 + n− k)xdx = − 1

4(1 + n− k)
cos(1 + n− k)x

∣∣∣∣π
0

=
−(−1)1+n−k + 1

4(1 + n− k)

=


(−1)n−k + 1

4(1 + n− k)
si k 6= n+ 1 et k 6= n− 1,

0 si k = n± 1,

et

1

4

∫ π

0

sin(1− n+ k)xdx = − 1

4(1− n+ k)
cos(1− n+ k)x

∣∣∣∣π
0

=


(−1)k−n + 1

4(1− n+ k)
si k 6= n+ 1 et k 6= n− 1,

0 si k = n± 1.
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De même

−1

4

∫ π

0

sin(1 + n+ k)xdx =
1

4(1 + n+ k)
cos(1 + n+ k)x

∣∣∣∣π
0

=


−(−1)n+k − 1

4(1 + n+ k)
si k 6= n+ 1 et k 6= n− 1,

0 si k = n± 1,

et

−1

4

∫ π

0

sin(1− n− k)xdx =
1

4(1− n− k)
cos(1− n− k)x

∣∣∣∣π
0

=


−(−1)−n−k − 1

4(1− n− k)
si k 6= n+ 1 et k 6= n− 1,

0 si k = n± 1.

Donc, si k 6= n+ 1 et k 6= n− 1, le second membre de (2.22) est égale à

(−1)n−k + 1

4(1 + n− k)
+

(−1)k−n + 1

4(1− n+ k)
− (−1)n+k + 1

4(1 + n+ k)
− (−1)−(n+k) + 1

4(1− n− k)

=
((−1)k−n + 1)(1 + k − n) + ((−1)k−n + 1)(1− k + n)

4(1− (k − n)2)
−

((−1)n+k + 1)(1− k − n) + ((−1)n+k + 1)(1 + k + n)

4(1− (k + n)2)

=
(−1)n+k + 1

2((k + n)2 − 1)
− (−1)k−n + 1

2((k − n)2 − 1)
,

D'où, si k 6= n, on a

ank =


1

π(n2 − k2)

[
(−1)n+k + 1

(k + n)2 − 1
− (−1)k−n + 1

(k − n)2 − 1

]
si k 6= n+ 1 et k 6= n− 1,

0, si k = n± 1.

(2.23)

� Calcul des λ(1)n :

Si k = n : dans (2.21), on trouve

De (2.21), on trouve

0 = − 2

π
λ(1)n

∫ π

0

sin2 nxdx+
2

π

∫ π

0

sinx sin2 nxdx,

et comme

− 2

π

∫ π

0

sin2 nxdx = 1,

on déduit que

λ(1)n =
2

π

∫ π

0

sinx sin2 nxdx,
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Comme sin2 nx =
1

2
(1− cos 2nx), on obtient

λ(1)n =
1

π

∫ π

0

sinxdx− 1

π

∫ π

0

sinx cos 2nxdx =
2

π
− 1

π

∫ π

0

sinx cos 2nxdx,

Reste à évaluer le dernier intégrale, on a∫ π

0

sinx cos 2nxdx = − cos 2nx cosx|π0 − 2n

∫ π

0

cosx sin 2nxdx

= − 1

2
[cos(2n+ 1)x+ cos(2n− 1)x]

∣∣∣∣π
0

− 2n

∫ π

0

cosx sin 2nxdx

= 2− 2n

∫ π

0

cosx sin 2nxdx,

Une autre intégration par partie, donne∫ π

0

sinx cos 2nxdx = 2− 2n sin 2nx sinx|π0 + 4n2

∫ π

0

sinx cos 2nxdx

= 2− 4n2

∫ π

0

sinx cos 2nxdx,

i.e. ∫ π

0

sinx cos 2nxdx =
2

1− 4n2
.

Donc

λ(1)n =
2

π
− 2

(1− 4n2)π
,

i.e.

λ(1)n =
8n2

(4n2 − 1)π
,

Donc, on retrouve l'expression précédemment dérivée (2.16), pour λ(1)n .

� Calcul des ann :

À ce stade, les ann sont arbitraires. Nous �xons ces coe�cients en imposant la condition

d'orthogonalité (ξ(0)n , ξ(1)n ) = 0, en utilisant (2.20), cela veut dire∫ π

0

(√
2

π
sinnx.

√
2

π

+∞∑
j=1

anj sin jx

)
dx = 0. (2.24)

En utilisant l'orthogonalité des fonctions sinnx dans (0, π), on doit avoir

ann = 0, pour n = 1, 2, .....

Donc

ξ(1)n (x) =
√

2
π

+∞∑
j=1

anj sin jx.
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avec

anj =


1

π(n2 − j2)

[
(−1)n+j + 1

(j + n)2 − 1
− (−1)j−n + 1

(j − n)2 − 1

]
si j 6= n+ 1 et j 6= n− 1,

0. si j = n± 1 ou j = n.
(2.25)

Finalement, le développement asymptotique des valeurs propres, est donné par

λn (ε) = n2 + ε
8n2

(4n2 − 1) π
+O(ε2).

et le développement asymptotique des fonctions propres est donné par

ξn(x; ε) =

√
2

π
sinnx+ ε

√
2

π

+∞∑
j=1

anj sin jx.

avec, anj est donné par (2.25).

2.4 Solution asymptotique de l'équation d'onde I

Pour résoudre le problème de la valeur initiale (2.1) − (2.4), nous exprimons u(x, t; ε)

comme une série des fonctions propres ξn, i.e.

u(x, t; ε) =
+∞∑
n=1

ρn(t; ε)ξn(x; ε). (2.26)

En substituant cela en (2.1), et en notant que ξn satisfait (2.7), et que

utt =
+∞∑
n=1

d2ρn
dt2

ξn, uxx =
+∞∑
n=1

ρn
d2ξn
dx2

,

on obtient
+∞∑
n=1

d2ρn
dt2

ξn +
+∞∑
n=1

ρn

(
−d

2ξn
dx2

+ ε sinxξn

)
= 0.

De (2.7), on a

−
+∞∑
n=1

d2ξn
dx2

+ ε sinxξn = λnξn,

Donc
+∞∑
n=1

d2ρn
dt2

ξn + λnρnξn =
+∞∑
n=1

(
d2ρn
dt2

+ λnρn

)
ξn = 0,

Comme les ξn sont orthogonales, on déduit que

d2ρn
dt2

+ λnρn = 0, pour n = 1, 2, · · ·
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C'est une équation di�érentielle homogène pour chaque n = 1,2,· · · , dont la solution s'écrit

sous la forme

ρn(t; ε) = αn(ε) sin
√
λnt+ βn(ε) cos

√
λnt. (2.27)

Puisque nous avons déterminé λn et ξn à O(ε), il est approprié de développer αn et βn en

termes de ε, et de ne retenir que les termes jusqu'à O(ε). Ainsi, nous supposons que

αn(ε) = α(0)
n + εα(1)

n +O(ε2), (2.28)

βn(ε) = β(0)
n + εβ(1)

n +O(ε2). (2.29)

et on veut obtenir le développement asymptotique suivante u correcte à l'ordre O(ε).

Pour trouver α(0)
n , α(1)

n , β(0)
n et β(1)

n , on rappelle que

ξn(x; ε) = ξ(0)n (x) + εξ(1)n (x) +O(ε2).

Ensuite, on utilise (2.28) et (2.29) dans (2.26), on trouve

u(x, t; ε) =
+∞∑
n=1

{[(
α(0)
n + εα(1)

n +O(ε2)
)
sin
√
λnt+

(
β(0)
n + εβ(1)

n +O(ε2)
)
cos
√
λnt
]

×
(
ξ(0)n (x) + εξ(1)n (x) +O(ε2)

)}
=

+∞∑
n=1

(
α(0)
n sin

√
λnt+ β(0)

n cos
√
λnt+ εα(1)

n sin
√
λnt+ εβ(1)

n cos
√
λnt
)

×
(
ξ(0)n (x) + εξ(1)n (x)

)
+O(ε2)

D'où

u(x, t; ε) =
+∞∑
n=1

(
α(0)
n sin

√
λnt+ β(0)

n cos
√
λnt
)
ξ(0)n (x)

+ ε

+∞∑
n=1

{(
α(1)
n sin

√
λnt+ β(1)

n cos
√
λnt
)
ξ(0)n (x) +

(
α(0)
n sin

√
λnt+ β(0)

n cos
√
λnt
)
ξ(1)n (x)

}
+O(ε2).

De (2.10), on a

λn(ε) = n2 + ελ(1)n +O(ε2), où λ(1)n =
8n2

(4n2 − 1)π
.

En particulier

√
λn (ε) =

[
n2

(
1 +

ε

n2

8n2

(4n2 − 1) π
+O

(
ε2
))] 1

2

= n+ ε
4n

(4n2 − 1) π
+O

(
ε2
)
.

25



Pour simpli�er les notations, on pose

ω
(1)
n (ε) = n+ ε

4n

(4n2 − 1) π
+O(ε2), (2.30)

Donc, u(x, t; ε) s'écrit

u(x, t; ε) =
+∞∑
n=1

(
α(0)
n sinω(1)

n (ε)t+ β(0)
n cosω(1)

n (ε)t
)
ξ(0)n (x) +

ε

+∞∑
n=1

{[
α(1)
n sinω(1)

n (ε)t+ β(1)
n cosω(1)

n (ε)t
]
ξ(0)n (x)+[

α(0)
n sinω(1)

n (ε)t+ β(0)
n cosω(1)

n (ε)t
]
ξ(1)n (x)

}
+O(ε2). (2.31)

Remarque 2.4 Il est important de noter qu'en approchant sin
√
λnt et cos

√
λnt par sinω

(1)
n t

et cosω
(1)
n t, respectivement, on évite les non-uniformités pour t large. Par exemple, le déve-

loppement de Taylor lorsque ε→ 0, donne

sin
√
λnt = sin

(
nt+ ε

4nt

(4n2 − 1) π

)
= sinnt+ (εt)

4n

(4n2 − 1) π
cosnt+O(ε2).

qui est uniformément valide à l'ordre O(ε) dans tout intervalle

I(ε) : 0 ≤ t ≤ T (ε) tant que T (ε) = O(1) lorsque ε→ 0.

i.e., le deuxième terme (εt) 4n
(4n2−1)π cosnt = O(ε), est négligeable par rapport à sinnt = O(1).

Il ne peut pas être uniforme si T (ε) = O (ε−1), dans ce cas (εt) 4n
(4n2−1)π cosnt = O(1) qui est

le même ordre de sinnt. D'autre part, l'approximation

sin
√
λn (ε) t = sinω(1)

n (ε)t+O
(
ε2
)

est uniformément valide à O (ε) en I(ε), avec T (ε) = O (ε−1).

Calcul des αn et βn

Appliquons les conditions initiales (2.3) et (2.4) à l'expression (2.31).

Pour t = 0, on a

u (x, 0, ε) =
+∞∑
n=1

(
α(0)
n sin(0) + β(0)

n cos(0)
)
ξ(0)n (x)

+ ε

+∞∑
n=1

{[
α(1)
n sin(0) + β(1)

n cos(0)
]
ξ(0)n (x) +

[
α(0)
n sin(0) + β(0)

n cos(0)
]
ξ(1)n (x)

}
+O(ε2) = f(x),
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D'où
+∞∑
n=1

β(0)
n ξ(0)n (x) + ε

+∞∑
n=1

(
β(1)
n ξ(0)n (x) + β(0)

n ξ(1)n (x)
)
+O(ε2) = f(x). (2.32)

D'autre part

ut(x, t; ε) =
+∞∑
n=1

[
α(0)
n ω(1)

n (ε) cosω(1)
n (ε)t− β(0)

n ω(1)
n (ε) sinω(1)

n (ε)t
]
ξ(0)n (x)

+ ε

+∞∑
n=1

{[
α(1)
n ω(1)

n (ε) cosω(1)
n (ε)t− β(1)

n ω(1)
n (ε) sinω(1)

n (ε)t
]
ξ(0)n (x)

+
[
α(0)
n ω(1)

n (ε) cosω(1)
n (ε)t− β(0)

n ω(1)
n (ε) sinω(1)

n (ε)t
]
ξ(1)n (x)

}
+O(ε2),

et pour t = 0, on a

ut(x, 0; ε) =
+∞∑
n=1

[
α(0)
n ω(1)

n (ε) cos(0)− β(0)
n ω(1)

n (ε) sin(0)
]
ξ(0)n (x)+

ε
+∞∑
n=1

{[
α(1)
n ω(1)

n (ε) cos(0)− β(1)
n ω(1)

n (ε) sin(0)
]
ξ(0)n (x)+[

α(0)
n ω(1)

n (ε) cos(0)− β(0)
n ω(1)

n (ε) sin(0)
]
ξ(1)n (x)

}
+O(ε2) = g(x),

D'où

+∞∑
n=1

α(0)
n ω(1)

n (ε)ξ(0)n (x)+ε
+∞∑
n=1

(
α(1)
n ω(1)

n (ε)ξ(0)n (x) + α(0)
n ω(1)

n (ε)ξ(1)n (x)
)
+O(ε2) = g(x). (2.33)

En utilisant l'expression de ω(1)
n (ε), donnée par (2.30), on obtient

+∞∑
n=1

(
n+ ε

4n

(4n2 − 1) π

)
α(0)
n ξ(0)n (x)

+ε
+∞∑
n=1

(
n+ ε

4n

(4n2 − 1) π

)(
α(1)
n ξ(0)n (x) + α(0)

n ξ(1)n (x)
)
+O(ε2)

=
+∞∑
n=1

nα(0)
n ξ(0)n (x)

+ε
+∞∑
n=1

(
4n

(4n2 − 1) π
α(0)
n ξ(0)n (x) + nα(1)

n ξ(0)n (x) + nα(0)
n ξ(1)n (x)

)
+O(ε2) = g(x),

D'où

+∞∑
n=1

nα(0)
n ξ(0)n (x) + ε

+∞∑
n=1

{
nα(0)

n ξ(1)n (x) +

(
nα(1)

n +
4n

(4n2 − 1) π
α(0)
n

)
ξ(0)n (x)

}
+O(ε2) = g(x). (2.34)
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Calcul des β(0)
n et β(1)

n De (2.32), on a

O(1) :
+∞∑
n=1

β(0)
n ξ(0)n (x) =

+∞∑
n=1

β(0)
n

√
2

π
sinnx = f(x),

qui est la série sinus de Fourier pour la fonction f . Cela nous permet de calculer les coe�cients

β(0)
n par la formule

β(0)
n =

√
2

π

∫ π

0

f(x) sinnxdx. (2.35)

Comme il n'y a pas de O(ε) termes du côté droit de (2.32), la série multipliée par ε sur le

côté gauche doit disparaître, i.e.

O(ε) :
+∞∑
n=1

(
β(1)
n ξ(0)n (x) + β(0)

n ξ(1)n (x)
)
= 0.

En utilisant les expressions de ξ(0)n et ξ(1)n donnée par (2.9) et (2.20), on a

+∞∑
n=1

(
β(1)
n sinnx+ β(0)

n

+∞∑
j=1

anj sin jx

)
= 0. (2.36)

On multiplie cette expression par sin kx, on trouve

2

π

+∞∑
n=1

β(1)
n sinnx sin kx+

2

π

+∞∑
n=1

β(0)
n

(
+∞∑
j=1

anj sin jx sin kx

)
= 0.

On pose

A =
+∞∑
n=1

β(1)
n sinnx sin kx et B =

+∞∑
n=1

β(0)
n

(
+∞∑
j=1

anj sin jx sin kx

)
,

et on intègre cette expression de 0 à π, on obtient

A =
+∞∑
n=1

β(1)
n

∫ π

0

sinnx sin kxdx =


π

2
β
(1)
k , si n = k

0, si n 6= k

D'autre part

B =
+∞∑
n=1

β(0)
n

(
+∞∑
j=1

anj

∫ π

0

sin jx sin kxdx

)
=

+∞∑
n=1

β(0)
n ank +

(
+∞∑

j=1,j 6=k

anj

∫ π

0

sin jx sin kxdx

)

et en utilisant l'orthogonalité des sinnx, le dernier somme est réduite à zéro, donc

B =
π

2

+∞∑
n=1

β(0)
n ank.

Donc, (2.36) s'écrit ∫ π

0

Adx+

∫ π

0

Bdx =
π

2
β
(1)
k +

π

2

+∞∑
n=1

β(0)
n ank = 0,
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ce qui permet de déterminer les β(1)
k par la formule

β
(1)
k = −

∑+∞
n=1 β

(0)
n ank. (2.37)

puisque β(0)
n et ank sont données par (2.35) et (2.23).

Calcul des α
(0)
n et α

(1)
n De (2.34), on a

O(1) :
+∞∑
n=1

nα(0)
n ξ(0)n (x) = g(x),

et en utilisant l'expression de ξ(0)n , on a

+∞∑
n=1

nα(0)
n

√
2

π
sinnx = g(x),

qui est la série sinus de Fourier pour la fonction g(x). Donc

α
(0)
n =

1

n

√
2

π

∫ π

0

g(x) sinnxdx. (2.38)

Comme il n'y a pas de termes à O(ε) du côté droit de (2.34), la série multipliée par ε sur le

côté gauche doit disparaître, i.e.

O(ε) :
+∞∑
n=1

{
nα(0)

n ξ(1)n (x) +

(
nα(1)

n +
4n

(4n2 − 1) π
α(0)
n

)
ξ(0)n (x)

}
= 0,

En utilisant les expressions de ξ(0)n et ξ(1)n donnée par (2.9) et (2.20), on a√
2

π

+∞∑
n=1

{
nα(0)

n

+∞∑
j=1

anj sin jx+

(
nα(1)

n +
4n

(4n2 − 1) π
α(0)
n

)
sinnx

}
= 0.

On multiplie cette expression par sin kx, on trouve

+∞∑
n=1

nα(0)
n

+∞∑
j=1

anj sin jx sin kx+
+∞∑
n=1

(
nα(1)

n +
4n

(4n2 − 1) π
α(0)
n

)
sinnx sin kx = 0,

On pose

A
′

=
+∞∑
n=1

nα(0)
n

(
+∞∑
j=1

anj sin jx sin kx

)
,

B
′

=
+∞∑
n=1

(
nα(1)

n +
4n

(4n2 − 1) π
α(0)
n

)
sinnx sin kx,
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On intègre cette expression de 0 à π, on obtient

A
′

=
+∞∑
n=1

nα(0)
n

+∞∑
j=1

anj

∫ π

0

sin jx sin kxdx

=
+∞∑
n=1

nα(0)
n ank

∫ π

0

sin2 kxdx+
+∞∑

j=1,j 6=k

anj

∫ π

0

sin jx sin kxdx,

La somme où j 6= k est réduit à zéro, donc

A
′
=
π

2

+∞∑
n=1

nα(0)
n ank.

De même

B
′

=
+∞∑
n=1

(
nα(1)

n +
4n

(4n2 − 1) π
α(0)
n

)∫ π

0

sinnx sin kxdx

=
π

2

(
kα

(1)
k +

4k

(4k2 − 1)π
α
(0)
k

)
.

En�n, on a∫ π

0

Adx+

∫ π

0

Bdx =
π

2

+∞∑
n=1

nα(0)
n ank +

π

2

(
kα

(1)
k +

4k

(4k2 − 1) π
α
(0)
k

)
= 0,

Alors, les α(1)
k sont données par

α
(1)
k = −1

k

(
+∞∑
n=1

nα(0)
n ank

)
− 4k

(4k2 − 1) π
α
(0)
k , (2.39)

où les α(0)
n et les ank sont données par (2.38) et (2.23).

Donc, la solution du problème perturbé (2.1)− (2.4) est donnée par

u(x, t; ε) =
+∞∑
n=1

(
α(0)
n sinω(1)

n (ε)t+ β(0)
n cosω(1)

n (ε)t
)
ξ(0)n (x)+

ε
+∞∑
n=1

{[
α(1)
n sinω(1)

n (ε)t+ β(1)
n cosω(1)

n (ε)t
]
ξ(0)n (x)+[

α(0)
n sinω(1)

n (ε)t+ β(0)
n cosω(1)

n (ε)t
]
ξ(1)n (x)

}
+O(ε2).

avec, ξ(0)n (x), ξ(1)n (x), ω(1)
n , α(0)

n , α(1)
k , β(0)

n et β(1)
k sont donnés par (2.9), (2.20), (2.30), (2.38),

(2.39), (2.35) et (2.37) respectivement.

Remarque 2.5 Une caractéristique du problème linéaire (2.1), est que les amplitudes mo-

dales ρn(t) obéissent à des équations d'oscillateur découplées, si on exprime la solution en
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fonction des fonctions propres perturbées ξn(x; ε). De plus, la fréquence ωn(ε) d'oscillation

pour chaque mode est connue une fois le problème de valeurs propres (2.7) a été résoudre.

Cela nous permet d'exprimer la solution sous la forme (2.31), qui reste uniformément valide

pour t dans l'intervalle 0 ≤ t ≤ T (ε) = O(ε−1).

2.5 Solution asymptotique de l'équation d'onde II

Il est aussi possible d'exprimer la solution de u en termes de fonctions propres non per-

turbées sinnx, au prix de ne pas découpler les modes et de ne pas connaître la fréquence a

priori. Pour illustrer cela, supposons une solution de (2.1) pour u(x, t; ε) dans la formulaire

u(x, t; ε) =

√
2

π

+∞∑
n=1

γn(t; ε) sinnx. (2.40)

qui satisfait automatiquement les deux conditions aux limites (2.2). Substituer cette série en

(2.1), et en utilisant l'orthogonalité donne immédiatement le système linéaire couplé :

On a

utt(x, t; ε) =

√
2

π

+∞∑
n=1

..
γn(t; ε) sinnx, uxx(x, t; ε) = −

√
2

π

+∞∑
n=1

n2γn(t; ε) sinnx,

Donc, de (2.1) on a√
2

π

+∞∑
n=1

..
γn(t; ε) sinnx+

√
2

π

+∞∑
n=1

n2γn(t; ε) sinnx+ ε

√
2

π

+∞∑
n=1

γn(t; ε) sinnx sinx = 0,

avec

u(0, t; ε) = u(π, t; ε) = 0,

2

π

+∞∑
n=1

..
γn(t; ε) sinnx sin kx+

2

π

+∞∑
n=1

n2γn(t; ε) sinnx sin kx

+ ε
2

π

+∞∑
n=1

γn(t; ε) sinnx sin kx sinx = 0.

On multiplie cette équation par

√
2

π
sin kx, on trouveEn intégrant et en utilisant l'orthogo-

nalité des sinnx sur (0, π), on déduit que

A′′ =
2

π

+∞∑
n=1

..
γn(t; ε)

∫ π

0

sinnx sin kxdx =
..
γk(t; ε),

B′′ =
2

π

+∞∑
n=1

n2γn(t; ε)

∫ π

0

sinnx sin kxdx = k2γk(t; ε),
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Reste à calculer

C ′′ =
2

π

+∞∑
n=1

γn(t; ε)

∫ π

0

sinnx sin kx sinxdx,

On pose

bkn =
2

π

∫ π

0

sinx sinnx sin kxdx,

=
2

π

(
1

2

∫ π

0

sinx cos(n− k)xdx− 1

2

∫ π

0

sinx cos(n+ k)xdx

)
=

2

π

(
1

4

∫ π

0

sin(1 + n− k)xdx+ 1

4

∫ π

0

sin(1− n+ k)xdx

−1

4

∫ π

0

sin(1 + n+ k)xdx− 1

4

∫ π

0

sin(1− n− k)xdx
)
,

On a

1

4

∫ π

0

sin(1 + n− k)xdx = − 1

4(1 + n− k)
cos(1 + n− k)x

∣∣∣∣π
0

=
−(−1)1+n−k + 1

4(1 + n− k)

=


(−1)n−k + 1

4(1 + n− k)
si k 6= n+ 1 et n− 1,

0 si k = n± 1.

et

1

4

∫ π

0

sin(1− n+ k)xdx = − 1

4(1− n+ k)
cos(1− n+ k)x

∣∣∣∣π
0

=


(−1)k−n + 1

4(1− n+ k)
si k 6= n+ 1 et n− 1,

0 si k = n± 1.

De même

−1

4

∫ π

0

sin(1 + n+ k)xdx =
1

4(1 + n+ k)
cos(1 + n+ k)x

∣∣∣∣π
0

=


−(−1)n+k − 1

4(1 + n+ k)
si k 6= n+ 1 et n− 1,

0 si k = n± 1.

et

−1

4

∫ π

0

sin(1− n− k)xdx =
1

4(1− n− k)
cos(1− n− k)x

∣∣∣∣π
0

=


−(−1)−n−k − 1

4(1− n− k)
si k 6= n+ 1 et n− 1,

0 si k = n± 1.
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Donc, si k 6= n+ 1 et k 6= n− 1, on a

bkn =
(−1)n−k + 1

4(1 + n− k)
+

(−1)k−n + 1

4(1− n+ k)
− (−1)n+k + 1

4(1 + n+ k)
− (−1)−(n+k) + 1

4(1− n− k)

=
((−1)k−n + 1)(1 + k − n) + ((−1)k−n + 1)(1− k + n)

4(1− (k − n)2)

− ((−1)n+k + 1)(1− k − n) + ((−1)n+k + 1)(1 + k + n)

4(1− (k + n)2)

=
(−1)n+k + 1

2((k + n)2 − 1)
− (−1)k−n + 1

2((k − n)2 − 1)
,

D'où

bkn =


2

π

[
(−1)n+k + 1

2((k + n)2 − 1)
− (−1)k−n + 1

2((k − n)2 − 1)

]
si k 6= n+ 1 et n− 1,

0 si k = n± 1.

=


1

π

[
(−1)n+k + 1

(k + n)2 − 1
− (−1)k−n + 1

(k − n)2 − 1

]
si k 6= n+ 1 et n− 1,

0 si k = n± 1.

En utilisant les valeurs de A′′, B′′ et C ′′ dans (??), on obtient le système couplé qui donne

γk
..
γk + k2γk + ε

+∞∑
n=1

bknγn = 0, k = 1, 2, · · · (2.41)

Un développement asymptotique régulier de (2.41), conduit à des termes γk proportionnels

à t sinnt et t cosnt à O(ε), et n'est donc pas uniformément valide à O(ε) si T (ε) = O(ε−1).

Bien qu'il soit possible de dériver une développement de perturbation uniformément valide

de la solution de (2.41) pour T = O(ε−1), en utilisant une procédure à échelle multiple, voir

J. Kevorkian, J. D. Cole [4], l'développement (2.26) basée sur des fonctions propres

perturbées est signi�cativement plus élégante et directe.

Remarque 2.6 Si le terme de perturbation est non linéaire, on ne peut plus déduire un

problème de valeurs propres perturbé tel que (2.7). Par exemple, si au lieu de εu sinx dans

(2.1), nous avons le terme εu2, nous ne pouvons pas séparer les variables. Nous pouvons

cependant rechercher une solution de la forme (2.40), et dériver un système couplé non

linéaire d'équations d'oscillateur pour les γn.
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Chapitre 3

Quelques résultats numériques

Dans ce chapitre, on test la validité de l'expression asymptotique (2.31) de la solution du

problème (2.1) − (2.4). Pour cela on compare cette solution asymptotique avec la solution

obtenue par la méthode des di�érences �nies. On prend les exemples suivants

utt − uxx + εu sinx = 0, 0 ≤ x ≤ π,

u (0, t; ε) = u (π, t; ε) = 0,

u (x, 0; ε) = f (x) ,

ut (x, 0; ε) = g (x) = 0.

(3.1)

On prend trois valeurs de f :

f (x) =

 sin 2x, si x ≤ 0.5π,

0, si x > 0.5π,
, f (x) = sin 6x et f (x) = x (π − x) .

3.1 Résolution par séparation des variables

D'après le chapitre précédent, la solution asymptotique de (3.1) est donnée sous la forme

u(x, t; ε) =
+∞∑
n=1

(
α(0)
n sinω(1)

n (ε)t+ β(0)
n cosω(1)

n (ε)t
)
ξ(0)n (x)+

ε
+∞∑
n=1

{[
α(1)
n sinω(1)

n (ε)t+ β(1)
n cosω(1)

n (ε)t
]
ξ(0)n (x)+[

α(0)
n sinω(1)

n (ε)t+ β(0)
n cosω(1)

n (ε)t
]
ξ(1)n (x)

}
+O(ε2),
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avec

ω(1)
n (ε) = n+ ε

4n

(4n2 − 1) π
+O(ε2),

α(0)
n =

1

n

√
2

π

∫ π

0

g(x) sinnxdx,

β(0)
n =

√
2

π

∫ π

0

f(x) sinnxdx,

ξ(0)n (x) =

√
2

π
sinnx,

ank =


1

π(n2 − k2)

[
(−1)n+k + 1

(k + n)2 − 1
− (−1)k−n + 1

(k − n)2 − 1

]
si k 6= n+ 1 et k 6= n− 1,

0 si k = n± 1 ou k = n

α
(1)
k = −

(
1

k

+∞∑
n=1

nα(0)
n ank

)
− 4k

(4k2 − 1) π
α
(0)
k ,

β
(1)
k = −

+∞∑
n=1

β(0)
n ank,

ξ(1)n (x) =

√
2

π

+∞∑
j=1

anj sin jx.

Algorithme

Données initiales:

N (nombre d'itération), t0 (le temps initiale),

T (le temps final), f , g, ε, x.

Résolution:

Pour 1 ≤ i ≤ N

ω
(1)
i ←− i+ ε

4i

(4i2 − 1) π
;

α
(0)
i ←−

1

i

√
2

π

∫ π

0

g(x) sin (ix) dx ;

β
(0)
i ←−

√
2

π

∫ π

0

f(x) sin (ix) dx ;

ξ
(0)
i ←−

√
2

π
sin (ix) ;

Pour 1 ≤ k ≤ N

Si k 6= i− 1 et k 6= i+ 1 et k 6= i

aik ←−
1

π(i2 − k2)

(
(−1)i+k + 1

(k + i)2 − 1
− (−1)k−i + 1

(k − i)2 − 1

)
;

Sinon

aik = 0;
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pour 1 ≤ k ≤ N

α
(1)
k ←− −

1

k

+∞∑
i=1

iα
(0)
i aik −

4k

(4k2 − 1) π
α
(0)
k ;

β
(1)
k ←− −

∑+∞
i=1 β

(0)
i aik;

Pour 1 ≤ i ≤ N

ξ
(1)
i ←−

∑+∞
j=1

√
2

π
aij sin (jx);

u←−
∑+∞

i=1

(
α
(0)
i sin

(
ω
(1)
i t
)
+ β

(0)
i cos

(
ω
(1)
i t
))

ξ
(0)
i +

ε
((
α
(1)
i sin

(
ω
(1)
i t
)
+ β

(1)
i cos

(
ω
(1)
i t
))

ξ
(0)
i +(

α
(0)
i sin

(
ω
(1)
i t
)
+ β

(0)
i cos

(
ω
(1)
i t
))

ξ
(1)
i

)
;

Ecrire u;

Dessiner u;

Stop.

3.2 Résolution par di�érences �nies

La méthode des di�érences �nies est une technique courante de recherche de solutions

approchées d'équations aux dérivées partielles, qui consiste à résoudre un système de relations

(schéma numérique) liant les valeurs des fonctions inconnues en certains points su�samment

proches les uns des autres.

Une discrétisation des opérateurs di�érentiels (dérivées premières, secondes,. . . etc., par-

tielles ou non), peut être obtenue par les formules de Taylor.

Le schéma explicite

Etant donnés un pas de discrétisation 4x = h, et un pas de discrétisation en temps

4t = k.

On cherche à calculer uj+1
i .

Soient

t = jk, x = ih, j = 1, · · · ,M + 1 , i = 1, · · · , N + 1.

Le schéma explicite s'obtient en approchant les dérivées utt et uxx par les équations di�éren-

tielles

utt ≈
uj+1
i − 2uji + uj−1i

k2
,

uxx ≈
uji+1 − 2uji + uji−1

h2
,
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et en approchant u et ut, par

u ≈ uji ,

ut ≈
uj+1
i − uji
k

.

Donc, le schéma est de la forme

uj+1
i − 2uji + uj−1i

k2
−
uji+1 − 2uji + uji−1

h2
+ εuji sin (ih) = 0, 0 ≤ i ≤ π

h
,

uj0 = ujN+1 = 0,

u0i = f(ih),
u1i − u0i

k
= 0.

D'où

uj+1
i =

(
2− 2λ− εk2 sin (ih)

)
uji + λ

(
uji+1 + uji−1

)
− uj−1i .

avec

λ =
k2

h2
.

Donc, la solution est sous la forme matricielle

U = A−B,

avec, les vecteurs U et B, sont donnés par

U =



uj+1
1

uj+1
2

...

uj+1
N−1

uj+1
N


, B =



uj−11

uj−12

...

uj−1N−1

uj−1N


,

et la matrice A, est donnée par

A =



µ (1) λ 0 · · · 0

λ µ (2) λ
. . .

...

0
. . . . . . . . . 0

...
. . . λ µ (N − 1) λ

0 · · · 0 λ µ (N)


,

avec

µ (i) = 2− 2λ− εk2 sin (ih) , i = 1, · · · , N .

37



Remarque 3.1 Nous n'avons pas étudié la stabilité et l'erreur de troncature de cette mé-

thode.

L'algorithme

Données initiales:

N (nombre de discrétisation), M (nombre de discrétisation du temps),

h (le pas de x), k (le pas de t), t0 (le temps initiale), tf (le temps finale),

ε.

Résolution:

Pour 1 ≤ j ≤M

Pour 1 ≤ i ≤ N

λ←− k2

h2
;

uj+1
i ←− (2− 2λ− εk2 sin (ih))uji + λ

(
uji+1 + uji−1

)
− uj−1i ;

Ecrire uj+1
i ;

Dessiner uj+1
i ;

Stop.
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Figure 3.1 � Comparaison du solution par di�érence �nis (�) et solution asymptotique (- -

) pour ε = 0.01, f(x) = x(π − x) et g = 0.
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Figure 3.2 � Comparaison du solution par di�érence �nis (�) et solution asymptotique (- -

) pour ε = 0.01, f(x) = χ[0,π/2] sin 2x et g = 0.
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Figure 3.3 � Comparaison du solution par di�érence �nis (�) et solution asymptotique (- -

) pour ε = 0.01, f(x) = sin 6x et g = 0.
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  :ملخص

مقارب للحل مجال ذي طول محدود. نحصل على نشر  معادلة موجة مضطربة فً  درسهذا العمل، ن فً

نقارن هذا الحل مع مضطربة. علاوة على ذلك، فإننا ال القٌم الذاتٌةخلال فصل المتغٌرات وحل مسألة من 

  .المحدودة فروقالحل العددي الذي تم الحصول علٌه باستخدام طرٌقة ال

 مفتاحية:كلمات 

 .المحدودة فروقالتوسع المقارب، المضطربة، مسألة القٌم الذاتٌة، فصل المتغٌرات، معادلة الموجة ال

Résumé: 

Dans ce travail, nous considérons une équation d’onde perturbée dans un intervalle de 

longueur finie. Nous obtenons une expansion asymptotique de la solution en séparant 

les variables et en résolvant un problème de valeurs propres perturbé. De plus, nous 

comparons cette solution avec la solution numérique obtenue par la méthode des 

différences finies. 

Mots clés :  

Equation d’onde perturbée, Problème de valeurs propres, Séparation des variables, 

Expansion asymptotique, Différences finies. 

     

 

Abstract: 

In this work, we consider a perturbed wave equation in an interval with finite length. We 

obtain an asymptotic expansion of the solution by separating the variables and solving a 

perturbed eigenvalue problem. Moreover, we compare this solution with the numerical 

solution obtained by the finite difference method. 

Key words: 

Perturbed wave equation, Eigenvalues problem, Separation of variables, Asymptotic 

expansion, Finite differences. 
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