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Notations

e Poura e N" o] =y + g+ ... + ap,

La dérivée partielle ool

(z;y) on note 95 f et 05 f.

est notée 0° f, si f est une fonction de deux variables

e Pour f € L'(R") sa transformée de Fourier est

F(E) = 1€) = [ expl-iag)f(w)ds

et sa transformée de Fourier inverse est

Ff) = 1) = 2n) [ explise) (€1

n

e Soit k € Z", 1, est Popérateur de translation 7, f(-) = f(- — h).

o fxg(:) = Jan f(- —y)g(y)dy est la convolution des fonctions f et g.

e Soient A; et A, deux espaces, on dit que A; — Ay §'il existe ¢ > 0, telle que :
1fllay < cllflla, > (Vf € Ar).

e p' est 'exposant conjugué de p ou }D + z% =1.

e Si f:R"— C, supp f est le support de f.

e F' est I'espace dual de E.

e Soit 7 € R\ N, C"(R"™) est I'espace de Holder des fonctions f bornées telle que

|f(z) = fy)]

s = 1flly + T < oo
e = 7] i

|z —

e [P est 'espace des fonctions mesurables f telles que

I/

1l = ( |f(w)|pdx)p “ .
RTL



Notations

e /, est I'espace des suites (ay); telle que

@)l = <Z yakw) <.

k=0

e D(R") = C3°(R™) est I'espace des fonctions C*°(R™) a support compact.
e D'(R™) est le dual de D(R™).
e S(R™) est 'espace des fonctions C*°(R™) a décroissances rapides .
e S'(R™) est Iespace des distributions tempérées.
e H est un espace linéaire complexe de Hausdorff et Ay, A; deux espaces quasi-Banach
complexe telle que Ag C H et A; C H.

- Soit 0 <0 < 1,0 < g < o0, (Ag, A1), est I'espace d’interpolation réel.

e H; ( Espace de Bessel ) est I'espace des fonctions f € S'(R") ou

< 00 (seR, 1<p<o0).
p

171 = (0 + 16 Fe&) @)

o W (Espace de Sobolev ) est I'espace des fonctions f € LP(R") ou

Il = > 10°fll, <00 (1<p<oo, m=1,23.).

laj<m

e Opérateur de différences :

M) = fleth)—f(e), aheR
APF(@) = AP (@)
AT (2) = Z( )<—1> F ot (m—k)h).

m
k=o



Introduction

Depuis longtemps les espaces de Sobolev Hj, W/",...ont fait 'objet de plusieurs travaux
de recherche. Les espaces de Lizorkin-Triebel F;q(R”) sont des espaces qui contiennent les
Sobolev, puisque’on dispose de I'égalité W)" = F , (voir [Fr]). Ils contiennent aussi les
espaces Potentiel de Bessel H, puisque la aussi on a Hy = F, (voir [F'r]).

Certaines théories ont été étudieés dans les F; (R") comme, par exemle, la résolution
de certaines équations aux dérivées partielles avec des données dans F;CI(R”), la continuité
de certaines opérateurs pseudo-differentiels sur Fpﬁq(R”) ,...etc.

Dans ce travail, nous allons étudier les deux problémes suivants :

e Le premier est ’étude du théoreme de Hirschmann dans les espaces de Besov et
Lizorkin-Triebel.

e Ledeuxiéme est ’étude de la fonction des multiplicateurs de Fourier pour les espaces
de Besov et Lizorkin-Triebel.

Le travail est organisé en trois chapitres :

Dans le premier, on rappelle quelques propriétés sur les espaces de Besov, Lizorkin-
Triebel et quelques résultas q’on utilisera par la suite, nous donnons aussi quelques exemples
des fonctions dans les espaces de Besov.

Dans le deuxiéme chapitre, on va étudier les multiplications de Fourier pour les espaces
de Besov et Lisorkin-Triebel et quelques propriétés de I’espace des multiplicateurs de Fourier
pour les LP, B} ., F} .

Le troisiéme chapitre est consacré au théoréme de Hirschmann dans les espaces de Besov

et Lizorkin-Triebel.



Chapitre 1

Quelques résultats préliminaires

Dans ce chapitre on va rappeler les notions essentielles qu’on va utiliser par la suite a savoir
particulier les espaces de Besov, Lizorkin-triebel, quelque propriétés principales, quelque

exemple des fonctions dans ’espaces de Besov.

1.1 Décomposition de Littlewood-Paley

Soient § € D (R") telle que
Losupp 6 C {{ € R*: 271 < [¢] < 2},
2.6 (€) >0 pour 27 < [¢] <2,
3.0<0(x) <1,VE e R"\{0} .
On pose

T)= =22 £40,
o (x) 20(2_],5) #

+oo
On pose ¢ (§) =1 — Z © (2”“5) , on obtient une fonction ¢ € C'* (R"), telle que:
k=1

supp v C{EeR": (| <2} et 0 <o < 1.

Alors, on a
Y€+ (277 =1, £ eR” (1.1.1)
k>1

La relation (1.1.1) est appelé la partition de 1'unité.



1.1. Décomposition de Littlewood-Paley

A cette partition on associe une suite d’opérateurs de convolutions Ay, ); par :

Ay : S (R") — C*(R")

et
Q;: S (R") — C™® (R
telle que
(Arf)(z) = (F e (27")«f) ()
= 2t s o2 (@—y) fly)dy, k>1
et

Qif)(x) = (F 9 (27)*f)(x)
= 2" [ F (2 (x—y)) f(y)dy, j=>0

R

Avec la notation Ag = (g, alors

f () =w (27) F(€) (pour j>0) et Apf (€)= (275) T(€) (pour k> 1),

Ecrivons la relation (1.1.1) au point 277¢, alors
(279 + ) p(27h) =1

A
En multipliant par f on obtient
—k A
7+ Z (274 f=1 (112)
En appliquant 'application F~* sur (1.1.2), on obtient

F=Qif+ > Af, (Vj € N). (1.1.3)

k=j+1

Pour 7 =0, on trouve

v\ﬁ>

Ty e
k=1



1.2. Inégalités principales

i.e.

f=Qof+)_ Aif,

k>1

alors

f=Y Af. (1.1.4)

k>0

On remplacant f dans (1.1.3), on obtient

ij-l- Z Akf:ZAkf+ Z Aif.
k=0

k=j+1 k=j+1

Donc A
Qif = Aif.
k=0

La relation (1.1.4) est la décomposition de f du type de Littlewood-Paley, elle converge
dans 5.

1.2 Inégalités principales

Théoréme 1.2.1 (Inégalité de Holder)
Soient f € LP (R") et g € L (R"™) avec 1 < p,q < oo et (]lo + % = %) alors:
(fg)e L"(R") et |fgll, < IIfIl, llgll, -
Théoréme 1.2.2 (Inégalité de Young)

Soient p,q,r € [1;+00] telle que % + % =141, avec 7 > p et r > ¢ alors pour toute
fel?(R") et ge LT(R") on a:

frgeL"(RY) et |fxgll, <Ifll,lgll,-
Théoréme 1.2.3 (Inégalité de Bernstein)

Soient 1 < p < g < oo et a« € N il existe ¢ = ¢(a, p, ¢, n) > 0, telle que pour toute
A
fel?(R"),avecsupp f C {£ €R": |{| < R}, ona

17|, < cR"GR £



1.3. Espaces de Besov et Lizorkin-Triebel

1.3 Espaces de Besov et Lizorkin-Triebel

1.3.1 Espace de Besov

Définition 1.3.1 Soient 1 <p < oo, 1 <q< oo et s €R, L'espace de Besov B, , (R") est

lensemble des fonctions f € S" (R™) telle que

/1

J=0

1
q
(Cmiam) o e
Big ,
sup (2°8,],) i g=o0
Jj=0

La définition précédente définit la norme de maniére discréte. Nous disposons d’autres

normes "continues" équivalentes, cf.voir. [2],[3], [7]

Proposition 1.3.1 Soit m € N. Si 0 < s < m [l'espace de Besov B; (R") admet une

norme équivalente :

Q=

/]

AR FIL\® dh
Byq ||f||p + / < |]’L|S ) |h|n < +o0.

Preuve. Voir le livre de Triebel [2]. m

‘ Al \
Remarque 1.3.1 L’intégrale par rapport a h peut étre changé par / (H;—’p) %

h|<e
pour tout € > 0 ( en particulier e =1 ), car la partie de lintégrale lorsque |h| > ¢ est

facilement magorée par | f||,, -

D’ou
1A LN dh
AL+ /( ) 2
Bha P |h| |h)|

h|<1

/]

avec la modification habituelle pour ¢ = +o0.

Proposition 1.3.2 Soient s € R et, 0 < p,q < oo telle que :

1. B;,q est un espace quasi-Banach (Banach si min (p,q) > 1).

2. B, oo =C® si s € RY\N, (C° est l'espace de Holder) .



1.3. Espaces de Besov et Lizorkin-Triebel

Preuve. Voir [7] m

Proposition 1.3.3 soient s, s1,5 € R, 0 < pg, p1,p, 90, q1,q < 00 telle que :

S0 S1 y
1.Bp7qO — BM1 81 Sg > S1.

2.B; . — By st < aqu

p,q0

50 51 ) _n _ - n
3'Bpo,qo - Bplm §1.S0 = 0 = 817 o et 0 <py <p1 < o0.

Preuve. Voir [7] =

1.3.2 Espace de Lizorkin-Triebel

Définition 1.3.2 Soient 1 < p < 00, 1 < q < o0 et s € R, lespace de Lizorkin-Triebel
E  (R™) est l'ensemble des fonctions f € S"(R") telle que

(Z 2574 |Ajf|q> Si q # oc.

— j=0
o p

1f1

sup2’* |A; f| si q= 00
>0

p

Proposition 1.3.4 Soient s € R et 0 < q < o0, telle que :

1. F;, est un espace quasi-Banach (espace de Banach si min (p, ¢) > 1).
2. F% = IP(R") si 1<p< oo

3. Ky =W (R") si 1<p<oo,meN",

4. Fjoy=H3 (R") si 1<p<oo.

5. Fy, =B, (R") si 1<p<oo.

Preuve. Voir [4] =

Proposition 1.3.5 Soient sg, s1, s €R et 0 < qo,q1,q < 00, 0 < pg, p1,p < o0 telle que :

1L.E% — F% g5 59 > 5.

P90 psq1
S S y
2854 = Ipg 8100 < 1.
S0 S1 ; _n _ —_n
30— FL L st so oo = S1— g, €t 0 <po <p1 <oo.

Preuve. Voir [7] m



1.4. Exemple des fonctions dans I'espace de Besov

1.4 Exemple des fonctions dans I’espace de Besov
Exemple 1.4.1 f(z) = vp% (la valeur principale de %) )

On a
Ff(&) = —imsgné (1.4.1)

/\ .
suppA;f C {€eR/|¢] <24}
d’apres I'inégalité de Bernstein on obtient
18,111, < 2G5 A7, (p>2). (1.4.2)
D’autre part on a
A
Ajf

1A fll, = (277)7% ' ( Plancherel )

2

= @) t|eed)f

= Sen o),

= Loty
2V #ll2

J
= 0222

car p € D (R).
En remplagant dans (1.4.2), on obtient

1A, 11, < czj(l_%), c = cicy constante

d’ou

29 Al < 2 CF).

(og L
La série 223<S+P’>q7 1 < ¢ < 400 converge si s < —I%, ce qui donne vp: € Bj (R)
j=0
dans les deux cas suivants :

Ls=—11<p< too,q=tooet||f ; <sup2 7 [Af]
P B, T >0 ?

2.5 < —,1<p<+oo, ¢=+00 et 1fllp; ., < +oo



1.4. Exemple des fonctions dans I'espace de Besov

et

Preuve. de (1.4.1).
soient g € S"(R), ¢ € S(R), on a

F(2g) (6) = i L Fg (¢)

<wJA‘,s0> = <f, st0>

= lim [ 0% (x) dx
£—

|z|>e

= 2nF5(0)
= 2mp(0)
= 2m(0,p).

D’ou

F(zf)() = id%]:f (&) =270  ( mesure de Dirac)

ce qui donne

Ff(€) =—2irH (§) +a, a constante

ou H est la fonction de Heaviside puisque § = H' en effet

+o00
<H',¢>=—<H,so'>=—/0 o (z)dr = (0), p€D(R).

f est impaire donc } est impaire (Ff () = —Ff (=€), £ €R),
d’ou |
a=1in(H &)+ H (=€) =im, avec H (&) = {(1) Zi gig

donc
—m si £€>0

= —msgné.
it s £<0 gné

Ff(&) =—2irH (&) +im = {

10



1.4. Exemple des fonctions dans I'espace de Besov

Exemple 1.4.2 f = § (mesure de Dirac)

soit ¢ € S(R") on a

(:0) = (0.6) =60 = [ p@ar=t1.9

A .
A= (279)

d’ou

Comme dans I'exemple (1.4.1), on obtient 2%/ [[A;0]| ) < 02j<s+ﬁ>.
la série Z 2j(3+§>q converge si s < —*, 1 < ¢ < 400, ce qui donne 6 € By, (R") dans
j=0
les cas suivants :

1.3:—1%,1§p§—|—oo,q:+oo.
2.3<—§,1§p,q§+oo.

Exemple 1.4.3 [ = F g telle que g (x) = || 7.
On a
A LA . ,
Aif (&) =9 (27€) (&) = €] "¢ (277¢) .
suppp (277.) C {€ e R"/ 2771 < €] < 27%1} alors on peut pose |€] = 27,
d’ou
A . .
Aif=¢(277.)277.
Comme dans ’exemple 1.4.1, on obtient

n
7

27114, ], < 2 (7) avee ¢ > 0,

ce qui donne

f € B, (R") dans les cas suivants :

1)s=—7,1<p< 400, ¢=+00
2)5<_§a1§p7QS+OO

11



1.5. L’interpolation

1.5 L’interpolation

1.5.1 L’interpolation dans L? (R")
Théoréme 1.5.1 (Riesz — Thorin)

Soient 6 € ]0, 1[ et po, p1 € [1,+00] telle que py # py et i = 11);09 + p%-

Alors on a
(L7 (R™), L (R")], = LP (R™).

Preuve. :Voir [2]. =

1.5.2 L’interpolation dans B, et [,

Proposition 1.5.1 Soit T' un opérateur linéaire de H dans lui méme telle que

ITfllag < collfllay> VS € Ag

ITflla, Scillflla,, V€ AL

Alors T' envoie (A, A1), , dans lui méme avec

||Tf||(A0,A1)9,q sc HfH(AOaAl)M ’

ou

cgcé’ecf, 0<f<letO<qg<+x

1.5.3 L’interpolation réelle

Les théorémes suivants sont tous démontré dans le livre de Triebel [4]

Théoréme 1.5.2 soient qo,q1,q € ]0,+00], 0 < 0 < 1 et sg,s1 € R telle que sy # s1 et

s=(1-6)so+ 0s.

12



1.6. Multiplication ponctuelle

(1) Si0 < p < 400, alors
(Briw (R"), By (R)),, = By (R").
(i7) Si0 < p < 400, alors

(Fgn, (R) F3h, (R), = Fj, (R).

p,q0 p,q1

Théoréme 1.5.3 soient pg,p; € |0,+00[,0 < § < 1 et 59,51 € R et s = (1 —0) sg + Osq,
1160, 8

p Po p1°

Alors
(BSO (R™), B:* (]R”))e’]2 = B;p (R™).

Po,Po P1,P1

1.6 Multiplication ponctuelle

Définition 1.6.1 Soit E un espace de Banach de distribution contenant D (R™) comme
sous espace dense, A € D' (R") est dite multiplicateur ponctuel de E (ou multiplicateur),

s’il existe une constante ¢ > 0, telle que pour toute o € C*° N E, on a Ap € E et
[A¢lls < cllels-
L’espace linéaire des multiplicateurs sera noté M (E) muni par la norme
1Al = {lA@llg; [l@llp =1, pour tout o € C* N E}.

Proposition 1.6.1 :
(7) (M (E), ||.||M(E)) est un espace de Banach.
it) Si D C alors est une algébre,
(i) Si D © M (E) alors M (E) lgéb

(au sens si Ay, Ay € M (E) = A1Ay € M (F)).

(1ii) M (LP) = L=, pour 1 < p < oc.

13



Chapitre 2

Multiplication de Fourier

Ce chapiter contient des définitions et quelques propriétés de I’espace des multiplicateurs de
Fourier pour les espaces L?, By , F respectivement, tous les resultats de ce chapitre sont

tirés des livres suivants:

Bourdaud [1], Triebel [2], Renst et Sickel [7].

2.1 Rappel sur la multiplication de Fourier dans L”

Soient f € S (R") et m € S’ (R") alors on a mxf e S (R™), d’ou l'opérateur T': f +— mx f
est bien défini de S (R") dans S” (R™) . Or, comme S (R") dense dans L? (R™) (si 1 < p < 00)
alors nous avons 'opérateur 7' peut-étre prolongé a un opérateur continu de L” (R™) dans

lui méme.

Définition 2.1.1 soient p € [1,+00] et m € S (R™). On dit que m est un multiplicateur
de Fourier pour LP (R™) s’il existe une constante ¢ > 0 dépendant uniquement de p et n,
telle que

H%*prchpr, pour toute f € S (R").

Remarque 2.1.1 L’ensemble de tous les multiplicateurs de Fourier pour LP (R™) sera noté

par M, on le munit par la norme:

V
Imily, = sup s« 7

I1f1l,= P

14



2.1. Rappel sur la multiplication de Fourier dans L”

Remarque 2.1.2 On peut aussi définir l’espace M, par :
M, = M (FLP)

ol

FIr = {£ € 'R |l o = |7 111, < +00)

Théoréme 2.1.1 Les propriétés suivantes sont satisfaites :
(1) My = Mo, = FB, B est l'espace des mesures bornées.
(19) My = L.

Preuve. :

(7) On démontre que

(1) My C My

Par la densité de S (R") dans L' (R"), on a I'opérateur

T:S@R") — L' (R") (2.1.1)

oot f

se prolonge a un opérateur 7' linéaire et borné sur L' (R™).

On utilise la Formule de dualité (L' (R™))" = L (R"), alors la restriction de I'opérateur
dual (T)l de T a S (R") coincide avec m * (.), doutm e M.

(2) FB C M,

Soit 1 € Bon aVf € D (R™):

[ f@lae< [ 1= du)lde < s 151,
d’ou
/i € M.
(3) My C FB
Soient m € M, et f € S(R™). On écrit
(i) = [ F (o) dy = tin FO) = (Gumouii ).

ou f (z) = f (—z) et ¢ la mesure de Dirac .

15



2.1. Rappel sur la multiplication de Fourier dans L”

Considérons la suit (¢;,) C S (R™), telles que

(4)
B — Gocg (dans §'(R"), ||, = 1

Alors par 'inégalité de Holder on a

(owive 2| < 1o e 7] =[],
< Jml ||

en faisant £ — 400, on obtient

v .
[l <t 4],
il vient que m € (C°(R™))" "le dual de C° (R") est I'espace des fonctions bornées", or
nous avons
(C°(R™)" = B d’'on M, C FB.
D’aprés (1) et (2) et (3) on obtient

My =My, =FB

Exemple de la suit (¢,,) :
Soit ¢ € D (R™) (fizi) qui vaut 1 pour |z| < 1, on pose ¢, (z) = k¢ (kz) Vo € R™ .
Preuve. de I’égalité (C° (R"))' = B .
Si € B, alors

0 < [1fldul < +00 (¥ € C?),
d’ou

pe (COmm)'.

Inversement, soit g € (C° (R™))", alors |(g, f)| < oo pour toute f € C° (R) .Consédérons

la mesure v telle que dv = g (x) dzx, alors pour tout A C R" ensemble mesurable on a

[a]=|[ vt

donc v € B.
Preuve. de (4)

= [{g,xa)] <400 car X4 € C°(R™),

(4) est une conséquence immédiate du lemme suivant :

16



2.1. Rappel sur la multiplication de Fourier dans L”

Lemme 2.1.1 Soit g € L' . Soit uw € L™ une fonction continue en 0. Alors

lim k"/nu(x)g(km)dx—u(()).

k—-4o00

Preuve. On démontre que

lim &" /n (u(z) —u(0)) g (kx)dx.

k——+o0

Soit € > 0, on pose & = 2 alors il existe R > 0 telle que

___ &
1+l

7] < R = Ju(z) —u(0)] <&

ce que implique

< 6'/ k'g (kx)dx <

DN ™

/ (u(z) —u(0))k"g (kx)dz
[z|I<R

D’autre part on a

\/ (u () —u(0) kg (kx) dz| < 2|ul, / K |g (ko)) de
|z|>R |z|>R

IN

2 ., / 19 (X)] dX.
| X|>R

si k — +oo alors [y g ]9 (X)]dX — 0.
Ce qui donne

<

/| . (u(z) —u(0))k"g (kx)dz

DO | ™

donc

k" <eg, Ve > 0.

/ (u(2) — u(0)) g (k) da
|z|>R

D’ou le résultat. m =
(17) Soit f € S(R™) et m € L* (R™), alors par la formule de Plancherel et I'inégalité de

Holder on a

v _n A
e, = e |7 =l
2
d’ot L C M2
Inversement, soit m € M,, on a
\ n
[ss| < ellfls, vres@.

17



2.1. Rappel sur la multiplication de Fourier dans L”

A
On pose f = x4, A est un ensemble mesurable de R".

Par I'inégalité de Holder on a

/Am(aj)d:v

IN

72X all XAl

IN

clixally [Ixally = comes (A).

On obtient

< ¢y, Ccp constante.

’Ei@ém@m

Pour tout ensemble mesurable de R™, cela entraine m € L, en effet, on sait que

Il = supess|m (x)| = sup [{m,g)].
zeR" lgll =1

Or pour toute fonction simple g = Zgzl ar€® x, ot a, > 0 et by € R et (Ay) ensemble
mesurable de R”, 2 a 2 disjoints, alors nous avons 3 n_, agmes (A) = 1 car [|g|l, = 1 et on

obtient

N N
[(m, g)| =) ar|[(m, xa, )| < o) axmes (Ay) = co,

k=1 k=1
dotme L*(R"). =

Théoréme 2.1.2 Soient p,q,po, p1 € [1,+00] et 8 € ]0,1[, alors on a les propriétés

suwvantes :

<Z> Mp = Mp’

(i7) My, "M, C M, ou
1 1-46 0 1-0 6
L +— et lmlly, < llmllg, Imll,,

q Po 4
(ti9) My C My C M, C My si1<p<q<2

(vi) M, est une algébre de Banach .

Preuve. (i) Pour p=1on a M; = M., (Théoréme 2.1.1).

Pour 1 < p < 400 on a S (R™) dense dans LP (R™) d’ou l'opérateur
T:SR") — LP(R")

fr—mxf

18



2.1. Rappel sur la multiplication de Fourier dans L”

se prolonge & un opérateur 71" linéaire et borné sur L? .

On utilise la formule de dualitée (L? (R™))" = L¥' (R™), alors la réstriction de 'opérateur
dual (T)l de T'a S (R™) coincide avec m * (.) d'oa m € M, ,Ce qui donne M, C M, .

Pour 'inclusion inverse, on utilise la méme méthode.

Ce qui donne le résultat.

(17) Soient f € S (R") et m € M,, N M,, alors

V V
e s <l 10y et | g < limlla,, 171,

par le théoréme d’interpolation dans L” (R") (théoréme de Riesz-Thorin),

on a

|+ f”q < Il Il 151, telle que == =4 = 0<f <1

d’ou
1-0 0
m e My et |imlly, <lmly,, lImllhy,, -
Ce qui donne le résultat.
(#7) On appliquons (i) et (i7) pour po =p € [1,2] et py =p' € [2,4+00] et p < ¢ < p' on
obtient

1-6 0
M, = M, (0 My C Mg et ||m||Mq < ||m||M,, ||m||Mp = ||m||Mp (p<q).

(vi) Soient my, my € M, et f € S(R") . Comme

(mama)” = £,

i+ (e s 1)
Il || (2 % £) |

< llmallag, lImalla, I1£1,

IN

alors

mymg € My et [[mamslly, < Imally, Imally, -

19



2.2. La multiplication de Fourier dans I'espaces B, , et F]

2.2 La multiplication de Fourier dans ’espaces B, et
Fyg

Soit f € S(R"), 'opérateur T : f — m + f deéfini de S (R") dans B, , (R") peut étre
prolongé & un opérateur continu sur By (R") puisque l'espace S (R")dense dans B,  (R")

(p,ge]l, oo et seR).

Définition 2.2.1 Soient p,q € |0,4+00], et s € R. Une fonction m € S (R") est dit

multiplicateur de Fourier pour By, (R™), s’il existe une constante ¢ > 0 telle que

<4

<clfl

s
Bpaq

Bpq
pour tout f € S (R™) .

Définition 2.2.2 Soient 0 < p < +00, 0 < ¢ < oo et s € R. Une fonction m € S' (R") est

dit multiplicateur de Fourier pour F, (R™) sl existe une constante ¢ > 0 telle que

%*f

< S n
o O ¢ HfHFp,q(]R )

pour tout f € S (R™) .

Définition 2.2.3 Soient p,q € ]0,+00], et s € R. Une fonction m € S (R") est dit

multiplicateur de Fourier homogéne pour By (R"), s’il existe une constante ¢ > 0 telle que

[(m(a.))” = f|

BZ,q Sc”f’Bf,,qa va>0
pour tout f € S (R") .

Le théoréme suivant donne un exemple des espaces des multiplicateurs de Fourier pour

By (R") .

Théoréme 2.2.1 Soient s € R, p,q €]0,+0c] et x > n (min%p 5~ 3

) . Alors

Bs, <c ||mHH2T /] Bj .,

pour tout m € Hi (R") et toute f € By (R"), la constante c est independante de m et
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2.2. La multiplication de Fourier dans I'espaces B, , et F]

Preuve. Le théoréme 2.2.1 est une conséquence immédiate de la relation
. WA A .
[f (27G¥D)]7 (€) = 27U+ £ (2741¢) ot f € LP avec suppf C {y/ |y <271},

et le lemme suivant =

Lemme 2.2.1 Soit Q) un sous ensemble compact de R™ et soit 0 < p < 4o00.

Sis>n <m — %) alors il existe une constante ¢ > 0 telle que

fHLP

V
<
maf| < elmlly,

A
pour toute f € LP avec supp f C § et tout m € Hj .

Preuve. Pour la preuve voir Triebel [2]. m

Proposition 2.2.1 :
(i) Soient P € [1,400]| et m € " (R™) si m € M, l'opérateur mx f, f € S (R
se prolonge & un opérateur linéaire borné invariant par translation dans les LP (R™) .
Inversement, pour tout opérateur T' linéaire borné translation-invariant de LP (R™) dans
lui méme il existe m € M, unique telle que T'f = m * f avec f € S(R") .
(i) La propriété (i) est valide pour By (R"), s € R et p,q € |0, 400] .

Preuve. Un opérateur linéaire T" est dit translation-invariant dans S” (R") si T'rj, = 7,7,
pour toute h € R™ .
En premiér nous allons démontrer (i), soit m € M, alors m« f avec f € S (R™) est
linéaire borné (evidente) translation-invariant, en effet, soit h, x € R™ nous avons
(e r) @) = [ ) f =y dy

= nvz(a:—z)f(h—l—z)dz.

R

Maintenant nous allons étudier les deux cas suivants :

1. Si 1 < p < oo alors opérateur précédent se prolonge a un opérateur linéaire borné
translation-invariant de L? (R") dans lui méme (théoréme de Hain Banach) car S (R") dense
dans LP (R™).

2. Si p = o0, alors m € M; (théoréme 2.1.2), soit T le prolongement de 1'opérateur mx f,

f € S(R") alors 'opérateur dual de T satisfait les propriétés désirables .
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2.3. La classe Mp

Inversement, si 7" est un opérateur linéaire borné translation-invariant dans L? (R™) alors
(Voir T.[2]. On peut consulter les travaux de L.Hérmander.) il existe m € S’ (R") unique
telle que T'f = m * f, f € S(R") ce qui donne m € M, .

De la méme maniére le preuve du (ii), pour plus de détails voir T [2] . =

2.3 La classe Mp

Nous avons étudié déja quelques propriétés de 1’espace Mp, on s’intéresse maintenant a ces
propriétés de I'espace de tous les multiplicateurs de Fourier pour B, , (R"). Pour démontrer
que 'ensemble de tous les multiplicateurs de Fourier pour B; (R™) noté Mp est indépendent

de s et ¢ nous allons étudier la proposition suivante :

Proposition 2.3.1 Soient p,qo, 1 € ]0,+00| et sg, 51 € R, si m € S"(R™) alors on a la
propriété suivante:
m est un multiplicateur de Fourier pour B:° (R™) ssi m est un multiplicateur de Fourier

s
pour B (R™) .

p,q1

o0

Preuve. Soit m un multiplicateur de Fourier pour B30 (R™), et soit {goj (m)}jzo

Y]
la suite des fonctions telle que:
@o (x) =0 () et p; (x) = ¢ (2772) oil ¢ et ¢ les fonctions sont définies dans le premier
chapitre.
On pose ¢; = Ziz_l @i (z) avec p_; = 0 alors ¢, (r) = 1 si v € supp ¢; .
Soit f € S (R™) nous avons :

p

gvoj * {7;/1 * (%J * f>} , (car o; = p;0;) (2.3.1)

p

BO

s
P.4q0

< 9—s0j

%

¢j*f

2707

IA

S0
BP»‘ZO

1
vV
C/Z 90]—&—7‘*.]‘.‘

r=—

IN

)
p

22



2.3. La classe Mp

ce qui donne immeédiatement que m est aussi un multiplicateur de Fourier pour B} (R™),
il reste de prouver que (2.3.1) . Sik>j+2ouk < j— 2 alors on a

¢r¢; = 0 avec p_; = 0 nous avons :

j+2 , Y
= ( Z 250k || 5, % (¢j * f)

k=j—2

1

%) a0
p

1

\

¢j*f

S0
BPyQO

q0

j+2 L || v m
< Z %0k || 5 b * f (Inégalité de Young)

k=j—2 ! p

ol j+2 w

s0J —kng,

< @] o] (2 2+)
P \k=j—2

\%

</ ¢;x f
p

Remarque 2.3.1 On peut définir [’espace Mp comme suite:

M, =M (FB3,)

et
FBy,={f €5 ®") /Ifllzg,, = |1F ||, <+o0}
et
V
Imllg, = sw |pmss|
Hf||Bi§7q:1 Bp.q

Les deux théorémes suivants donnent quelques propriétés de la classe ]\pr )

Théoréme 2.3.1 :
(i) M, C F [B;,(c%_l) (Rnﬂ 510 <p< +o0

(i1) F {Bﬁ,&%l) (R")] =M, si0<p<l1
(ii7) F [BY o (R")] = M C L.

23



2.3. La classe Mp

Preuve. :
(1) Soit m € Mp, soient {goj} et {¢j}, 7 =0,1,...1es systémes de la preuv de proposition

2.3.1, nous avons:

Vv V Vv V V
LA | | L (m* 903’) ‘p (car ¢;0; = ¢;)
v Y
< [(5+5)
BY o (R™)
v > v Vv
< c||9; SCIZ (‘Pk*ﬁbj) )
Bp,o (R™) k=0 P
et
> v . in
¢S |(By)| e 202
k=0 P
D’ou
, (1
9in(3-1) %j sm|| < cad me B;,ogp ! (R™).
p

Preuve. de (2.3.2)

Soit {cpj} les systéme précédent, nous avons :

V

P, (x) = 2"p (2x),

d’ou
\Y
©j

p

<

o
— im0y

p

pour j assez grand on a
¢j¢j+r =¥;

d’autre part on a
e3> | (be)
k=0

(77) Nous allons prouver que

\Y
©j

< "2y
p

2 v 2
o v o
=c Pjyr * O, =c
r=-—2 p r=—2

p
F |5l @) c i 0<pt (233
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2.3. La classe Mp

(-

Soient m € B; % ' (R") et feS(R"),soient {goj} et {¢j} les systéme précédent, nous

avons :

(car ¢;0; = ¢;)

Vv V
©;xm

p ‘ p

\Y
¢;x f H (Inégalité de Young)
1
p

jn(l,l) v Y% v o )
< 27" @ xm| ||¢;* f (Inégalité de Bernstein)
P p
1LY v
< | oy oo
Bpss 7 (RM) p
d’ou
|| - <erfllyy, cadment,.
Bpq pa

Maintenant (i) et (2.3.3) donnent (ii) .

(77i)Nous allons démontrer que
F B (R")] = M. (2.3.4)

Soit m € F [BY ., (R")] alors d’aprés (ii) on am € Mj, on rappelle que S (R") est dense
dans B}, (R") (i.e Théoreme 2.3.3/1 T[2]), donc le prolongement de I'opérateur m (\)
qui est défini sur S (R") donne un opérateur 7' linéaire borné de BY; (R") dans lui méme.
Maintenant nous avons utilisé la formule de dualité (BY, (R"))" = BY . (R") . La restriction

de T" opérateur dual de T & S (R") coincide avec m * (.), dou m € My, ce qui prouve

F Bl R")] € My (2.3.5)

Soit m € My, donc m est un multiplicateur de Fourier pour By, o (R"),

soit f € S (R") , soient {¢,} et {¢,} les systéme de (i) on a

<(m%)A=f> = (me;0;,f)

= <(m¢j)A, (¢j-?)v>

= (myp;)" <¢j'})v (0). (car g0, =)
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2.3. La classe Mp

Alors nous avons

(e 1) = < ) (o).
< ol ()],
< (aﬁj.f) meMoo)

< ¢ sup |fl
—2<r<

(tpj+T¢j)v‘ L (Inégalité de Young)

d’ou
()" 1) < Ifle. (2.3.6)
ou ¢, c, ¢’ sont independants de j et f.
Soit C? (R") est la complétion de S (R") dans L™ (R") .(2.3.6) démontre que
fr— Jan (mgoj)v (—y) f (y) dy est une fonction linéaire continue sur C° (R") . D’aprés

le théoréeme de Riesz, on obtient

/n (me;)" (=) f (y)dy = S d

ol p; est une mesure complexe finie de Radon on R" telle que H,u]H <¢ (ie (2.3.6)),

ce qui donne
[ e’ @] v =l < e
de plus on a m € BY . (R"), d’ou
My C F (B)  (R™)) . (2.3.7)
(2.3.5) et (2.3.7) donnent (2.3.4). Maintenant nous allons prouver que
F (B o (RY)) C L™ (R™) (2.3.8)

Solent m € B(l{ (R™) et { 90]} le systéme précédent, nous avons

HSDJ' : mHoo < CH"VDJ * TvnHl sc BY (R™)

d’ou

<
Il < el

ce qui donne (2.3.8). D’aprés (2.3.4) et (2.3.8) nous avons (7ii). m
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2.4. La classe MM

Théoréme 2.3.2 :

) My =My, sil <p<ooetl+=1,

i
i) M, C M, C My =My =L>(R") si0<p<q<2,
iii) My C M, p > 1,

(
(
(
(vi) M&™ = Mo™ .

Pour la preuve nous avons besoin d’énoncer le lemme suivant :

Lemme 2.3.1 5:0 < py < p; < +00, 0 <7 <00 alors on a

1

n(-—-1 n( -1
55 @y c B @y,

Preuve. Soit {gpj };’;0 la suite qui est définie dans la preuve de proposition 2.3.1, nous
avons
\%

¢j*f

\d/)j * f < CQ‘jn(%_ﬁ)

(Inégalité de Bernstein)

p1 Po

d’ou le résultat. m

2.4 La classe Mp,q

Dans cette partie, nous allons étudier la propriété de I’espace de tous les multiplicateurs de

Fourier pour l'espace F; (R").

Remarque 2.4.1 L’espace de tous les multiplicateurs de Fourier pour (R™) noté par

M, , puis qu’il est indépendant de s (voir T.[2]. théoréeme 2.3.8).

Remarque 2.4.2 On peut définir [’espace Mp,q comme suit :

M,, =M (FE;,),

et
fF;q = {f e S (R") / HfoF;’q - Hj:—lf”p < +oo},
et
lmlly = sup |jm=
Mot ey = F3,
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2.4. La classe MM

Théoréme 2.4.1 Soient p,q € |0,00] et s € R. Soit m € L>* (R") et x >n <m - %)

alors on a la propriété suivante :

Sim € HE (R") alors m € M,,.

Preuve. Pour la preuve voir T.[2]. ®

i) My, =M, si0<p< oo

(

(i1) My = M, si1l<p< oo

(i17) M,y C M, si0 <p<oo et0<q<oo

(vi) Mp7q0CMp,q1CMp si0<q@p<qg<poup<q <q <ooetp# .

Preuve. Nous allons prouve (i) et (i), on rappelle que B;  (R") = F;_(R")
si0<p<ooet LP(R") = F;,(R") si 1 < p < oodou par les définitions de I'espace
M, et M, on obtient (i) et (ii) respectivement, puisque M, # M, si p #2 et 1 < p < co.

Maintenant (iii) et (vi) sont des conséquences immeédiates de U'interpolation. m

Théoréme 2.4.3 :
(Z) Mpo,qo C Mpl#h

. 1 1—-0 6 1 1—-0 4
37/ — == —7—: _7
P po 2 P po 2
avec 0 < 0<1,0<py<o0etl<q< .
(i7) Myq = My o
, 1 1 1 1
si0<p<ooetl<qg<oo, avec —+ —=—-+—=1.

p v qa
Preuve. Nous allons prouver (i), soit pg,qo € ]0,00[ alors par linterpolation et la
propriété (iii) du théoréme précédent et M, C My = My (i.e. (ii) de théoréme 2.3.2), on
obtient (7) .

Maintenant (i) est une conséquence immédiates de la formule de dualité. =
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Chapitre 3

Théoréme Hirchmann

Dans ce chapitre, nous allons étudier le théoréme de Hirschmann dans le espaces L? (R"),

By, (R"), F; (R").

3.1 Théoréme de Hichmann dans L?

Définition 3.1.1 Soit s € R, l’espace de Sobolev noté H® est l’espace de toutes les fonctions
fesS (R, telle que

5%(1+I£2)%?(5)6L2(R").

Proposition 3.1.1 Soit r € RT\N | il existe ¢ > 0 telle que toute fonction f € C" s’écrive
f=> f ot
Jj=0

@ 1illoe = 27| f

, A A
(ii) f; @ support dans la couronne 2271 < [£] < 27T pour j > 1 et f, dans la boule

€] < 2.

cro

Preuve. Par la définition de A; et (1.1.4) de premier chapitre on a

F=Y_Nf

>0
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3.1. Théoréme de Hichmann dans LP

NFE) = o(279) (). (R, j>1)
Mof(€) = b(€)F (), (€ €R").
On pose

par (ii) de la proposition 1.3.2 nous avons
Ifille < 27277 Al
277 sup 2" [[Ax £,
k

27 ||l

A

IN

Théoréme 3.1.1 Soient s < 5 et r € RY\N. Si f appartient a C™ (R") N H* (R"), alors
f € M, (R™) pour tout

2r+2 (% —s) cpe

+ 2.
2r+3 —s 5—s

. . 2r42( 5 — .
Zfs + 2 est évidemment 'exposant conjugué de %ﬁ’:) compte-tenu de (7)

Preuve.

n
2

de théoréeme 2.1.2, on pourra supposer

n_
27“—1—2(712 s) p<o
2r+45 -3

suivant la proposition 3.1.1 et (i¢) de théoréme 2.1.1, on écrit

F=>_f

J=0

avec

on a

1£illag, = I fille < 2777 1]

cr e
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3.1. Théoréme de Hichmann dans LP

Maintenant, on va estimer || fj][,, . On a

5 = |5 = [ [Fs0)e
A 2 2 3
< (/ £5(€) (1+|§|2)5d§> </ ]¢(2‘j§)}2(1+|§|2)_8d§> . (Inégalité de Holder)
< 2G|l ol -
finalement

1f < 2/(E=2) ) 1]

i - (3.1.1)

On applique alors (i7) de théoréme 2.1.2 qui donne
: i(5—s)(1-0)9—jro
1£5llay, < € (5232000
ol % =(1-6)+ g, Pour que f appartienne a M,, il suffit donc qu’on ait

(g—s>(1—9)—r9<0

autrement dit
2r +2 (% — s)
2r+%—s

p >

Nous allons appliquer le théoréme de Hirschmann a la fonction ¢ définie par

(1+[¢?)° pour ¢ <1,

0 sinon

s (§) = (3.1.2)

(6 est un nombre positif) .

Proposition 3.1.2 ¢; est un multiplicateur de Fourier pour LP si

o>

|-~

S

Preuve. On remarque que ¢s € C? et ¢5 € H S+5—e (Ve > 0) ; le théoréme d’Hirschmann

conduit précisement a la condition
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3.1. Théoréme de Hichmann dans LP

La preuve de ¢; € C? est & peu prés immédiate. Celle de ¢35 € H 0+3-¢ est plus délicate .11
y a deux méthodes :
1) Calcul de g\g(;.
Ona gvb6 (z) = cs|z| 270 Ju s (|z]) ot J, désigne la fonction de Bessel d’ordre o .(Voir [1]).
On en déduit

Vv

¢s(x) =0 (]a:r(%ﬂ;*%» quand |z| — oo,

\Y
comme, par ailleurs, ¢5 est une fonction analytique, on obtient

/ (1+ )27

2) Estimation directe.

2
< +00.

b5 (2)

Il existe une caractérisation de H*® (s ¢ N) qui n’utilise pas la transformation de Fourier.

u € H* ssi u® € L? pour |a| < [s] et, pour tout o € N” tel que |a| = s,

[l (€ + 1) — u (¢)|”
— T dédn < 400
//R"XR" n| +2(s=ls])

(voir G.[6] IV.13 et IV.15).
On a, ici,
o0 (&) = Pa© (1+1eP) (gl <),
ou P, est un polynome de degré |a| et s =0 + % — €, avec € > 0, arbitrairement petit; rien
n’empéche de supposer que 0 + % — € est non entier et que, pour un entier m, on a

1 1
m<5+§—e<m+letm<6+§§m+1.

Des calculs plus fastidieux que difficles conduisent a

((;a) € L* pour |a|<m
{ (@) @) ;e |2 26—2m+1 : (3.1.3)
Jon |05 (E4m) — &5 (§)] d€ < cln ,  pour |af =m
De (3.1.2) on déduit facilement
¢y € HOT27), (3.1.4)

L’equation de schrédinger
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3.2. Théoréme de Hirschmann dans B;q et F; 4

On considére le probleme de Cauchy
du _ ;A
or =12 3.1.5
o v 1

On suppose que t — u (—,t) (t > 0) prend ses valeurs dans S’ (R™) ; par transformation de

Fourier, le probléeme devient
i e2
(Bt
(g, —)="7(x)
dont la solution t — 4 (—,t), fonction de classe C' prenant ses valeurs dans ', est donnée

par
(&, t) = exp (—it[¢]*) 0 (€)

Par Plancherel, on en déduit aussitot. =

3.2 Théoréme de Hirschmann dans B;’q et F]f ‘

Théoréme 3.2.1 Soient s < § et r € R"\N si f appartient o C" (R") N H* (R"), alors
f € M, (R") pour tout

2r +2 (2 —s)
<p< + 2
rto—s T EC
P 2 1 9 est évid £ t conjugué de 225~ te-tenu de (i)
reuve. - est évidemment I'exposant conjugué de — === compte-tenu de (i

de théoréme 2.3.2, on pourra supposer

27“—1—2(%—3) <2
r+5—s -

suivant la proposition 3.1.1 et (i¢) de théoréme 2.3.2, on écrit

f© = o7 f©, G=1)
£ = v©FE©,

1£ill i, = W fillar, = Ifilloo < 2777 II]

cr
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3.2. Théoréme de Hirschmann dans B;q et F; 4

Maintenant, on va estimer || fj||;, - On a

\ V
i — sup2° (|27 (24) « <fj w)
. R0 :
\Y
< sup || f; * (2’“”% (2%.) * w) (Inégalité de Y oung)
k>0 1
\Y v \
< w7 [ ) wuf, = 5] Wt
k>0 1 1 1 >

Par (3.1.1), nous avons

= £l < @)1

1

Wil = I,

Hs -

On applique alors théoréme 1.5.3 avec la proposition 1.5.1 ,on obtient
- i (5—s)(1-0)g—jrd
HfJHMp < C(f)2"= 2

ol i =(1-0)+ g,pour qgou f appartienne & Mp, il suffit donc qu’on ait

n

(5—3)(1—9)—7°9<O

autrement dit
2r + 2 (g — s)

>
P 27”—}—%—3

Nous allons appliquer le théoréme de Hirschmann dans B;  (R") & la fonction ¢; définie

par (3.1.2). m

Proposition 3.2.1 ¢5 est un multiplicateur de Fourier pour B,  (R") si

o>

n—112
2 Ip '

Preuve. Par (3.1.4) on a ¢; € H 27 (Ve > 0) et ¢5 € C9 le théoréme d’Hirschmann

dans B;  (R™) conduit précisement & la condition

o>

21
2

n—l'? ‘
, .

La preuve de ¢5 € C° est & peu prés immédiate. m
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3.2. Théoréme de Hirschmann dans B;q et F; 4

Théoréme 3.2.2 Soient s < § et r € RT\N si f appartient a C" (R™) N H* (R"), alors
f € M,, (R") pour tout

27"4—2(%—3)
2r+3% —s

<p< +2etgq=pouqg=2.

n

2—8

2r+2(%fs)

. +
Preuve. Soient s < et r € R \N et P

feC (R")n H* (R™) alors :

<p< 27"8 + 2, soit

T
2

e Pour ¢ = p . Nous avons f € M, = M,, si 0 < p < oo (D’aprés théoréme 3.2.1 et ()
de théoréme 2.4.2) de plus on a

< 17115, Il gy - DOUE tout o € S (RY), I € R

Vv
Hf *
F;YP(RH)

e Pour ¢ = 2. Nous avons f € M, = M, si 1 <p < oo (D’aprés théoréme 3.1.1 et (i)

de théoréme 2.4.2) de plus on a

740

< 1f s, 1ol 7 ny » POUr tout @ € S(R™), I€R .
1 n ’ P
Fp,Z(R )

D’ou
fGMpﬁq avecg=pouq=2.
Nous allons appliquer le théoréme de Hirschmann dans F; (R") & la fonction ¢; définie
par (3.1.2) . =

Proposition 3.2.2 ¢5 est un multiplicateur de Fourier pour F; (R™) si

o>

—112
o '——1 avec q =p ouq =2 .
2 |p

Preuve. Par (3.1.4) on a ¢; € H 27 (Ve > 0) et ¢5 € C% le théoréme d’Hirschmann
dans F; (R") conduit précisement & la condition

n—112

o> - —1
2‘19

avecq=pouq=2.

La preuve de ¢5 € C’est & peu prés immédiate . =
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Conclusion

L’objectif de ce travail est d’étudier la multiplication de Fourier pour les espaces de Besov
B, , et de Lizorkin-triebel FJ en donnant quelques propriétés. On étudie aussi le théoréme

Hirchmann dans les L, B) ., F} .
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/Résumé \

Dans ce mémoire nous avons étudié les espaces de Besov et Lizorkin-Tribel, ou
nous devons donner quelque définitions entre ces espaces, on plus de I’étude les
multiplications de Fourier dans ces espaces.

A la fin de mémoire nous avons étudié le théoreme de Hischmann dans les

espaces de Besov et Lizorkin-Tribel.
Mot-clé
KEspace de Besov, espace de Lizorkin-Triebel, multiplication de Fourier. /

/Abstract \

In this thesis, we studied the spaces of Besov and Lizorkin-Tribel, Where we
have to give some definitions between these spaces, as well as the study
multiplication of Fourier in these spaces.

Finally we studied theorem of Hitschmann in the spaces of Besov et Lizorkin-

tribel.
Key word
4 )

Besov space, Lizorkin-Triebel space, Fourier multiplication.
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