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Notations

• Pour α ∈ Nn, |α| = α1 + α2 + ....+ αn

La dérivée partielle ∂|α|f
∂α1x1.....∂αnxn

est notée ∂αf, si f est une fonction de deux variables

(x; y) on note ∂αx f et ∂
α
y f.

• Pour f ∈ L1(Rn) sa transformée de Fourier est

Ff(ξ) =
∧
f(ξ) =

∫
Rn

exp(−ixξ)f(x)dx

et sa transformée de Fourier inverse est

F−1f(x) =
∨
f(x) = (2π)−n

∫
Rn

exp(ixξ)f(ξ)dξ

• Soit k ∈ Zn, τh est l’opérateur de translation τhf(·) = f(· − h).

• f ∗ g(·) =
∫
Rn f(· − y)g(y)dy est la convolution des fonctions f et g.

• Soient A1 et A2 deux espaces, on dit que A1 ↪→ A2 s’il existe c > 0, telle que :

‖f‖A2 ≤ c ‖f‖A1 , (∀f ∈ A1) .

• p′ est l’exposant conjugué de p où 1
p

+ 1
p′ = 1.

• Si f : Rn 7→ C, supp f est le support de f.

• E ′ est l’espace dual de E.
• Soit r ∈ R+ \ N, Cr(Rn) est l’espace de Hölder des fonctions f bornées telle que

‖f‖Cr = ‖f‖∞ +
|f(x)− f(y)|
|x− y|r <∞.

• Lp est l’espace des fonctions mesurables f telles que

‖f‖Lp =

(∫
Rn
|f(x)|p dx

) 1
p

<∞.
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Notations

• `q est l’espace des suites (ak)k telle que

‖(ak)‖`q =

( ∞∑
k=0

|ak|q
) 1

q

<∞.

• D(Rn) = C∞0 (Rn) est l’espace des fonctions C∞(Rn) à support compact.

• D′(Rn) est le dual de D(Rn).

• S(Rn) est l’espace des fonctions C∞(Rn) à décroissances rapides .

• S ′(Rn) est l’espace des distributions tempérées.

• H est un espace linéaire complexe de Hausdorff et A0, A1 deux espaces quasi-Banach

complexe telle que A0 ⊂ H et A1 ⊂ H.

· Soit 0 < θ < 1, 0 < q <∞, (A0, A1)θ,q est l’espace d’interpolation réel.

• Hs
p ( Espace de Bessel ) est l’espace des fonctions f ∈ S ′(Rn) où

‖f‖Hs
p

=

∥∥∥∥((1 + |ξ|2
) s
2 f̂ (ξ)

)∨
(x)

∥∥∥∥
p

<∞ (s ∈ R, 1 < p <∞).

• Wm
p (Espace de Sobolev ) est l’espace des fonctions f ∈ Lp(Rn) où

‖f‖Wm
p

=
∑
|α|≤m

‖∂αf‖p <∞ (1 ≤ p ≤ ∞, m = 1, 2, 3...).

• Opérateur de différences :

∆hf (x) = f (x+ h)− f (x) , x, h ∈ R

∆m
h f (x) = ∆m−1

h (∆hf (x))

∆m
h f (x) =

m∑
k=o

(
k

m

)
(−1)k f (x+ (m− k)h) .
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Introduction

Depuis longtemps les espaces de Sobolev Hs
p , W

m
p ,...ont fait l’objet de plusieurs travaux

de recherche. Les espaces de Lizorkin-Triebel F s
p,q(Rn) sont des espaces qui contiennent les

Sobolev, puisque’on dispose de l’égalité Wm
p = F s

m,2 (voir [Fr]) . Ils contiennent aussi les

espaces Potentiel de Bessel Hs
p , puisque la aussi on a H

s
p = F s

p,2 (voir [Fr]) .

Certaines théories ont été étudieés dans les F s
p,q(Rn) comme, par exemle, la résolution

de certaines équations aux dérivées partielles avec des données dans F s
p,q(Rn), la continuité

de certaines opérateurs pseudo-differentiels sur F s
p,q(Rn) ,...etc.

Dans ce travail, nous allons étudier les deux problémes suivants :

• Le premier est l’étude du théorème de Hirschmann dans les espaces de Besov et
Lizorkin-Triebel.

• Ledeuxième est l’étude de la fonction des multiplicateurs de Fourier pour les espaces
de Besov et Lizorkin-Triebel.

Le travail est organisé en trois chapitres :

Dans le premier, on rappelle quelques propriétés sur les espaces de Besov, Lizorkin-

Triebel et quelques résultas q’on utilisera par la suite, nous donnons aussi quelques exemples

des fonctions dans les espaces de Besov.

Dans le deuxième chapitre, on va étudier les multiplications de Fourier pour les espaces

de Besov et Lisorkin-Triebel et quelques propriétés de l’espace des multiplicateurs de Fourier

pour les Lp, Bs
p,q, F

s
p,q.

Le troisième chapitre est consacré au théorème de Hirschmann dans les espaces de Besov

et Lizorkin-Triebel.
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Chapitre 1

Quelques résultats préliminaires

Dans ce chapitre on va rappeler les notions essentielles qu’on va utiliser par la suite à savoir

particulier les espaces de Besov, Lizorkin-triebel, quelque propriétés principales, quelque

exemple des fonctions dans l’espaces de Besov.

1.1 Décomposition de Littlewood-Paley

Soient θ ∈ D (Rn) telle que

1. supp θ ⊂ {ξ ∈ Rn : 2−1 ≤ |ξ| ≤ 2} ,
2. φ (ξ) ≥ 0 pour 2−1 ≤ |ξ| ≤ 2,

3. 0 ≤ θ (x) ≤ 1, ∀ξ ∈ Rn \{0} .
On pose

ϕ (x) =
θ (ξ)∑

j=Z

θ (2−jξ)
, ξ 6= 0,

On pose ψ (ξ) = 1−
+∞∑
k=1

ϕ
(
2−kξ

)
, on obtient une fonction ψ ∈ C∞ (Rn), telle que:

supp ψ ⊂ {ξ ∈ Rn : |ξ| ≤ 2} et 0 ≤ ψ ≤ 1.

Alors, on a

ψ (ξ) +
∑
k≥1

ϕ
(
2−kξ

)
= 1, ξ ∈ Rn (1.1.1)

La relation (1.1.1) est appelé la partition de l’unité.
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1.1. Décomposition de Littlewood-Paley

A cette partition on associe une suite d’opérateurs de convolutions ∆k, Qj par :

∆k : S
′
(Rn)→ C∞ (Rn)

et

Qj : S
′
(Rn)→ C∞ (Rn)

telle que

(∆kf) (x) =
(
F−1ϕ

(
2−k.

)
∗ f
)

(x)

= 2kn
∫
Rn
F−1ϕ

(
2−k (x− y)

)
f (y) dy, k ≥ 1

et

(Qjf) (x) =
(
F−1ψ

(
2−j.

)
∗ f
)

(x)

= 2jn
∫
Rn
F−1ψ

(
2j (x− y)

)
f (y) dy, j ≥ 0

Avec la notation ∆0 = Q0, alors

∧
Qjf (ξ) = ψ

(
2−j.

) ∧
f (ξ) (pour j ≥ 0) et

∧
∆kf (ξ) = ϕ

(
2−k.

) ∧
f (ξ) (pour k ≥ 1) .

Ecrivons la relation (1.1.1) au point 2−jξ, alors

ψ
(
2−.jξ

)
+

∞∑
k=j+1

ϕ
(
2−kξ

)
= 1.

En multipliant par
∧
f on obtient

ψ
(
2−.jξ

) ∧
f +

∞∑
k=j+1

ϕ
(
2−kξ

) ∧
f =

∧
f. (1.1.2)

En appliquant l’application F−1 sur (1.1.2) , on obtient

f = Qjf +
∞∑

k=j+1

∆kf, (∀j ∈ N) . (1.1.3)

Pour j = 0, on trouve

ψ (ξ)
∧
f +

∞∑
k=1

ϕ
(
2−kξ

) ∧
f =

∧
f,
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1.2. Inégalités principales

i.e.

f = Q0f +
∑
k≥1

∆kf,

alors

f =
∑
k≥0

∆kf. (1.1.4)

On remplaçant f dans (1.1.3), on obtient

Qjf +

∞∑
k=j+1

∆kf =

j∑
k=0

∆kf +

∞∑
k=j+1

∆kf.

Donc

Qjf =

j∑
k=0

∆kf.

La relation (1.1.4) est la décomposition de f du type de Littlewood-Paley, elle converge

dans S ′.

1.2 Inégalités principales

Théorème 1.2.1 (Inégalité de Hölder)

Soient f ∈ Lp (Rn) et g ∈ Lq (Rn) avec 1 ≤ p, q ≤ ∞ et
(

1
p

+ 1
q

= 1
r

)
alors:

(fg) ∈ Lr (Rn) et ‖fg‖r ≤ ‖f‖p ‖g‖q .

Théorème 1.2.2 (Inégalité de Young)

Soient p, q, r ∈ [1; +∞] telle que 1
p

+ 1
q

= 1
r

+ 1, avec r ≥ p et r ≥ q alors pour toute

f ∈ Lp (Rn) et g ∈ Lq (Rn) on a:

f ∗ g ∈ Lr (Rn) et ‖f ∗ g‖r ≤ ‖f‖p ‖g‖q .

Théorème 1.2.3 (Inégalité de Bernstein)

Soient 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞ et α ∈ Nn, il existe c0 = c (α, p, q, n) > 0, telle que pour toute

f ∈ Lp (Rn) , avec supp
∧
f ⊂ {ξ ∈ Rn : |ξ| < R} , on a∥∥f (α)

∥∥
q
≤ c0R

n( 1p−
1
q )+|α| ‖f‖p .
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1.3. Espaces de Besov et Lizorkin-Triebel

1.3 Espaces de Besov et Lizorkin-Triebel

1.3.1 Espace de Besov

Définition 1.3.1 Soient 1 ≤ p <∞, 1 ≤ q ≤ ∞ et s ∈ R, L’espace de Besov Bs
p,q (Rn) est

l’ensemble des fonctions f ∈ S ′ (Rn) telle que

‖f‖Bsp,q =


(∑
j≥0

2sjq ‖∆jf‖qp

) 1
q

si q 6=∞

sup
j≥0

(
2js ‖∆jf‖p

)
si q =∞

La définition précédente définit la norme de manière discrète. Nous disposons d’autres

normes "continues" équivalentes, cf.voir. [2] , [3] , [7]

Proposition 1.3.1 Soit m ∈ N. Si 0 < s < m l’espace de Besov Bs
p,q (Rn) admet une

norme équivalente :

‖f‖Bsp,q = ‖f‖p +

∫
Rn

(‖∆m
h f‖p
|h|s

)q
dh

|h|n

 1
q

< +∞.

Preuve. Voir le livre de Triebel [2] .

Remarque 1.3.1 L’intégrale par rapport à h peut être changé par

 ∫
|h|≤ε

(
‖∆m

h f‖p
|h|s

)q
dh
|h|n


pour tout ε > 0 ( en particulier ε = 1 ) , car la partie de l’intégrale lorsque |h| > ε est

facilement majorée par ‖f‖p .
D’ou

‖f‖Bsp,q = ‖f‖p +

 ∫
|h|≤1

(‖∆m
h f‖p
|h|s

)q
dh

|h|n


1
q

avec la modification habituelle pour q = +∞.

Proposition 1.3.2 Soient s ∈ R et, 0 < p, q ≤ ∞ telle que :

1. Bs
p,q est un espace quasi-Banach (Banach si min (p, q) ≥ 1).

2. Bs
∞,∞ = Cs si s ∈ R+ \N, (Cs est l’espace de Hölder) .
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1.3. Espaces de Besov et Lizorkin-Triebel

Preuve. Voir [7]

Proposition 1.3.3 soient s0, s1, s ∈ R, 0 < p0, p1, p, q0, q1, q ≤ ∞ telle que :

1.Bs0
p,q0

↪→ Bs1
p,q1

si s0 > s1.

2.Bs
p,q0

↪→ Bs
p,q1

si q0 ≤ q1.

3.Bs0
p0,q0

↪→ Bs1
p1,q1

si s0 − n
p0

= s1 − n
p1
et 0 < p0 < p1 ≤ ∞.

Preuve. Voir [7]

1.3.2 Espace de Lizorkin-Triebel

Définition 1.3.2 Soient 1 ≤ p < ∞, 1 ≤ q ≤ ∞ et s ∈ R, l’espace de Lizorkin-Triebel
F s
p,q (Rn) est l’ensemble des fonctions f ∈ S ′ (Rn) telle que

‖f‖F sp,q =



∥∥∥∥∥∥
(∑
j≥0

2sjq |∆jf |q
) 1

q

∥∥∥∥∥∥
p

si q 6=∞.∥∥∥∥sup
j≥0

2js |∆jf |
∥∥∥∥
p

si q =∞

.

Proposition 1.3.4 Soient s ∈ R et 0 < q ≤ ∞, telle que :

1. F s
p,q est un espace quasi-Banach (espace de Banach si min (p, q) ≥ 1).

2. F 0
p,2 = Lp (Rn) si 1 < p <∞.

3. Fm
p,2 = Wm

p (Rn) si 1 < p <∞, m ∈ N∗.
4. F s

p,2 = Hs
p (Rn) si 1 < p <∞.

5. F s
p,p = Bs

p,p (Rn) si 1 ≤ p <∞.
Preuve. Voir [4]

Proposition 1.3.5 Soient s0, s1, s ∈ R et 0 < q0, q1, q ≤ ∞, 0 < p0, p1, p <∞ telle que :

1.F s0
p,q0

↪→ F s1
p,q1

si s0 > s1.

2.F s
p,q0

↪→ F s
p,q1

si q0 ≤ q1.

3.F s0
p0,q0

↪→ F s1
p1,q1

si s0 − n
p0

= s1 − n
p1
et 0 < p0 < p1 <∞.

Preuve. Voir [7]
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1.4. Exemple des fonctions dans l’espace de Besov

1.4 Exemple des fonctions dans l’espace de Besov

Exemple 1.4.1 f (x) = vp 1
x

(
la valeur principale de 1

x

)
.

On a

Ff (ξ) = −iπsgnξ (1.4.1)

supp
∧

∆jf ⊂
{
ξ ∈ R

/
|ξ| ≤ 2j+1

}
d’après l’inégalité de Bernstein on obtient

‖∆jf‖p ≤ c12j(
1
2
− 1
p) ‖∆jf‖2 , (p ≥ 2) . (1.4.2)

D’autre part on a

‖∆jf‖2 = (2π)−
1
2

∥∥∥∥ ∧
∆jf

∥∥∥∥
2

( Plancherel )

= (2π)−
1
2

∥∥∥∥ϕ (2−j.) ∧f∥∥∥∥
2

=
1

2
(2π)−

1
2

∥∥ϕ (2−j.)∥∥
2

=
1

2
√

2π
2
j
2 ‖ϕ‖2

= c22
j
2

car ϕ ∈ D (R) .

En remplaçant dans (1.4.2) , on obtient

‖∆jf‖p ≤ c2j(1− 1
p), c = c1c2 constante

d’où

2sj ‖∆jf‖p ≤ c2
j
(
s+ 1

p′

)
.

La série
∑
j≥0

2
j
(
s+ 1

p′

)
q
, 1 ≤ q ≤ +∞ converge si s < − 1

p′ , ce qui donne vp
1
x
∈ Bs

p,q (R)

dans les deux cas suivants :

1. s = − 1
p′ , 1 ≤ p ≤ +∞, q = +∞ et ‖f‖

B
− 1p
p,+∞

≤ sup
j≥0

2
− 1
p′ j ‖∆jf‖p

2. s < − 1
p′ , 1 ≤ p ≤ +∞, q = +∞ et ‖f‖Bsp,∞ < +∞

9



1.4. Exemple des fonctions dans l’espace de Besov

Preuve. de (1.4.1) .

soient g ∈ S ′ (R) , ϕ ∈ S (R) , on a

F (xg) (ξ) = i
d

dξ
Fg (ξ)

et 〈
x
∧
f, ϕ

〉
=

〈
f, x

∧
ϕ
〉

= lim
ε→0

∫
|x|≥ε

%ix.0
∧
ϕ (x) dx

= 2πF−1∧ϕ (0)

= 2πϕ (0)

= 2π 〈δ, ϕ〉 .

D’où

F (xf) (ξ) = i
d

dξ
Ff (ξ) = 2πδ (δ mesure de Dirac) ,

ce qui donne

Ff (ξ) = −2iπH (ξ) + a, a constante

où H est la fonction de Heaviside puisque δ = H ′ en effet

〈H ′, ϕ〉 = −〈H,ϕ′〉 = −
∫ +∞

0

ϕ′ (x) dx = ϕ (0) , ϕ ∈ D (R) .

f est impaire donc
∧
f est impaire (Ff (ξ) = −Ff (−ξ) , ξ ∈ R) ,

d’où

a = iπ (H (ξ) +H (−ξ)) = iπ, avec H (ξ) =

{
1 si ξ ≥ 0

0 si ξ < 0

donc

Ff (ξ) = −2iπH (ξ) + iπ =

{
−iπ si ξ ≥ 0

iπ si ξ < 0
= −iπsgnξ.
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1.4. Exemple des fonctions dans l’espace de Besov

Exemple 1.4.2 f = δ (mesure de Dirac)

soit ϕ ∈ S (Rn) on a〈
∧
δ, ϕ

〉
=
〈
δ,
∧
ϕ
〉

=
∧
ϕ (0) =

∫
Rn
ϕ (x) dx = 〈1, ϕ〉

d’où
∧

∆jδ = ϕ
(
2−j.

)
Comme dans l’exemple (1.4.1), on obtient 2sj ‖∆jδ‖p ≤ c2

j
(
s+ n

p′

)
.

la série
∑
j≥0

2
j
(
s+ n

p′

)
q converge si s < −n

p′ , 1 ≤ q ≤ +∞, ce qui donne δ ∈ Bs
p,q (Rn) dans

les cas suivants :

1. s = − n
p′ , 1 ≤ p ≤ +∞, q = +∞.

2. s < − n
p′ , 1 ≤ p, q ≤ +∞.

Exemple 1.4.3 f = F−1g telle que g (x) = |x|−σ .
On a

∧
∆jf (ξ) = ϕ

(
2−jξ

) ∧
f (ξ) = |ξ|−σ ϕ

(
2−jξ

)
.

suppϕ (2−j.) ⊂ {ξ ∈ Rn / 2j−1 ≤ |ξ| ≤ 2j+1} alors on peut pose |ξ| = 2j,

d’où
∧

∆jf = ϕ
(
2−j.

)
2−jσ.

Comme dans l’exemple 1.4.1, on obtient

2sj ‖∆jf‖p ≤ c2
j
(
n
p′

)
avec c > 0,

ce qui donne

f ∈ Bs
p,q (Rn) dans les cas suivants :

1) s = − n
p′ , 1 ≤ p ≤ +∞, q = +∞

2) s < − n
p′ , 1 ≤ p, q ≤ +∞

11



1.5. L’interpolation

1.5 L’interpolation

1.5.1 L’interpolation dans Lp (Rn)

Théorème 1.5.1 (Riesz − Thorin)

Soient θ ∈ ]0, 1[ et p0, p1 ∈ [1,+∞] telle que p0 6= p1 et 1
p

= 1−θ
p0

+ θ
p1
.

Alors on a

[Lp0 (Rn) , Lp1 (Rn)]θ = Lp (Rn) .

Preuve. :Voir [2] .

1.5.2 L’interpolation dans Bsp,q et F
s
p,q

Proposition 1.5.1 Soit T un opérateur linéaire de H dans lui même telle que

‖Tf‖A0 ≤ c0 ‖f‖A0 , ∀f ∈ A0

‖Tf‖A1 ≤ c1 ‖f‖A1 , ∀f ∈ A1.

Alors T envoie (A0, A1)θ,q dans lui même avec

‖Tf‖(A0,A1)θ,q
≤ c ‖f‖(A0,A1)θ,q

,

où

c ≤ c1−θ
0 cθ1, 0 < θ < 1 et 0 < q ≤ +∞

1.5.3 L’interpolation réelle

Les théorèmes suivants sont tous démontré dans le livre de Triebel [4]

Théorème 1.5.2 soient q0, q1, q ∈ ]0,+∞] , 0 < θ < 1 et s0, s1 ∈ R telle que s0 6= s1 et

s = (1− θ) s0 + θs1.
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1.6. Multiplication ponctuelle

(i) Si 0 < p ≤ +∞, alors

(
Bs0
p,q0

(Rn) , Bs1
p,q1

(Rn)
)
θ,q

= Bs
p,q (Rn) .

(ii) Si 0 < p < +∞, alors

(
F s0
p,q0

(Rn) , F s1
p,q1

(Rn)
)
θ,q

= F s
p,q (Rn) .

Théorème 1.5.3 soient p0, p1 ∈ ]0,+∞[ , 0 < θ < 1 et s0, s1 ∈ R et s = (1− θ) s0 + θs1,

1
p

= 1−θ
p0

+ θ
p1
.

Alors (
Bs0
p0,p0

(Rn) , Bs1
p1,p1

(Rn)
)
θ,p

= Bs
p,p (Rn) .

1.6 Multiplication ponctuelle

Définition 1.6.1 Soit E un espace de Banach de distribution contenant D (Rn) comme

sous espace dense, A ∈ D′ (Rn) est dite multiplicateur ponctuel de E (ou multiplicateur),

s’il existe une constante c > 0, telle que pour toute ϕ ∈ C∞ ∩ E, on a Aϕ ∈ E et

‖Aϕ‖E ≤ c ‖ϕ‖E .

L’espace linéaire des multiplicateurs sera noté M (E) muni par la norme

‖A‖M(E) = {‖Aϕ‖E ; ‖ϕ‖E = 1, pour tout ϕ ∈ C∞ ∩ E} .

Proposition 1.6.1 :

(i)
(
M (E) , ‖.‖M(E)

)
est un espace de Banach.

(ii) Si D ⊂M (E) alors M (E) est une algébre,

(au sens si A1, A2 ∈M (E) =⇒ A1A2 ∈M (E)) .

(iii) M (Lp) = L∞, pour 1 ≤ p ≤ ∞.

13



Chapitre 2

Multiplication de Fourier

Ce chapiter contient des définitions et quelques propriétés de l’espace des multiplicateurs de

Fourier pour les espaces Lp, Bs
p,q, F

s
p,q respectivement, tous les resultats de ce chapitre sont

tirés des livres suivants:

Bourdaud [1] , Triebel [2] , Renst et Sickel [7] .

2.1 Rappel sur la multiplication de Fourier dans Lp

Soient f ∈ S (Rn) et m ∈ S ′ (Rn) alors on a
∨
m∗f ∈ S ′ (Rn) , d’où l’opérateur T : f 7→ ∨

m∗f
est bien défini de S (Rn) dans S ′ (Rn) . Or, comme S (Rn) dense dans Lp (Rn) (si 1 ≤ p ≤ ∞)

alors nous avons l’opérateur T peut-être prolongé à un opérateur continu de Lp (Rn) dans

lui même.

Définition 2.1.1 soient p ∈ [1,+∞] et m ∈ S ′ (Rn) . On dit que m est un multiplicateur

de Fourier pour Lp (Rn) s’il existe une constante c > 0 dépendant uniquement de p et n,

telle que ∥∥∥ ∨m ∗ f∥∥∥
p
≤ c ‖f‖p , pour toute f ∈ S (Rn) .

Remarque 2.1.1 L’ensemble de tous les multiplicateurs de Fourier pour Lp (Rn) sera noté

par Mp, on le munit par la norme:

‖m‖Mp
= sup
‖f‖p=1

∥∥∥ ∨m ∗ f∥∥∥
p
.
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2.1. Rappel sur la multiplication de Fourier dans Lp

Remarque 2.1.2 On peut aussi définir l’espace Mp par :

Mp = M (FLp)

où

FLp =
{
f ∈ S ′ (Rn) : ‖f‖FLp =

∥∥F−1f
∥∥
p
< +∞

}
Théorème 2.1.1 Les propriétés suivantes sont satisfaites :

(i) M1 = M∞ = FB, B est l’espace des mesures bornées.

(ii) M2 = L∞.

Preuve. :

(i) On démontre que

(1) M1 ⊂M∞

Par la densité de S (Rn) dans L1 (Rn) , on a l’opérateur

T : S (Rn) −→ L1 (Rn) (2.1.1)

f 7→ ∧
m ∗ f

se prolonge à un opérateur T̃ linéaire et borné sur L1 (Rn) .

On utilise la Formule de dualité (L1 (Rn))
′
= L∞ (Rn) , alors la restriction de l’opérateur

dual
(
T̃
)′
de T̃ à S (Rn) coïncide avec

∧
m ∗ (.) , d’où m ∈M∞.

(2) FB ⊂M1

Soit µ ∈ B,on a ∀f ∈ D (Rn) :∫
|µ ∗ f (x)| dx ≤

∫ ∫
|f (x− y) dµ (y)| dx ≤ ‖µ‖B ‖f‖1 ,

d′où
∧
µ ∈M1.

(3) M∞ ⊂ FB
Soient m ∈M∞ et f ∈ S (Rn) . On écrit〈

∨
m, f

〉
=

∫
∨
m (y) f̃ (−y) dy =

∨
m ∗ f̃ (0) =

〈
δx=0,

∨
m ∗ f̃

〉
,

où f̃ (x) = f (−x) et δ la mesure de Dirac .
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2.1. Rappel sur la multiplication de Fourier dans Lp

Considérons la suit (φk) ⊂ S (Rn) , telles que

(4)

φk −→ δx=0 (dans S ′ (Rn)) , ‖φk‖1 = 1

Alors par l’inégalité de Hölder on a∣∣∣〈φk, ∨m ∗ f̃〉∣∣∣ ≤ ‖φk‖1

∥∥∥ ∨m ∗ f̃∥∥∥
∞

=
∥∥∥ ∨m ∗ f̃∥∥∥

∞

≤ ‖m‖M∞
∥∥∥f̃∥∥∥

∞
;

en faisant k → +∞, on obtient∣∣∣〈 ∨m, f〉∣∣∣ ≤ ‖m‖M∞ ∥∥∥f̃∥∥∥∞
il vient que

∨
m ∈ (C0 (Rn))

′ "le dual de C0 (Rn) est l’espace des fonctions bornées", or

nous avons (
C0 (Rn)

)′
= B d’où M1 ⊂ FB.

D’aprés (1) et (2) et (3) on obtient

M1 = M∞ = FB

Exemple de la suit (φk) :

Soit φ ∈ D (Rn) (fixi) qui vaut 1 pour |x| ≤ 1
2
, on pose φk (x) = kφ (kx) ∀x ∈ Rn .

Preuve. de l’égalité (C0 (Rn))
′
= B .

Si µ ∈ B, alors
|〈µ, f〉| ≤

∫
|f | |dµ| < +∞

(
∀f ∈ C0

)
,

d’où

µ ∈
(
C0 (Rn)

)′
.

Inversement, soit g ∈ (C0 (Rn))
′
, alors |〈g, f〉| < +∞ pour toute f ∈ C0 (R) .Consédérons

la mesure υ telle que dυ = g (x) dx, alors pour tout A ⊂ Rn ensemble mesurable on a∣∣∣∣∫
A

dυ

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫
Rn
χAg (x) dx

∣∣∣∣ = |〈g, χA〉| < +∞ car χA ∈ C0 (Rn) ,

donc υ ∈ B.
Preuve. de (4)

(4) est une conséquence immédiate du lemme suivant :
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2.1. Rappel sur la multiplication de Fourier dans Lp

Lemme 2.1.1 Soit g ∈ L1 . Soit u ∈ L∞ une fonction continue en 0. Alors

lim
k→+∞

kn
∫
Rn
u (x) g (kx) dx = u (0) .

Preuve. On démontre que

lim
k→+∞

kn
∫
Rn

(u (x)− u (0)) g (kx) dx.

Soit ε > 0, on pose ε′ = ε

2(1+‖g‖1)
alors il existe R > 0 telle que

|x| ≤ R =⇒ |u (x)− u (0)| ≤ ε′

ce que implique∣∣∣∣∫
|x|≤R

(u (x)− u (0)) kng (kx) dx

∣∣∣∣ ≤ ε′
∫
Rn
kng (kx) dx ≤ ε

2
.

D’autre part on a∣∣∣∣∫
|x|>R

(u (x)− u (0)) kng (kx) dx

∣∣∣∣ ≤ 2 ‖u‖∞
∫
|x|>R

kn |g (kx)| dx

≤ 2 ‖u‖∞
∫
|X|>R

|g (X)| dX,

si k → +∞ alors
∫
|X|>Rk |g (X)| dX → 0.

Ce qui donne ∣∣∣∣∫
|x|>R

(u (x)− u (0)) kng (kx) dx

∣∣∣∣ ≤ ε

2

donc

kn
∣∣∣∣∫
|x|>R

(u (x)− u (0)) g (kx) dx

∣∣∣∣ ≤ ε, ∀ε > 0.

D’où le résultat.

(ii) Soit f ∈ S (Rn) et m ∈ L∞ (Rn), alors par la formule de Plancherel et l’inégalité de

Hölder on a ∥∥∥ ∨m ∗ f∥∥∥
2

= (2π)−
n
2 ‖m‖∞

∥∥∥∥∧f∥∥∥∥
2

= ‖m‖∞ ‖f‖2

d’où L∞ ⊂M2

Inversement, soit m ∈M2, on a∥∥∥ ∨m ∗ f∥∥∥
2
≤ c ‖f‖2 , ∀f ∈ S (Rn) .
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2.1. Rappel sur la multiplication de Fourier dans Lp

On pose
∧
f = χA, A est un ensemble mesurable de Rn.

Par l’inégalité de Hölder on a∣∣∣∣∫
A

m (x) dx

∣∣∣∣ ≤ ‖mχA‖2 ‖χA‖2

≤ c ‖χA‖2 ‖χA‖2 = c0mes (A) .

On obtient ∣∣∣∣ 1

mes (A)

∫
A

m (x) dx

∣∣∣∣ ≤ c0, c0 constante.

Pour tout ensemble mesurable de Rn, cela entraîne m ∈ L∞, en effet, on sait que

‖m‖∞ = sup ess
x∈Rn

|m (x)| = sup
‖g‖1=1

|〈m, g〉| .

Or pour toute fonction simple g =
∑N

k=1 ake
ibkχai où ak > 0 et bk ∈ R et (Ak) ensemble

mesurable de Rn, 2 à 2 disjoints, alors nous avons
∑N

k=1 akmes (Ak) = 1 car ‖g‖1 = 1 et on

obtient

|〈m, g〉| =
N∑
k=1

ak
∣∣〈m,χAk〉∣∣ ≤ c0

N∑
k=1

akmes (Ak) = c0,

d’où m ∈ L∞ (Rn) .

Théorème 2.1.2 Soient p, q, p0, p1 ∈ [1,+∞] et θ ∈ ]0, 1[ , alors on a les propriétés

suivantes :

(i)Mp = Mp′

(ii)Mp0 ∩Mp1 ⊂Mq où

1

q
=

1− θ
p0

+
θ

p1

et ‖m‖Mq
≤ ‖m‖1−θ

Mp0
‖m‖θMp1

(iii)M1 ⊂Mp ⊂Mq ⊂M2 si 1 ≤ p ≤ q ≤ 2

(vi)Mp est une algèbre de Banach .

Preuve. (i) Pour p = 1 on a M1 = M∞ (Théoréme 2.1.1) .

Pour 1 < p < +∞ on a S (Rn) dense dans Lp (Rn) d’où l’opérateur

T : S (Rn)→ Lp (Rn)

f 7−→ ∨
m ∗ f
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2.1. Rappel sur la multiplication de Fourier dans Lp

se prolonge à un opérateur T̃ linéaire et borné sur Lp .

On utilise la formule de dualité (Lp (Rn))′ = Lp
′
(Rn) , alors la réstriction de l’opérateur

dual
(
T̃
)′
de T̃ à S (Rn) coïncide avec

∧
m ∗ (.) d’où m ∈Mp′ ,Ce qui donne Mp ⊂Mp′ .

Pour l’inclusion inverse, on utilise la même méthode.

Ce qui donne le résultat.

(ii) Soient f ∈ S (Rn) et m ∈Mp0 ∩Mp1 alors∥∥∥ ∨m ∗ f∥∥∥
p0
≤ ‖m‖Mp0

‖f‖p0 et
∥∥∥ ∨m ∗ f∥∥∥

p1
≤ ‖m‖Mp1

‖f‖p1 ,

par le théorème d’interpolation dans Lp (Rn) (théorème de Riesz-Thorin),

on a ∥∥∥ ∨m ∗ f∥∥∥
q
≤ ‖m‖1−θ

Mp0
‖m‖θMp1

‖f‖q , telle que
1

q
=

1− θ
p0

+
θ

p1

, 0 < θ < 1.

d’où

m ∈Mq et ‖m‖Mq
≤ ‖m‖1−θ

Mp0
‖m‖θMp1

.

Ce qui donne le résultat.

(iii) On appliquons (i) et (ii) pour p0 = p ∈ [1, 2] et p1 = p′ ∈ [2,+∞] et p ≤ q ≤ p′ on

obtient

Mp = Mp ∩Mp′ ⊂Mq et ‖m‖Mq
≤ ‖m‖1−θ

Mp
‖m‖θMp

= ‖m‖Mp
(p ≤ q) .

(υi) Soient m1,m2 ∈Mp et f ∈ S (Rn) . Comme

∥∥(m1m2)∨ ∗ f
∥∥
p

=
∥∥∥ ∨m1 ∗

(
∨
m2 ∗ f

)∥∥∥
p

≤ ‖m1‖Mp

∥∥∥( ∨m2 ∗ f
)∥∥∥

p

≤ ‖m1‖Mp
‖m2‖Mp

‖f‖p ,

alors

m1m2 ∈Mp et ‖m1m2‖Mp
≤ ‖m1‖Mp

‖m2‖Mp
.
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2.2. La multiplication de Fourier dans l’espaces Bs
p,q et F

s
p,q

2.2 La multiplication de Fourier dans l’espaces Bs
p,q et

F s
p,q

Soit f ∈ S (Rn) , l’opérateur T : f 7−→ ∨
m ∗ f défini de S (Rn) dans Bs

p,q (Rn) peut être

prolongé à un opérateur continu sur Bs
p,q (Rn) puisque l’espace S (Rn)dense dans Bs

p,q (Rn)

( p, q ∈ ]1,+∞[ et s ∈ R ) .

Définition 2.2.1 Soient p, q ∈ ]0,+∞] , et s ∈ R. Une fonction m ∈ S ′ (Rn) est dit

multiplicateur de Fourier pour Bs
p,q (Rn) , s’il existe une constante c > 0 telle que∥∥∥ ∨m ∗ f∥∥∥

Bsp,q

≤ c ‖f‖Bsp,q

pour tout f ∈ S (Rn) .

Définition 2.2.2 Soient 0 < p < +∞, 0 < q ≤ ∞ et s ∈ R. Une fonction m ∈ S ′ (Rn) est

dit multiplicateur de Fourier pour F s
p,q (Rn) s’il existe une constante c > 0 telle que∥∥∥ ∨m ∗ f∥∥∥

F sp,q(Rn)
≤ c ‖f‖F sp,q(Rn)

pour tout f ∈ S (Rn) .

Définition 2.2.3 Soient p, q ∈ ]0,+∞] , et s ∈ R. Une fonction m ∈ S ′ (Rn) est dit

multiplicateur de Fourier homogéne pour Bs
p,q (Rn) , s’il existe une constante c > 0 telle que∥∥(m (a.))∨ ∗ f

∥∥
Bsp,q
≤ c ‖f‖Bsp,q , ∀a > 0

pour tout f ∈ S (Rn) .

Le théorème suivant donne un exemple des espaces des multiplicateurs de Fourier pour

Bs
p,q (Rn) .

Théorème 2.2.1 Soient s ∈ R, p, q ∈ ]0,+∞] et x > n
(

1
min(p,1)

− 1
2

)
. Alors∥∥∥ ∨m ∗ f∥∥∥

Bsp,q

≤ c ‖m‖Hx
2
‖f‖Bsp,q ,

pour tout m ∈ Hx
2 (Rn) et toute f ∈ Bs

p,q (Rn) , la constante c est independante de m et

f .
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2.2. La multiplication de Fourier dans l’espaces Bs
p,q et F

s
p,q

Preuve. Le théorème 2.2.1 est une conséquence immédiate de la relation[
f
(
2−(j+1).

)]∧
(ξ) = 2n(j+1)

∧
f (2j+1ξ) où f ∈ Lp avec supp

∧
f ⊂ {y / |y| ≤ 2j+1} ,

et le lemme suivant

Lemme 2.2.1 Soit Ω un sous ensemble compact de Rn et soit 0 < p ≤ +∞.
Si s > n

(
1

min(p,1)
− 1

2

)
alors il existe une constante c > 0 telle que∥∥∥ ∨m ∗ f∥∥∥

Lp
≤ c ‖m‖Hs

2
‖f‖Lp

pour toute f ∈ Lp avec supp
∧
f ⊂ Ω et tout m ∈ Hs

2 .

Preuve. Pour la preuve voir Triebel [2].

Proposition 2.2.1 :

(i) Soient P ∈ [1,+∞] et m ∈ S ′ (Rn) si m ∈Mp l’opérateur
∨
m ∗ f, f ∈ S (Rn)

se prolonge à un opérateur linéaire borné invariant par translation dans les Lp (Rn) .

Inversement, pour tout opérateur T linéaire borné translation-invariant de Lp (Rn) dans

lui même il existe m ∈Mp unique telle que Tf =
∨
m ∗ f avec f ∈ S (Rn) .

(ii) La propriété (i) est valide pour Bs
p,q (Rn) , s ∈ R et p, q ∈ ]0,+∞] .

Preuve. Un opérateur linéaire T est dit translation-invariant dans S ′ (Rn) si Tτh = τhT,

pour toute h ∈ Rn .
En premiér nous allons démontrer (i), soit m ∈ Mp, alors

∨
m ∗ f avec f ∈ S (Rn) est

linéaire borné (evidente) translation-invariant, en effet, soit h, x ∈ Rn nous avons

τh

(
∨
m ∗ f

)
(x) =

∫
Rn

∨
m (y) f (h+ x− y) dy

=

∫
Rn

∨
m (x− z) f (h+ z) dz.

Maintenant nous allons étudier les deux cas suivants :

1. Si 1 ≤ p < ∞ alors l’opérateur précédent se prolonge à un opérateur linéaire borné

translation-invariant de Lp (Rn) dans lui même (théorème de Hain Banach) car S (Rn) dense

dans Lp (Rn).

2. Si p =∞, alors m ∈M1 (théorème 2.1.2), soit T le prolongement de l’opérateurm∗f,
f ∈ S (Rn) alors l’opérateur dual de T satisfait les propriétés désirables .
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2.3. La classe M̃p

Inversement, si T est un opérateur linéaire borné translation-invariant dans Lp (Rn) alors

(Voir T.[2]. On peut consulter les travaux de L.Hörmander.) il existe m ∈ S ′ (Rn) unique

telle que Tf =
∨
m ∗ f, f ∈ S (Rn) ce qui donne m ∈Mp .

De la même manière le preuve du (ii), pour plus de détails voir T [2] .

2.3 La classe M̃p

Nous avons étudié déjà quelques propriétés de l’espace M̃p, on s’intéresse maintenant à ces

propriétés de l’espace de tous les multiplicateurs de Fourier pour Bs
p,q (Rn). Pour démontrer

que l’ensemble de tous les multiplicateurs de Fourier pour Bs
p,q (Rn) noté M̃p est indépendent

de s et q nous allons étudier la proposition suivante :

Proposition 2.3.1 Soient p, q0, q1 ∈ ]0,+∞] et s0, s1 ∈ R, si m ∈ S ′ (Rn) alors on a la

propriété suivante:

m est un multiplicateur de Fourier pour Bs0
p,q0

(Rn) ssi m est un multiplicateur de Fourier

pour Bs1
p,q1

(Rn) .

Preuve. Soit m un multiplicateur de Fourier pour Bs0
p,q0

(Rn) , et soit
{
ϕj (x)

}∞
j=0

la suite des fonctions telle que:

ϕ0 (x) = ψ (x) et ϕj (x) = ϕ (2−jx) où ϕ et ψ les fonctions sont définies dans le premier

chapitre.

On pose φj =
∑1

r=−1 ϕj+r (x) avec ϕ−1 = 0 alors φj (x) = 1 si x ∈ supp ϕj .
Soit f ∈ S (Rn) nous avons :∥∥∥∨ϕj ∗ ( ∨m ∗ f)∥∥∥

p
=

∥∥∥∥∨ϕj ∗ [ ∨m ∗ ( ∨φj ∗ f)]∥∥∥∥
p

,
(
car ϕj = ϕjφj

)
(2.3.1)

≤ 2−s0j
∥∥∥∥ ∨m ∗ ( ∨φj ∗ f)∥∥∥∥

B
s0
p,q0

≤ c2−s0j
∥∥∥∥ ∨φj ∗ f∥∥∥∥

B
s0
p,q0

≤ c′
1∑

r=−1

∥∥∥∨ϕj+r ∗ f∥∥∥
p
,
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2.3. La classe M̃p

ce qui donne immédiatement quem est aussi un multiplicateur de Fourier pourBs1
p,q1

(Rn) ,

il reste de prouver que (2.3.1) . Si k > j + 2 ou k < j − 2 alors on a

ϕkφj = 0 avec ϕ−1 = 0 nous avons :

∥∥∥∥ ∨φj ∗ f∥∥∥∥
B
s0
p,q0

=

(
j+2∑

k=j−2

2s0kq0
∥∥∥∥∨ϕk ∗ ( ∨φj ∗ f)∥∥∥∥q0

p

) 1
q0

≤
(

j+2∑
k=j−2

2s0kq0
∥∥∥∨ϕk∥∥∥q0

1

∥∥∥∥ ∨φj ∗ f∥∥∥∥q0
p

) 1
q0

(Inégalité de Young)

≤ c2s0j
∥∥∥∨ϕ∥∥∥

1

∥∥∥∥ ∨φj ∗ f∥∥∥∥
p

(
j+2∑

k=j−2

2−knq0

) 1
q0

≤ c′
∥∥∥∥ ∨φj ∗ f∥∥∥∥

p

.

Remarque 2.3.1 On peut définir l’espace M̃p comme suite:

M̃p = M
(
FBs

p,q

)
et

FBs
p,q =

{
f ∈ S ′ (Rn)

/
‖f‖FBsp,q =

∥∥F−1f
∥∥
Bsp,q

< +∞
}

et

‖m‖M̃p
= sup
‖f‖Bsp,q=1

∥∥∥ ∨m ∗ f∥∥∥
Bsp,q

.

Les deux théorèmes suivants donnent quelques propriétés de la classe M̃p .

Théorème 2.3.1 :

(i) M̃p ⊂ F
[
B
s( 1p−1)
p,∞ (Rn)

]
si 0 ≤ p ≤ +∞

(ii)F
[
B
n( 1p−1)
p,∞ (Rn)

]
= M̃p si 0 < p ≤ 1

(iii)F
[
B0

1,∞ (Rn)
]

= M̃∞ ⊂ L∞.
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2.3. La classe M̃p

Preuve. :

(i) Soit m ∈ M̃p, soient
{
ϕj
}
et
{
φj
}
, j = 0, 1, ...les systèmes de la preuv de proposition

2.3.1, nous avons: ∥∥∥∨ϕj ∗ ∨m∥∥∥
p

=
∥∥∥∨ϕj ∗ ( ∨m ∗ ∨ϕj)∥∥∥

p

(
car ϕjφj = ϕj

)
≤

∥∥∥∥( ∨m ∗ ∨φj)∥∥∥∥
B0p,∞(Rn)

≤ c

∥∥∥∥∨φj∥∥∥∥
B0p,∞(Rn)

≤ c′
∞∑
k=0

∥∥∥∥(∨ϕk ∗ ∨φj)∥∥∥∥
p

,

et

c′
∞∑
k=0

∥∥∥∥(∨ϕk ∗ ∨φj)∥∥∥∥
p

≤ c′′2jn2−j
n
p . (2.3.2)

D’où

2jn(
1
p
−1)
∥∥∥∨ϕj ∗ ∨m∥∥∥

p
≤ c′′ c-à-d

∨
m ∈ Bjn( 1p−1)

p,∞ (Rn) .

Preuve. de (2.3.2)

Soit
{
ϕj
}
les système précédent, nous avons :

∨
ϕj (x) = 2jn

∨
ϕ
(
2jx
)
,

d’où ∥∥∥∨ϕj∥∥∥
p

= 2jn2−j
n
p

∥∥∥∨ϕ∥∥∥
p
,

pour j assez grand on a

φjϕj+r ≡ ϕj

d’autre part on a

c′
∞∑
k=0

∥∥∥∥(∨ϕk ∗ ∨φj)∥∥∥∥
p

= c′
2∑

r=−2

∥∥∥∥(∨ϕj+r ∗ ∨φj)∥∥∥∥
p

= c′
2∑

r=−2

∥∥∥∨ϕj∥∥∥
p
≤ c′′2jn2−j

n
p .

(ii) Nous allons prouver que

F
[
B
n( 1p−1)
p,∞ (Rn)

]
⊂ M̃p, 0 < p ≤ 1. (2.3.3)
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2.3. La classe M̃p

Soient
∨
m ∈ Bn( 1p−1)

p,∞ (Rn) et f ∈ S (Rn) , soient
{
ϕj
}
et
{
φj
}
les système précédent, nous

avons :∥∥∥∨ϕj ∗ ( ∨m ∗ f)∥∥∥
p

=

∥∥∥∥(∨ϕj ∗ ∨m) ∗ (∨φj ∗ f)∥∥∥∥
p

(
car ϕjφj = ϕj

)
≤

∥∥∥∨ϕj ∗ ∨m∥∥∥
1

∥∥∥∥∨φj ∗ f∥∥∥∥
p

(Inégalité de Young)

≤ c2jn(
1
p
−1)
∥∥∥∨ϕj ∗ ∨m∥∥∥

p

∥∥∥∥∨φj ∗ f∥∥∥∥
p

(Inégalité de Bernstein)

≤ c′
∥∥∥ ∨m∥∥∥

B
n( 1p−1)
p,∞ (Rn)

∥∥∥∥∨φj ∗ f∥∥∥∥
p

,

d’où ∥∥∥ ∨m ∗ f∥∥∥
Bnp,q

≤ c′′ ‖f‖Bsp,q c-à-d m ∈ M̃p .

Maintenant (i) et (2.3.3) donnent (ii) .

(iii)Nous allons démontrer que

F
[
B0

1,∞ (Rn)
]

= M̃∞. (2.3.4)

Soit m ∈ F
[
B0

1,∞ (Rn)
]
alors d’après (ii) on a m ∈ M̃1, on rappelle que S (Rn) est dense

dans B0
1,1 (Rn) (i.e Théorème 2.3.3/1 T [2]) , donc le prolongement de l’opérateur

∨
m ∗ (.)

qui est défini sur S (Rn) donne un opérateur T linéaire borné de B0
1,1 (Rn) dans lui même.

Maintenant nous avons utilisé la formule de dualité
(
B0

1,1 (Rn)
)′

= B0
∞,∞ (Rn) . La restriction

de T ′ l’opérateur dual de T à S (Rn) coïncide avec
∧
m ∗ (.) , d’où m ∈ M̃∞ ce qui prouve

F
[
B0

1,∞ (Rn)
]
⊂ M̃∞ (2.3.5)

Soit m ∈ M̃∞ donc m est un multiplicateur de Fourier pour B0
∞,∞ (Rn) ,

soit f ∈ S (Rn) , soient
{
ϕj
}
et
{
φj
}
les système de (i) on a〈(

mϕj
)∧
, f
〉

=
〈
mϕjφj, f

〉
=

〈
(mϕj)

∧,

(
φj.
∧
f

)∨〉
= (mϕj)

∧ ∗
(
φj.
∧
f

)∨
(0) .

(
car φjϕj = ϕj

)
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2.3. La classe M̃p

Alors nous avons∣∣∣〈(mϕj)∧ , f〉∣∣∣ ≤ ∥∥∥∥(∨ϕj ∗ ∨m) ∗ (φj.∧f)∨∥∥∥∥
∞

≤ c

∥∥∥∥ ∨m ∗ (φj.∧f)∨∥∥∥∥
B0∞,∞

≤ c′
∥∥∥∥(φj.∧f)∨∥∥∥∥

B0∞,∞

(
m ∈ M̃∞

)
≤ c′ sup

−2≤r≤2
‖f‖∞

∥∥∥(ϕj+rφj)∨∥∥∥
1
, (Inégalité de Young)

d’où ∣∣∣〈(mϕj)∧ , f〉∣∣∣ ≤ c′′ ‖f‖∞ , (2.3.6)

où c, c′, c′′ sont independants de j et f .

Soit C0 (Rn) est la complétion de S (Rn) dans L∞ (Rn) .(2.3.6) démontre que

f 7−→
∫
Rn
(
mϕj

)∨
(−y) f (y) dy est une fonction linéaire continue sur C0 (Rn) . D’après

le théorème de Riesz, on obtient∫
Rn

(
mϕj

)∨
(−y) f (y) dy =

∫
Rn
f (y) dµj

où µj est une mesure complexe finie de Radon on Rn telle que
∥∥µj∥∥ ≤ c, (i.e (2.3.6)) ,

ce qui donne ∫
Rn

∣∣∣(mϕj)∨ (y)
∣∣∣ dy =

∥∥µj∥∥ ≤ c

de plus on a
∨
m ∈ B0

1,∞ (Rn) , d’où

M̃∞ ⊂ F
(
B0

1,∞ (Rn)
)
. (2.3.7)

(2.3.5) et (2.3.7) donnent (2.3.4). Maintenant nous allons prouver que

F
(
B0

1,∞ (Rn)
)
⊂ L∞ (Rn) (2.3.8)

Soient
∨
m ∈ B0

1,∞ (Rn) et
{
ϕj
}∞
j=0

le système précédent, nous avons∥∥ϕj . m∥∥∞ ≤ c
∥∥∥∨ϕj ∗ ∨m∥∥∥

1
≤ c

∥∥∥ ∨m∥∥∥
B01,∞(Rn)

d’où

‖m‖∞ ≤ c
∥∥∥ ∨m∥∥∥

B01,∞(Rn)

ce qui donne (2.3.8). D’après (2.3.4) et (2.3.8) nous avons (iii).
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2.4. La classe M̃p,q

Théorème 2.3.2 :

(i) M̃p = M̃p′ , si 1 ≤ p ≤ ∞ et 1
p

+ 1
p′ = 1,

(ii) M̃p ⊂ M̃q ⊂ M̃2 = M2 = L∞ (Rn) si 0 < p ≤ q ≤ 2,

(iii) M̃1 ⊂ M̃p, p ≥ 1,

(υi) M̃ com
∞ = M com

p .

Pour la preuve nous avons besoin d’énoncer le lemme suivant :

Lemme 2.3.1 Si 0 < p0 ≤ p1 ≤ +∞, 0 < r ≤ ∞ alors on a

B
n
(
1
p0
−1
)

p0,r (Rn) ⊂ B
n
(
1
p1
−1
)

p1,r (Rn) .

Preuve. Soit
{
ϕj
}∞
j=0

la suite qui est définie dans la preuve de proposition 2.3.1, nous

avons ∥∥∥∥∨φj ∗ f∥∥∥∥
p1

≤ c2
jn
(
1
p0
− 1
p1

) ∥∥∥∥∨φj ∗ f∥∥∥∥
p0

(Inégalité de Bernstein)

d’où le résultat.

2.4 La classe M̃p,q

Dans cette partie, nous allons étudier la propriété de l’espace de tous les multiplicateurs de

Fourier pour l’espace F s
p,q (Rn) .

Remarque 2.4.1 L’espace de tous les multiplicateurs de Fourier pour F s
p,q (Rn) noté par

M̃p,q puis qu’il est indépendant de s (voir T . [2] . théorème 2.3.8) .

Remarque 2.4.2 On peut définir l’espace M̃p,q comme suit :

M̃p,q = M
(
FF s

p,q

)
,

et

FF s
p,q =

{
f ∈ S ′ (Rn) / ‖f‖FF sp,q =

∥∥F−1f
∥∥
p
< +∞

}
,

et

‖m‖M̃p,q
= sup
‖f‖Fsp,q=1

∥∥∥ ∨m ∗ f∥∥∥
F sp,q

.
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2.4. La classe M̃p,q

Théorème 2.4.1 Soient p, q ∈ ]0,∞[ et s ∈ R. Soit m ∈ L∞ (Rn) et x > n
(

1
min(p,q,1)

− 1
2

)
alors on a la propriété suivante :

Si m ∈ Hx
2 (Rn) alors m ∈ M̃p,q.

Preuve. Pour la preuve voir T.[2] .

Théorème 2.4.2 :

(i) M̃p,p = M̃p si 0 < p <∞
(ii) M̃p,2 = M̃p si 1 < p <∞
(iii) M̃p,q ⊂ M̃p si 0 < p <∞ et 0 < q ≤ ∞
(υi) M̃p,q0 ⊂ M̃p,q1 ⊂ M̃p si 0 < q0 ≤ q1 ≤ p ou p ≤ q1 ≤ q0 ≤ ∞ et p 6=∞.

Preuve. Nous allons prouve (i) et (ii), on rappelle que Bs
p,q (Rn) = F s

p,q (Rn)

si 0 < p < ∞ et Lp (Rn) = F s
p,2 (Rn) si 1 < p < ∞ d’où par les définitions de l’espace

M̃p,q et M̃p on obtient (i) et (ii) respectivement, puisque M̃p 6= Mp si p 6= 2 et 1 ≤ p ≤ ∞.
Maintenant (iii) et (υi) sont des conséquences immédiates de l’interpolation.

Théorème 2.4.3 :

(i) M̃p0,q0 ⊂ M̃p1,q1

si
1

p1

=
1− θ
p0

+
θ

2
,

1

p1

=
1− θ
p0

+
θ

2
,

avec 0 < θ < 1, 0 < p0 <∞ et 0 < q0 ≤ ∞.

(ii) M̃p,q = M̃p′,q′

si 0 < p <∞ et 0 < q <∞, avec 1

p
+

1

p′
=

1

q
+

1

q′
= 1.

Preuve. Nous allons prouver (i), soit p0, q0 ∈ ]0,∞[ alors par l’interpolation et la

propriété (iii) du théorème précédent et M̃p ⊂ M̃2 = M2 (i.e. (ii) de théorème 2.3.2), on

obtient (i) .

Maintenant (ii) est une conséquence immédiates de la formule de dualité.
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Chapitre 3

Théorème Hirchmann

Dans ce chapitre, nous allons étudier le théorème de Hirschmann dans le espaces Lp (Rn) ,

Bs
p,q (Rn) , F s

p,q (Rn) .

3.1 Théorème de Hichmann dans Lp

Définition 3.1.1 Soit s ∈ R, l’espace de Sobolev noté Hs est l’espace de toutes les fonctions

f ∈ S ′ (Rn) , telle que

ξ →
(
1 +

∣∣ξ2
∣∣) s2 ∧f (ξ) ∈ L2 (Rn) .

Proposition 3.1.1 Soit r ∈ R+ \N , il existe c > 0 telle que toute fonction f ∈ Cr s’écrive

f =
∑
j≥0

fj, où

(i) ‖fj‖∞ ≤ c2−rj ‖f‖cr ,
(ii)

∧
fj à support dans la couronne 2j−1 ≤ |ξ| ≤ 2j+1 pour j ≥ 1 et

∧
f 0 dans la boule

|ξ| ≤ 2.

Preuve. Par la définition de ∆j et (1.1.4) de premier chapitre on a

f =
∑
j≥0

∆jf
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3.1. Théorème de Hichmann dans Lp

avec

∧
∆jf (ξ) = ϕ

(
2−jξ

) ∧
f (ξ) , (ξ ∈ Rn, j ≥ 1)

∧
∆0f (ξ) = ψ (ξ)

∧
f (ξ) , (ξ ∈ Rn) .

On pose

fj = ∆jf, j ≥ 0

par (ii) de la proposition 1.3.2 nous avons

‖fj‖∞ ≤ 2jr2−jr ‖∆jf‖∞
≤ 2−jr sup

k
2kr ‖∆kf‖∞

≤ c2−jr ‖f‖cr

Théorème 3.1.1 Soient s ≤ n
2
et r ∈ R+ \N . Si f appartient à Cr (Rn) ∩Hs (Rn) , alors

f ∈Mp (Rn) pour tout
2r + 2

(
n
2
− s
)

2r + n
2
− s < p <

2r
n
2
− s + 2.

Preuve. 2r
n
2
−s + 2 est évidemment l’exposant conjugué de

2r+2(n2−s)
2r+n

2
−s compte-tenu de (i)

de théorème 2.1.2, on pourra supposer

2r + 2
(
n
2
− s
)

2r + n
2
− s < p ≤ 2,

suivant la proposition 3.1.1 et (ii) de théorème 2.1.1, on écrit

f =
∑
j≥0

fj,

avec

∧
f j (ξ) = ϕ

(
2−jξ

) ∧
f (ξ) , (j ≥ 1)

∧
f 0 (ξ) = ψ (ξ)

∧
f (ξ) ,

on a

‖fj‖M2
= ‖fj‖∞ ≤ c2−jr ‖f‖Cr .
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3.1. Théorème de Hichmann dans Lp

Maintenant, on va estimer ‖fj‖M1
. On a

‖fj‖M1
=

∥∥∥∥∧f j∥∥∥∥
1

=

∫
Rn

∣∣∣∣∧f j (ξ)

∣∣∣∣ dξ
≤

(∫
Rn

∣∣∣∣∧f j (ξ)

∣∣∣∣2 (1 + |ξ|2
)s
dξ

) 1
2 (∫

Rn

∣∣ϕ (2−jξ)∣∣2 (1 + |ξ|2
)−s

dξ

) 1
2

, (Inégalité de Hölder)

≤ c2j(
n
2
−s) ‖f‖Hs ‖ϕ‖∞ ,

finalement

‖f‖M1
≤ c2j(

n
2
−s) ‖f‖Hs . (3.1.1)

On applique alors (ii) de théorème 2.1.2 qui donne

‖fj‖Mp
≤ C (f) 2j(

n
2
−s)(1−θ)2−jrθ

où 1
p

= (1− θ) + θ
2
, Pour que f appartienne à Mp, il suffi t donc qu’on ait(n

2
− s
)

(1− θ)− rθ < 0

autrement dit

p >
2r + 2

(
n
2
− s
)

2r + n
2
− s .

Nous allons appliquer le théorème de Hirschmann à la fonction φδ définie par

φδ (ξ) =


(
1 + |ξ|2

)δ
pour |ξ| < 1,

0 sinon
(3.1.2)

(δ est un nombre positif) .

Proposition 3.1.2 φδ est un multiplicateur de Fourier pour L
p si

δ >
n− 1

2

∣∣∣∣2p − 1

∣∣∣∣ .
Preuve. On remarque que φδ ∈ Cδ et φδ ∈ Hδ+ 1

2
−ε (∀ε > 0) ; le théorème d’Hirschmann

conduit précisement à la condition

δ >
n− 1

2

∣∣∣∣2p − 1

∣∣∣∣ .
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3.1. Théorème de Hichmann dans Lp

La preuve de φδ ∈ Cδ est à peu près immédiate. Celle de φδ ∈ Hδ+ 1
2
−ε est plus délicate .Il

y a deux méthodes :

1) Calcul de
∨
φδ.

On a
∨
φδ (x) = cδ |x|−

n
2
−δ Jn

2
+δ (|x|) où Jα désigne la fonction de Bessel d’ordre α .(Voir [1]) .

On en déduit
∨
φδ (x) = 0

(
|x|−(n2−δ−

1
2)
)
quand |x| → ∞,

comme, par ailleurs,
∨
φδ est une fonction analytique, on obtient∫ (

1 + |x|2
)(δ+ 1

2
−ε)
∣∣∣∣∨φδ (x)

∣∣∣∣2 < +∞.

2) Estimation directe.

Il existe une caractérisation de Hs (s /∈ N) qui n’utilise pas la transformation de Fourier.

u ∈ Hs ssi u(α) ∈ L2 pour |α| ≤ [s] et, pour tout α ∈ Nn tel que |α| = s,∫ ∫
Rn×Rn

∣∣u(α) (ξ + η)− u(α) (ξ)
∣∣2

|η|n+2(s−[s])
dξdη ≤ +∞

(voir G. [6] IV.13 et IV.15) .

On a, ici,

φ
(α)
δ (ξ) = Pα (ξ)

(
1 + |ξ|2

)δ−|α|
(|ξ| < 1) ,

où Pα est un polynôme de degré |α| et s = δ + 1
2
− ε, avec ε > 0, arbitrairement petit; rien

n’empêche de supposer que δ + 1
2
− ε est non entier et que, pour un entier m, on a

m < δ +
1

2
− ε < m+ 1 et m < δ +

1

2
≤ m+ 1.

Des calculs plus fastidieux que diffi cles conduisent à{ φ
(α)
δ ∈ L2 pour |α| ≤ m∫

Rn

∣∣∣φ(α)
δ (ξ + η)− φ(α)

δ (ξ)
∣∣∣2 dξ ≤ c |η|2δ−2m+1 , pour |α| = m

. (3.1.3)

De (3.1.2) on déduit facilement

φδ ∈ H(δ+ 1
2
−ε). (3.1.4)

L’equation de schrödinger
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3.2. Théorème de Hirschmann dans Bs
p,q et F

s
p,q

On considère le problème de Cauchy{
∂u
∂t

= i∆u

u (x, 0) = υ (x)
. (3.1.5)

On suppose que t 7→ u (−, t) (t ≥ 0) prend ses valeurs dans S ′ (Rn) ; par transformation de

Fourier, le problème devient {
∂û
∂t

= −i |ξ|2 û
û (ξ,−) = υ̂ (x)

.

dont la solution t 7→ û (−, t) , fonction de classe C1 prenant ses valeurs dans S ′, est donnée

par

û (ξ, t) = exp
(
−it |ξ|2

)
υ̂ (ξ) .

Par Plancherel, on en déduit aussitôt.

3.2 Théorème de Hirschmann dans Bs
p,q et F

s
p,q

Théorème 3.2.1 Soient s ≤ n
2
et r ∈ R+ \N si f appartient à Cr (Rn) ∩ Hs (Rn) , alors

f ∈ M̃p (Rn) pour tout
2r + 2

(
n
2
− s
)

2r + n
2
− s < p <

2r
n
2
− s + 2

Preuve. 2r
n
2
−s + 2 est évidemment l’exposant conjugué de

2r+2(n2−s)
2r+n

2
−s compte-tenu de (i)

de théorème 2.3.2, on pourra supposer

2r + 2
(
n
2
− s
)

2r + n
2
− s < p ≤ 2

suivant la proposition 3.1.1 et (ii) de théorème 2.3.2, on écrit

f =
∑
j≥0

fj

avec

∧
f j (ξ) = ϕ

(
2−jξ

) ∧
f (ξ) , (j ≥ 1)

∧
f j (ξ) = ψ (ξ)

∧
f (ξ) ,

on a

‖fj‖M̃2
= ‖fj‖M2

= ‖fj‖∞ ≤ c2−jr ‖f‖Cr .
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3.2. Théorème de Hirschmann dans Bs
p,q et F

s
p,q

Maintenant, on va estimer ‖fj‖M̃1
. On a∥∥∥∥∨f j ∗ ψ∥∥∥∥

B01.∞

= sup
k≥0

20

∥∥∥∥2kn
∨
ϕ
(
2k.
)
∗
(
∨
f j ∗ ψ

)∥∥∥∥
1

≤ sup
k≥0

∥∥∥∥∨f j ∗ (2kn
∨
ϕ
(
2k.
)
∗ ψ
)∥∥∥∥

1

(Inégalité de Y oung)

≤ sup
k≥0

∥∥∥∥∨f j∥∥∥∥
1

∥∥∥2kn
∨
ϕ
(
2k.
)
∗ ψ
∥∥∥

1
=

∥∥∥∥∨f j∥∥∥∥
1

‖ψ‖B01,∞ .

Par (3.1.1) , nous avons

‖fj‖M̃1
=

∥∥∥∥∨f j∥∥∥∥
1

= ‖fj‖M1
≤ c2j(

n
2
−s) ‖f‖Hs .

On applique alors théorème 1.5.3 avec la proposition 1.5.1 ,on obtient

‖fj‖M̃p
≤ C(f)2j(

n
2
−s)(1−θ)2−jrθ

où 1
p

= (1− θ) + θ
2
,pour qou f appartienne à M̃p, il suffi t donc qu’on ait

(
n

2
− s)(1− θ)− rθ < 0

autrement dit

p >
2r + 2

(
n
2
− s
)

2r + n
2
− s .

Nous allons appliquer le théorème de Hirschmann dans Bs
p,q (Rn) à la fonction φδ définie

par (3.1.2).

Proposition 3.2.1 φδ est un multiplicateur de Fourier pour B
s
p,q (Rn) si

δ >
n− 1

2

∣∣∣∣2p − 1

∣∣∣∣ .
Preuve. Par (3.1.4) on a φδ ∈ Hδ+ 1

2
−ε (∀ε > 0) et φδ ∈ Cδ le théorème d’Hirschmann

dans Bs
p,q (Rn) conduit précisement à la condition

δ >
n− 1

2

∣∣∣∣2p − 1

∣∣∣∣ .
La preuve de φδ ∈ Cδ est à peu près immédiate.
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3.2. Théorème de Hirschmann dans Bs
p,q et F

s
p,q

Théorème 3.2.2 Soient s ≤ n
2
et r ∈ R+ \N si f appartient à Cr (Rn) ∩ Hs (Rn) , alors

f ∈ M̃p,q (Rn) pour tout

2r + 2
(
n
2
− s
)

2r + n
2
− s < p <

2r
n
2
− s + 2 et q = p ou q = 2 .

Preuve. Soient s ≤ n
2
et r ∈ R+ \N et

2r+2(n2−s)
2r+n

2
−s < p < 2r

n
2
−s + 2, soit

f ∈ Cr (Rn) ∩Hs (Rn) alors :

• Pour q = p . Nous avons f ∈ M̃p = M̃p,p si 0 < p <∞ (D’aprés théorème 3.2.1 et (i)

de théorème 2.4.2) de plus on a∥∥∥∥∨f ∗ ϕ∥∥∥∥
F lp,p(Rn)

≤ ‖f‖M̃p,p
‖ϕ‖F lp,p(Rn) , pour tout ϕ ∈ S (Rn) , l ∈ R .

• Pour q = 2 . Nous avons f ∈Mp = M̃p,2 si 1 < p <∞ (D’aprés théorème 3.1.1 et (ii)

de théorème 2.4.2) de plus on a∥∥∥∥∨f ∗ ϕ∥∥∥∥
F lp,2(Rn)

≤ ‖f‖M̃p,2
‖ϕ‖F lp,2(Rn) , pour tout ϕ ∈ S (Rn) , l ∈ R .

D’où

f ∈ M̃p,q avec q = p ou q = 2 .

Nous allons appliquer le théorème de Hirschmann dans F s
p,q (Rn) à la fonction φδ définie

par (3.1.2) .

Proposition 3.2.2 φδ est un multiplicateur de Fourier pour F
s
p,q (Rn) si

δ >
n− 1

2

∣∣∣∣2p − 1

∣∣∣∣ avec q = p ou q = 2 .

Preuve. Par (3.1.4) on a φδ ∈ Hδ+ 1
2
−ε (∀ε > 0) et φδ ∈ Cδ le théorème d’Hirschmann

dans F s
p,q (Rn) conduit précisement à la condition

δ >
n− 1

2

∣∣∣∣2p − 1

∣∣∣∣ avec q = p ou q = 2 .

La preuve de φδ ∈ Cδest à peu près immédiate .
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Conclusion

L’objectif de ce travail est d’étudier la multiplication de Fourier pour les espaces de Besov

Bs
p,q et de Lizorkin-triebel F

s
p,q en donnant quelques propriétés. On étudie aussi le théorème

Hirchmann dans les Lp, Bs
p,q, F

s
p,q.
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Résumé

Dans ce mémoire nous avons étudié les espaces de Besov et Lizorkin-Tribel, où 

nous devons donner quelque définitions entre ces espaces, on plus de l’étude les 
multiplications de Fourier dans ces espaces. 
A la fin de mémoire nous avons étudié le théorème de Hischmann dans les 
espaces de Besov et Lizorkin-Tribel. 
Mot-clé 
Espace de Besov, espace de Lizorkin-Triebel, multiplication de Fourier. 

Abstract

In this thesis, we studied the spaces of  Besov and Lizorkin-Tribel, Where we 

have to give some definitions between these spaces, as well as the study 
multiplication of Fourier in these spaces. 
Finally we studied theorem of Hitschmann in the spaces of Besov et Lizorkin-
tribel. 
Key word 
Besov space, Lizorkin-Triebel space, Fourier multiplication. 
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