UNIVERSITE MOHAMED BOUDIAFDE M’SILA e
Faculté des Mathématiques et de I’Informatique ( f lw

e Département de Mathématiques

MEMOIRE DE FIN D'ETUDE

Presenté pour lI'obtention du Dipléme de MASTER
Domaine : Mathématiques et Informatique
Filiere : Mathematiques
Option : Analyse Mathéematique et Numerique

Par
MHAMDI KHADRA

Sujet

Reésolution numeérique d’une €quation intégrale par une
méthode pseudo spectral

Devant le jury : 30 Juin 2019

Gagui Bachir MCA. Univ de M'sila  Président
LAKEHALI belkacem MCA. Univ de M'sila Encadreur
SELT Omar MCA. Univ de M'sila Examinateur

Promotion : 2018 / 2019




@mmiwnwzlé

Clest avec un grand honneur et beaucoup de plaisir que nous ponctuons nos
études en mathématique au sein de ['université de M 'sila MOHAMED
BOUDIAF par ce Modeste travail.

Pour cela nous tenons d exprimer nos sincéres remerciements et notre profonde

gratitude a notre encadreur monsieur LAKEHALI BELKACEM pour

toutes les orientations et les conseils qu'il nous a prodigué tout le long de ce

travail

Nos remerciements s adressent également a [ensemble des enseignants de la

faculté de mathématique et informatique

Merci a tous ceux. qui ont contribué de prés ou de loin dans [achévement de ce

travail; a tous ceux qui nous ont transmis de leur savoir.

Merci pour tout



Dédicace

Je dédie ce modeste travail a ceux quim'ont encouragé et soutenu
moralement et matériellement pendant les moments les plus difficiles
et durant toute ma vie, et qui me sont les plus chéres sur cette

planéte :
ma mére et mon pere

A mes trés chers fréres

A mes trés chers sceurs
A toute ma grande famille
A mes chers grands-parents

A mon mari
A tous mes oncles et tantes
A tous mes amies
A tous ceux que j'aime
A tous les étudiants de option : fondamentales et appliquées
Avec lexpression de tous mes sentiments de respect,

Je dédie ce mémoire.

Khadra



Introduction

Ce mémoire se compose de Quatre chapitres uniquement. Dans le
premier chapitre on donne une petite introduction sur les espaces de
Hilbert. Dans le deuxieme chapitre on donne la définition et
classification des Equations intégrales.Dans le troisieme chapitre, on
a donné la définition des polynomes de Legendre bien s(r avec leurs
propriétés. Dans le Quatrieme chapitre on donné Quelques
exemples numériques pour vérifier la précision entre le solution et
les solutions approchées



Conclusion

Les méthodes spectrales sont une technique récente d'approximation
de la solution d'équations aux derivées partielles par des polynomes de
haut degré.

Elles ont un degré de précision infini: I'ordre de I'erreur ne dépend que
de la solution a approcher.

Leur utilisation s'est énormément développée ces dernieres annees.
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Chapitre 1

Espaces de Hilbert

1.1 Introdction

Les espace de Hilbert sont les espace vectoriels de dimension infinie les
plus simples. Ils interviennent entre autres

— dans I'étude des équations différentielles et aux dérivées partielles

— en mécanique classique (fréquences propres)

1.2 Espaces vectoriels normés
Définition 1 Soite E un espace vectoriel sur le corpsk = R ou C, on appelle

norme sur l'espace E toute application notée ||-|| définie sur E & valeurs dans
R, , vérifiant pour tout x,y dans E et a dans k

(i) |lz|]| = 0 si seulement si x =0
(ii) [[z]l = laf |[z[] (homogénéite)
(iii) .||z +y| < ||lz|| + ||yl (inégalité triangulaire).
Tout espace vectoriel muni d’une norme est appelé espace vectoriel normé.
Suite Convergente

Définition 2 Soit (E, ||-||), un espace vectoriel normé, et u = (uy), oy, une
suite de (E,||-]]) -
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On dit que u a pour limite ¢ € E danc (E,|-||) si, et seulement si
lim ||u, — || = 0 cela s’écrit encore :
n—oo

Ve>0,INeN:n>N = |u, — /| <e.
Suites de Cauchy

Définition 3 Soit E, un espace vectoriel muni d’une norme ||.|| Une suite
(Un) ey d’éléments de E est dite "de Cauchy” si, et seulement si :

Ve > 0,3Ny € N:V(n,p) € N> n > Ny => N (1 — up) < €.
On peut encore donner la caractérisation suivante :
Proposition 4 Soit (E, N), un espace vectoriel normé. Alors :

(1) Toute suite convergente est de Cauchy.

(ii) Toute suite de Cauchy est bornnée.

1.3 Espace complet

Définition 5 On dit que E est un espace métrique complet si toute suite de
Cauchy de E converge dans E.

Complet <= toute suite de Couchy est convergente

1.4 Produit scalaire

Définition 6 Soit E' un espace vectoriel sur R, un produit scalaire sur E
est une application de E X E dans R, notée (.,.) possédant les propriétés
sutvantes ;

pour tout x,y, 2z dans F et «, 3 dans R,
(i) (az,By,z) = alx,z) + By, 2)
(i) (z,y) = (y,2),
(iii) (z,z) > 0.
(iv) (z,2) =0=2=0
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Un espace vectoriel muni d’un produit scalaire est appelé un espace eu-
clidien ou un espace préhilbertien.

Remarque 7 Un produit scalaire sur E définit une norme sur E par la

formule suivante
zllp = vz, 2).

Lemma 8 (Inégalité de Schwarz)

Soit F un espace préhilbertien et x,y deux vecteurs de E. Alors :

[z o) <zl Nyl

1.5 Espaces de Hilbert

Définition 9 Un espace de Hilbert est un espace vectoriel réel muni d’un
produit scalair (i,e une forme bilinéaire de H x H dans R, symétrique et dé-
finie positive), et qui est complet pour la norme associée & ce produit scalaire.
L’espace de Hilbert le plus populaire est L* ([a,b], |.]|5)

nﬂbz(lﬂﬂ@ﬂ¢QU2
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Chapitre 2

Equations intégrales

2.1 Introdction

Définition 10 On appelle équation intégrale une équation fonctionnelle ot
la fonction inconue figure sous le singe d’intégration [ .

C’est en générale I’équation par rapport a I'inconnue ¢ de la forme :

/ k(x,t,p(t))dt = Xo(x) + f(z) € [a,] (2.1)

f(z) une fonction mesurable donnée sur [a, b] ,A un scalaire donné qui peut
étre réel ou complexe, et k(z;t) une fonction mesurable sur [a, blappelée noyau
de I’équation intéégrale.

Avec toutes ces données ,notre probléme est de chercher la fonction ¢ qui
satisfait]’équation (2.1).

2.2 Classification des équation intégrales

Equation intégrale de Fredholm

On appelle équation intégrale linéaire de Fredholm de seconde espéce une
équation de la form

b
o) =2 [ Ko tpl0dt = 1(2) (2.2)
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ol ¢ (z) est la fonction inconnue, k(z,t) et f(x) des fonctions donnée, x et
t deux variables réelles parcourant 'intervalle [a, b] et A un facteur numeérique.
La fonction k(x,t) est le nayan de 1’équation intégrale(2.2); on suppose
que le noyau k(z,t) est défini dans le carré Q{a < x <b,a <t < b} du lpan
(z,b) et continu dans €2, ou bien présente des discontinuités telles que I'inté-

grale
b b
//yk(;c,t)|2dxdt
soit finie.

Si f(z) # 0, 'équation (2.2) est dite non homogéne, dans le cas contraire,
I'équation intégrale (2.2) s’écrit

ww—x/kmxwwﬁza

et on dit qu’elle est homogéne.
Une équation intégrale de la forme

b

/M%wﬂmﬁzﬂw,

a
ou la fonction inconnue () n’intervient que sous le signe d’intégration,
s’appelle équation intégrale de Fredholm de premiére espéce
Les bornes a et b dans les équaton peuvent étre aussi finies qu’infinies.
On appelle solution des équation intégrales toute fonction ¢ (x) telle
qu’aprés sa substituation dans 1’équation, celle-ci devient une identité en
z € [a,b]

.Equation intégrale de Volterra

Une équation, & une inconnue ¢ (z), de la forme

T

o(x) = f(z)+ )\/k;(x,t)@(t)dt? (2.3)

ou f(x),k(x,t) sont des fonction connues et A est un paramétre numeé-
rique, est appelée équation intégrale intégrale linéaire de Volterra de seconde
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espéce, La fonction k(x,t) est le noyau de I’équation de Volterra. Si f(z) = 0,
I'équation (2.3) s’écrit

xT

o) = A / k() (t)dt

a

et s’appelle équation homogéne de Volterra de seconde espéce.
Une équation, a une inconnue ¢(z), de la forme

x

/Maﬂﬂwﬁzﬂ@

est appelée équation intégrale de Volterra de premiére espéce, Nous sup-
poserons dans la suite que la limite inférieure a est égale a zéro, ce qui ne
réduira nullement la généralité des résultats.

On appelle solution de 1'équations intégrales une fonction ¢(z) qui, dés
qu’elle est portée dans cette équation, la change en identité (en x).

2.3 L’éxistence et L’unicité de la solution de
L’équation intégrale

2.3.1 Opérateurs a noyau

L’equation qui va nous intéresser dans la suite est L’equation de Fredholm

AM@—/kMJM@ﬁ:ﬂ@;MM

On désigne par [a,b] un ensemble compact inclu danc RY et soit C([a, b])
I'espace des fonctions continues sur [a, b],on lui associe le produit scalaire

(f.9) = f(x)g(x)dx

[a,b]

cet espace est muni de la norme uniforme

wm=</ww©é
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on va considérer des équation mettant en jeu des intégrales, sous la forme
d’une opérateur linéaire

Définition 11  soit K : [a,b] x [a,b] — R une fonction continue on
appelle opérateur int égrale o noyau K(.,.) 1”opérateur défini par

K : o € Clla,)) = K() € C(la.8])

K(o)(x) = / Ko, )p(t)dt

[a,b]

Cet opérateur est continu, de norme

(SIS

2
1Kl = | [ e at
a,b)
Théoreme 12 Soit [’équation suivante

u(w) — / k(e Out)dt = g,

si le noyau k est continu sur [a,b] X [a,b], g € L*([a,b]), et ||B]], <1, ou

B \/Lb/ab]k(x,t)Fdxdt

Alors I’équation admet une solution unique u € L* ([a, b] , ||.||,)

2.4 Meéthodes de résolution des équations in-

tégrale

2.4.1 Meéthodes de Projection

Définition 13 Soit X un espace de Banach, un opérateur P € L(X) tel que
P? = P est appelé un opérateur de projection.
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Si X est un espace de Hilbert 'opérateur P est un opérateur de projection
orthogonal ie Vu,v € X : (Pv, (I — P)u) = 0.

Proposition 14 Soit X un espace vectoril, X = X1 & Xy si et seulement
s’il existe un opérature linéaire P : X — X tel que P> = P avec v; = P (v)
et v = (I — P) (v) et aussi X1 = P (X) et Xo = (I — P) (X)

Principe des méthodes de projection.

Dans toutes les méthodes de projection, on étudie la résolution de ’équa-
tion intégrale de Fredholm de deuxiéme espéce

u(x) — )\/ E(x, t)u(t)dt = g(x) (2.4)

Avec toutes les méthodes de projection, nous envisageons de résoudre
(2.4)

Dans le cadre d’'un espace de fonction complet, en général C(D) ou
L?(D) Nous choisissons une séquence de sous-espaces approximatifs dimen-
sionnels finis X,, € X,n > 1.Avec X,, de dimension k, finie. Soit X, de
base {©1, Pa, .-, Pi, } donc le principe de la méthode de projection consiste
a trouver une suite de fonction u, € X. Ce qui peut étre écrit comme

kn
Up = chgoj(x), reD
j=1

Pour déterminer les coefficients (c;), on substituant, cette fonction dans
I’équation (2.4), et on exigeant que I’équation soit exacte dans le sens ou le
résidu

() = up(x) — )\/Dk(x, t)u, (t)dt — g(x)

_ Z {0 =2 [ Maey it} — o0

Pour z € D. Cest ce qu'on appelle le résidu dans ’approximation de
I’équation

Lors de l'utilisation de u =~ u,, Maintenant, nous écrivons (2.4) en notation
d’opérateur comme
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(I—=Xe)u=g (2.5)

En suite, le résidu peut étre écrite comme

ro(z) = = Ak)u, — g

Les coefficients {cy, ..., cx, } sont choisis en forgant r,,(z) a étre approxima-
tivement nul dans un certain sens. L’espoir et 'attente, c’est que la fonction
résultante u,(x) sera une bornne approximation de solution exacte u(z).

Nous avons différents type de méthodes de projection. Les plus utilisées
sont :

— Meéthodes de collocation

— Meéthodes de Galerkin

Meéthode de collocation

Généralement, le principe de la méthode de collocation appliqué a la
résolution approchée de 1’équation de ’équation de Fredholm de seconde
espéce.

u(w) — A /D k(e Du(t)dt = g(x) (2.6)

consiste & chercher une solution approchée dans une sous espace de di-
mension finie, en exigeant que I’équation (2.6) soit vérifiée seulement sur un
nomber fini de points appelés points de collocation {1, xs, ..., zg, } € D telle
que

ro(z) =0 mn=1,..k,

qui vont déterminer les coefficients {c;, ca, ..., ¢, } comme solution du sys-
téme linéaire

> g {goj(xi) - /\/Dk(:pi,t)goj(t)dt} =g(z;) i=1,.. ky

kn kn
Z%’%(-’Bi) = ZA/ k(i t)p;(t)dt + g(a;)  i=1,.. ky,
j=1 j=1 D
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Nous introduisons un opérateur de projectio P, : X — X,, X = C (D)
soit u € C' (D) on défini P,u comme élément de X, 'interpolation de u aux
points x;.

Pou(z) = up(z) = Zn cjp;(r)

Donc
kn

Z)\/ (x;,t ( dt + g(x;) chgoj (x;)

Alors les coefficients c; sont détermines par la résolution du systéme

D sy () = ula)

Mais ce systéme admet une solution unique si

det |p;(z:)| # 0

donc {p;, @, ..., i } constituent un systeme linéairement indépendent.

Méthode de Galerkin

Soit X = L*(D) ou un autre espace de fonctions de Hilbert, et donne ()
muni d’une produit scalaire pour. Exiger le résiduel r,, pour satisfaire

{rn; ;) =0 (2.7)

Le coté gauche est le cofficient de Fourier de r,, associé & ¢;, Si{¢y, @9, ..., 1 }
se compose des membres principaux d’une famille orthonormée ¢ = (¢;).~;
qui s’étend sur X, alors (2.7) nécessite les termes avancés a étre zéro dans
I’expansion de Fourier de r,, par rapport a ¢.

Pour trouver u,, appliquer (2.7) & (2.4) écrit comme (A — k)u =g Cela
donne le systéme linéaire

kn

> cilej ) = Akey o) — (g0 =0 i=1, ..k,

j=1
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C’est la méthode de Galerkin. Pour obtenir une solution approximative a
(2.4) ou (2.5). Le systéme a-t-il une solution 7 Si c’est le cas, est -ce unique ?
La suite résultante de solutions approximatives u,, converge-t-elle en u dans
X La converge-t-elle en C(d), c’est- a-dire que u,, converge uniformément
en u. Notez également que la formulation ci-dessus contient des intégrales
doubles <k:g0j, goi> . Ceux-ci doivent étre calculés numériquement.

Rappeler que

P,h=0 si et seulement si (hyp,) =0, i=1,..k,
A Taide de la projection orthogonale P,, nous pouvons réécrire (2.7)
comme
P,r,=0

Ou équivalent

Pn(I_Ak:)un: nY, uneXn

Les polynémes de legendre sont utilisés comme fonction d’essai dans la
base. Pour cela, nous proposons une bréve introducttion des polynémes de
legendre d’abord. Ensuite, nous dérivons une formulation matricielle par la
technique de la méthode Galerkin



Chapitre 3

Les Polynémes orthogonaux

3.1 Introdction

Définition 15 On désigne par I = ([a,b]), -00 < a < b < +o00, un intervalle
de R et par w(zx) une mesure réele positive avec w : I — R est une fonction
continue strictement posive sur I et tel que pour tout n € N

b
/ |z]" w(x)dr < 400

Traditionnellement w est appelée la fonction poids. On note par Lo ([a, b] , ||.||,)
I’esppace vectoriel des fonctions continues sur I et & valeurs dans k telles que

/ (@) w (x) do < +oo

Pour tous f,g € Ly ([a,b],].||,), on définite le produit scalaire

(f. ) = / f(@)g@w(z)dz

qui fait de Ly ([a,b], ||.||,) un espace préhilbertien.

3.2 Orthogonalité

Définition 16 On dit que la famille de polynémes (PZ-)Z.20 est une famille de
polynémes orthogonaux si quelque soit Pi, P; de C'(I) on a

15
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b
mfwz/ama@mmw

a

généralement on dit que la famille de polynémes (P;);., est une famille
de polynémes orthogonaux sur / au poids w si le degré de P; est ¢ pour tout
entier 7 et

(B, Pj),, =0, i#]

la famille (F),, est orthogonale si

_ )0 =0 st iF g
), ={ 32

sioi=j

3.3 Formule de d’Olinde Rodrigues

La formule d’Olinde Rodrigues est une formule simple, permettant de
calculer directement une suite de polynoémes orthogonaux (P,), .y dans po-
lyndémes orthogonaux classiques en fonction de la fonction poids w et du
polynomes @)

Pu(r) = (@),

dx™
3.4 Polynémes orthogonaux classiques

Les polyndémes orthogonaux classiques qi constituent la classe la plus
imprtante des polynomes orthogonoaux ..Selon les valeurs des bornes d’in-
tégrations de l'intervalle I et selon ’expression de la mesure de densité w,
le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt conduit & diverses familles
de polynomes orthogonaux. On a titre d’exemples et de références le tableau
qui définite les polyndémes orthogonaux classiques les plus usités en pratique.
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Tableau des polyndomes classiques
I =(a,b) w(z) polynomes type
(—1,1) (1—2)* (14 )" avec o, > —1 JP) Jacobi
(— 1, 1) 1 avec a=[(=0 0o (z) = JOO Legendre
1 11
(—1,1) (1—2%) 2 avec a==—3 T,(z) = £ ) Tchébychev
(—1,1) (1—g2)*3 MNa) = 87 | Gegenbaner
(0,400) x¥exp (—x) avec a > —1 L (x) Laguerre
(—00, +0) exp (—?) H,(z) Hermite

3.4.1 Polyndémes de Jacobi

Intervalle fondamental: [—

Mesure : du(z) =

Normalisation standard (si « # 0)

Carré de la norme du polyndéme normalisé :

1,1]
(l—x)a(l—i-x)ﬁdx a, > —1
plag _Lnt1lt+ae)

" n!l (1 + «)

29T (n+ 14+ )T (n+ 1+ )

n!2n+a+pF+1)

3.4.2 Polynémes de Legendre

F'n+a+p8+1)

La famille des polynémes de Legendre est caractérisée par 'une des trois

présentations suivantes

1. Les polynomes de Legendre ¢, (x) sont donnés par la fonction généra-

trice

o (z,t) =

\/1—2:c+t2

2. Les polynomes de Legendre ¢, (z) sont définies par formule d’Olinde

Rodrigues

Zn(x) =

1 a
2rnld (x)

7 (2 =1)%)
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3. La suite des polynomes de Legendre (£,(7)),, vérifie la relation de
recurrence

(2n+1) n
(n+1) (@) (n+ 1)6"‘1
lo(x) =1, li(x)=12x
La famille (¢, (7)),,~, est orthogonale dans L* ([-1, 1])

4. Vintervalle ou illssont définis est [—1, 1]

£n+1<1’) = (J}), n=1

5. toutes racines sont réelles

6. toutes racines sont réelles dans [—1, 1]

3.4.3 Polynomes de Tchébychev

La famille des polynémes de Tchébychev est caractérisée par I'une des
trois présentations suivantes

1. Les polynomes de Tchébychev T, (x) sont donne par la fonction géné-
ratrice

o (2,1) = 1—at _ZT

1—2ut+12

2. Les polynomes de Tchébychev T,,(z) sont défins par formule d’Olinde
Rodrigues

T.(z) = (=" 2(;_1)'(71 — 1)!\/1—791:2;; ((1 — x2)n_%)

3. La suite des polynomes de Tchébychev T),(x),>o vérifie la relation de
récurrence
Toi1(x) = 22T, (z) — Ty —1(x), n>1

To(z) =1,Ti(z) ==

1
aussi est une base orthonormée sur L2 ([—1, 1],(1—=2*)"2 dm) , et vé-

rifie la relation

[, (x) = cos (narccos ())
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3.4.4 Polyndémes de Laguerre

La famille des polynémes de Laguerre généralisée est caractérisée par
I'une des trois présentations suivantes.

1. La suite des polyndomes de Laguerre généralisée L% (x) est donnée par
la fonction génératrice

1 —at
Pol,t) = WGXP -

ol (=D (a+n)
LA@_?ﬂan—MNa+@ﬁ

avec

Sia =0ona ll(z) = Ly(z) avec L,(z) = > (_k—l,)kC,’fa:k Cette
k=0

suite L, (z) des polynomes de Laguerre est une base orthonormée dans

L?(]0, +00]) . Par conséquent

(Lo L) = 0 et || Lyl 2 —1

0,4-00])
2. Les polynomes L& (z) sont définies par formule d’Olinde Rodrigues

%" "

Ln(x) = n!  dx®

(xn-i—oce—x)

3. La suite des polyndémes de Laguerre généralisée vérifie la relation de
récurrence.

Lon() = @n+at+1—2) Li(z) +n(n+a) Li_(z) =0

3.4.5 Polyndémes d’Hermite

La famille des polyndémes d’Hermite est caractérisée par 1'une des trois
présentations suivantes :

1. Les polynémes d’Hermite H, (x) sont donnés par la fonction généra-
trice.

—+o00
S0(1,715) — 6—2tw—t2 _ Z Hn(I)tn
n=0
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2. Les polynomes d’Hermite H,(x) sont définis par formule d’Olinde Ro-
drigues

Hy(2) = (—1)ne” 2 (e*wz)

dz™

3. La suite des polynomes d’'Hermite (H,),~, vérifie la relation de récur-

rence
H,i(x) =2zH,(v) — 2nH, 1 (x), n>1

Hy(z) =1,Hi(x) =22

La suite des polyndémes d’Hermite (Hn)n21 est orthogonale dans L? (]R, e‘m2d$>

~

4. La famille (Hn (x)) des polyndémes d’'Hermite ;[n (x) = Hy,(z)/2"nl\/7
n>0

est une base orthonormée dans L? <]R, e~ dx) ,

5 Les 10 premiers de legendre de polynomes :



Chapitre 4

Méthodes Pseudo-spectrales

4.1 Introdction

Les méthodes spectrales sont des méthodes d’approximations globales des
fonctions solutions d’équations différentielles et équations intégrales.

Pour les fonctions périodiques on utilise les séries de fourier et pour les
fonctions non périodiques on utilise les polynémes orthogonaux

— Les polynémes de jacobi, Legendre et Tchebychev sont definis dans

[_17 1]

— Les polynoémes d’Hermite et les fonctions sinc dans |—o0, oof.

— Les polynoémes de lagurre sont utiles dans [0,+00]

En général 'approximation spectrale est de la forme :

fn(z) = Z a;P(z), € la,b]

ou P,(z) sont des les polynémes orthogonaux et a, sont des coefficients
a determinés.

Une méthode spectrale est caractérisée par une maniére spécifique pour
déterminer ces coefficients. Pour la détermination des coefficients d’approxi-
mations par les méthodes specteales, il y a en générale trois techniques ba-
sées sur les méthodes d’approximation qui sont : la méthode d’approximation
pseudo-spectrale (méthde de collocation).

21
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4.2 Les méthodes pseudo spectrales

L’idée de ces méthodes est de chercher un solution approchée sous forme
d’un développement sur une certaine famille de fonctions (par exemple les
polynémes orthogonaux). On peut par exemple écrire la solution approchée
sous la forme, :

flx) = Z a; P, ()

ol les P, sont des fonction polyndémiales, orthogonaux en particulier..

Les méthodes spectrales sont généralement basées sur la représentation
d’une fonction réelle, continue, "réguliére (smooth)", f(z), sur un intervalle
non nécessairement lié & une extension dans un ensemble orthonormal de
fonctions, P,(z) C’est,

flz) = ZaiPi(x), z € [a,b]

ol les polynémes sont orthonormeés,

/w(I)Pn(x)Pm(x)da: = 0pm,

a

en ce qui concerne une fonction de pondération appropriée, w(z), et le
delta 9,,,, de Kronecker est défini par,

5 — 1, m=n
10, m#En

Le terme "pseudo spectral" fait référence a la solution des équations défi-
nition sur une grille de points discrets, {z;}, et a la solution, f(x;), déterminée
aux points de la grille. C’est souvent une méthode de collocationLes fonctions
de base orthogonales classiques sont :
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[a, 0] w (z) Name Symbol

[—1,1] 1 Legendre | P,(x)

[—1,1] 1/vV1— 22 Chebyshev | T, (z)

[—1,1] | (1—2)*(1—2)” | Jacobi PP (z)

]—00, 00[ | e Hermite H,(x)

|—o0,00[ | 1 Hermite ho(x) = e " 12H, ()
10, o0 %" Laguerre | L ()

4.3 Application des méthodes pseudospectrales

Considérons 1’équation intégrale de Fredholm du second type

(ﬂ@z/k@ﬁf@ﬁ+ﬂ@ @ <z<b (4.1)

ou k(x,t), g(x) sont des fonction connues, mais f(¢) est une fonction
inconnue,
si on définit

K : X-—>X,
b
Kf = [ Kaos,
Nous pouvons réécrire ’équation (4.1) sous la forme de

I-K)f=yg

Théoreme 17 Soit X un espace normé, K : X — X un compact et [ — K
soit injectif. Puis inverseur

(I — K)™': X — X .existe et est borunded

Preuve. vor[l] =
En observant le théoréme précédent, nous concluons I'unicité de la solu-
tion de I’équation intégrale de Fredholm du second type.
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Dans les méthodes de projection telles que la méthode de collocation pour
résoudre Eq. (4.1), nous supposons que X,, C X et {y;}, = 1,...,n, et sont
des fonctions de base pour X,,.par cette hypothése, nous essayons de résoudre
I’équation intégrale du second type danc un espace composé d’éléments finie,
est X.Ls[a,b] et X, est un espace construit par les polynomes de Legendre.

4.3.1 Discrétisation de 1’équation intégrale

Dans cette section, nous voulons discret Eq (4.1) et convertir cette équa-
tion méthodes pseudospectralesation au systéme d’équations linéaires. Pour
ce résultat, nous avons choisi la méthode de collocation comme méthode de
projection. Dans ce processus, nous avons besoin de quelques fonctions de
base pour définir la solution de I’équation intégrale. Nous choisissons donc
comme fonction de base les polynémials qui sont définis comme suit.

Les polynémes de Legendre L, () sur l'intervalle [—1, 1] sont donnés par
la formule récursive suivante :

Li(t)=t
n+1) Ly (t)=2n+1)tL, (t) —nL,—1 (t), n=1,2,3,...

Proposition 18 Soit z(t) € H*(—1,1) (espace de Sobolev),P, (x (t)) =
Yo a;Li(t) est la meilleure approzimation polynomiale de x(t) en norme
Lo

l2(t) = Pa(@()ll o1 < Con™ 12| 1y

ot Cy est une constante positive, qui dépend de la norme sélectionnée et est
indépendante de x(t) et n

Preuve. vor[2] m
Maintenant, nous estimons la fonction inconnue f(f) comme une forme

de

£ % Pu(F() = 3 aiL),

en substituant cela dans ’équation intégrale, nous obtenons

n

> ali) = [ Mo )Y alit)dt + (o)

=0
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donc nous définissons ’équation résiduelle comme ;

n b n
Ry(z) = ZaiLi(m) — / k(a:,t)ZaiLi(t)dt— g(x)

Pour déterminer les coefficients inconnus de a;, nous sélectionnons des
points de collocation qui;

Rn($j> :O, j:O,...,TL,
les points de collocation sont.
j(b—a)

n

de sorte que nous avons un systéme d’équations linéaires A, X = b, 01,

r;=a+ , 7=0,...n

on a le systeme linéaire A, X = b, donc

n

Z%‘Lz‘(%‘) - /1 k(x;,t) ZaiLi(t)dt —g(x;) =0

i=0
et
() —
xJ:a—i_]( a>7 .7:07'777‘
n
A A Ass An ay 9(351)
Agy Agy Ass Asp, a2 g($2)
Anl An2 An3 Ann Qp, g(wn)

tel que



26 CHAPITRE 4. METHODES PSEUDO-SPECTRALES

=
S

Il
&
s
<

|

l\,

otd,j=0,..n.

4.3.2 Condition de convergence

Théoreme 19 Supposons que K : H — H soit un opérateur borné dans un
espace H a Hilbert, K = ff k(x,t)dt et supposons que I — K : H — H est
un a un et continue.

|K —P,K| -0 si n— oo,

Preuve. vor [3] =

En ce qui concerne Proposition 1, nous concluons que le taux d’ap-
proximation des polynéomes de Legendre est n~*, le théoréme indique éga-
lement que ||x — x,|| converge vers zéro exactement a la méme vitesse que
|z = Pu(2)]

4.4 Exemples numériques

Dans cette section, nous montrons ’exactitude de la méthode présentée
pour résoudre ’équation intégrale de Fredholm du second type, de sorte que
nous donnions quelques exemples de I’équation intégrale (4.1). Dans tous les
exemples, nous utilisons les relations indiquées a la section 2 pour conver-
tir ’équation intégrale en systéme d’équations linéaires. Les résultats numé-
riques sont présentés dans les figures pour illustrer I'efficacité de cette mé-
thode. (Sur toutes les figures, la ligne continue représente la solution exacte
et la ligne pointillée la solution numérique.

Exemple 20 Dans cet exemple, nous résolvons [’équation. (4.1) avec a =
—1,b=1 et

k(x,t) = sin (2mx + 7t) + cos (3xt) + %tz
9(z) = —57= +cos (27mx) + iirszli(gif;)
ol la solution exacte est f(t) = cos (27t) et les résultats sont montrés aux

figures.1 et 2.
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Fig.2.Reésultat si n = 9 de degré du polynome (n)
Exemple 21 Dans cet exemple, on résolvons l’équation (4.1) aveca = —1,b =

1 et .
r—1
k (87 t) = :c(z(l-l—)tz)’

g(s) =V1+ 22— M — 2z arcsinh (1),
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ot la solution exacte est f(t) = v/ 1+ t2 et les résultats sont illustrés aux
figures 3 et 4.

Fig.4. Résultat si n = 3.de degré du polynéme (n)
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-1f

-1.5¢

Fig.6. Résultat si n = 5 de degré du polynome (n)

Exemple 22 Dans l’ezemple, nous résolvons l’équation (4.1) aveca = —1,b =

1et
k(x,t) = tan (s + %) — L cos (t — z)
g(z) = % 4 & cos (s) + sin (2),

ou la solution exacte est f(t) = t> + sin(t) et les résultats sont présentés

aux figures 5 et 6
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Abstract

The main purpose of this thesis is to provide a numerical approach for Fredholm integral
equation of the second kind.

A Legendre pseudo spectral method is proposed to solve numerical this equation. Numerical
example to illustrate this method a is presented.

Key words: Fredholm integral equations, pseudo spectral method, Legendre polynomials,
Hilbert space.

Résumé

Le but de ce mémoire, est de présenter une approche numérique pour la résolution de
I’équation intégrale de Fredholm de deuxieme espace.

Cette méthode pseudo spectrale est basée sur les polynémes de Legendre est proposée pour
un traitement numeérique pour cette équation.

Des exemples numériques sont donnés pour illustration.

Mots clés: Equation intégrale de Fredholm, Méthode pseudo spectrale, Polyndme de
Legendre, Espace de Hilbert

Adlae da o8 A Lelleatinly Ll Augdal) 4l 5 Augdal) 48 Hlall al 63 o pla g 5 Shall 38 (e Caa
oY ladagan K 8 aeadl) A8 Hhay ol gany B

Al 38 Allas | jaila o) 3 gan i IS dgulal) 43yl Uidal) cilalsl)




	page de garde MASTER 2018-2019.docx
	Remerciements.docx
	new.pdf
	Résumé.docx



