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Introduction

L’une des applications de la théorie des groupe est liée au probléme de classification.

La classification des trivecteurs est I’étude de 'action du groupe linéaire GL (E) sur
I'espace vectoriel A>E. Comme A*E* ~ (A*E)" on parle indifféeremment des formes
trilinéaire alternées et des trivecteurs.

Pour classifier les trivecteurs, il est nécessaire de déterminer leurs groupes d’automorphisme.

Dans ce mémoire, on s’intéresse a ’étude des formes trilinéaires alternées (trivecteurs) .

Ce travail est composé de troix chapitres.

Dans le premier chapitre, on donne des généralités ol apparaissent les notions du
produit tensoriel, le produit exterieur, scindabilité, groupe d’automorphisme.

Au deuxiem chapitre, nous rappellons le principal résultat connu sur la classifica-
tion des bivecteurs, ainsi que des proprietés sur les formes bilinéaires alternées.

Le troisiéme chapitre contient la classification des trivecteurs en dimension < 8.

On déterminie les groupes d’automorphisme des trivecteurs de rang < 8.



Chapitre 1

Algébre extérieure

1.1 Produit tensoriel

1.1.1 Produit tensoriel de deux espaces vectoriels

Soient F, F' deux espaces vectoriels sur k.

Théoréme 1.1

1. 1l existe un espace vectoriel sur k, noté E @ F' qui se lit E tenseur F, et une
application bilinéaire j € S(E, F ; EQ® F) tels que, pour tout espace vectoriel G
et toute application bilinéaire b € B(E, F ; G) il existe une unique application

linéaire c: E @ F — G telle que b= co .

FExF

b
Jl AN
EoF 25 @

2. Le couple (E® F, j) est unique & unique isomorphisme prés. Ce qui signifie que
si(E®QF, j)et (E®F), j') sont deux solutions de 1), il existe un unique
isomorphime [ : E® F — (E® F)' tel que j' =1 o j.



Pour résumer, ’ensemble des applications bilinéaires de £ x ' dans G, s’identifie

a l’ensemble des applications linéaires de £ ® F' dans G

BE, F; G) ~ (EQF;G)

b — ¢

et cette propriété caractérise £ @ F.

1.1.2 Algeébre tensorielle

On pose T°(E) =k, T'(E)=E et pourp> 1, T?(E)= EQE®..QE.

p-fois

Définition 1.1

On appelle algebre tensorielle de E' que 'on note

T*(E) = Q) T"(E).

p>0

Le produit évident T?(E) x TY(E) — TPT4(FE) qui associe a
T1RT2 Q... QTp, et Y1 QYR ...QU; — 1 Q022X ... T, QY1 QY2 & ... Yy

en fait une algebre (non commutative). (Se rappeler que k @ F = F).

1.2 Algébre extérieure

Définition 1.2
On note APE le quotient de T?(FE) par le sous-espace vectoriel engendré par les
éléments 71 @72 ®...®@x, ol x; = x; pour 2 indices ¢ # j. On appelle APE la puissance

extérieure p-iéme de F.



On note 1 Aza A... Az, la classe dans ce quotient de I'élément 71 @22 ® ... @ x,.Cet
élément se lit z; extérieur x, extérieur x3 extérieur ... extérieur x,,.

On note \N*(E) = @ANPE=k®EONE® ...

p=20
Le produit T?(F) x TY(E) — TPT(E) passe évidemment au quotient et induit

un produit dit “produit extérieur” A : APE x ANIE — NPT,

Remarque 1.1

La puissance extérieure APE est définissable d’'une maniére analogue au produit
tensoriel.

On appelle forme p-linéaire alternée sur F, a valeur dans F' une application p-
linéaire E? — I’ nulle chaque fois que deux vecteurs sont égaux.

Pour toute application p-linéaire alternée p : EP — F. Il existe une unique

application linéaire f : APE — F telle que

Ep

p
cl \, p=foc
ANE L

ol c est 'application p-linéaire alternée définie par c(xq,...,z,) = 1 A ... A Z).

Proposition 1.1
Soient X € N\°E et Y € AN1E. On a

XAY =(=1)"MY A X € NPY(E).

Preuve.
puisque les éléments de la forme 1 A... Az, et y1 A... Ay, engendrent respectivement
NP(E) et N1(F) il suffit de montrer la formule pour ceux-ci.

En fait dans A%2(E) on a 2 Ay = —y A x puisque

(x+y)A(x+y) = O=xAz+yAy+zAy+yAz

= 04+04+zAy+yAcx.

La formule en découle. m



Corollaire 1.1
51 dim E = n. Soit e;...e, une base de E. Les C¥ éléments e;, N e, N ... A e, ot
11 < g < 1ip < n forment une base de N\PE. En particulier la dimension de N\PE est

cr.

Le produit extérieure A : A*ExXA*E — A*E fait de A*E une algébre. On exprime

la proposition 1.1 en disant que c’est une algebre commutative au sens gradué.

1.3 Le produit extérieur

Le produit extérieur a des applications dans toutes les branches des mathématiques.

Par exemple en géométrie différentielle.

1.3.1 Définition et propriétés de base

Soit E est un espace vectoriel sur un corps K.

Définition 1.3
une application r-linéaire f : E” — [ est dite alternée si f(z1,...,x,) = 0 dés

que z; = x;, pour un couple d’indices i # j.

Soit a, le sous-espace du produit tensoriel 7" (F), engendré par tous les éléments

de type
1 Q... R x,,

avec x; = x; pour une paire ¢ # j. On pose

N (B)=T"(B)/a,.

On obtient ainsi une application r-linéaire E"— /\T(E) (dite canonique), par la

composition

E" — T"(E) — T"(E)/a, = |\ (E).



Il est clair que 'application est alternée. De plus, elle est universelle pour les appli-

cations 7-linéaires alternées sur E. Autrement dit, si f : E” — F est une telle
T
application, il existe une unique application linéaire f, : /\ (F) — F rendant com-

mutatif le diagramme

f»:

T N

E" — F
f

L’application f, existe car on peut d’abord trouver une application 7"(E) — F
rendant commutatif le diagramme
" (E)
T N
—
!

ET F

Cette application s’annulle sur a,., induisant ainsi f,.
T
L’image d’un élément (z1,...,z,) € E” par Papplication canonique dans /\ (E)

sera notée x1 A... \x,. C’est aussi I'image de 1 ® ... ® x,. pour la projection canonique
T (E) — N\ (E).

On utilise le symbole A pour noter aussi le produit dans /\(E) Ce produit est
appelé produit extérieur (ou produit alterné). Si z,y € FE, alors x Ay = —y A z,
comme on le voit en développant (z +y) A (z +y) = 0.

Pour chaque application linéaire f: E — F', on obtient une application

AW = AE) — A&,

telle que, pour z, ...,z € F,

A @A Azy) = fla) A A f(z,)

De plus, /\(E) est un homomorphisme de R-algébres.
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Proposition 1.2

Soit E un espace vectoriel de dimension n sur K. Si r > n, alors /\T(E) = 0.
Soit (v, ...,v,) une base de E sur K. Si 1 < r < n, alors /\T(E) est libre sur K et
les éléments

Vi, N AU, avee 1y < .. < gy

forment une base de /\T(E) sur K. On a

dimy \(E) = (:f)

Preuve.

On va d’abord donner la preuve pour le cas r = n. Tout élément de E s’écrit sous

la forme ) a;v; ; a l'aide de la formule z Ay = —y A x, on voit que vy A ... A v,
engendre /\R(E) En ailleurs, la théorie des déterminants montre que, pour a € K,

il existe une unique forme multilinéaire alternée f, sur E telle que

fa(v1,...,0,) = a.

Par suit, il existe une unique application linéaire

N (B) — K
prenant la valeur a sur v; A ... A v,.0n en déduit que v; A ... A v, est une base de

/\n(E) sur K.

Considérons maintenant le cas général 1 < r < n. Supposons que

0= Za(i)vh VANRAN Ui,

avec iy < ... < i, et ap € K. Soit (j) = (j1,...,Jr) (avec j; < ... < j.) un r-uplet



correspondant & un terme de la somme et soient j..1, ..., J, les indices n’apparaissant
pas parmi les ji, ..., j,. On forme le produit extérieur avec v; ., A ... Av;,. Tous les
termes sauf le (j)-iéme s’annullent, car ils contiennent des facteurs identiques. On
obtient ainsi

0=agvj N... \Nvj. N... Nvj,.

En permutant v, A...Avj, en v1A...AvUy, on ne fait que changer le signe de ’expression
de droit. D’apres le résultat démontré pour le cas r = n, on déduit que a(;) = 0 et on

ainsi la démonstration pour 1 < r < n. Pour r = 0, on a un produit vide et 1 est une

base de /\0 = K sur K. Le cas r > n est trivial.
L’assertion sur la dimension est conséquence de la bijection entre I’ensemble des
éléments de la base et les sous-ensembles de {1,...,n}. m
On exprime le dual de A?(E) au moyen de E*. En effet :
Etant donné p formes linéaires fi, fs, ..., f, € E* et p éléments x4, zs,...,x, € E.
Formons d’abord la matrice A de type (p,p) qui a pour termes A, ; = fi(z;).

On sait que tout déterminant est une fonction multilinéaire alternée de ces lignes
et de ces colonnes, par suite, étant donnée une liste f de formes linéaires, |A| est une
fonction p-linéaire alternée de x1, zo, ..., z)p.

Puisque (x1, 22, ..., x,) — =1 A 23 A ... A x, est une application universelle de ce
type, il existe une application linéaire t(fi, fa, ..., f,) : AP(E) — K telle que :

[ECfL for s f)] (1 @2, ) = AL 5 Aiy = filw).

Chaque t(f1, fo, ..., f,) est donc un élément de [AP(E)]".

Puisque le déterminant | A| est une fonction multilinéaire alternée de ces lignes,’application
(f1, fas ooy [p) — t(f1, fa, .-, fp) est alternée multilinéaire.

Comme (f1, fa, ..o, [p) — fi AN fa Ao A fp € AP(E*) est universelle, il existe une
application linéaire ¥ : AP(E*) — [AP(E)]" telle que :

U(fiANfa Ao A fp) =t f1s fas s fp) c-8d

U(fiNfaNi o ANfp)(@mr Aza Ao Ay) = |A] (1)
A ayant pour termes A; ; = fi(x;) pour i,j € p.

Théoréme 1.2



St E un espace vectoriel de dimension finie n, sur un corps commutatif K alors

pour tout entier naturele p l'application linéaire ¥ de (1) est un isomorphisme.
U AP(ET) = [N(E)] (2)-

Preuve.

Prenons une base zi,2,...,7, de E et la base duale fi, fs,..., f, de E*; on a
donc fi(xz;) = &, pour i,j € n. AP(E*) a alors pour base I'ensemble des f, =
fri A fn2 Ao A frp, PoOur toutes les listes strictement croissantes h : p —— n, tandis
que AP(E) a pour base I’ensemble des x = x5, A Tg, A ... A xy,. Pour toutes les listes
strictement croissantes k : n — p, [V f,] (xx) = |A| ; A étant la matrice (p,p) qui a
pour termes A; ; = fri(zy;). Etant donné un indice-ligne ¢ de cette matrice, f;(x;)
est nul sauf si k; = h;. Il y a donc une ligne de A qui s’annule & moins que chaque
h; ne soit pas égal a un k;; cela ne peut se produire que si les deux listes croissantes
sont égales : k = h. Dans ce cas, A est la matrice unité du type (p,p), qui a pour
déterminant 1. Par suit [¥ f,] (xx) est égal & zéro ou un, suivant que h # k ou h = k.
Cela établit que les éléments ¥ f,, forment une base de [AP(E)|" duale de la base
de AP(E). Autrement dit, ¥ transforme une base AP(E*) en une base de [AP(E)]";

c’est donc bien un isomorphisme. =

1.3.2 Formes alternées

Les espaces vectoriels AP(E) qu’on rencontre dans I’algeébre extérieure d’un espace
vectoriel ¥ de dimension finie peuvent étre définis d’une autre maniére en utilisant
les formes alternée pour tout espace vectoriel E sur le corps commutatif K ’ensemble
AlTp (F) des formes p-linéaires alternées h : EP — K est lui méme un K espace

vectoriel pour les opérations terme a terme habituelles.
Proposition 1.3

Pour tout espace vectoriel E sur A, toute forme linéaire
t: A\P(E) — K détermine une forme p-linéaire alternée h : E¥ — K par l'intermé-

diaire de h(xq, g, ...,xp) — t(z1 ATa A o A Tp).



L’application t — h est un isomorphisme.

N(E)] = AITp(E).

1.4 L’action gauche

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n sur un corps commutatif K. La
classification des p-vecteurs est 'etude de I’action gauche du groupe linéaire GL(E)
sur l'espace vectoriel APE définie par : Vf € GL(F), Vw € APE, f-w = (APf)(w).

NP f o NPE — APE définie par AP f(z1 AzaA ... Axp) = f(x1) A fae) Ao A fxy)

est un endomorphisme de APE.
Remarque 1.2

Du fait de Iisomorphisme APE* =~ (APE)*, on emploiera le langage des formes

alternées ou p-vecteurs.

1.4.1 Support et rang

On appelle support de w et on note S, le plus petit sous-espace F' de F tel que
w € A*F ; la dimension de S, s’appelle le rang de w qu’on note dy(w) ou rg(w).
- Le rang est invariant par ’action du groupe linéaire GL(F) et par extension des

scalaires.

1.4.2 Vecteur décomposable

Un p-vecteur non nul w est décomposable s’il existe 1, xo, ..., ¥, dans E tel que
w = 1 ANx2 N\ ... N x,. Le support de w est le sous-espace vectoriel engendré par
T1, T, ..., Ty, donc S, = (w1, T, ..., x,) , dans ce cas do(w) = dim S, = p.

- Un trivecteur est somme de trivecteurs décomposable.
Lemme 1.1

FEtant donnée qu’il existe un isomorphisme entre NX3K* et AN'K?, il y a pas de

trivecteurs de rang 4.
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Preuve.

Mettons, d’abord en évidence 'isomorphisme entre A3K* et ALK

Soient une base de A' K* donnée par {e1, es, €3, €4} , est une autre de A K* donnée
par {w; = ejese3, Wy = exe3ey, W3 = €1€3€4, Wy = €16264} . Kt considérons f définie
par:

A

T = E ae; — f(x E a;e;) E W5

f tel qu ‘elle est définie, est hnealre bljectlve et donc c’est un isomorphisme. Mon-

trons qu’il n’y a pas de trivecteurs de rang 4. Du fait de I'isomorphisme f tout élément
4

de AN2K* s’écrit sous la forme w = Z GW;

Soit w non nul, et étudions son ranzg:.1
-Siw=aw; a;#0, i€1,4, doncrg(w)=rg(w;)=3.

-Siw=oow +oyw; i #§, 0,5 € 1,4, comme dim (S,; N Sy;) =2, Vi#j,

1,7 € 1,4.

Donc I'écriture de w se rameéne a un trivecteur décomposable donc rg (w) = 3.
Siw=ow; +aw;+ogw, avec oy #0, 05 #0, 04 #0, 0 # j # k, 4,5,k € 1,4
On envisage quatre cas possibles dans 1’étude du rang de chaque trivecteur est

identique,

Traitons par exemple,
le cas ol w = ajejeses + anesezey + azeresey, avec a; # 0, i € 1,3. On peut
écrire w = eg(aie169 + apeqes + azeqer). Soit u = arerey + ageqes + azege;. Comme
yo(u) = “2— =0=rg9(u) =2, e3¢ S, Dourg(w) =3
- Si w = agereses + anesezey + azereses + ageiesey, avec o 0, i € 1,4.
w = egez(are; + asey) — ereq(ases + ages)
w = a; (azes + ages)es(are; + agey) — oy H(arer + asey)es(ases + ages)
w = (azes + ageq)(ay ez + ajteq)(arer + agey).
On en déduit que rg(w) = 3 car les vecteurs qui le composent, sont linéairement
indépendant. Alors dans tout les cas rg(w) = 3, ainsi il n’y a pas de trivecteurs de

rang 4. m
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1.4.3 Groupe d’automorphismes

Le groupe des automorphismes de w, Aut (w) est le stabilisateur de w dans I’action
de GL (F) c’est a dire le sous-groupe de GL (E) des automorphismes de E qui laissent
w invariant :

Aut (w) ={f / feGL(E)et NP f(w)=w}={f / feGL(E) et fw=uw}.
-Lorbite de w par GL(FE) est alors en bijection avec I’ensemble des classes a gouche

GL(E)/Aut(w).

1.4.4 Invariant numérique d; (w)

On associe & un 3-vecteur (trivecteur) d’autre invariant numérique que son rang.
Soit Gy (E) l'espace projectif [P (E) et considérons la projection : P, : AX3E —
N (E/a). pour @« € Gy (E), on appelle @ () 'image de w par P, et on pose :
dy (w) = inf, (rg w (), @ € G1(E). On a dy (w) = rg(w) > dy (w), di (w) est

invariant par l'action de GL(E).
Lemme 1.2

Soit E un espace vectoriel de dimension paire et w un trivecteur de rang maximal

alors : dy (w) # 0, en particulier si dim E' = 8, d; (w) # 0.

Preuve.

On a d; (w) = inf, (rg @ («)) ,on o parcourt I'espace projectif I P(E) des droites
de E. Si d; (w) =0, il existe « = Kz, © # 0 tel que w (a) = 0. Soit £’ un supplé-
mentaire de Kz dans E : De K = E' & Kux, résulte A’E =~ N3E' & (Kz @ A*E'),
alors w = ux + w' et w(a) = 0 signifie que w’ est nul ; de plus S, = S, & Kz = E.
Comme w est de rang maximal, S, = £’ et F’ est de dimension paire ce qui contredit

I’hypothése sur la dimension de £. =

1.4.5 Vecteur divisible

Soit w un trivecteur non nul, w est un trivecteur divisible s’il existe un z € E/ {0}

et u € N2Eytelque E=Kr® FEyet w=1xAu.

12



Proposition 1.4

w est un vecteur divisible si et seulement si di (w) = 0.

Preuve.

Stw=xAu=d, (w(Kz))=0.
Sidy(w) =0= Ja € Gi/rg(w(a)) =0, dou w () = 0. Donc si on prend

a = Kx on obtient : w = y A u ce qu’il fallait montrer. m
Remarque 1.3

Comme d; (w) # 0 si w est de rang maximal, alors on en déduit qu’il n’y a pas de

trivecteur de rang 8 divisible.

1.4.6 Parties stables

Lemme 1.3

Soit E un espace vectoriel sur le corps K et considérons la forme bilinéaire al-
ternée par f*(y,z) = f(x,y,2) (y,z € E et f une forme trilinéaire alternée); alors

Uensemble Ry = {x € E | rg f*=2i} (0 <2i <n) est stable par Aut (w).
Lemme 1.4

L’ensemble R;(w) = {x € E / w(x) est de type w;} une partie stable pour Aut (w) .

Preuve.

Prenons £ =< z > ®F', alors w sécrit : w = zu + ' avec ' € A3FE'(dim
E'=n-1)et w(r) =w'(zr), comme x ¢ E alors @’ est de méme type que @’(x).
Dot w(f(z)) = A3f(w')f(x). Comme f est une application linéaire bijective, elle
transforme le trivecteur w’ & un trivecteur de méme type, c’est a dire f(w') est dans
'orbite de w’, par suite w(f(x)) est de type w; d’ou f(z) € R;(w) et f(R;(w)) C R;(w).

Lemme 1.5
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Soit E un espace vectoriel sur le corps K de dimension finie, V1,V deuzr sous
espace de E différents et tel que dim V; = dim V5 si f est endomorphisme de E
qui laissent stable la réunion de Vi et Vo C-a-d (f(Vy U V) C V4 U Vy) alors on a
(fF(Vi) € V1) et (f(V2) C V) ou (f(V1) C V3 et f(V2) C VA).

Preuve.

Comme on a (f(V1) U f(Vz) C V3 UV3) on tire :

fh) cViu, . f)N(Viu V) = f(V4)
f(Vo) c ViUV, f(Va) N (ViU Vy) = f(Va)

. (f)nvyu(f)nie) =f(vi) 1
(f(2) NV u(f(Ve)NVe) = f(V2) TI

Or la réunion de deux sous espaces vectoriels est un sous espace vectoriel si et seule-

ment si 'un est inclus dans ’autre ainsi :
(f(V)nVi) C (f(Vi) N Va)ou(f (Vi) NVa) C (f(Vi) W)

et
(f(V2) 0 V1) € (f(V2) N Va)ou(f(V2) NV2) C (f(V2) N VA)

On remplace dans I et IT on obtient :
fVi)nvi=f(Vi) ou f(Vi) NV = f(V1)
f(V2) Vi = f(Va) ou f(V2) N Vo = f(Va)
Ce qui implique que :
(f(Vi) € Viou f(V1) € Va) et (f(Va) € Viou f(V2) CVa)
On a quatre cas qui figurent :
(f(V1) C Viet f(Va) CV3) ou (f(V1) C Vaet f(V2) C V1)
(f() c Viet f(Va) C Vi) ou (f(V1) C Vaet f(V2) C V2)
Les deux derniers cas sont impossibles car par exemple :
Si (f(V1) € Vi et f(Va) C V1) comme dim f(V;) = dim V] et dim f(V5) = dim V3
Dou f(V1) = Vi et f(Va) = Vi =V} = V5 (f injevtive) ce qui est absurde car
Vi# Vs

14



Lemme 1.6

Soit \ € K*, ue K etdimy £ = 7.
hau = ereses + ejeseq + esese + Aeseses + ueseses

h) = ejezes + e1eqeg + Aegeses.

Alors hy,, et hy sont des trivecteurs de rang 6 du type we1 =

Preuve.

Soit f € GL(F) définie par

fler) = ex—ue, flex) = ea—A""eq, flea) = ea—AN"les, f(e) =€ Vi=3,5,6,7.

fhau = (e1 — ueg)(ea — A eg)es + (e1 — ueg)(eq — N es)es + eseses + Aeg —
A teg)eses + ules — A teg)eses.

f - hau = e1e2e3 + e1eqe + Aeseses = hy. Donc hy ,, est équivalente a hy.

Montrons que hy est du type wg 1, soit g € GL(E) définie par :

gles) = es + A teq, gle) = e; Vi#5.

g - hy = ejese3 + ereqes + Aey(es + /\_161)66.

g - hy = ejese3 + er1eqe6 + Aegeseg + 461 66.

g - hy = ejeses + Aegeseq, c’est un trivecteur du type weg ;. m
Lemme 1.7

Soit E un K-e-V de dimension 7 et w un trivecteur donné par :
W = e1e4e5 + e9e4€g + e36566 + ueieaes + Aegeseq avec u, N € K
Siu=0 ou Nu= —4dw, est du type weo et il est w du type we dans les autres

cas.

Preuve.

Siu=0,w=-e1e4es5+ €ze466 + €3€565 + Aeges€q.

Considérons f € GL(FE) définie par : f(e3) = e3 — Xey, f(e;) = e; Vi # 3.
N3 f(w) = ereqes + eseqes + (€3 — Aeg)eses + Aegeses.

N f(w) = ereqes + exeseq + ezeseq du type we .

Supposons que u # 0.
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Comme K est un corps algébriquement clos alors 1’équation 22 = u  (I) admet

des solutions dans K. Soit a une solution de (I) et considérons f € GL(E) définie par

f(ea) = aeq,
f(ez) = aileia 1= ]-a 27
f(ej) = aey, j = 375767 77

d’ou
N fw) = a ltei(aes)es + a tesaeses + eseses + ua2ereses + Aaegeses.
3
N f(w) = ejeqes + exeqeq + e3ese6 + €162e3 + Aaegeses.

Si on pose A’ = Aa,on remarque que ’é¢tude du type trivecteur w (u # 0) revient
a I’étude du trivecteur w lorsque u = 1.

W = e1eqes + eseses + e3ese6 + Negeseg. N € K.

Soit g € GL(FE),définie par :

g(e1) = e1taes, g(ea) = eates, gles) = es+Eeu, gles) = es+Per, gles) = es+dey,
g(eq) = eg+nes, avec o, B,7,0,n,E € K af #1, v0 #1, &n # 1. Alors

( (1 =76+ BE =&+ BN )ereses + (B — 0 — BOE + & — BN d)ereses +
(n— Byn+ B —~+ BXNn)ereses + (—on + fn — B0+ 1 — BoNn)ereses+
(

Nf(w) = / /
a—v7+E—Eya+ Negeseg + (—ad + 1 — 5 — a& — Nd)eseqes+

(1+an—yn+ ay+ N'n)eseses + (1 — 6 — and + a — A'nd)esezeq
supposons que la caractéristique de K est impair et posons v = § = a = 0 et
f=v=—-&=1/2) alors :

Ag(w) = (1 + 1/4X%)ereqes + ereaes + eseqeq + e1eses.

— Si \? +4 = 0 dans ce cas A%g(w) est du type we s car w est du type we,s.
— Si N2 = —4. Si N = 0, w = ejeqes + exeqe5 + €365 + €162e3. On applique
la transformation g avec § = 0 = v = 1l et a = v = & = —1.0n obtient

Ng(w) = 2(erezes + eaeqeq) ainsi w est équivalent & we ;.
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Supposons maintenant que la caractéristique de K est pair et soit ¢ € K* tel que
ca=0=7=0et f=y=&=1).
Dot A3g(w) = ejeses + eseqes + eseses + Negeses. Si N = O, w est équivalent &

weo et si X' # O, w est équivalent & weo. W

1.4.7 Eléments scindables

Soient F; et F5 deux sous-espaces supplémentaires de E; APE s’identifie &
@223 (/\kEl ® /\p_kE2) . Un élément w € APE est dit scindable s’il existe une décom-
position E = E; @ F, telle que w € E; ® AP"1E, vu comme facteur direct de APE.
Si dim £} = r, on dit que w est r—scindable. La scindabilité est une généralisation
de la divisibilté; en effet w est divisible si et seulement si w est 1—scindable, pro-
priété qui ne dépend pas du corps de base car c’est équivalent a dire que ’application
E — NPPLE 2 — 2w n’est pas injective. Notons aussi que w r-scindable implique
d, (w) =0 car wg, = 0.

Soit w un élément r-scindable et {ey,...,e,} une base de By : w = > ., e;u; ol
u; € AP7LE,. Les u; sont déterminés de facon unique par la base ey, ..., e, de E; car
u; = der (w) ot ef € E* est définie par e} (e;) = d;; et ef (Ey) = 0. Alors w est
déterminé par le sous-espace vectoriel F' de AP~1E, engendré par les u;; en effet, si

on change de base dans Ej, et si la nouvelle base f; est donnée par :
T
€ = E @ij s
=1
T T T T
w = E €iU; = E i E Qi | = E :fjvﬁ
i=1 j=1 j=1 j=1

les v; s’obtiennent donc a partir des u; par le changement de base contragrédient de
celui qui fait passer de la base {f;} a la base {e;}. Cela se voit aussi en utilisant
I'isomorphisme naturel entre £y @ AP"1Ey et Hom (Ef, AP Ey) @ si ¢ est I'élément
de Hom (E}, \’"'FE,) canoniquement associ¢ a w, F' n’est autre que o (E}). Pour
classifier les éléments r-scindables de rang maximal dans APFE| il suffit donc d’étudier
'action de GL (Fs) sur la grassmannienne Gr, (AP~! Ey) des sous-espaces vectoriels de

dimension r de AP71E,. C’est ce qui est fait pour p = 3 et pour certaines valeurs du
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couple (r = dim Fy, n —r = dim F) qui permettent d’aborder la classification des
3-vecteurs en petite dimension. Le cas ot n — r est pair est plus simple car on peut
y utiliser les puissances divisées sous la forme de pfaffiens.

Remarquons qu'un méme p-vecteur peut étre scindable pour plusieurs valeurs de

I'entier r.

1.4.8 Suite exacte

Définition 1.4
Soit &' L5 G~ G” une suite d’homomorphismes de groupes. Nous dirons que
cette suite est exacte si

Im f = kerg.

Par exemple, si H est un sous-groupe distingué de G, la suite
-6 -5 G/H

est exacte (j étant 'injection et ¢ la projection canonique).

Dire, par exemple, que

f

0—G --56-La6"—0

est exacte, signifie que f est injectif, que Im f = ker g et que g est surjectif.
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Chapitre 2
Classification des bivecteurs

Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur un corps commutatif K, muni

d’une forme bilinéaire alternée .

2.1 Classification

Définition 2.1
On dit que E est un plan hyperbolique si dim £ = 2 et ¢ est non dégénérée.

Définition 2.2
Si E est somme orthogonale de plans hyperboliques, on dit que E est un espace

hyperbolique.

Théoréme 2.1
Soit E un K-espace vectoriel muni d’une forme bilinéaire alternée . Alors E est
somme orthogonale du radical de ¢ et d’un sous-espace hyperbolique. Si ¢ est non

dégénérée, E est hyperbolique et de dimension paire.

Preuve.

Soit {e1, ..., €p, ..., €, } une base de E telle que {e,...,e,} est une base du radical
de ¢, posons E; = Vect{eyi1,....,en}, alors E = R, &+ E; (il s’agit d’une somme
orthogonale car p(e;,e;) =0pouri <petj>p+1)et |, est non dégénérée. Pour
x € E; — {0} il existe y € E; — {0} tel que p(z,y) # 0, donc on peut choisir un
élément y de By — {0} de sorte que (x,y) = 1, ce qui montre que P = Vect {z,y}
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est un plan hyperbolique ; par suite £; = P®+ P+, comme ¢, est non dégénérée, la
P
démonstration se conclut par récurrence sur la dimension de E. Si ¢ est non dégénérée,

E = E est un espace hyperbolique, donc de dimension paire. m

Corollaire 2.1

Soit w un bivecteur de range mazimal de N\*E : il existe une base {ey, ...,e,} de E

de sorte que
W = Z €2i_1€2i6t2k3 S n S 2k + 1.
i=1

Preuve.

Il suffit d’applique le théoréme précédent en considérant w comme une forme
bilinéaire alternée sur E* : E* = R, & FE;. Alors F; est somme orthogonale de
k plans hyperboliques P; : pour chacun d’eux, il existe une {zq;_1,x9;} telle que
w(T2i—1,%2) = 1. On compléte alors {x1,...,zox} en une base {zy,...,z,} de E* en
prenant les z;, i > 2k, dans R,,. La base {ey, ..., e,} cherchée est la base duale de la
base {x1,...,x,} .

D’aprés ce qui précéde, on conclut que si dim £ = n, A2E admet [%} + 1 orbites

par l'action du groupe linéaire GL(E). Dans une base (¢;), 1 < ¢ < n, de F un

représentant de chaque orbite est donné par Z €gi_1€2; ou 0 < m < [%} )

=1
m

Tout élément w de A%E est scindable : en effet w s’écrit Zegi,legi dans une
i=1
base convenable (e;) et il suffit de prendre E; = Vect{e, es,...,e0, 1} et Ey =

Vect{es,...,eam}, w € E; @ Es. Notons enfin que pour tout bivecteur w, les inva-

riants dj(w) sont donnés par dy(w) = sup(0, 7(w) — 2k). =

Corollaire 2.2

Soit E un espace vectoriel de dimension paire et w un trivecteur de rang maximal

tdi(w) #0.

Rappelons que di(w) = inf,(rg w,) ot a parcourt l'espace projectif P(E) des
droites de E. Si dy(w) = 0, il eviste « = Kz, v # 0, tel que w, = 0. Soit E' un
supplémentaire de Kx dans E : de E = E' ® Kx, résulte N°E ~ N3E' @ Kx @ N*E.
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Alors w = W' + ux et w, = 0 signifie que W' est nul ; de plus S, = S, & Kz = E.
Comme w est de rang maximal, S, = E' et £’ est de dimension paire ce qui contredit

U’hypothése sur la dimension de E.

2.2 Groupe symplectique

Dans ce qui suit on suppose que dim £ = 2m et ¢ non dégénérée. Dans le para-

graphe précédent on a montré l'existence d’une base (e;), 1 < i < 2m, dans laquelle

@ s’écrit Z e5;_,€e5; : cette base est dite “base symplectique”.
i=1
Le groupe symplectique Sp(p) est le sous-groupe de GL(E) des automorphismes

de E qui laisse ¢ invariante : Vf € Sp(p), o(f(z), f(y)) = ¢(z,y).

Il est clair que f transforme toute base symplectique en une autre : o(f(e2;_1), f(e2)) =
olegi—1,e2) = 1 et o(f(er), f(e) = 0 si {k,I} n'est pas de la forme {2i — 1, 2i}.
Si {uq, ..., uz,} est une base symplectique de F, on définit un élément f de Sp(p)
par f(e;) = u;, 1 < i < 2m. Donc Sp(w) est en bijection avec I'ensemble des bases
symplectiques de E. On note Spy,(K), le groupe Sp(p) ou ¢ est la forme bilinéaire

alternée canonique sur K2".

Remarque 2.1

De ce qui précéde et de 'isomorphisme entre A" PE* et APE on déduit la classifi-
cation des p-vecteurs dans AP KP*2. Ainsi il existe [g] + 2 orbites dans APKP™2 : par
exemple, dans AYKS, il y a 4 orbites dont des représentants respectifs sont donnés,

dans une base (¢;), par 0, ejesegey, e1es(ezeq + e5ep) et erea(ezes + eseq) + eseqeses.

2.3 Propriétés des formes bilinéaires alternées

Lemme 2.1

Soit u € A2E* une forme bilinéaire alternée sur un espace vectoriel de dimension
finie. Soit W un sous-espace de dimension k de E, W° son orthogonal dans E* et
w un k-vecteur non nul de N\\W° C AE* : W est totalement isotrope pour u si et

seulement st uw = 0.
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Soient {f1,..., fr} une de W° telle que w = fifs...fr, complétée en une base
{fi,..s fu} de E* et {e1,...,e,} la base duale de E : {epyi1,...,e,} est une base de

W. Ecrivons u = Z a;jfif; - uw = 0 équivaut a a;; = 0 pour k < i < j. Comme
1<i<j<n
a;; = u(e;, ej), W est totalement isotrope pour u.

Remarque 2.2

Si u et w sont des bivecteurs tels que S, C S, et (rg(u),rg(w)) = (4,2) et
uww =0:w=uxyetu=axr+by, ol a,b x,yc E* Sipar contre uw # 0, v5(u — \w)
est un polynome du premier degré en A il existe A non nul tel que ©u = \w + v avec
rg(v) = 2 : u = Axy + ab, ou a,b,x,y € E*. Supposons maintenant que u est un
bivecteur de rang 6, w un trivecteur de rang 3, S, C S, et uw = 0 : alors w = zyz et
u=axr+by+cz, ola,b,c x yetzsont dans E*. Si par contre uw # 0, la restriction
de u a S_ est de rang 2 ; il existe un bivecteur v divisant w tel que u = v + uy avec
rg(uy) =4 : S, NS, est de dimension 1 et on peut trouver une base {a,b,c, x,y, z}
de E* telle que u = ab + cx + yz et w = xyz. On conclut donc que

— si u et w sont des bivecteurs tels que S, C S, et (rg(u),rg(w)) = (4,2) alors il

existe {a,z,b,y} une base de S, telle que

siuw =0, w=2zy et u=ax+by

siuw #0, w=uzy et u= vy + ab

— si u est un bivecteur de rang 6, w un trivecteur de rang 3 tels que S, C S, alors

il existe {a,b, ¢, x,y, z} une base de S, telle que

siuw =0, w=uayz et u=axr+by+ cz

siuw # 0, w=1xyz et u=ab+ cx +yz

Lemme 2.2
Soit H un plan vectoriel dans N*K® non contenu dans A*°E, pour tout hyperplan

E de K°. Alors H posséde une base de 'un des types suivant :

Uy = e1€z Up = e1€g + €364
ou

U9 = €9€3 + €4€5 U9 = €1€3 + €4€5
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otfey,...,es} est une base convenable de K°.

Supposons d’abord que H contient un bivecteur u; de rang 2. Tout bivecteur us
non collinéaire a uy est de rang 4 car H C N*(Sy, + Su,). Alors S,, N S,, est une
droit Kesg et on peut écrire uy = ejes, us = eges + eqes d’ou le premier type.

Supposons maintenant que tout élément non nul de H est de rang 4. Soit {uy,us}
une base de H : S,, N.S,, = W est de dimension 3. Considérons l'application m :
NW — A1S,, & A1S,,qui a v associe le couple (vuy, vug). Comme dim A*W = 3,
ker m contient une droite D = Kejeq de A2Sy : en effet Uhypothése rg(u;) = 4 entraine
que Uapplication 7; : N°W — A1S,. définie par 7;(v) = vu,, i = 1,2, est surjective
; par suite dim(ker my Nkermy) = 1 et kermy Nkermy est une droite D = Kejey de
A?H : on peut écrire u; = e1x; + eqy;. Posons 11 = eq, 4, = —e3 et Yy = €5, On a

alors o9 = g a;e;, a; € K. Par un changement de base, on a u; = ejes + egey et

Uy = 61(&262-?-&363)—’—6465. Si az était nul, uy — asuy serrait de rang 2 : par homothétie
sur ug et es, on peut supposer az = 1 et en remplagcant us par us — asuy, on obtient
la forme demandée.

Nous avons vu en 1. que la donée d’un trivecteur scindable w revient a celle d’un
sous-espace vectoriel d’un espace A2E : ainsi le lemme précédent donne deuz classes de
trivecteurs 2-scindables de rang 7. Les trivecteurs 2-scindables de rang 8 s’obtiennent
par Uetude des sous-espaces de dimension 2 de N2KS. Nous supposons maintenant K
algébriquement clos et soit H un sous espaces vectoriel de dimension 2 de N2K° et
{u1,uz} une base de H. Tout élément de H s’écrit u = xuy + yug : 7> (u) = f(u)p
et f(u) est une fonction homogéne de degré 3 de u. En fonction des composantes
x ety de u, f est donnée par un polynéome de degré 3 en les variables x et y. Ef-
fecteur un changement de base dans H revient a effecteur, pour f, un changement
de variables linéaire, de sorte que f est une convariant pour H. A changement de
variables linéaire prés, f peut prendre les 4 formes suivantes : f = 0, f est le cube
d’une forme linéaire sur H, f est le produit d’un forme linéaire par le carré d’un
forme linéaire indépendante de la premiére ou bien f est le produit de trois formes
linéaires deux o deux linéairement indépendantes. Cela signifie qu’en changeant éven-
tuellement de base {uy,us} dans H, on a les quatre possibilités suivantes : f = 0,
f=a% f=2% et f=axy(x +vy). Remarquons que si H C A2V oV est un hyper-

plan de K° (on dit alors que H n’est pas de rang mazimal) , v3 (u) = 0 quelque soit
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u dans H et donc f = 0. Nous ne considérons maintenant que des sous-espaces H de

rang mazximal (le cas de rang 5 est le lemme précédent) .

Lemme 2.3

N2KS admet siz types de sous-espaces vectoriels de dimension 2 et de rang mazimal

donnés par une base {uy,us} :

H1 Uy = €1€3 + €264 U9 = €1€5 + €92€¢ Y3 = 0

Hy  up = ejeq + ezes + eseq Uy = €162 V3 = 2°

Hj Uy = e1€e4 + €265 + €364 Ug = €163 + €364 vz = a°

Hy Uy = eje + €3ey Uy = €163 + €564 V3 = %y

Hs  up =ee Uy = e3e4 + €566 V3 = 2%y

Hg  uy = ejep + eseq Uz = €€z + €364 v3 = 2y(z +y)

Dans le premier cas, soit {uj,us} une base quelconque de H : comme f = 0,
YV ur) = P (ug) = vy (uz) = ugy*(uy1) = 0. Les rangs de u; et uy valent donc 2 ou
4 : si, par exemple rang vy = 2, la relation uyy*(uz) = 0 implique Sy, N Sy, # {0},
donc H qui est contenu dans N*(Sy, + Su,), n'est pas de rang mazimal. Posons S; =
Sy, dim S; =4 et Sy + Sy = K®, donc S; NSy est de dimension 2. 1l existe une base
{e;} de K°® telle que v*(u1) = eresezey et v (ug) = ereseses ; S1 N Sy est le plan de
base {e1,e2} . Siejequ; # 0, up = Aejea +v ourg(v) =2 et upy*(uz) # 0 ; c’est donc

que ereau; = e1eats = 0. On peut donc écrire

Ul = €1x1 + ey

Uy = €1T2 + e2Ys

ce qui donne, a un changement de notations prés, le résultat annoncé.

Supposons maintenant f(x,y) = 2* : il existe une base {uy,us} de H telle que
V3(ur) # 0, v (ur)us = uiy?(uz) = v3(uz) = 0. Le bivecteur uy est unique a homo-
thétie prés car v3(u) = 0 implique x = 0. Si le rang de uy vaut 2, la seule relation a
satisfaire est 72(u1)u2 = 0; on peut donc écrire us = e1eg et uy = Aejes+e1r+ey+v
ot z,y et v s’expriment en fonction des quatre derniers vecteurs d’une base {e;} de
KS. Quitte a enlever & u; un multiple de us, on peut supposer A = 0 : la relation

ugy?(uy) = 0 signifie que v est de rang 2. Comme v3(u1) = eyzeayv # 0, en change-
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ment les quatre derniers vecteurs de la base {e;}, on obtient u; = eje3 + exeq + eseg.

Si le rang de uy est 4, la relation uyy*(uz) = 0 a la signification suivante : S
est un plan du dual de K® sur lequel la forme bilinéaire alternée u, est dégénérée.
En effet si non uy est dégénérée. En effet si non uy s’écrirait v+ v' ou rg(v) = 2,
rg(v') =4 et Su; = Suy et on aurait u1y?*(ug) = vy*(ug) # 0. Donc u; peut s’écrire
ax +by + zt ou {x,y, z,t} est une base de S,, : V*(u1) = abyx + axzt + byzt. Comme
uy est de rang 4, v (uy) est proportionnel & xyzt et uyy?(uy) = abyzus. Il en résulte
que xyus = 0 et uy peut s’écrire xz' + yt' ou {x,y,z',t'} est une autre base de S,,.
Comme zt = \2"t" + xa + yB ot X\ est un scalaire non nul et « et 5 deux vecteurs
de Sy,, on remplace uy par X\ 'uy qui s’écrit (\'a + o) + (A0 + By + 2t Ona

donc bien une base {ut,ui} de H est une base {e;} de K® dans laquelle
Ul = €164 + €265 + €366 et Ug = €19 + €364

Supposons maintenant que f(x,y) = 2y = 0. On a une base {uy,us} de H telle
que v (u1) = V3 (uz) = u1y*(ug) = 0 et v*(u1)ug # 0. Le rang de u est nécessairement
4 ; celui de uy vaut 2 ou 4. S’il vaut 2, v*(u1)us # 0 implique S,, N Sy, = {0} et on
obtient u; = ejes+ezeq et us = eseg. Si le rang de ug est 4, Sy, NSy, est un plan P de
base {a,b} : uy = ax + by +v ou la support de v est contenu dans un supplémentaire
de P dans S,,. Comme ~*(ui)uy # 0, abuy # 0 et uy = ab + cd ; posant e; = a,
ea=x,e3=>0,e4 =1y, e5 = c et eg = d on obtient les écritures de uy et us annoncées.

Supposons maintenant que f(x,y) = xy(z+y). Il existe alors une base {uy,us} de
H telle que v*(uy) = v3(ug) = 0 et u1y?(uz) = ugy?(uy) # 0. Llintersection S,, N S,
est un plan P de K et v?(uy) = e1esezey, V2 (us) = ezeqeseg ol {es, e4} est une base
de P et {e;} une base de K®. Comme u;v?(ug) # 0, useszes # 0, donc up = lezeq + vy
ot vy est de rang 2 ; de la méme fagon, on a uy = peseq + vo avec rg(vy) = 2. De
ury?(uz) = usy?(uy), on déduit que \ = p, qu’on peut prendre égal a 1 ; de méme en

modifiant e, et eq, et e5 et eg, on trouve la base annoncée.

Soit u un élément de A2E. I existe une base {ey,...,e,} de E pour laquelle u =
k

Z egi_169; et 2k < n. Le support S, est le sous-espace de E engendré par ey, ..., eop
i=1

et le rang de u et 2k. Pour que u soit non dégénérée, il faut que E soit de dimension

paire et 2k = n. Deux bivecteurs u; et us sont équivalents sous I'action du groupe
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GL(E) si et seulement s’ils ont le méme rang.
Le cas général, sur un corps algébriquement clos, se traite de la méme maniére et

on a le résultat suivant.

Théoréme 2.2
Soit H un plan de N2°K*" dont linvariant v, est une forme binaire & racines

distinctes. Alors il existe une base {ey, e, ..., €2, } de K" et des scalaires My, ..., A, &

{0,1} telle que H a une base

Uy = €163 + €3eq + ... + €2 36252,

Uy = ezeq + A\ge5€6 + ... + Apean_3€2,—2 + €2, 1€2,.

Le résultat est connu [10] ; voici une démonstration simple, par récurrence sur n.
Sin =2 (oun =3), selon la proposition précédent il suffit de prendre la base Hg, de
sorte que le résultat est vrai.

Supposons n > 4 et v, (xu; + yus) = fu(x,y) Uinvariant de H. Par une transfor-
mation linéaire sur u et v, on peut supposer que les racines de f, sont 0, 1, 0o, —\q4,

—A5, ..., — Ay, de sorte que

fa(z,y) = 2y(z + y) (@ + Agy)...(z + Ay).

Comme f,(x,0) = 0, uy est de rang inférieur a 2n. En effet, si son rang n’était pas

2n — 2, alors fn(x,y) serait divisible par y* car
Tn (xul + yu?) - Z xpyn—p,yp (ul) Tn—p (u2) :
p=0

Il en résulte que uy est de rang 2n — 2. Soit P = vect { fon_1, fon} un supplémentaire

de S, dans K*". On peut écrire

Uy = fon—1fon — fonz — tfon—1 + 0,

out,z €S, etouS, CS, . Lescalaire a n'est pas nul et et on peut donc supposer
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que o = 1. Alors us = (fon—1+ 2)(fon + t) + V500 Sy C S,,. De plus,
zuy + yug = (zug + yv') + yean_1€9,

et
Yol@us + yug) = yv,_1(zur + yv')esn—1e9,

de sorte qu’il suffit d’appliquer U’hypothése de récurrence & vect {uy,v'}, un plan de
N2K?2 (on a posé eay 1 = fon_1+ 2 €l €gy = fon +1).

les cas mon génériques sont plus compliqués a traiter et trop nombreux pour étre
tous considérés. Il faut distinguer les multiplicités des racines, le cas le plus simple
étant celui ot 7y, (Tuy + yus) = " ty. On peut alors trouver une base {e, es, ..., €2 }
de K, ot uqy = ij egj—16€25 , et il faut discuter suivant le rang de uy qui peut
varier de 2 a 2n — 2.

Pour 2n = 8, cela nous donne trois possibilités pour us qui sont ereg , e1e3 + ereg

et ejes , eses + ereg. On a donc

Uy = €16y + €3e4 + €565 Uz = €7€g
U1 = €169 + €3€4 + €5 Uy — €1€3 + €7eg

Ul = €169 + €364 + €56 Uo = €163 + €265 + €7€3

Cela montre bien que le cas général est trop compliqué pour qu’il soit vraiment inté-

ressant de donner toutes les possibilités.

Remarque 2.3

1. La donnée d’un trivecteur scindable w revient a celle d'un sous-espaces vectoriel
d’un espace A?E. Sur un corps algébriquement clos, qui ne sont pas isomorphes

en tant que trivecteurs.

2. Siu et v sont des bivecteurs tels que S, C Sy, rg(u) =4 et rg(v) = 2, alors il

existe une base {a, b, z,y} de S, telle que

si uv = 0, alors v = zy et u = ax + by,

si uv # 0, alors v = zy et u = Axry + ab.
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3. Siu est un bivecteur de rang 6 et w est un trivecteur de rang 3 tels que S, C S,

alors il existe une base {a,b, ¢, z,y, z} de S, telle que

si wv =0, alors v = zyz et u = azx + by + cz,

si uv #£ 0, alors v = zyz et u = ab+ cx + yz.

Proposition 2.1
N2K" admet cing types de sous-espaces vectoriel de dimension 2 et de rang maxi-

mal donnés par une base {uy,us} :

’

‘/1 P UL = €169 + €364 Ug = e4€5 + egey

‘/2 LU = e1eq Ug = €9€3 + €465 + eger

VE; DU = e1eg + e3ey Uy = €2€5 + €366 + e4€7

‘/4 T UL = €169 + €364 Ug = €2€3 t+ €4€5 + €g€7
L ‘/5 UL = €162 + €384 + €56  Ug = €164 + €367 + e5€a

ou {ey,...,er} est une base convenable de K.

Preuve.

Soit V' = vect{uy,us} un plan vectoriel dans A2K 7. Supposons d’abord le cas ol
V' posséde une base {uy,us} de bivecteurs de rang 4. Dans ce cas, S,, N S, est une
droite. On peut donc trouver une base {eq, ...,e7} de K7 telle que uy = ejes + ezeq et
Uy = €4€5 + eger .

Supposons maintenant que V' posséde une base {u;,us} contenant un bivecteur
de rang 6, soit u;. Trois cas se présentent suivant que rg(u;) = 2,4, 6.

Si rg(uy) = 2, alors S,, N S,, est une droite et on peut écrire u; = ejeqy et
Ug = eg€3 + e4€5 + egeér.

Si rg(uy) = 4, alors dim(S,, N Sy,) = 3. On pose S, NSy, = vect{z,y, 2}, et on
écrit u; = ax + yz. Soit w = xyz. c’est un trivecteur de rang 3. On a S, C S5, et il
existe une base {x,y, z,b, ¢,d} de S,, comme suit :

— Si usw = 0, alors us = b + yc + zd. En posant a = e, b = e5, ¢ = e, * = e,

Y = €3, 2 = €4, Ol & U] = €169 + €3e4 et Uy = ege5 + e3€s + eqer.
— Si usw # 0, alors us = xy + zb + cd, ce qui donne u; = ejeg + ezey et ug =

€se3 + eqes + eger.
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Dans le troisiéme cas ou V' posséde une base {uj,us} de bivecteurs de rang 6, on

est dans un cas particulier du résultat plus général suivant. m

Lemme 2.4

Soit P = vect{uy,us} un plan vectoriel dans N2K*"*'  de rang maximal, avec
rg(uy) = rg(ug) = 2n.
alors il existe une base {hg, ..., hn, €1, ..., e} de K" telle que
u; = ejhy + ... +Feyhy, et us =erhg+....+eyh,_1.
dans notre cas, a un changement de notation pres, on trouve
Uy = €34 + €162 + exseq et Ug = €37 + €164 + e5eo.

Remarque 2.4

(1) cette base s’appelle paire de kronec
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Chapitre 3

Classification des trivecteurs

3.1 Classification des trivecteurs en dimension in-
férieure a 6

1. Sidim £ = 3, il n’y a qu’une orbite de trivecteurs non nuls : si w € A3E — {0}

il existe {ey, ea, €3} une base de E telle que w = ejeqes.

2. Si dim E = 4, tous les trivecteurs non nuls sont décomposables, donc A3E a
deux orbites, dans une base (¢;), 1 < i < 4, un représentant de chaque orbite
est donné par 0, ejeqes.

3. Si dim E = 5, Iisomorphisme A3E ~ A?2E* montre qu’il y a trois orbites dans
A3E : en effet si un trivecteur est non nul et non décomposable, il est nécessai-
rement de rang maximal, donc divisible par un vecteur e; : w = eju ol u est
un bivecteur de rang 4, on peut choisir pour S,, tout supplémentaire de Ke;
dans F et il existe une base (¢;), 1 <7 < 5, de E telle que un représentant de

chaque orbite est donné par 0, ejeqses, e1(ezes + eqes).

3.2 Classification des trivecteurs en dimension 6

Dans tout ce paragraphe, K est un corps commutatif et w € A3E est de rang
maximal r (w) = dim F = 6, comme la dimension de E est paire d; (w) # 0 et on a

d; (w) € {3,5}.
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Lemme 3.1

Si dy(w) = 3, il existe une base (e;), 1 <i <6, de E telle que w s’écrire :

We.1 = €1€2€3 + €e4€5€4
ou
Wego — €1€2€3 + €9€3€x + €1€3€¢5.

Proposition 3.1
Les groupes d’automorphismes Aut(we1) et Aut(wez) vérifient respectivement les

suites exactes suivants :

3.3 Classification des trivecteurs en dimension 7

Théoréme 3.1

Soit E un K-e-v de dimension 7,et tel que le corps K est algébriqguement clos alors
il y’a cing orbites de rang 7, et deux orbites de rang 6, une orbites de rang 5, une
orbites de rang 3, et ’orbites 0. C-a-d

ws = ejegey, rg(ws) =3

ws = e1(ezes + ege5), 7g(ws) =5

We,1 = €1€2€3 + €4€5€6,

We 2 = €1€2€4 + €se3€5 + erezeq, rg(we1) = rg(we2) = 6
(,U771 = 61(6263 -+ €4€5 -+ 6667)

W72 = W71 + €2€4€4

Wr,3 = €1€2€3 1 e€zeqe5 + eseper

wra = e1(eges + eqe5) + eaeqeq + eseser

Wr5 = Wr2 + €zeser

3.4 Classification des trivecteurs en dimension &
Théoréme 3.2

Sur un corps algébriqguement clos de caractéristique quelconque, il existe treize

classes d’équivalence de trivecteurs de rang 8. Dans une base (e;) de E, 1 < i < 13,
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un représentant de chaque classe est donné par wg;, 1 <1i < 13, de la table 1.

Table 1
Ws,i Expression d’un représentant de 1’orbite dy(w)
ws 1 e1(exes + eges) + egeres 3
Ws 2 e1(eges + eqes + eger) + eseges 3
ws 3 e1(eseq + eseg) + ea(eses + eres) 5
Ws 4 e1(ezes + eqes) + eg(exer + eq4es) 5
Ws 5 e1(ezes + eqes) + egleses + eres) 5
Ws 6 e1(ezes + eqes + eger) + eg(eses + eseq) 5
ws 7 e1(ezes + eqe6 + eser) + ea(eseq + eres) 5
Ws s e1(exes + eseg + ege7) + egeres + ezeqes 6
Ws 9 e1]ea(es + e4) + eseq] + ezeser + eqeqes 6
Ws 10 e1(eges + eger) + exezes + ezeqeg + €4e567 6
ws 11 e1(eser + eseq + egea) + eg(eges + eger) + exeqeq 6
ws 12 | e1[(es — e7)(es — es) + eser] + ea(eseq + eseq) + egeres 7
ws,13 e1les(es + er) + eseq] + ea(eseq + eseq) + egeres 7

3.5 Groupe d’automorphismes

3.5.1 Groupe d’automorphismes des trivecteur inférieur a 6

Pour w = ejeze3. On a alors Aut (w) est le groupe spécial SL3(E), w(ey, ez, e3) = 1,

w(e;, e, ex) = 0.

Proposition 3.2
Soient le trivecteur w = e1(eseg+eqes) et A = Aut(w) alors on a les suites exactes

suivantes :
l—A —A—K —letl—K'— A — Spy(K)—1

Preuve.
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5
Considérons 'ensemble Fy = {x € E / 2w = 0};six = Z a;e; appartient & F, on
i=1
ax = ajer,donc By = Vect{e,},siz € Ey,onaA'f(aw) = f(2)A3 f(w) = f(z)w =0
pour f € A, d’ou f(F;) C Ej et il existe A € K* tel que f(e1) = Aey.
A

la matrice de f dans la base {e,...,e5} est de la forme ; cela permet
0

de définir un homomorphisme surjectif de groupe de A dans K* par ¢(f) = A pour
a € K* on prend pour antécédent ’application linéaire f : ' — FE définie par
fle1) = aey, f(ex) = o eqi, feair1) = eiqpr pour i = 1,2.

Soit f € A" = Keri : e; A% f(eges +eqes) = e1(eaes + eqes), autrement dit A2 f(eqes +
eqe5) = ege3 +eqes + xey avec © € Fy = Vect{es, e3, €4, €5}, considérons g : Fy — Fy
'application linéaire doit la matrice est B : A%g(ezes + eqes5) = esez + eges, 1'ho-
momorphisme ¢ : A" — Spy(K) défini par ¢(f) = B est surjectif et de noyau
isomorphe & K* d’ou le résultat, de la démonstration il ressort que la premiér suite

exacte canoniquement scindée. m

3.5.2 Groupe d’automorphismes des trivecteur de rang 6

Proposition 3.3
Les groupes d’automorphismes Aut (we 1) et Aut (we o) vérifient respectivement les

suites exacte suivantes :

Z
1— SL3 (K) X SL3 (K) h— Aut(w@l) — ﬁ — 1

et
1 — K® — Aut (wg2) — GL3 (K) — 1

3.5.3 Groupe d’automorphismes des trivecteur de rang 7

Les groupes d’automorphismes des trivecteurs w7, @ = 1,...,5, sont déterminés,

le groupe A; = Aut (w71) est aussi le groupe Ay = Aut (wr2) est donné par les suites
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exactes :

1 — A, — A, — K" —1
1 — K°— A, % SL,(K)
1 — K3—>w(Al2)—>SL3(K)—>1

En ce qui concerne le groupe A3 = Aut (w73) on a les suites exactes :

, 7
1 — Ay — A3 — — —1

27
1 —>A;—>Ag—>K*><K*—>1
1 — K'Y A — SLy(K) x SLy (K) — 1

Le groupe Ay = Aut (w74) est donné par les suites exactes :

1 — A, — A, 5 GL3 (K)
1 — PGLy(K) — 7m(Ay) — K" —1
1 — K¥— A, — SLy(K) —1

Enfin le groupe A; = Aut (w75) vérifie la suite exacte scindée suivante :

A— Gy (K) — A5 — py (K) — 1.
3.5.4 Groupe d’automorphismes des trivecteur de rang 8

On s’intéresse aux groupes d’automorphismes des trivecteurs (ou les formes trilinéaires alternées

ws; , © = 1,2 ou linvariant d; (w) = 3.

Le groupe A; = Aut (ws 1)

Proposition 3.4

Le groupe d’automorphismes A; = Aut (ws1) est déterminé par les suites exactes
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suivantes :

1 — SL3y(K) — A — Aut (ws) — 1
1 — Ay — Aut (ws) — K" — 1

1 — K*— Ay — Sps(K) — 1

ot ws = eg(eg e3 + ey e5)

Preuve.

Soit w = ej(ezel + ejer) + egeses , déterminons

Rgl (OJ) = Ro (W) U Rl (W) .

Posons donc :
8
fe:f4(z,y) =wl(a,z,y) avec a = Zaiei

=1

I * %k * %k * %k * %k * %k k% * %k * %k * %k
alors w® = ajese; —aqgejes +agejes +ajejel —aqeie; +aseje; +aseres — areges +ageges

donc :
w® = (are5 — agel)es + (are) — aqel)er + (ager — areg)ey + €] (azes + asey) + aseges
Calcul . ay _ (@)? ay = t .

alculons : 7, (w*) = =5~ avec 7, (w?) = 0, on trouve :

o0 = 0 a3 = 0 a4 = 0 a5 = 0

ap =0 et ¢ aga; =0 et { aza; =0 et § aa;=0 et § asa; =0

asag = 0 asag = 0 asag =0 asag = 0
.

CLQV =0

Qe
. CL3V = 0

c’est a dire : ou V= ar
CL4V =0

as
a5V =0

\
si V # 0 alors as = a3 = a4 = a5 = 0 donc on a le s.e.v (eg, €7, €5) ,

si V' =0 alors ag = ay = ag = 0 donc on a le s.e.v (eq, €3, €4, €5) ,
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enfin Rej (w) = (eq, €3, e4,e5) U (e, €7, €8) = V4 U Vs.

Remarquons que V; N Vy = {0}, donc si f € A} = Aut(w) on a : f(R<; (w)) C
R<y (w) d'ou
{f(Vi) C Viet f(Va) C Va}

ou

| {f(V)) C Vaet f(Va) C Wi}

le cas {f(V1) C Vy et f(Va) C Vi} est impossible car dans ce cas f(ez2), f(e3), f(eq),
fles) € (eq,er,es) et fles), fler), fles) € (ea,e3,eq4,e5) et f € Ay clest a dire
A3 f (w) = w, il suffit de considérer le coefficient de ejeqez, on trouve 1 = 0, d’ou

{f(V1) C Vi et f(V3) C Va}, et la matrice associée & f prend la forme suivant :

(651
O1><4 01x3
(8%
a3
o7}
M (f) = A O4x3
a5
Qg

Q7

0354 B
ag

Soit f € Ay, A3f (w) = w, entraine :
A f lei(eses + eaes)] + AP f (egeres) = er(eses + eses) + egeres

donc A3 f [e1(ege3 + eqe5)] + A egeres = e1(eaes + eqes)+ egeres, alors cgrs @ A = 1 avec
A =det B donc : B € SL3 (K) par suite A®f [e1(eze3 + e4e5)] = e1(eae3 + e4e5) clest &
dire f (e1) A2f(eses+eqes) = e1(eses +eqes), donc : f(eg)er(eses+eqes) = 0 par suite
s (aqer+...+ageg)ereses+(are;+...+ageg)ereges = 0 donnent ag = a3 = ... = ag =0,

d’ou : f(e1) = aie; avec A3f [e1(eqes + eqe5)] = e1(eses + eqes), on en déduit que
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I/ (ereareseaesy € Aut (ws), ce qui permet de définir un homomorphisme de groupe ¥ :
Al L AUt(W5)

fH\I/(f):f\<€17...,65>

U est évidemment surjectif, car il suffit de prendre B = Id3, d’autre part :
Ker (U)={f/ f € Ajetay =1, A = Id,},

or A3f (w) = w, entraine

Ker (V) = SL3 (K),

d’ou I'exactitude de la suite suivante :
1 — SLy(K) -5 A — Aut(ws) — 1 ()
et comme Aut(ws) vérifie les suites exactes :

1 — Ay — Aut(ws) — K — 1 (k)

1 — K*'— Ay — Spy(K) — 1 (5 % )
alors A; = Aut(ws 1) est définit par (x) , (xx) et (x*%). ®

Le groupe A; = Aut (ws2)

Proposition 3.5
Le groupe d’automorphismes Ay = Aut (ws2) est déterminé par les suites exactes

sutvantes :

1 — A, — Ay — K*—1
1 — A — A, — SLy(K) — 1
1 — A — Al — K" — 1

1 — K% — A — SLy(K) — 1
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Preuve.

Déterminons d’abord la partie stable R3 (w) = {z € E / w (z) est de rang 3},
8

ol : w = wg g, remarquons que e; € R3 (w). Soit : x = E aje; donc si oy # 0,
i=1

€1 = /\133 + /\262 + ... -+ )\8687
alors
w (CL’) = ()\1[[‘ —+ )\262 + ... + )\868)(6263 + €4€5 —f- 6667) =+ €5€6€3,

par suite :

w (:B) = )\2525455 + /\2525657 + )\3535455 + )\3535657 + )\4545253 + )\4€4€6E7 + /\5555253 +
A5€5€6€7 + A\g€6€2€3 + A\6EGE4E5 + A\7€7€2€3 + A7€7€4€5 + €5€6€8

[rg (w(x)) = 3] & [w(x) est décomposable] .

Soient les relations :

Z i Gj—yamofiy = 0. (%)
i€J—H

ou Ei,JH — +1

les relations (*) sont appelées les relations de Grassmann : Ce sont donc des conditions

nécessaires et suffisantes pour que w (x) soit décomposable.

Posons J = {2,4,5,6} ; H = {2,7} donc J — H = {4,5,6}. Par suite (*) donnent

€4Q2560247 + E502460257 + 62450267 = 0,

donc : g4 (0) +e5(0) + 66 (A2) (N2) =0 doit: A3 =0 clest adire Ay = 0.
Posons J = {3,4,5,6} ; H = {3,7} donc J — H = {4,5,6}. Par suite () donnent :

€403560347 + €503460357 + E60345a367 = 0,

alors : €4 (0) + €5 (0) + €6 (A3) (A3) =0 d’ou: A3 =0.
Posons J ={2,3,4,6} ; H = {4,7} donc J — H = {2,3,6}. Par suite (%) donne :

€903460247 + 302460347 + EA2340467 = 0,
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alors : g6 (A1) (A1) =0 dou: Ay =0.
Posons J ={2,3,5,6} ; H = {5,7} donc J — H = {2,3,6}. Par suite (%) donne :

€203560257 + €302560357 + 602350567 = 0,

alors : g5 (A5) (As) =0 d’ou : A5 = 0.
Posons J ={2,3,4,6} ; H = {5,6} donc J — H = {2,3,4}. Par suite (%) donne :

€203460256 + €302460356 + 402360456 = 0,

alors : g4 (Xg) (Ag) =0 d’ou : A\g = 0.
Posons J ={2,3,4,7} ; H = {5,7} donc J — H = {2,3,4}, alors :

€203470257 + 302470357 + €402370457 = 0

d’ou: A\; = 0.
Posons J ={2,3,4,8} ; H = {5,8} donc J — H = {2, 3,4}, alors :

€203480258 + €302480358 + €402380458 = 0

d’ou: Ay = 0.
On en déduit que : Ay = A3 = ... = A\g = 0, c’est a dire e; = Az ol : * = €1, on
obtient : R3 (w) = (e1)

De la permutation

€1 €2 €3 €4 €5 € €7 €3

€1 €5 € €8 €3 €3 €7 €4

ws 2 devient w = eq(eseq + esea + eser) + exezey.
comme R3 (w) = (e1) est une partie stable donc on peut définir un homomorphisme

de groupe 7 :

Ay = K*
fo= m(f) =X ou f(e) = ey,
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7 est surjectif en effet pour A € K* ; il existe fy € Ay définie par :
fo(e1) = Aey,

fole2) = X es,

fo(e3) = es,

fo(es) = ey,

Jo (65) = €5,

fo(es) = A "es,

foler) = Aler,

fo(es) =es

d’ou I'exactitude de la suite

™ N
1— A, — Ay — K* — 1ot A}, = kerm.
Soit f € A} alors w = eq(esep + egea + e3€7) + eae3e4 donc ejw = ejegezey par suite

A feww) = fler) A f(w) = eww = A*f(ereseses),

c’est a dire :
AN f(ereseses) = eresezeq Aot le s.e.v {eq, e, e3,e4) est stable par f. Dans ce cas

la matrice de f est de la forme :

ap by ¢ oy o b
az by ¢ w2 Y2 22 1o
az by c3 w3 ys 23 13
ag by c4 Ty Yy 24 Uy
Ts Ys 25 ts
Te Ye¢ 26 ls

T Yr 27 tg

o O O O O o O =
o o o O
o O o O
o O o O

rg Ys 28 U3

I'égalité A3(w) = w donnent ei[(z1e1 + .... + wgeg)(yrer + ... + ysgeg) + (treg + ... +

tgeg)(&lel + a9€9 -+ ase€s + CL4€4)+
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(b161 —|—b2€2+b363+b464) (2161 +.... +28€8)] + (CL1€1 +....+a464)(b1€1 + ...+b4€4)(01€1 +

.+ caeq) = e1e5e6 + €16g65 + e1e367 + €3€3€4

x x
donc: cisg:| Blog d’ou s € SLy(K).

Te Ye Te Yo

)
Cis7 : TsY7 — T7ys = 0

donnent z7 = y; =0

L G167 TeYr — T7Ys = 0
et
!
C158 : TsYg — wgys = 0

donnent 3 = yg = 0

L Ci6s * TeYs — TsYs = 0
ceci nous permet de définir ’homomorphisme ¢ :

Al -5 SLy(K)

Ts Ys

Te UYs

f—t(f)=

Ys

Te UYs

t est surjectif pour € SLy (K), il existe f; € AY définie par :

—

1 €1

=

€2

=

€3

g

€5

I
8
ot
D
ot
-
8
(=)}
Q)
2

=

€6 Yses + Ys€s,

=

€7

(
(
(
(€4
(
(
(
(

e N N T N N N

-

1 (€8

on en déduit que la suite suivante est exacte :

1— Al — A, -5 SLy(K) — 1 ou: A = Ker (t),

soit f € Aj donc : x5 = yg et v = y5 = 1, et comme A3f (w) = w on obtient

er[(zier + w2ea + w3e3 + Ta€a + €5)(Y1€1 + Y22 + yYses + yaes + €6) + (tren + ...
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tgeg)(alel +...+ CL4€4) + (b161 +... —|—b464)(Z1€1 +....+ 2868)] + (a161 + ...+ a4€4)(b161 +

o+ bgeq)(crer + ...+ caeq) = ere566 + €165€2 + €1€367 + €ae3€4

donc on a : ) )
C182 - t8a2 — b228 =1 C137 - t7CL3 — b3Z7 =1
as by c
Caza | az by c3 | =let(I)..q cig3:tgaz —bzzg =0 et (I) ... ¢ cio7: trag — bozr = 0
as by c4
L C184 - t8a4 — b428 = 0 L C1q47 t7CL4 — b4Z7 = O
az b3 .. az by
Le systéme (I) donne : = 0, ainsi que le systéme (IT) donne : =
as by ay by

a2b4 — b2a4 =0
on obtient (III) ...

a3b4 — 63&4 =0

si: =0 alors:
az bz
as b as b as b
Co34 - 2 Cy — 2 cg — 5 ca =1cad 0=1 (absurde), d’on
as bg ay b4 ay b4
as b
2 02 20
as bg
. az by .
Le systéme (/1) donne ay = by = 0 et co34 dévient ¢y = 1. Ce qui
as b3

permet de définir un homomorphisme 7 :

Al Kt
f—n(f)=ca
7 est surjectif, en effet 'application linéaire f, définie par :
fa (61) = e,
f2 (e2) = eq,
fa(es) = cites,
f2 (6’4) = C4€4,
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f2 (es) = es,
f2 (es) = es,
f2 (e7) = cuer,
fa(es) = es

est antécédant de ¢4 d’oul I'exactitude de la suite suivante :
1 — A — A L K — 1 on: A = Ker (n),

. az by as by
soit f € AY donc ¢4 = 1, or cy34 donnent =1 c-ad €
as bg as b3

ceci nous permet de définir un homomorphisme P :

A L SL(K)

fopin=| ™"
as b3
P est surjectif en effet pour : 2 22 € SLy (K), il existe f3 € AY définie par :
as 03
f3(e1) = ey,
f3 (e2) = agea + azes,
f3(e3) = baey + bses,
f3(eq) = ey,
f3(es) = es,
f3 (es) = es,
f3 (e7) = azer + azes,

f3(es) = baer + baes.

Soit f € Ker(P) donc ay; = b3 = 1 et az = by = 0 et comme A3f (w) = w alors :
e1](r1e1+xoea+ w363+ x064+€5) (Y161 + Y262+ yses+ysesteg)+ (t1e1+....+tges) (arer+
e2) + (brer +e3)(gre1 + ... + gges)] + (arer + ex)(brer + e3)(cier + caea + c3e3 +e4) =
e1e5€g + e16g€9 + ereser + egesey donc

cisr 27 =1, cror : t7 =0, c1g9 1 tg = 1,
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c1g3: 28 = 0, cra5 1 ys = 0, cr46 : x4 = 0,

Cigo 114+ by =0 alors ty = —by, 134 : 24 + a1 = 0 alors z4 = —ay,

C125 * —Y2 — t5 = 0 alors t5 = —Y2, C126 T2 — t6 = 0 alors t6 = T2,

C135 © —UYs3 + z5 = 0 alors Z5 = Y3, C136 + L3 + 2z = 0 alors 26 — —X3,
Ty Y2 T2 Y2

C1923 - —t3—z2+01—b103—a102:Odonctgz — 29 +C1 —
T3 Ys T3 Y3

bics — ayce. (k) enfin la matrice associée a f prend la forme :

L ag by a4 =1 y1 =1 4
0 1 0 ¢ 293 yo 20 t
0 0 1 c¢3 x3 y3 23 t3
M(f) = 00 01 0 0 —a —b
00 00 1 0 wy —u
0 0 0 0 0 1 —x3 x
00 00 0 0 1 0
00 00 0 0 O 1

ol t3 est donné par (x*) , on obtient KerP ~ K'® d’ou I'exactitude de la suite suivant

1— K% — Ay 25 8L, (K) — 1.

Ce qui achéve la preu =
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Conclusion

Dans ce mémoire on a pu découverir des inverient arithimétiques et algebriques

2 : N . .
que l'on peut associer & un p-vecteur qui permettent de mieux les comprendre la
classification des formes trilinéaires alternées est interprétable pour d’écrire certaines

classifications des courbes elliptiques.

45



Bibliographie

1]

M. Abou Hashih and L. Bénéteau, Analternative way to classify some gene-
ralized elliptic curves and their isottopic loops, Comment. Math. Univ. Caroliae

45 (2004), pp. 237-255.

A. Cohen and A. Helminck, Trilinear alternating forms on a vector space of

dimension 7, Commun. Algebra 16 (1988), pp. 1-25.

D.Z. Djokovi¢, Classification of trivectors of an eight-dimensional real vector

space, Linear Multilinear Algebra 13 (1983), pp. 3-39.

G.B. Gurevich, Foundations of the theory of algebraic invariants, Noordhoff.
Math. Rev. MR 183733, 1964.

N. Midoune, Classification des formes trilin éaires alternées de rang 8 sur les

corps finis, Theése de Doctorat en Sciences, Université de Batna, Algerie, 20009.

L. Noui, Classification des trivecteurs par l’action du groupe linéaire, Thése de

Doctorat Université de Montpellier 11, France, 1995.

L. Noui, Transvecteurs de rang 8 sur un corps algébriquement clos, C. R. Acad.

Sci. Pris, Série I : Algebre 324 (1997), pp. 611-614.

L. Noui and N. Midoune, K-forms of 2-step splitting trivectors, Int. J. Alge-
bra 2 (2008), pp. 369-382.

L. Noui and Ph. Revoy, Formes multilinéaires alternées, Ann. Math. Blaise

Pascal 1 (1994), pp.43-69.

L. Noui and Ph. Rvoy, Algébres de Lie orthogonales et formes trilinéaires

alternées, Commun. Algebra 25 (1997), pp. 617-622.

E.M. Rains and J.A. Sloane, Self-dual codes, in Handbook of Coding Theory,
V.S. Pless and W.C. Huffman, eds, Elsevier, Amsterdam, 1998, pp. 177-294.

46



[12] J.A. Schouten, Klassifizierung der alternierenden Gréssen dritten in 7 dimen-

sionen, Rend. Circ. Mat. Palermo 55 (1931), pp. 137-156.

[13] Eh.B. Vinberg and A.G. Ehlahvili, Classification of trivectors of a 9-
dimensional space, (English) J. Sel. Math. Sov. 7 (1988), pp. 63-98 (Translation

from Tr. Semin. Vektorn. Tensorn. Anal. Prilozh. Giom. Mekh. Fiz. 18, 197-233
(Russian) (1978; Zbl 0441. 15010)).

47



