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Introduction

Le premier des théorèmes des points fixes pour les ensembles ordonnés a existé au

moins 50 ans avant les théorèmes de Knaster et Tarski [9]. Un ensemble ordonné P à

la propriété du point fixe, si pour tout fonction monotone f de P dans lui-même il

existe au mois un élément dans P laissé fixe par l’application f . Soit P un ensemble et

f : P → P . Un point fixe de f est n’importe quel élément a ∈ P tel que f (a) = a, un

des plus important role de la propriété du point fixe c’est qu’elle est parmi les solutions

de beaucoup des problèmes en algèbre et en analyse peuvent être transformés de sorte

que leur solution soit solution d’une équation de la forme f(x) = x pour une f donnée

sur un ensemble, leur solution est donc un point fixe.

Au début de 1920, knaster [9] établit le problème suivant: Une fonction d’un en-

semble strictement inductif dans lui-même expansive possède au moins un point fixe.

Dans la structure d’un treillis, ce problème résolu par Tarski [18] est prouvé en 1955

que chaque treillis complet admet la propriété du point fixe. Par contre Davis [3] est

prouvé en 1955 que chaque treillis à la propriété du point fixe est un treillis complet.

D’autre part le théorème de point fixe dans un ensemble ordonné chaîne-complète

prouvé par Abian et Brown [1] en 1961.

La propriété du point fixe à des nombreuses utilisations dans plusieurs branches

des mathématiques en analyse, un théorème de point fixe est un résultat qui per-

met d’affi rmer qu’une fonction f admet sous certaines conditions un point fixe. Ces

théorèmes se révèlent être des outils très utiles en mathématiques, principalement dans

le domaine de la résolution des équations différentielle. Le théorème du point fixe de

Banach donne un critère général dans les espaces métriques complets pour assurer que

le procédé d’itération d’une fonction tende vers un point fixe.

Très différent, le théorème de point fixe de Brouwen n’est pas constructif : il garantit

l’existence d’un point fixe d’une fonction continue définie de la boule unité fermée

euclidienne sur elle-même sans apporter du méthode générale pour le trouver.

Le théorème du point fixe de Lebschetz est très important en topologie algébrique

car il permet d’une certaine manière de trouver un moyen de compter les points fixes.

L’objectif de ce travail est de donner quelques théorèmes de point fixe dans des
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structures ordonnées, dans un ensemble ordonné, dans un treillis complet et enfin dans

un ensemble ordonné chaîne-complète.

C’est dans cette optique, notre travail vient selon le plan suivant:

Dans le premier chapitre, on présente quelques notions de base sur les ensembles

ordonnés, les relations binaires et les treillis avec des exemples d’illustration.

Dans le deuxième chapitre, on étudie quelques théorèmes de point fixe, on donnons

les fameux théorèmes qui sont exprimés le point fixe dans un ensemble ordonné où on

trouve la démonstration du théorème de Rival et le résultat de Bourbaki-Knaster dans

cette structure d’un ensemble ordonné, aussi dans un treillis on démontre le théorème

de Tarski et inversement le théorème de Davis et enfin dans un ensemble ordonné

chaîne-complète on démontre le théorème de Abian Brown et d’autre résultats sur ce

type des structures ordonnées.

Finalement on terminer ce mémoire par une conclusion.
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Chapitre 1

Généralités sur les ensembles

ordonnés

Ce chapitre est divisé en trois sections, dans la première section, "Généralités sur les

ensembles", nous avons donné des notions et des outils liés à la théorie des ensembles,

qui permettant de définir et représenter une relation binaire.

Dans la deuxième section, "Les relations d’ordres" nous rappelons les concepts et

les notions de base nécessaires relatives à la théorie des relations, nous proposons pour

chacune aussi un exemple illustratif.

La dernière section, "Treillis" consiste à définir et étudier les treillis en générale

avec certaines définitions et propriétés algébriques importantes qu’ils identifient et car-

actérisent quelques classes des treillis en particulier avec des exemples illustratifs.

1.1 Généralités sur les ensembles

Dans cette partie on donne quelques définitions et quelques opérations sur les ensem-

bles.

1.1.1 Notions de base

Définition 1.1.1 (L’ensemble) Un ensemble est une collection non ambigue d’objets

tous distincts, appelés éléments de l’ensemble. Pour dire que a est un élément d’un en-
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semble E, on écrit x ∈ E, dans le cas contraire, on écrit x /∈ E. Un ensemble peut être
écrit :

En extension : On donné la liste de ses éléments, par exemple : Si a1,a2, a3..., an

sont les éléments de l’ensemble A, on écrit :

A = {a1, a2, a3, ..., an} .

En compréhension : On donne la ou les propriétés qui caractérisent ses éléments.

Par exemple, si les éléments de l’ensemble B satisfaisons les conditions P1, P2, ..., Pn

alors l’ensemble B est définie par :

B =
{
b | b satisfait P1, P2, ..., Pn

}
.

Dans ce cas, le symbole "|" implique le sens de « tels que » .
En Fonction caractéristique: Un sous-ensemble classique A de X est défini

par une fonction caractéristique χA qui prend la valeur 0 pour les éléments de X

n’appartenant pas à A et la valeur 1 pour ceux qui appartiennent à A :

χA : X −→ {0, 1}

x 7−→
{

1 si et seulement si x ∈ A
0 si et seulement si x /∈ A

1.1.2 Les opérations sur les ensembles

Définition 1.1.2 Soient X et Y deux ensembles, on définie les opérations suivant :

i) Inclusions : X est un sous-ensemble de Y ou est inclus dans Y , si tous les éléments

de l’ensemble X sont des éléments de l’ensemble Y

X ⊂ Y ⇔ ∀x ∈ X, x ∈ Y.

ii) Egalité : Deux ensembles sont égaux s’ils sont composés des mêmes éléments

X = Y ⇔ (∀x ∈ X, x ∈ Y ) et (∀y ∈ Y, y ∈ X) .
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iii) Intersection : On appelle intersection des deux ensembles X et Y , l’ensemble noté

X ∩ Y des éléments qui appartiennent à la fois à X et Y

X ∩ Y = {x; x ∈ X et x ∈ Y } .

iv) L’union : On appelle union des deux ensembles X et Y , l’ensemble noté X ∪ Y
des éléments qui appartiennent à X ou à Y

X ∪ Y = {x; x ∈ X ou x ∈ Y } .

v) La complémentation : Le complémentaire d’un ensemble X par rapport à E est

l’ensemble des éléments appartenant à E mais n’appartenant pas à X

CE (X) = XC = {x; x ∈ E et x /∈ X} .

Définition 1.1.3 (Produit cartésien) Soient X1, X2, ..., Xn des ensembles X1 ×X2 ×
...× Xn est l’ensemble des suites (x1, x2, ..., xn) avec pour tout i : xi ∈ Xi. Ces suites

sont encore appelées �vecteurs� ou �n-uples�. Pour tout ensemble X, on noté Xn le

produit cartésien X×X× ...× X (n fois). Les éléments de Xn sont les n-uples d’éléments

de X.

En particulier pour (n = 2): Soient X et Y deux ensembles non vides.

X × Y = {(x, y) | x ∈ X et y ∈ Y } . Si X = Y, X × Y = X2(carré cartésien).

Notation 1.1.1 Soient (x, y) ∈ X × Y.
x est la première coordonnée du couple (x, y) ,

y est la deuxième coordonnée du couple (x, y) .

Si
(
(x, y) ,

(
x
′
, y

′)) ∈ (X × Y )2. Alors: (x, y) =
(
x
′
, y

′)⇔ x = x
′
et y = y

′
.
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1.2 Les relations d’ordres

Dans cette section nous donnons quelques notions de base et les interactions des re-

lations avec les opérations ensemblistes, et nous donnons quelques définitions qui ap-

prochent des relations d’ordres.

1.2.1 Notions de base

Définition 1.2.1 (Relation binaire) Soient X et Y deux ensembles. On appelle rela-

tion binaire de X vers Y tout partie de X × Y . Si < est une relation binaire de X vers

Y et si (x, y) ∈ <, on noté alors x<y ou < (x, y) . On appelle relation binaire sur un

ensemble X, tout relations binaires de X dans X.

Exemple 1.2.1 i. Soient X = {Albert, Bernard, Charles}, Y = {Zo,Yolande, Xavire,

Wanda} et la relation a<b si et seulement si a est le mari de b.

< ={(Albert, Zo), (Bernard, wanda), (Charles, Yolande)}.

ii. Soient X = Z et Y = N. Alors :

< = {(0, 0) , (−1, 1) , (1, 1) , (−2, 4) , (2, 4) , ...}

=
{(
x, x2

)
: x ∈ Z

}
.

Définition 1.2.2 Soit < une relation binaire sur un ensemble non vide X.
< est Réflexive ⇐⇒ ∀x ∈ X : x<x,
< est Symétrique ⇐⇒ ∀x, y ∈ X : x<y ⇒ y<x,
< est Antisymétrique ⇐⇒ ∀x, y ∈ X : (x<y et y<x)⇒ x = y,

< est Transitive ⇐⇒ ∀x, y, z ∈ X : (x<y et y<z)⇒ x<z.

Définition 1.2.3 (Relation inverse) La relation inverse notée <T d’une relation <,
est l’ensemble de toutes les paires (y, x) telles que (x, y) satisfait <. Ainsi

<T ≡ {(y, x) | (x, y) ∈ <} .
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Exemple 1.2.2 Sur l’exemple (1.2.1 (ii)) on a:

< = {(0, 0) , (−1, 1) , (1, 1) , (−2, 4) , (2, 4) , ...}

=
{(
x, x2

)
: x ∈ Z

}
.

Donc:

<T = {(0, 0) , (1,−1) , (1, 1) , (4,−2) , (2, 4) , ...}

=
{(
x2, x

)
: x ∈ Z

}
.

Propriétés des relations binaires

On s’intéresse maintenant aux propriétés fondamentales des relations binaires définies

sur le même ensemble X.

Définition 1.2.4 (Réflexivité, irréflexivité et non-réflexivité) La relation < est
Réflexive, si et seulement si pour tout x ∈ X, x<x.
Irréflexive, si et seulement si pour tout x ∈ X, (x, x) /∈ <.
Non réflexive, si et seulement si pour tous x, y ∈ X, (∃ x ∈ X : (x, x) ∈ <)∧(∃ y ∈ Y : (y, y) /∈ <) .

La proposition suivante donne quelque propriétés de la réflexivité d’une relation

binaire:

Proposition 1.2.1 1. Toute relation réflexive dans sa matrice caractéristique est

diagonale égale à 1.

2. Tout graphe réflexif comporte une boucle par sommet.

3. Toute relation irréflexive dans sa matrice caractéristique est diagonale égale à 0.

4. La diagonale de la matrice caractéristique d’une relation non réflexive comporte au

moins un 1 et au moins un 0.

Exemple 1.2.3 La relation 4X = {(x, x) | x ∈ X} est réflexive.
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Définition 1.2.5 (Symétrie, asymétrie et antisymétrie) La relation < est:
Symétrique, si et seulement si pour tous x, y ∈ X, x<y =⇒ y<x.
Asymétrique, si et seulement si pour tous x, y ∈ X, (x, y) ∈ < =⇒ (y, x) /∈ <.
Antisymétrique, si et seulement si pour tous x, y ∈ X, x<y∧ y<x =⇒ x = y.

Exemple 1.2.4 La relation < ∩ <T est toujours symétrique.

Définition 1.2.6 (Transitivité et intransitivité) La relation < est :
Transitive, si et seulement si pour tous x, y, z ∈ X, x<y ∧ y<z =⇒ x<z,
Intransitive ou (anti-transitive), si et seulement si pour tous x, y, z ∈ X,

x<y ∧ y<z =⇒ (x, z) /∈ <.

Exemple 1.2.5 Les relations 0X , 4X , UX sont transitives.

Représentations des relations binaires

On suppose que X et Y sont des ensembles finis de cardinal respectif m et n.

Définition 1.2.7 (Représentation matricielle) Soit < une relation binaire. On définie
les éléments de la matrice M< = (rij)1≤i≤m;1≤j≤n comportant m lignes et n colonnes dont

les coeffi cients sont 0 ou 1 par la manière suivante :

rij =

 1 si xi<yj
0 si non.

La matrice M< représente la relation binaire <.

Exemple 1.2.6 Reprenons l’exemple (1.2.1 (i)). La matrice M< de la relation < est :
1 0 0 0

0 0 0 1

0 1 0 0

 .

Proposition 1.2.2 Si M< est la matrice associée d’une relation <, la matrice associée
de la relation inverse <T est tout simplement la transposée de M<:

M<T = (M<)t .
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Définition 1.2.8 (Représentaion graphique) Soit < une relation binaire, on peut

représenter < par un graphe bipartite (c’est à dire qu’il y a une partition X ∪ Y des

sommets du graphe et que chaque arc va de X vers Y ). On définit maintenant le graphe

de < comme suit :
G< = (X ∪ Y, <) .

Remarque 1.2.1 (Graphe d’une relation inverse) Le graphe de <T est obtenu en
inversant les flèches d’arces du graphe de <.

Exemple 1.2.7 Sur l’exemple (1.2.1 (i)), le graphe de < est représenté comme suit :

La représentation graphique de la relation <.

1.2.2 Interactions des relations avec les opérations ensemb-

listes

Soient < et = deux relations dans X vers Y . Tant que < et = sont des sous ensembles
de X × Y , on peut leur appliquer les opérations ensemblistes de l’inclusion, l’union,
l’intersection, le complément,..., pour construire des relations de X vers Y.

Définition 1.2.9 (Inclusion) Soient < et = deux relations binaires. On dit que < ⊆ =
si et seulement si :

(x, y) ∈ < alors (x, y) ∈ = pour tout (x, y) ∈ X × Y.

Définition 1.2.10 (Union et intresection) La relation ”< ∪ =” se décrit par :

< ∪ = = {(x, y) ∈ X × Y | x<y ou x=y} .
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De même la relation ”< ∩ =” se décrit par :

< ∩ = = {(x, y) ∈ X × Y | x<y et x=y} .

La relation <T et =T vont de Y vers X. Il est facile d’établir que :

(< ∪ =)T = <T ∪ =T et (< ∩ =)T = <T ∩ =T .

Exemple 1.2.8 Soit X un ensemble d’êtres humains. Considérons sur X les relations

< et = définies par:

x<y ⇔ ”x est le père de y”,

x=y ⇔ ”x est la mère de y”.

Dans ce contexte <∪= est la relation "est parent de" et (< ∪ =)−1 est la relation "est

enfant de". On peut s’attendre à ce que la relation < ∩ = soit vide puisque " x est à la

fois le père et la mère de y".

Proposition 1.2.3 1. M<∪S = M< ∨MS i.e : (M<∪S )i,j = rij ∨sij, où ∨ dénote le
ou inclusif.

2. M<∩S = M< ∧MS i.e : (M<∩S)ij = rij ∧ sij, où ∧ dénote le et.

Exemple 1.2.9 Soient < et S deux relations sur X définies par la matrice asso-

ciée:

M< =


1 0 1

1 0 0

0 1 0

 et MS =


1 0 1

0 1 1

1 0 0

 .

Les matrices associées à l’union et l’intersection sont définies respectivement :

M<∪S = M < ∨M S =


1 0 1

1 1 1

1 1 0

 et MR∩S = MR ∧MS =


1 0 1

0 0 0

0 0 0

 .
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Définition 1.2.11 (Complémentaire) Soit < une relation de X×Y , on note <c et on
appelle relation complémentaire de <, la relation de X vers Y définie par :

(x, y) ∈ <c ⇐⇒ (x, y) /∈ <.

La matrice de la relation <c est la matrice complément de M<c = M c
<.

Exemple 1.2.10 Soient X = {1, 2, 3, 4} et y = {a, b, c}. On définit la relation < par :
< = {(1, a) , (1, b) , (2, b) , (2, c) , (3, b) , (4, a)} le produit cartésien deX×Y :

X × Y =

 (1, a) , (1, b) , (1, c) , (1, d) , (2, a) , (2, b) , (2, c) , (2, d) ,

(3, a) , (3, b) , (3, c) , (3, d) , (4, a) , (4, b) , (4, c) , (4, d)

.
Donc <c = {(1, c) , (2, a) , (3, a) , (3, c) , (4, b) , (4, c)} .

Définition 1.2.12 (Composition) Soient les relations < v X × Y et = v Y×Z, on

appelle composée de < et = la relation notée =◦< v X×Z est définie par :

= ◦ < = {(x, z) ∈ X × Z | ∃y ∈ Y, (x<y ∧ y=z)} .

Exemple 1.2.11 Soient X = {1, 2, 3, } , Y = {a, b, c} et Z = {a′, b′, c′} trois ensembles.
On définit la relation < entre X et Y , et = entre Y et Z par : < = {(1, b) , (2, b) , (2, c)}
et = = {(a, b′) , (b, b′) , (b, a′)}
La composition de < et = est la relation = ◦ < v X × Z donné par

= ◦ < = {(1, b′) , (1, a′) , (2, b′) , (2, a′)} .

1.2.3 Relations d’ordres

Définition 1.2.13 (Relation d’ordre) : Une relation < sur un ensemble X est appelée

une relation d’ordre si pour tous x, y, z ∈ X on a les propriétés suivantes :

Réflexivité : x<x,
Antisymétrie : x<y et y<x⇒ x = y,

Transitivité : x<y et y<x⇒ x<z.

13



Définition 1.2.14 (Ensemble ordonné) Un ensemble ordonné ou ordre est un couple

(X,≤p) où X est un ensemble non vide et ≤P une relation d’ordre définie sur X, (i.e.
réflexive, antisymétrique et transitive).

On note P = (X, ≤p) où P l’ensemble ordonné ou ordre.

Exemple 1.2.12 1. (N, ≤) L’ensemble N des entiers naturels muni de la relation

d’ordre à habituelle: x ≤ y.

2. (P (E), ⊆) P (E) Muni de la relation d’inclusion x ⊂ y (E étant un ensemble quel-

conque).

3. (N∗, |) L’ensemble N∗ muni de la relation de divisibilité x | y (x divise y) définie
par:

il existe a ∈ N∗tel que y = ax.

Définition 1.2.15 (Ordre total) Soit X un ensemble et soit ≤ une relation d’ordre sur
X. L’ordre est total si deux éléments quelconques de X sont toujours comparables :

∀(x, y) ∈ X ×X, x ≤ y ou y ≤ x.

Dans le cas contraire, l’ordre est dit partiel:

∃(x, y) ∈ X ×X, x � y et y � x.

Exemple 1.2.13 Soit Y un ensemble et X = P (Y ), on considère X = P (Y ) la relation

binaire «⊂» , alors :
«⊂» est une relation d’ordre sur X :

1. «⊂» est réflexive, car pour tout ensemble A = P (A) on a A ⊂ A,

2. «⊂» est transitive, car pour tous A,B,C ∈ P (A):

(A ⊂ B)∧(B ⊂ C)⇒ ∀x((x ∈ A⇒ x ∈ B))∧((x ∈ B ⇒ x ∈ C))⇒ ∀x((x ∈ A⇒ x ∈ C))

(car le connecteur (⇒) est transitive),
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3. «⊂» est antisymétrique, car pour tous A,B ∈ P (A) :

(A ⊂ B) ∧ (B ⊂ A)⇐⇒ A = B.

De (1) , (2) et (3) on déduit que «⊂» est une relation d’ordre sur X.
L’ordre est-il total ?

Si Y = ∅ alors, X = {∅} et on a: ∀A,B ∈ X,A = B = ∅ donc, ∀A,B ∈ X : A ⊂ B.

Ce qui montre que l’ordre est total.

Si Y est singleton, alors il existe a tel que Y = {a} et Y = {{a}, ∅}, donc pour tous
A et B dans X on a

((A = {a}) ∨ (A = ∅)) ∧ ((B = {a}) ∨ (B = ∅)).

Donc ∀A,B ∈ X :

((A ⊂ B) ∨ (B ⊂ A))

Ce qui montre que l’ordre est total.

Si Y contient au moins deux éléments distincts a et b, alors

∃A = {a}, B = {b} ∈ E : (A * B) ∧ (B * A),

donc A et B ne sont pas comparables, par suite «⊂» est une relation d’ordre partiel dans
X.

Définition 1.2.16 (Préordre) Soit X un ensemble. Une « relation préordre » ou «

préordre » sur X est une relation binaire sur X, qu’on peut noté x ≤ y pour deux éléments

quelconques x et y de X, telle que :

(i) ∀x ∈ X : x ≤ x (Réflexivité),

(ii) ∀x ∈ X, ∀y ∈ X, ∀z ∈ X : (x ≤ y) ∧ (y ≤ z)⇒ (x ≤ z) (Transitivité).

Exemple 1.2.14 L’ordre partiel et l’équivalence sont deux variétés particulières du préor-

dre .

Définition 1.2.17 (Ordre strict) Soit X un ensemble, l’ordre P sera dit «ordre strict

» et noté P = (X, <P ) si la relation « <P » vérifie les deux propriétés suivantes:

(i) ∀(x, y, z) ∈ X3 :(x <P y) ∧ (y <P z)⇒ (x <P z) (Transitivité),

(ii) ∀x ∈ X, x ≮P x (Anti-réflexivité).
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Exemple 1.2.15 1. (R, <) est un ordre strict,

2. (N, <) est un ordre total strict sur l’ensemble N, ou ‹‹<››est la relation strictement

inférieur usuelle de N.

Définition 1.2.18 (Section initiale, section finale) SoitX un ensemble ordonné, a ∈
X.

- Une section initiale engendrée par a notée ↓ a = {x ∈ X | x ≤ a} ,
- Une section finale engendrée par a notée ↑ a = {x ∈ X | a ≤ x} .

Eléments remarquables

Définition 1.2.19 (Eléments minimaux et éléments maximaux) SoitX un ensem-

ble ordonné et soit a ∈ X :

1. On dit que a est élément minimal de X si le seul élément x de X vérifiant x ≤ a

est x = a lui-même,

2. On dit que a est élément maximal de X si le seul élément x de X vérifiant a ≤ x

est x = a lui-même.

Définition 1.2.20 (Majorant et minorant) SoitX un ensemble ordonné et soit

E une partie non vide de X :

1. On appelle majorant d’une partie E de X tout élément m de E tel que : pour

tout x ∈ E : x ≤ m,

2. On appelle minorant d’une partie E de X tout élément m de X tel que : pour

tout x ∈ E : m ≤ x.

Définition 1.2.21 (Borne inférieure et borne supérieure) Soit X un ensemble or-

donné et soit E une partie non vide de X.

1. On dit que a ∈ X une borne inférieure de E dans X si a est le plus grand minorant

de E dans X. Si elle existe, cette borne inférieure est unique. On la note inf (E)

ou infX(E).
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2. On dit que a ∈ X une borne supérieure de E dans X si a est le plus petit majorant

de E dans X. Si elle existe, cette borne supérieure est unique. On la note sup(E)

ou supX(E).

Exemple 1.2.16 Soit un ensemble ordonné (X,≤) = (R,≤), et soit A = [0, 1[, B = Z

et C = [1, 2].

- Pour l’ensemble A : tout réel x ≥ 1 est majorant de A, tout réel x < 0 est minorant

de A.

- A n’ai pas de plus grand élément mais a un plus petit élément 0. sup A = 1 et inf

A = 0.

- Pour l’ensemble B: il n’y a ni majorant, ni minorant de B. B n’a ni plus petit

élément, ni plus grand élément, supB et inf B n’existent pas dans R.

- Pour l’ensemble C: tout réel x > 2 est majorant de C, tout réel x < 1 est minorant

de C. C a pour plus petit élément 1 et pour plus grand élément 2, supC = 2 et inf C = 1.

Définition 1.2.22 (Minimum, maximum) Soit E un ensemble ordonné et a ∈ E :

On dit que a est un minimum de E (ou le plus petite élément de E) lorsque pour tout

x ∈ E on a: a ≤ x.

On dit que a est un maximum de E (ou le plus grand élément de E) lorsque pour tout

x ∈ E on a: b ≥ x.

Exemple 1.2.17 On reprend la relation inclusion et

A = {{1, 2, 3} , {0, 4} , {1, 3, 5} , {1, 5} , {1, 3} , {5, 3} , {0, 5, 6, 7}} .Alors:
Les éléments minimaux de A sont : {0, 4} , {1, 5} , {1, 3} , {5, 3} et {0, 5, 6, 7} .
Les éléments maximaux de A sont : {0, 4} , {1, 2, 3} , {1, 3, 5} , {0, 5, 6, 7} .
A n’a pas de plus petit élément et n’a pas de plus grand élément.
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1.3 Treillis

Un treillis est une classe particulière d’ensemble ordonné où on prend en considération

la notion d’inférieur et supérieur des éléments. A ce niveau, nous allons étudier quelques

classes de treillis, comme les treillis fermés, distributifs, complémentés, modulaires et

booléens.

1.3.1 Définitions et exemples

Définition 1.3.1 (Treillis) Un treillis L est un ensemble partiellement ordonné tel que

tout ensemble de deux éléments {x, y} ⊂ L admet une borne supérieure notée x∨y et une
borne inférieure notée x ∧ y, on le noté (L,≤,∨,∧).

1. L’ensemble des parties d’un ensemble muni de l’inclusion forme un treillis ou la borne

supérieure est l’union et la borne inférieure est l’intersection comme: S = {a, b, c},
(P (S),⊆) est un treillis.

2. L’ensemble des ouverts d’un espace topologique muni de l’inclusion forme un treillis.

3. L’ensemble des entiers naturels muni de son ordre usuel est un treillis.

4. L’ensemble des entiers naturels muni de la relation "divise" forme un treillis, ou

la borne supérieure est le PPCM et la borne inférieure le PGCD comme : Soit

D(12) = {1, 2, 3, 4, 6, 12} l’ensemble de diviseurs positifs de 12, (D(12), |) est un
treillis tel que x | y (x divise y).

Définition 1.3.2 Un treillis L est fermé s’il possède un plus grand élément noté 1L et

un plus petit élément noté 0L.

Exemple 1.3.1 1. Le treillis D(30) l’ensemble des diviseurs de 30 est fermé 0L = 1

et 1L = 30.

2. (P (E),⊆,∩,∪) fermé, 0L = ∅ et 1L = E.

Définition 1.3.3 Un treillis L est dit complet si et seulement si tout sous-ensemble de

L admet une borne supérieure et une borne inférieure dans L.
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Exemple 1.3.2 1. L’ensemble des parties d’un ensemble muni de l’inclusion est un

treillis complet avec

sup({Ei}) = ∪Ei et inf({Ei}) = ∩Ei.

2. (N,≤) n’est pas un treillis complet.

Théorème 1.3.1 Tout treillis complet est fermé.

Preuve. Evident.

Proposition 1.3.1 Soit (L, ≤, ∧, ∨) un treillis et soient x, y, z et t ∈ L. Si x ≤ y et

z ≤ t, alors x ∧ z ≤ y ∧ d et x ∨ z ≤ y ∨ t.

1.3.2 Propriétés algébriques des treillis

Précédemment, on avait donc définit le treillis en général d’une manière ensembliste,

sachant qu’il existe une définition purement algébrique contenant quelques propriétés

très importantes qu’on définira et qu’on démontrera par la suite:

L’idempotence:

x ∨ x = x et x ∧ x = x.

La commutativité:

x ∨ y = y ∨ x et x ∧ y = y ∧ x.

L’associativité:

x ∨ (y ∨ z) = (x ∨ y) ∨ z,

x ∧ (y ∧ z) = (x ∧ y) ∧ z.

L’absorption:

x ∨ (x ∧ y) = x et x ∧ (x ∨ y) = x.
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Et une relation d’ordre ≤ telle que:

x ≤ y ⇔ x ∨ y = y ⇐⇒ x ∧ y = x.

1.3.3 Quelques classes des treillis

Nous allons étudier les classes des treillis distributifs, complémentés, modulaires et

booléens. Ce choix n’est pas arbitraire mais bien réfléchi, car celles-ci sont les plus

importantes, les plus intéressantes et les particulières dans le monde des treillis.

On donnera aussi quelques propriétés et on les représentera à l’aide des schèma

illustratifs.

Définition 1.3.4 (Treillis complémenté) Un treillis complémenté est un treillis fermé

L tel que pour chaque x ∈ L il existe au moins x′ ∈ L tel que : x ∨ x′ = 1 et x ∧ x′ = 0,

x′ est dit complément de x.

Figure 1.3.1 : Diagramme d’un treillis complémenté

Exemple 1.3.3 1. (P (E) ,⊆,∩,∪) est complémenté.

2. D (6) l’ensemble des diviseurs de 6 et D (30) l’ensemble des diviseurs de 30 sont des

treillis complémentés.

3. La chaîne {0, 1} est la seule chaîne qui soit distributif complémenté.

Définition 1.3.5 (Treillis modulaire) Un treillis est modulaire :

Si x ≤ z , alors x ∨ (y ∧ z) = (x ∨ y) ∧ z.

20



On a vu que si x ≤ z, alors x ∨(y ∧ z) ≤ (x ∨ y) ∧ z. Pour qu’un treillis soit modulaire,
il suffi t donc de montrer que, si x ≤ z, x ∨ (y ∧ z) ≥ (x ∨ y) ∧ z.

Figure 1.3.2 : Diagramme d’un treillis modulaire

Remarque 1.3.1 Tout sous-treillis d’un treillis modulaire et modulaire.

Définition 1.3.6 (Treillis distributif) Un treillis L est distributif si et seulement si :

∀x, y, z ∈ L les deux propriétés suivantes sont vérifiées :
x ∧ (y ∨ z) = (x ∧ y) ∨ (x ∧ z),

et

x ∨ (y ∧ z) = (x ∨ y) ∧ (x ∨ z).

C’est à dire, qu’un treillis est distributif si et seulement si on a la distributivité de

l’opération ∧ par rapport à l’opération ∨ et inversement.

Figure 1.3.3 : Diagramme d’un treillis distributif

Exemple 1.3.4 1. Le treillis L formé par l’ensemble de tous les sous-ensembles d’un

ensemble X ordonné par la relation l’inclusion est un treillis distributif.
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2. L’ensemble des parties de E dans lequel les opérations sont (∩) et (∪) sens-ensembliste

est un treilles distributif.

Définition 1.3.7 (Treillis de boole) Un treillis booléen est un treillis distributif où

chaque élément x ∈ X a un complément, noté xc. Autrement dit, un treillis distributif et

complémenté est un treillis booléen.

1. (0)c = 1.

2. (xc)c = x.

3. (x ∧ y)c = xc ∨ yc,et (x ∨ y)c = xc ∧ yc.

Figure 1.3.4 : Diagramme d’un treillis booléen

Exemple 1.3.5 Soit X = {a}.On a une algèbre de Boole à 2 éléments,

Soit X = {a, b}.On a une algèbre de Boole à 4 éléments,

Soit X = {a, b, c}.On a une algèbre de Boole à 8 éléments.
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Chapitre 2

Théorèmes des points fixes dans des

structures ordonnées

Dans ce chapitre on donnons quelques théorèmes de points fixes dans des structures

ordonnées, premièrement dans un ensemble ordonné quelconque, deuxièmement dans

une structure d’un treillis où pouvons-nous trouver le théorème de Tarski et inversement

le théorème de Davis et finalement dans un ensemble ordonné chaîne-complète.

2.1 Théorèmes de point fixe dans un ensemble or-

donné

On s’intéresse maintenant à la propriété du point fixe dans une structure d’un ensemble

ordonné. Pour plus des détails on peut consulter [13], [15] et [16].

Définition 2.1.1 Soient P = (X, ≤p) et Q = (Y, ≤Q) deux ensembles ordonnés et f

une application de P dans Q. L’application f est dite:

1. Monotone si elle vérifie:

pour tous x, x̀ ∈ (X, ≤p) , x ≤p x̀ =⇒ f (x) ≤Q f (x̀) ,

23



2. Strictement monotone si elle vérifie :

pour tous x, x̀ ∈ (X, ≤p) , x <p x̀ =⇒ f (x) <Q f (x̀) .

Définition 2.1.2 (Monotonie, antitonie) Soit f une application définie sur des en-

sembles ordonnés f : X −→ Y.

f est dite monotone si:

∀x, y ∈ X, x ≤ y =⇒ f (x) ≤ f (y) ,

f est dite antitone si :

∀x, y ∈ X, x ≤ y =⇒ f (y) ≤ f (x) .

Définition 2.1.3 Soit (X,<) un ensemble ordonné

1. Un élément x ∈ X est appelé point fixe de l’application f : X → X si f (x) = x,

l’ensemble de tous les point fixes de f noté par Fix (f) .

2. On dit que l’ensemble X à la propriété du point fixe par rapport à < si chaque
application monotone de X vers elle-même à un point fixe.

Définition 2.1.4 Soit X un ensemble partiellement ordonné. X est dit inductif si toute

partie de X non vide et totalement ordonné possède un majorant.

Lemme 2.1.1 (Lemme de Zorn) Tout ensemble inductif admet au moins un élément

maximal.

Le théorème suivant est parmi les théorèmes des points fixes bien connu dans un

ensemble ordonné.

Théorème 2.1.1 (Bourbaki - knaster) [9] Soit f une fonction d’un ensemble stricte-

ment inductif (X,≤) dans lui-même expansive, c’est-à-dire vérifiant:

x ≤ f (x) ,∀x ∈ X.

Alors f possède au moins un point fixe, c’est-à-dire un élément a de X vérifiant:

f(a) = a.
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Preuve. Ce théorème se démontre facilement par récurrence ordinale, de manière

analogue à la démonstration du lemme de Zorn, X à un élément maximum a tel que

a ≤ f (a), et l’élément a est maximal, donc a = f (a) .

Il peut aussi se montrer plus directement en adaptant la démonstration par réunion

de chaînes comme suit:

Appelons f−ensemble toute partie C de X bien ordonnée telle que pour tout x de

C,

x = sup{f(y)|y ∈ C et y < x}

(En particulier, ∅ est un f-ensemble, et f est une application monotone sur tout
f−ensemble).
On montre que, étant donnés deux f−ensembles C et D, l’un est segment initial

de l’autre. On en déduit, que la réunion M des f−ensembles est un f−ensemble. En
particulierM est une chaîne, et f est une application monotone surM . L’image deM

par f , {f(y)|y ∈M} est alors une chaîne, donc possède une borne supérieure z. Alors
M ∪ {z} est un f−ensemble donc z ∈M, donc f(z) ≤ z , d’où f(z) = z.

Le théorème suivant de point fixe pour les ensembles ordonnés est de Rival [15] en

1976. Il utilise la définition suivante de la rétraction pour établir la propriété du point

fixe pour l’ensemble ordonné.

Définition 2.1.5 Soit P un ensemble ordonné. Alors l’application r : P −→ P est dit

rétraction si et seulement si r2 = r (c’est-à-dire r est idempotent). Nous dirons que R ⊆ P

est un rétract de P si et seulement s’il existe une rétraction r : P → P avec r[P ] = R.

Théorème 2.1.2 (Rival) Soit P un ensemble ordonné a la propriété du point fixe et

soit r : P → P une application de rétraction. Alors r[P ] a la propriété du point fixe.

Preuve. Soit f est une application monotone définie par f : r[P ] → r[P ]. Alors

f ◦ r : P → P une application monotone aussi, donc l’application f ◦ r a un point
fixe x = f(r(x)). Mais comme x ∈ f [P ] ⊆ r[P ], alors x = r(x), ce qui signifie que

x = f(r(x)) = f(x) est un point fixe de f.
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2.2 Théorèmes de point fixe dans un treillis com-

plet

On s’intéresse maintenant à la propriété du point fixe dans une structure d’un treillis,

dans ce sens nous pouvons trouver des résultats mathématiques fameux, dû à Tarski

[18] et inversement le théorème de Davis [03]. Tout d’abord, nous avons besoin de cette

définition pour démontrer les deux théorèmes précédents.

Définition 2.2.1 Soit P un ensemble ordonné et soit Cl, CU ⊆ P sont des chaînes dans

P telle que Cl ≤ CU . L’ensemble

K = {p ∈ P : Cl ≤ p ≤ CU}

est appelé un (Cl, CU)-core.

Théorème 2.2.1 Soit P un ensemble ordonné, les propriétés suivantes sont équivalent:

1. P a la propriété du point fixe,

2. Toute (C,K)-core de P a la propriété du point fixe,

3. Toute (C,K)-core de P a la propriété du point comparable.

Preuve. Voir [17].

Théorème 2.2.2 (Tarski) Soit L un ensemble ordonné, si L est un treillis complet,

alors L possède la propriété du point fixe. En plus, pour toute application monotone f ,

Fix (f) est un treillis complet.

Preuve. Soit (X,≤) est un ensemble ordonné, ϕ : X → X est une application

monotone. Soit A = {x ∈ X | x ≤ ϕ (x)}
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A n’est pas vide car inf (X) ∈ A. Soit m = sup (A) , pour tout élément x de A, on

a x ≤ m, donc x ≤ ϕ (x) ≤ ϕ (m) puisque ϕ est monotone. On déduit que ϕ (m) est

un majorant de A, et que donc m ≤ ϕ (m) . De plus ϕ (m) ≤ ϕ (ϕ (m)) puisque ϕ est

monotone, donc ϕ (m) ∈ A et donc ϕ (m) ≤ m. En conséquence, ϕ (m) = m et donc

m est un point fixe de A.

On démontre que Fix (f) est un treillis complet

Soit L
′

= Fix f. Soit A ⊆ L
′
. Posons a = ∨A et soit l’ensemble B définie par

B =
{
y ∈ L′

: y majore A
}
, on pose b = ∧B et soit l’ensemble L

′′
définie par L

′′
=

{x ∈ L : a ≤ x ≤ b} . Si y majore A, alors f (y) aussi (en effet, si x ∈ A on a x ≤ y

donc f (x) ≤ f (y)); puisque f (x) = x on obtient x ≤ f (y) .

Théorème 2.2.3 (Davis) Soit L un treillis, si L possède la propriété de point fixe alors

L est un treillis complet.

Preuve. On montre que, si un treillis a la propriété de point fixe alors il est

complet.

On suppose que L n’est pas complet, alors il y a une chaîne maximale B ⊂ L.

Donc il y a une chaîne C ′ ⊆ B qui n’admet pas supremum dans B, soit K =↑B C ′ et
soit C =↓B K.
Alors K n’admet pas infimum dans B et C n’admet pas supremum dans B et on

a B = C ∪K, alors le (C,K)−core il faut être vide, alors B n’est pas maximal. Par

conséquent (C,K)−core n’admet pas la propriété du point fixe. Par le théorème (2.2.1)
alors L n’admet pas la propriété du point fixe. Contradiction donc L est complet.

Définition 2.2.2 (Fonctions continues) Soient (X,≤) et (X ′,≤′) deux ensembles or-
donnés.

Une fonction f : X → X ′ est continue, si :

f est un application monotone,

f est t-additive : f(tx) = t′f(x), pour toute ω-chaîne x.

Théorème 2.2.4 (Kleene) Soit (X,≤) un treillis complet et f : X −→ X une fonction

continue. Alors
⋃
i≥0

f i (⊥) est le plus petit point fixe de f.
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Preuve. Soit (X,≤) un treillis complet et f : X → X une fonction continue.

1.
⊔
i≥0

f i (⊥) est un point fixe de f , car

f

(⊔
i≥0

f i (⊥)

)
=

⋃
i≥0

f i+1 (⊥)

=
⋃
i≥1

f i (⊥)

= ⊥ ∪
⋃
i≥1

f i

=
⋃
i≥0

f i (⊥) .

2.
⊔
i≥0

f i (⊥) est plus petit que tous les points fixes de f. Soit x un point fixe. On

montre par récurence: ∀i ≥ 0.f i (⊥) ≤ x. Ce qui implique que
⊔
i≥0

f i (⊥) ≤ x.
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2.3 Théorèmes de point fixe dans un ensemble or-

donné chaîne-complète

Dans cette section, nous présenterons quelques théorèmes de point fixe importantes

dans une structure d’un ensemble ordonné chaîne-complète. Pour plus de détails on

peut consulter [12], [21], [6], [9].

2.3.1 Caractérisation des treillis complet par les chaînes et les

chaînes maximales

Définition 2.3.1 (Chaîne) Une chaîne d’ordre P = (X,≤P ) est un sous-ensemble Q

de X dont les éléments sont deux à deux comparables :

∀x, y ∈ Q : (x ≤P y) ∨ (y ≤P x).

Exemple 2.3.1 1. L’ensemble N avec l’ordre ordinaire est une chaîne,

2. L’ensemble N∗ avec la relation de divisibilité n’est pas une chaîne.

Définition 2.3.2 (Ensemble ordonné chaîne-complète) Soit P un ensemble ordonné.

Alors (P,≤) est appelé un ensemble ordonné chaîne-complète si toute sous-chaîne de P

admet une borne supérieure et une borne inférieure.

Exemple 2.3.2 1. L’ensemble des partie de chaque ensemble X est une ensemble or-

donné chaîne-complète par l’inclusion,

2. Chaque ensemble ordonné finie est un ensemble ordonné chaîne-complète,

3. C ([0, 2] , R) n’est pas un ensemble ordonné chaîne-complète car l’ensemble des fonc-

tions continues n’admet pas un supremum.

Définition 2.3.3 (Anti-chaîne) Une anti-chaîne de (E,≤P ) tout partie X telle que :

∀x, y ∈ X : x ≤P y ⇒ x = y.
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Définition 2.3.4 (Chaîne maximale ) Une chaîne Q de P est dite maximale si elle

n’est pas contenue (strictement) dans aucune autre chaîne de P , c’est-à-dire elle est max-

imale par rapport à l’inclusion.

Remarque 2.3.1 (i) Une antichaîne de P est maximale si elle n’est contenue dans

aucune autre antichaîne de P.

(ii) Les seuls sous-ensembles ordonnés de P qui sont à la fois chaîne et antichaîne de

P sont les singletons de P .

Théorème 2.3.1 (Caractérisation des treillis complet) Soit L un treillis, alors les

propriétés suivantes sont équivalent.

(i) L est un treillis complet,

(ii) Toute chaîne non vide de L admet un supremum et un infimum,

(iii) Toute chaîne maximal de L est un treillis complet.

Preuve. (i =⇒ ii) Trivial

(ii =⇒ iii) Soit C une chaîne maximale. Soit A ⊆ C et soit a = ∨A.
Soit c ∈ C. Ou bien c ∈↓ A = {y : y ≤ x pour un x ∈ A} et dans ce cas c ≤ a. Ou

bien c /∈↓ A et puisque C est une chaîne, x ≤ x pour tout x ∈ A, par suite a ≤ c. Donc

C ∪ {a} est une chaîne. Par maximalité de C, a ∈ C. D’où C est un treillis complet.

(iii =⇒ ii) Soit L un treillis tel que chaque chaîne maximale dans L est un treillis

complet. Soit C ⊆ L est une chaîne non vide, soit K est une chaîne maximale qui

contient C et soit c = ∨KC alors c est un borne supérieure de C dans L , si d ≥ C,

donc d est un borne supérieure de C avec d � c, alors C ≤ d∧c < c , ce qui implique que

K n’est pas maximal, contradiction, alors c = ∨LC, d’où L est un ensemble ordonné
chaîne-complète.

(ii =⇒ i) Soient A ⊆ L et C une chaîne maximale dans A+ l’ensemble des majorants

de A. Etendons C
′
et une chaîne maximale de L. Soit c l’infimum de C dans C

′
. Alors

c est l’infimum de C dans L. En effet, si t minore C alors c∨ t également, et donc c∨ t
est comparable à tous les éléments de C

′
. Comme C

′
est maximale, donc c ∨ t ∈ C ′

. Il
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s’ensuit que c est un majorant A, donc c ∈ A+. Soit t ∈ A+, puisque L est un treillis,
donc c ∧ t ∈ A+, alors c ≤ t. Ainsi c = ∨A. D’où L est un treillis complet.

2.3.2 Théorème de point fixe dans un ensemble ordonné chaîne-

complète

Dans le théorème suivant, nous donnons un résultat concernant la propriété du point

fixe dans une structure d’un ensemble ordonné chaîne-complète. Tout d’abord, nous

avons besoin de cette définition pour démontrer le théorème suivant.

Définition 2.3.5 Soit (P,≤) un ensemble ordonné chaîne-complète, et soit l’application

f : P → P est monotone, On dit que Y ⊆ P est admissible si ∀y ∈ Y, f(y) ∈ Y et

∀C ⊆ Y, si C est un ordre total, alors supC ∈ Y.

Théorème 2.3.2 [18] Soit (P,≤) un ensemble ordonné chaîne-complète, et f : P → P

est un application monotone, alors il existe au moins un point fixe de f .

Preuve. Soit B est l’intersection de tous les sous-ensembles admissibles de P alors

B ⊆ P et B est admissible.

L’ensemble {x ∈ B | x ≤ f (x)} est admissible. Donc il est contient B, alors ∀b ∈
B, b ≤ f (b) .

On dit que x ∈ B est extrême si et seulement si ∀b ∈ B, b < x =⇒ f (b) ≤ x,pour

tout x ∈ B,on pose

S (x) = {b ∈ B | b ≤ x ∨ f (x) ≤ b} .

On suppose que x est extrême, alors si y ∈ S (x) donc y < x, y = x, ou bien

f(x) ≤ y, dans le premier cas, comme x est extrême, alors f (y) ≤ x , dans l’autres cas,

f (x) ≤ f (y) . Donc f (y) ∈ S (x) , D’abord on pose C ⊆ S (x) est un ordre total, si

c ∈ C. c ≤ x alors supC ≤ x, pour tout c ∈ C, nous avons c ≤ x,et ainsi f (x) ≤ c ≤
supC. Donc supC ∈ S (x) . Alors S (x) est admissible. D’où S (x) = B.

Soit E l’ensemble des éléments extrêmes de B. On pose e ∈ E, si b ∈ B et b < f(e)

alors S(e) = B, donc b ≤ e. Par monotonie de f , f(b) ≤ f(e), donc f(e) est un extrême.
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On suppose que C ⊆ E est un ordre total. Si b ∈ B et b < sup C alors c ∈ C avec

c ≤ b, alors f(c) ≤ b. Donc S(c) = B, nous avons b < c. Alors f(b) ≤ c ≤ supC. Donc

E est admissible, D’où E = B.

Puisque chaque x ∈ B satisfait x ≤ f(x) et S(x) = B, B est un ordre total, alors

il y a au moins un majorant supB, donc B est admissible, et comme supB ∈ B, donc
supB ≤ f (supB) . Aussi f (supB) ∈ B, donc f (supB) ≤ supB.La combinaison les

deux inégalités alors f (supB) = supB.

On suppose que z est un autre point fixe de f , donc f(z) = z, alors {b ∈ B | b ≤ z}
est un admissible. Alors chaque b ∈ B est inférieur que z, en particulier supB ≤ z.

Donc supB est le plus petit point fixe de f.

Lemme 2.3.1 Soit (P,≤) un ensemble ordonné chaîne-complète, et soit l’application f

qui définie par f : P → P est une application monotone, et g est une application qui

satisfait les deux propriétés suivantes:

1. Pour tout x ∈ X, g(x) ⊆ g(f(x)),

2. Pour tout ordre total Y ⊆ P, si pour tout y ∈ Y , g(y) ⊆ g(supY ) ⊆ g(Fixf).

Preuve. Les hypothèses sur g garantissent que {x ∈ X | g(x)} est un admissible.
Donc chaque ensemble admissible contient Fixf.

Définition 2.3.6 Soit (P,≤) un ensemble ordonné chaîne-complète et soitY ⊆ P, on dit

que Y est fermé si et seulement si pour chaque chaîne C ⊆ Y nous avons supC ∈ Y.

Théorème 2.3.3 Soit (P,≤) un ensemble ordonné chaîne-complète, et soit Y ⊆ P fermé,

et soit l’application f qui définie par f : P → P est une application monotone, pour tout

y ∈ Y nous avons f (y) ∈ Y . Alors Fixf ∈ Y.

Preuve. Application direct de Lemme (2.3.1).

Corollaire 2.3.1 Soit (P,≤) un ensemble ordonné chaîne-complète, et soit l’application

f qui définie par f : P → P une application monotone avec f(x) ≤ x alors Fixf ≤ x.
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Preuve. Soit Y = {y ∈ X | y ≤ x} , alors (Y,≤) est fermé. En outre, si y ∈ Y,

alors y ≤ x , donc

f(y) ≤ f(x) ≤ x,

et f(y) ∈ Y par l’application de Lemme(2.3.1). Donc Fixf ∈ Y, alors par définition
de Y ,

Fixf ≤ x.

Corollaire 2.3.2 Soient (P,≤) et (Y,v) deux ensembles ordonnés chaîne-complète, et

soient f et g deux applications monotones définit par f : P → Y et g : Y → P , alors :

Fix(f ◦ g) = f(Fix(g ◦ f)).

Preuve. Tout d’abord on remarque que

(f ◦ g)(f(Fix(g ◦ f))) = f((g ◦ f)(Fix(g ◦ f))) trivial

= f(Fix(g ◦ f)) par la propriété du point fixe

D’aprés le Corollaire 2.3.1, nous avons

Fix(f ◦ g) v f(Fix(g ◦ f))

.

De même, F ix(g ◦ f) ≤ g(Fix(f ◦ g))

.

Donc f(Fix(g ◦ f)) v f(g(Fix(f ◦ g)))

= (f ◦ g)(Fix(f ◦ g))

= Fix(f ◦ g).

D’où Fix(f ◦ g) = f(Fix(g ◦ f)).

Un autre théorème de point fixe dans un ensemble ordonné chaîne-complète est de

Abian et Brown.
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Théorème 2.3.4 (Abian—Brown) [1] Soit (P,≤) un ensemble ordonné chaîne-complète,

est soit f : P → P est une application monotone. S’il existe un élément x ∈ P avec

x ≤ f(x), alors f a un plus petit point fixe.

Preuve. Voir [1].

Dans le théorème suivant, nous donnons un résultat concernant la propriété du point

fixe localement générale dans un ensemble ordonné chaîne-complète. Tout d’abord on

donne les définitions suivantes.

Définition 2.3.7 Soit P un ensemble partiellement ordonné, si P possède la propriété

générale du point fixe si et seulement si pour toute application f de P dans lui même avec

x ≤ f (x) tels que x ∈ subf (p) a un point fixe.

Définition 2.3.8 Soit P un ensemble partiellement ordonné, si P possède la propriété

localement générale du point fixe si et seulement si pour toute application f de P dans lui

même avec x ≤ f (x) tels que x ∈ f(p) a un point fixe.

Définition 2.3.9 L’ensemble subf (p) est définie par subf (p) = le seugement finis de P

généralisé par le sous-ensemble f(p) avec f (p) = {x \ x ≥ quelque éléments de f (p)} .
f(p) = f (p) ∪ {a ∈ p \ a est supremum d’une chaîne dans f (p)}.

Théorème 2.3.5 Soit P un ensemble partiellement ordonné, (P,≤) un ensemble ordonné

chaîne-complète si P admet la propriété de point fixe localement générale

Preuve. Supposons que P admet la propriété de point fixe localement générale.

Nous affi rmons que P est un ensemble ordonné chaîne-complète. Chaque sous-ensemble

ordonné non vide de P admet un supermum, alors chaque chaîne de P admet un supre-

mum dans P . Soit C est un sous-ensemble ordonné non vide. Premièrement supposons

que C n’a pas des majorants, alors pour tout x dans P , C (x) = {c ∈ C | x � c} est non
vide, on définie l’application f par f : P −→ P f (x) = le plus petit élément de C (x) .

Clairement f n’a pas un point fixe. Soit y = f (x) ∈ f(p), donc y est le plus petit

élément de C (x) , aussi f (y) le plus petit élément de C (y) = {c ∈ C | y � c} , alors
y � f (y) et f (y) ∈ C. Mais y est aussi dans C donc y < f (y) . Soit a = supC

′
où C

′
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est une chaîne dans f (P ), montrons que a ≤ f (a) .Si a 
 f (a) ,alors il existe un x ∈ C ′

tel que x 
 f (a) et comme x ∈ C ′ ⊆ C nous avons x > f (a) mais a ≥ x > f (a) , im-

possible a � f (a) (En fait pour tout x dans P , x � f (a)).Contradiction a l’hypothèse

a 
 f (a) ,donc a 
 f (a) .Ainsi x ≤ f (x) pour tout x dans f (P ) . Mais f n’admet

pas point fixe et contredit l’hypothèse P admet la propriété du point fixe localement

générale. Donc C doit avoir des majorants. Maintenant on montre que C n’admet pas

un supremum dans P. Soit z0 ∈ C définie par f : P → P comme suite, si x ∈ P n’est

pas un majorant de C, donc f (x) = le plus petit élément de C (x) = {c ∈ C | x � c} .
Si x est un majorant de C, donc f (x) = z0, ainsi f (P ) ⊆ C, soit y = f (x) ∈ f (P )

pour que y n’est pas un maximum de C donc f (y) =élément minimal de (y) et donc

y � f (y) , donc y < f (y). Soit a = supC ⊆ F (P ) pour que a n’est pas un maximum

de C et f (a) =le plus petit élément de C (a) . Donc a � f (a) ∈ C. Si a 
 f (a) , alors

il existe x ∈ C tel que x 
 f (a) et donc x > f (a) , mais a ≥ x > f (a) ce qui est

impossible. Par conséquent a ≤ f (a) et encore x ≤ f (x) pour tout x dans f (P ) , mais

f n’admet pas un point fixe. Contradiction avec l’hypothèse que P admet la propriété

du point fixe localement générale. Donc C admet un supremum dans P , d’ou P est

un ensemble ordonné chaîne-complète.

Exemple 2.3.3 Soit P une chaîne avec les éléments minimaux x1 < x2 < ... < xn

(dire l’ensemble de tout entier positif) et une suite {yn} des éléments distincts qui sont
présentés dans le diagramme suivant. Chaque xi < yi et pour tout deux éléments distincts

yj sont non comparable.

Dans cet exemple si f : P −→ P une application tel que x ≤ f (x) , pour tout x dans

subf (p) , alors f a un point fixe. Si xi ∈ f (p) pour tout i, alors yi > xi , donc yi ∈
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subf (p) et du diagramme que nous avons, chaque yj est un élément maximal de P et en

particulier yi est maximal. Comme yi ∈ subf (p), donc yi ≤ f (yi) et yi est maximal, alors

yi = f (yi), donc yi est un point fixe de f. S’il n’existe pas des xi dans f (p) , alors pour

tout i, yi est dans f (p) et yi est un élément maximal de p. Donc yi = f (yi) par conséquent

nous avons un point fixe de f dans tous les cas. La chaîne x1 < x2 < ... < xn < ...n’admet

pas un majorant, d’où n’est pas inductif.
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Conclusion

Dans ce travail on a vu les notions générales de la théorie des ensembles ordonnés. Dans

ce sens on a étudies des théorèmes de point fixe dans quelques structures ordonnées,

dans un ensemble ordonné quelconque, on a vu le théorème de Bourbaki - knaster et le

théorème de Rival et quelques résultats sur ce type de relations, dans un treillis complet

on a vu et démontrer le théorème de Tarski et inversement le théorème de Davis aussi le

théorème de Kleene, et finalement dans un ensemble ordonné chaîne-complète on trouve

le théorème de Abian et Brown avec des démonstrations et des exemples illustratifs. Le

problème de la propriété du point fixe reste ouvert pour d’autre structure algébrique.
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 الملخص

وبعض  العامة لنظرية المجموعات المرتبةالمفاهيم  في هذا العمل سنتطرق إلى بعض

سنتطرق إلى إحدى وفي هذا المعنى  ،خواصها المهمة مع كوكبة من الأمثلة التوضيحية

نظرية النقطة الصامدة والتي سنقوم  أهم النظريات الموجودة في هذا الصدد ونقصد بها

شبكة  ، ثانيا فيكيفية في مجموعات مرتبة بدراستها في العديد من البنى الجبرية, أولا

 مع بعض البراهين و الأمثلة التوضيحية. سلسلة تامة، وأخيرا في تامة

 

 

 

Abstract 

In this work, we will see some basic definitions and properties 
of the ordered sets theory that will be needed throughout this 
work, we study the fixed point property for some algebra 
structures, first we will provide interesting theorems of fixed 
point property on order sets, on complete lattice and finally on 
chain complete with proofs and illustrations examples.   

 

 

 

 




