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Introduction

Le premier des théorémes des points fixes pour les ensembles ordonnés a existé au
moins 50 ans avant les théorémes de Knaster et Tarski [9]. Un ensemble ordonné P a
la propriété du point fixe, si pour tout fonction monotone f de P dans lui-méme il
existe au mois un élément dans P laissé fixe par 'application f. Soit P un ensemble et
f: P — P.Un point fixe de f est n’importe quel élément a € P tel que f (a) = a, un
des plus important role de la propriété du point fixe c’est qu’elle est parmi les solutions
de beaucoup des problémes en algébre et en analyse peuvent étre transformés de sorte
que leur solution soit solution d’une équation de la forme f(x) = x pour une f donnée
sur un ensemble, leur solution est donc un point fixe.

Au début de 1920, knaster [9] établit le probléme suivant: Une fonction d'un en-
semble strictement inductif dans lui-méme expansive posséde au moins un point fixe.

Dans la structure d’un treillis, ce probléme résolu par Tarski [18] est prouvé en 1955
que chaque treillis complet admet la propriété du point fixe. Par contre Davis [3] est
prouvé en 1955 que chaque treillis a la propriété du point fixe est un treillis complet.
D’autre part le théoréme de point fixe dans un ensemble ordonné chaine-compléte
prouvé par Abian et Brown [1] en 1961.

La propriété du point fixe & des nombreuses utilisations dans plusieurs branches
des mathématiques en analyse, un théoréme de point fixe est un résultat qui per-
met d’affirmer qu'une fonction f admet sous certaines conditions un point fixe. Ces
théorémes se révelent étre des outils tres utiles en mathématiques, principalement dans
le domaine de la résolution des équations différentielle. Le théoréme du point fixe de
Banach donne un critére général dans les espaces métriques complets pour assurer que
le procédé d’itération d’une fonction tende vers un point fixe.

Tres différent, le théoréme de point fixe de Brouwen n’est pas constructif : il garantit
lexistence d’un point fixe d’une fonction continue définie de la boule unité fermée
euclidienne sur elle-méme sans apporter du méthode générale pour le trouver.

Le théoréeme du point fixe de Lebschetz est trés important en topologie algébrique
car il permet d’une certaine maniére de trouver un moyen de compter les points fixes.

L’objectif de ce travail est de donner quelques théorémes de point fixe dans des



structures ordonnées, dans un ensemble ordonné, dans un treillis complet et enfin dans
un ensemble ordonné chaine-compléte.

C’est dans cette optique, notre travail vient selon le plan suivant:

Dans le premier chapitre, on présente quelques notions de base sur les ensembles
ordonnés, les relations binaires et les treillis avec des exemples d’illustration.

Dans le deuxiéme chapitre, on étudie quelques théorémes de point fixe, on donnons
les fameux théorémes qui sont exprimés le point fixe dans un ensemble ordonné ot on
trouve la démonstration du théoréme de Rival et le résultat de Bourbaki-Knaster dans
cette structure d’un ensemble ordonné, aussi dans un treillis on démontre le théoréme
de Tarski et inversement le théoréme de Davis et enfin dans un ensemble ordonné
chaine-compléte on démontre le théoréme de Abian Brown et d’autre résultats sur ce
type des structures ordonnées.

Finalement on terminer ce mémoire par une conclusion.



Chapitre 1

(Généralités sur les ensembles

ordonnés

Ce chapitre est divisé en trois sections, dans la premiére section, "Généralités sur les
ensembles", nous avons donné des notions et des outils liés a la théorie des ensembles,
qui permettant de définir et représenter une relation binaire.

Dans la deuxiéme section, "Les relations d’ordres" nous rappelons les concepts et
les notions de base nécessaires relatives & la théorie des relations, nous proposons pour
chacune aussi un exemple illustratif.

La derniére section, "Treillis" consiste a définir et étudier les treillis en générale
avec certaines définitions et propriétés algébriques importantes qu’ils identifient et car-

actérisent quelques classes des treillis en particulier avec des exemples illustratifs.

1.1 Généralités sur les ensembles

Dans cette partie on donne quelques définitions et quelques opérations sur les ensem-

bles.

1.1.1 Notions de base

Définition 1.1.1 (L’ensemble) Un ensemble est une collection non ambigue d’objets

tous distincts, appelés éléments de l’ensemble. Pour dire que a est un élément d’un en-



semble E, on écrit x € F, dans le cas contraire, on écrit v ¢ E. Un ensemble peut étre

écrit :

En extension : On donné la liste de ses éléments, par exemple : Si ay aq, as..., a,

sont les éléments de 1’ensemble A, on écrit :
A=A{ay,a9,as,...,a,}.

En compréhension : On donne la ou les propriétés qui caractérisent ses éléments.
Par exemple, si les éléments de 1’ensemble B satisfaisons les conditions Py, P, ..., P,

alors 'ensemble B est définie par :

B ={b | bsatisfait P, P,...,P,}.

Dans ce cas, le symbole "|" implique le sens de « tels que ».

En Fonction caractéristique: Un sous-ensemble classique A de X est défini
par une fonction caractéristique x, qui prend la valeur 0 pour les éléments de X

n’appartenant pas & A et la valeur 1 pour ceux qui appartiennent a A :
XA : X — {Oa ]-}

1 siet seulement siz € A
T [ . .
0 siet seulement si x ¢ A

1.1.2 Les opérations sur les ensembles

Définition 1.1.2 Soient X et Y deux ensembles, on définie les opérations suivant :

i) Inclusions : X est un sous-ensemble de'Y ou est inclus dans 'Y, si tous les éléments

de l'ensemble X sont des éléments de l’ensemble Y

XCcCY&evVrelX, zeYy.

it) Egalité : Deuz ensembles sont égauzx s’ils sont composés des mémes éléments

X=YeWVMreX, zeY) e (VWeY, ye X).



ii1) Intersection : On appelle intersection des deux ensembles X et'Y, l’ensemble noté

X NY des éléments qui appartiennent a la fois a X etV

XNY={z; xeXetxeY}.

i) L’union : On appelle union des deux ensembles X et'Y, l’ensemble noté X UY

des éléments qui appartiennent a X ou a 'Y

XUY={r;zeXouxeY}.

v) La complémentation : Le complémentaire d’un ensemble X par rapport a E est

l’ensemble des éléments appartenant o E mais n’appartenant pas a X

Ce(X)=XY={r;rcEetaxd¢ X},

Définition 1.1.3 (Produit cartésien) Soient X, Xy, ..., X,, des ensembles X; x Xo X
..X X, est l'ensemble des suites (x1, s, ...,T,) avec pour tout i : x; € X;. Ces suites
sont encore appelées K vecteurs> ou <Kn-uples>>. Pour tout ensemble X, on noté X" le
produit cartésien X x X X ...x X (n fois). Les éléments de X" sont les n-uples d’éléments
de X.

En particulier pour (n = 2): Soient X etY deux ensembles non vides.
XxY={(r,y) | r€XetycY}. SiX=Y, X xY = X?(carré cartésien).

Notation 1.1.1 Soient (z,y) € X x Y.
z est la premiére coordonnée du couple (r,vy),

y est la deuxiéme coordonnée du couple (z,y) .

Si ((z,y), (z',y)) € (X x V)2 Alors: (z,y) = (y)er=0cy=y.



1.2 Les relations d’ordres

Dans cette section nous donnons quelques notions de base et les interactions des re-
lations avec les opérations ensemblistes, et nous donnons quelques définitions qui ap-

prochent des relations d’ordres.

1.2.1 Notions de base

Définition 1.2.1 (Relation binaire) Soient X et Y deux ensembles. On appelle rela-
tion binaire de X wvers Y tout partie de X x Y. Si R est une relation binaire de X wvers
Y et si (x, y) € R, on noté alors xRy ou R (x,y). On appelle relation binaire sur un

ensemble X, tout relations binaires de X dans X.

Exemple 1.2.1 i. Soient X = {Albert, Bernard, Charles}, Y = {Zo, Yolande, Xavire,

Wanda} et la relation aRb si et seulement si a est le mart de b.

R ={(Albert, Zo), (Bernard, wanda), (Charles, Yolande)}.

11. Sotent X =Z etY =N. Alors :

® = {(0,0), (-1,1), (1,1), (=2,4), (2,4),...}
= {(x,xQ):xEZ}.

Définition 1.2.2 Soit 1 une relation binaire sur un ensemble non vide X .
R est Réflerive <= Vr € X : xRz,
R est Symétrique <= Vr,y € X : xRy = yRx,
R est Antisymétrique <= Vr,y € X : (xRy et yRz) = = =y,
R est Transitive <= Vx,y,z € X : (zRy et yRz) = zRz.

Définition 1.2.3 (Relation inverse) La relation inverse notée R' d’une relation R,

est l'ensemble de toutes les paires (y, ) telles que (x,y) satisfait R. Ainsi

R ={(y.2) | (z,y) € R}.



Exemple 1.2.2 Sur lezemple (1.2.1(i7)) on a:

® = {(0,0),(-1,1),(1,1),(-2,4),(2,4),...}
= {(:p,xz) 1T € Z}.

Donc:

R = {(0,0), (1,-1), (1,1), (4,-2), (2,4),...}

= {($2,$) :mEZ}.

Propriétés des relations binaires

On s’intéresse maintenant aux propriétés fondamentales des relations binaires définies

sur le méme ensemble X.

Définition 1.2.4 (Réflexivité, irréflexivité et non-réflexivité) La relation R est
Réflexive, si et seulement si pour tout x € X, xRx.
Irréflexive, si et seulement si pour tout x € X, (z,z) ¢ R.

Non réflexive, si et seulement si pour tousz,y € X, (Fx € X : (zv,z) e R)ANSyeY : (y,y) ¢ R).

La proposition suivante donne quelque propriétés de la réflexivité d’une relation

binaire:
Proposition 1.2.1 1. Toute relation réflexive dans sa matrice caractéristique est
diagonale égale a 1.
2. Tout graphe réflexif comporte une boucle par sommet.

3. Toute relation irréflexive dans sa matrice caractéristique est diagonale égale a 0.

4. La diagonale de la matrice caractéristique d’une relation non réflexive comporte au

moins un 1 et au moins un 0.

Exemple 1.2.3 La relation Ax = {(z,z) | x € X} est réflexive.



Définition 1.2.5 (Symeétrie, asymétrie et antisymétrie) La relation R est:
Symétrique, si et seulement si pour tous x,y € X, xRy = yRx.
Asymétrique, si et seulement si pour tous z,y € X, (z,y) € R = (y,x) ¢ R.

Antisymétrique, si et seulement si pour tous x,y € X, xRyN yRer — = =y.
Exemple 1.2.4 La relation ® N RT est toujours symétrique.

Définition 1.2.6 (Transitivité et intransitivité) La relation R est :
Transitive, si et seulement si pour tous x,y,z € X, xRy A yRz = xRz,

Intransitive ou (anti-transitive), si et seulement si pour tous x,y,z € X,
Ry ANyRz = (z,2) ¢ R.

Exemple 1.2.5 Les relations Ox, Ax,Ux sont transitives.

Représentations des relations binaires

On suppose que X et Y sont des ensembles finis de cardinal respectif m et n.

Définition 1.2.7 (Représentation matricielle) Soit R une relation binaire. On définie

les éléments de la matrice My = (145) comportant m lignes et n colonnes dont

1<i<m;l<j<n

les coefficients sont 0 ou 1 par la maniére suivante :

1 st 2Ry,

/rij = )
0 s7non.

La matrice Mg représente la relation binaire R.

Exemple 1.2.6 Reprenons l’exemple (1.2.1(1)). La matrice My de la relation R est :

1000
0001
0100

Proposition 1.2.2 Si My est la matrice associée d’une relation R, la matrice associée

de la relation inverse RT est tout simplement la transposée de My:

Mgr = (Mgy)".

10



Définition 1.2.8 (Représentaion graphique) Soit R une relation binaire, on peut
représenter R par un graphe bipartite (c’est & dire qu’il y a une partition X UY des
sommets du graphe et que chaque arc va de X versY ). On définit maintenant le graphe

de ® comme suit :

Gp=(XUY, R).

Remarque 1.2.1 (Graphe d’une relation inverse) Le graphe de RT est obtenu en

inversant les fleches d’arces du graphe de R.

Exemple 1.2.7 Sur l’ezemple (1.2.1(17)), le graphe de R est représenté comme suit :

La représentation graphique de la relation R.

1.2.2 Interactions des relations avec les opérations ensemb-

listes

Soient R et & deux relations dans X vers Y. Tant que R et & sont des sous ensembles
de X x Y, on peut leur appliquer les opérations ensemblistes de 'inclusion, 1'union,

I'intersection, le complément,..., pour construire des relations de X vers Y.

Définition 1.2.9 (Inclusion) Soient R et S deux relations binaires. On dit que R C

si et seulement si :
(z,y) € R alors (z,y) € S pour tout (r,y) € X xY.

Définition 1.2.10 (Union et intresection) La relation "R U S se décrit par :

RUS ={(z,y) € X xY | 2Ry ou 28y} .

11



2

De méme la relation "R NS” se décrit par :

RN ={(z,y) e X xY | 2Ry et 23y} .
La relation RT et ST vont de Y wvers X. Il est facile d’établir que :
RU)" =RTUST et RN =RT N7

Exemple 1.2.8 Soit X un ensemble d’étres humains. Considérons sur X les relations

R et S définies par:

xRy < x est le pére de y”,

xSy < "x est la mére de y”.

Dans ce contexte RUSS est la relation "est parent de" et (& U %)_1 est la relation "est

"

enfant de”. On peut s’attendre a ce que la relation R NS soit vide puisque " x est a la

fois le pére et la meére de y".

Proposition 1.2.3 1. Mpys = My V Mg i.e : (Myus )ij = 15 VSij, ou V dénote le

ou inclusif.

2. Mgns = Msn N\ Mg i.e : (Mgmg)ij =1i; N Si5, ou A dénote le et.

Exemple 1.2.9 Soient R et S deux relations sur X définies par la matrice asso-

ciée:
1 01 1 01
Mr=1100 et Mg=|0 11
010 1 00

Les matrices associées a l'union et l'intersection sont définies respectivement :

1 0 1 1 01
Mpos=MgagVMs=] 111 | e Mps=MpAMs=1] 0 0 0
1 10 00 0

12



Définition 1.2.11 (Complémentaire) Soit & une relation de X XY, on note R¢ et on

appelle relation complémentaire de R, la relation de X wvers'Y définie par :
(z,y) € R = (z,y) ¢ R.
La matrice de la relation R° est la matrice complément de My = Mg;.

Exemple 1.2.10 Soient X = {1,2,3,4} et y = {a,b,c}. On définit la relation R par :
R={(1,a),(1,0),(2,0),(2,¢),(3,b),(4,a)} le produit cartésien de X XY :
(1,&)7 (17b>7 (17c>7 (17d) Y (27 a)? (27 b)? (27 C)7 (27 d) ?

(3,a), (3,b), (3,0), (3.d), (4,a), (4b), (4,¢), (4d)
Done R = {(1,¢), (2,a), (3,a), (3,¢), (4,b), (4,¢)}.

X xY =

Définition 1.2.12 (Composition) Soient les relations ® T X XY et I C YXZ, on

appelle composée de R et & la relation notée SoR T X X Z est définie par :
SoR={(r,2) e X x Z |y eV, (aRy AySSz2)}.

Exemple 1.2.11 Soient X = {1,2,3,},Y ={a,b,c} et Z ={d,V,} trois ensembles.
On définit la relation R entre X et Y, et S entre Y et Z par : ® = {(1,0),(2,0),(2,¢)}
et S ={(a,t'),(b,V),(b,a")}

La composition de R et  est la relation SoRE X X Z  donné par

SoR ={(1,0),(Ld),(2,V),(2d)}.

1.2.3 Relations d’ordres

Définition 1.2.13 (Relation d’ordre) : Une relation R sur un ensemble X est appelée
une relation d’ordre si pour tous x,y,z € X on a les propriétés suivantes :

Réflexivité : xRz,

Antisymétrie : xRy et yRr = x =y,

Transitivité : xRy et yRr = xRNz.

13



Définition 1.2.14 (Ensemble ordonné) Un ensemble ordonné ou ordre est un couple
(X, <) ot X est un ensemble non vide et <p une relation d’ordre définie sur X, (i.e.
réflexive, antisymétrique et transitive).

On note P = (X, <,) ot P [l’ensemble ordonné ou ordre.

Exemple 1.2.12 1. (N, <) L’ensemble N des entiers naturels muni de la relation

d’ordre a habituelle: v < y.

2. (P(E), C) P(E) Muni de la relation d’inclusion x C y (E étant un ensemble quel-

conque).

3. (N*/|) L’ensemble N* muni de la relation de divisibilité x | y (v divise y) définie
par:

il existe a € N*tel que y = ax.

Définition 1.2.15 (Ordre total) Soit X un ensemble et soit < une relation d’ordre sur

X. L’ordre est total si deux éléments quelconques de X sont toujours comparables :
V(iz,y) e X x X, x <y ouy < z.

Dans le cas contraire, [’ordre est dit partiel:
Iz, y) e X x X, v Lyety L.

Exemple 1.2.13 Soit Y un ensemble et X = P(Y'), on considére X = P(Y) la relation
binaire «C», alors :

«C» est une relation d’ordre sur X :

1. «C» est réflexive, car pour tout ensemble A= P(A) on a A C A,

2. «C» est transitive, car pour tous A, B,C € P(A):
(ACBINBCCO)=Ve((reA=aceB)N(reB=zxec(C))=Ve(xe A=z € ())

(car le connecteur (=) est transitive),

14



3. «C» est antisymétrique, car pour tous A, B € P(A) :

(ACB)AN(BCA)«<= A=B.

De (1), (2) et (3) on déduit que «C» est une relation d’ordre sur X.

L’ordre est-il total ¢

SiY =0 alors, X = {0} et on a: VA,B € X,A= B =10 donc, VA,Be€ X : AC B.
Ce qui montre que l'ordre est total.

Si Y est singleton, alors il existe a tel que Y = {a} et Y = {{a},0}, donc pour tous
A et B dans X on a

(A={ah) V(A=0)A(B={a})V(B=0).

Donc VA, B € X :
((AC B)Vv(BCA)

Ce qui montre que l'ordre est total.

S1Y contient au moins deux éléments distincts a et b, alors
JA={a},B={b} € E: (AL B)AN(B ¢ A),

donc A et B ne sont pas comparables, par suite «C» est une relation d’ordre partiel dans

X.

Définition 1.2.16 (Préordre) Soit X un ensemble. Une « relation préordre » ou «
préordre » sur X est une relation binaire sur X, qu’on peut noté xr < y pour deux éléments
quelconques x et y de X, telle que :

())Vere X :x <z (Réflexivité),

(ii))Ve e X, Vye X, Vze X : (z <y)A(y < z2)= (v < 2) (Transitivité).

Exemple 1.2.14 L’ordre partiel et I’équivalence sont deux variétés particuliéres du préor-

dre .

Définition 1.2.17 (Ordre strict) Soit X un ensemble, l'ordre P sera dit «ordre strict
» et noté P = (X, <p) si la relation « <p» vérifie les deuz propriétés suivantes:

(i) ¥(z,y,2) € X3 :(x <py) A (y <p z) = (v <p 2) (Transitivité),

(i))Vr € X,z £p x (Anti-réflexivité).

15



Exemple 1.2.15 1. (R, <) est un ordre strict,

2. (N, <) est un ordre total strict sur l’ensemble N, ou <« <>> est la relation strictement

inférieur usuelle de N.

Définition 1.2.18 (Section initiale, section finale) Soit X un ensemble ordonné, a €
X.
- Une section initiale engendrée par a notée | a ={z € X | = <a},

- Une section finale engendrée par a notée Ja={r e X | a<zx}.

Eléments remarquables

Définition 1.2.19 (Eléments minimaux et éléments maximaux) Soit X un ensem-

ble ordonné et soit a € X :

1. On dit que a est élément minimal de X si le seul élément x de X wvérifiant x < a

est x = a lui-méme,

2. On dit que a est élément maximal de X si le seul élément x de X vérifiant a < x

est x = a lui-méme.

Définition 1.2.20 (Majorant et minorant) Soit X un ensemble ordonné et soit

E une partie non vide de X :

1. On appelle majorant d’une partie & de X tout élément m de E tel que : pour

tout x € B : x < m,

2. On appelle minorant d’une partie E de X tout élément m de X tel que : pour

toutx € E :m < z.

Définition 1.2.21 (Borne inférieure et borne supérieure) Soit X un ensemble or-

donné et soit E une partie non vide de X.

1. On dit que a € X une borne inférieure de £ dans X si a est le plus grand minorant
de E dans X. Si elle existe, cette borne inférieure est unique. On la note inf (E)

ou infx(FE).
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2. On dit que a € X une borne supérieure de E dans X si a est le plus petit majorant
de E dans X. Si elle existe, cette borne supérieure est unique. On la note sup(E)

ou supy (F).

Exemple 1.2.16 Soit un ensemble ordonné (X, <) = (R, <), et soit A =[0,1], B=7Z
et C=11,2].

- Pour l’ensemble A : tout réel x > 1 est majorant de A, tout réel x < 0 est minorant
de A.

- A n'ai pas de plus grand élément mais a un plus petit élément 0. sup A = 1 et inf
A=0.

- Pour l’ensemble B: il n’y a nt majorant, ni minorant de B. B n’a ni plus petit
élément, ni plus grand élément, sup B et inf B n’existent pas dans R.

- Pour l’ensemble C: tout réel x > 2 est majorant de C', tout réel x < 1 est minorant

de C. C a pour plus petit élément 1 et pour plus grand élément 2, supC' = 2 et inf C' = 1.

Définition 1.2.22 (Minimum, maximum) Soit E un ensemble ordonné et a € E :
On dit que a est un minimum de E (ou le plus petite élément de E ) lorsque pour tout
z€ FE ona:a<uzx.
On dit que a est un mazximum de E (ou le plus grand élément de E ) lorsque pour tout

rzeFE ona b>zx.

Exemple 1.2.17 On reprend la relation inclusion et
A={{1,2,3},{0,4},{1,3,5},{1,5},{1,3},{5,3}, {0,5,6,7}} . Alors:
Les éléments minimaux de A sont : {0,4},{1,5},{1,3},{5,3} et {0,5,6,7}.
Les éléments mazimaux de A sont : {0,4},{1,2,3},{1,3,5},{0,5,6,7}.

A n’a pas de plus petit élément et n’a pas de plus grand élément.
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1.3 Treillis

Un treillis est une classe particuliere d’ensemble ordonné ot on prend en considération
la notion d’inférieur et supérieur des éléments. A ce niveau, nous allons étudier quelques
classes de treillis, comme les treillis fermés, distributifs, complémentés, modulaires et

booléens.

1.3.1 Définitions et exemples

Définition 1.3.1 (Treillis) Un treillis L est un ensemble partiellement ordonné tel que
tout ensemble de deux éléments {x,y} C L admet une borne supérieure notée x\y et une

borne inférieure notée x Ay, on le noté (L, <,V,A).

1. L’ensemble des parties d’un ensemble muni de I'inclusion forme un treillis ou la borne
supérieure est 'union et la borne inférieure est l'intersection comme: S = {a, b, c},

(P(S),C) est un treillis.
2. L’ensemble des ouverts d’un espace topologique muni de I’inclusion forme un treillis.
3. L’ensemble des entiers naturels muni de son ordre usuel est un treillis.

4. L’ensemble des entiers naturels muni de la relation "divise" forme un treillis, ou
la borne supérieure est le PPCM et la borne inférieure le PGCD comme : Soit
D(12) = {1,2,3,4,6,12} Pensemble de diviseurs positifs de 12, (D(12),]) est un
treillis tel que x | y (x divise y).

Définition 1.3.2 Un treillis L est fermé s’il posséde un plus grand élément noté 15, et

un plus petit élément noté Op,.

Exemple 1.3.1 1. Le treillis D(30) l’ensemble des diviseurs de 30 est fermé 0, = 1
et 1L = 30.

2. (P(E),C,N,U) fermé, O =0 et 1, = E.

Définition 1.3.3 Un treillis L est dit complet si et seulement si tout sous-ensemble de

L admet une borne supérieure et une borne inférieure dans L.
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Exemple 1.3.2 1. L’ensemble des parties d’un ensemble muni de l'inclusion est un

treillis complet avec
sup({E;}) = UE; etinf({E;}) = NE;.
2. (N, <) n’est pas un treillis complet.
Théoréme 1.3.1 Tout treillis complet est fermé.
Preuve. Evident. m
Proposition 1.3.1 Soit (L, <, A, V) un treillis et soient x,y,z ett € L. Si x < y et

z<t,alorsx Nz<yANdetxzVz<yVt.

1.3.2 Propriétés algébriques des treillis

Précédemment, on avait donc définit le treillis en général d’une manieére ensembliste,
sachant qu’il existe une définition purement algébrique contenant quelques propriétés
trés importantes qu’on définira et qu’on démontrera par la suite:

L’idempotence:

rVrx=xetxNxr=ux.

La commutativité:
rVy=yVzetrzANy=yAx.

L’associativité:

zV(yVz) = (zVy)Vz,

TA(YANz) = (xAy) Az

L’absorption:
zV(zAy)=zetzA(xVy) =z
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Et une relation d’ordre < telle que:
rlysrVy=y<<=cANy=u1z.

1.3.3 Quelques classes des treillis

Nous allons étudier les classes des treillis distributifs, complémentés, modulaires et
booléens. Ce choix n’est pas arbitraire mais bien réfléchi, car celles-ci sont les plus
importantes, les plus intéressantes et les particuliéres dans le monde des treillis.

On donnera aussi quelques propriétés et on les représentera a ’aide des schéma

illustratifs.

Définition 1.3.4 (Treillis complémenté) Un treillis complémenté est un treillis fermé
L tel que pour chaque x € L il existe au moins ' € L tel que : xVx' =1 etx N2’ =0,

x' est dit complément de x.

o

b ® .C

@
d

Figure 1.3.1 : Diagramme d’un treillis complémenté

Exemple 1.3.3 1. (P(E),C,N,U) est complémenté.

2. D (6) 'ensemble des diviseurs de 6 et D (30) l’ensemble des diviseurs de 30 sont des

treillis complémentés.

3. La chaine {0, 1} est la seule chaine qui soit distributif complémenté.
Définition 1.3.5 (Treillis modulaire) Un treillis est modulaire :

Siz<z,aorszV(yNz)=(xVy) Aoz
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On a vu que si x < z, alors © V(y N z) < (z Vy) A z. Pour qu’un treillis soit modulaire,

il suffit donc de montrer que, six <z, xV (yAz) > (xVy)Az.

.d
c ©
® e
b @
O
a

Figure 1.3.2 : Diagramme d’un treillis modulaire

Remarque 1.3.1 Tout sous-treillis d’un treillis modulaire et modulaire.

Définition 1.3.6 (Treillis distributif) Un treillis L est distributif si et seulement si :

Vr,y,z € L les deux propriétés suivantes sont vérifiées :
zA(yVz)=(xAy)V(xAz),
et

zV(yANz)=(xVy A(zVz).
C’est a dire, qu’un treillis est distributif si et seulement si on a la distributivité de

l’opération A par rapport a l'opération \V et inversement.

o hrI .
b Ij | "c.‘ . ld

a

Figure 1.3.3 : Diagramme d’un treillis distributif

Exemple 1.3.4 1. Le treillis L formé par l’ensemble de tous les sous-ensembles d’un

ensemble X ordonné par la relation l'inclusion est un treillis distributif.
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2. L’ensemble des parties de E dans lequel les opérations sont (N) et (U) sens-ensembliste

est un treilles distributif.

Définition 1.3.7 (Treillis de boole) Un treillis booléen est un treillis distributif ou
chaque élément x € X a un complément, noté x¢. Autrement dit, un treillis distributif et

complémenté est un treillis booléen.

3. (zAy)=ax°Vy‘et(zVy)=ax°Ay

d
@
b ® .C

Figure 1.3.4 : Diagramme d’un treillis booléen

Exemple 1.3.5 Soit X = {a}.On a une algébre de Boole a 2 éléments,
Soit X = {a,b}.On a une algébre de Boole a 4 éléments,

Soit X = {a,b,c}.On a une algébre de Boole a 8 éléments.
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Chapitre 2

Théorémes des points fixes dans des

structures ordonnées

Dans ce chapitre on donnons quelques théorémes de points fixes dans des structures
ordonnées, premiérement dans un ensemble ordonné quelconque, deuxiémement dans
une structure d’un treillis oti pouvons-nous trouver le théoréme de Tarski et inversement

le théoréme de Davis et finalement dans un ensemble ordonné chaine-compléte.

2.1 Théorémes de point fixe dans un ensemble or-
donné

On s’intéresse maintenant a la propriété du point fixe dans une structure d’un ensemble

ordonné. Pour plus des détails on peut consulter [13], [15] et [16].

Définition 2.1.1 Soient P = (X, <,) et Q = (Y, <g) deuxr ensembles ordonnés et f
une application de P dans Q). L’application f est dite:

1. Monotone si elle vérifie:

pour tous x,x € (X, <,),x <,z = f(x) <g f (),
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2. Strictement monotone si elle vérifie :
pour tous x,x € (X, <,),x <, = f(x)<q f(2).

Définition 2.1.2 (Monotonie, antitonie) Soit f une application définie sur des en-
sembles ordonnés f: X — Y.

f est dite monotone si:
Ve,y€ X,x <y= f(z) < f(y),
f est dite antitone si :

Ve,ye X,o<y= f(y) < f(2).

Définition 2.1.3 Soit (X,R) un ensemble ordonné

1. Un élément x € X est appelé point fixe de Papplication f : X — X si f(z) = z,

’ensemble de tous les point fixes de f noté par Fiz (f).

2. On dit que 'ensemble X a la propriété du point fixe par rapport a R si chaque

application monotone de X vers elle-méme a un point fixe.

Définition 2.1.4 Soit X un ensemble partiellement ordonné. X est dit inductif si toute

partie de X non vide et totalement ordonné posséde un magjorant.

Lemme 2.1.1 (Lemme de Zorn) Tout ensemble inductif admet au moins un élément

maximal.

Le théoréme suivant est parmi les théorémes des points fixes bien connu dans un

ensemble ordonné.

Théoréme 2.1.1 (Bourbaki - knaster) [9] Soit f une fonction d’un ensemble stricte-

ment inductif (X, <) dans lui-méme expansive, c’est-a-dire vérifiant:
r < f(r),Vee X,

Alors f posséde au moins un point fixe, c’est-a-dire un élément a de X vérifiant:

f(@) =a.
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Preuve. Ce théoréme se démontre facilement par récurrence ordinale, de maniére
analogue a la démonstration du lemme de Zorn, X a un élément maximum a tel que
a < f(a), et ’élément a est maximal, donc a = f (a) .

Il peut aussi se montrer plus directement en adaptant la démonstration par réunion
de chaines comme suit:

Appelons f—ensemble toute partie C' de X bien ordonnée telle que pour tout x de
C,

= sup{f(y)ly € C ety <ux}

(En particulier, () est un f-ensemble, et f est une application monotone sur tout
f—ensemble).

On montre que, étant donnés deux f—ensembles C' et D, I'un est segment initial
de lautre. On en déduit, que la réunion M des f—ensembles est un f—ensemble. En
particulier M est une chaine, et f est une application monotone sur M. L’image de M
par f, {f(y)ly € M} est alors une chaine, donc posséde une borne supérieure z. Alors
M U{z} est un f—ensemble donc z € M, donc f(z) <z, dou f(z) =2. =

Le théoréme suivant de point fixe pour les ensembles ordonnés est de Rival [15] en
1976. 11 utilise la définition suivante de la rétraction pour établir la propriété du point

fixe pour ’ensemble ordonné.

Définition 2.1.5 Soit P un ensemble ordonné. Alors l'application r : P — P est dit
rétraction si et seulement sir> = r (c’est-a-dire v est idempotent). Nous dirons que R C P

est un rétract de P si et seulement s’il existe une rétraction r : P — P avec r[P] = R.

Théoréme 2.1.2 (Rival) Soit P un ensemble ordonné a la propriété du point five et

soit r: P — P une application de rétraction. Alors r|P| a la propriété du point fize.

Preuve. Soit f est une application monotone définie par f : r[P] — r[P]. Alors
for: P — P une application monotone aussi, donc I'application f or a un point
fixe x = f(r(x)). Mais comme x € f[P| C r[P], alors x = r(z), ce qui signifie que
r = f(r(z)) = f(x) est un point fixe de f. m

25



2.2 Théorémes de point fixe dans un treillis com-
plet

On s’intéresse maintenant & la propriété du point fixe dans une structure d’un treillis,
dans ce sens nous pouvons trouver des résultats mathématiques fameux, da a Tarski
[18] et inversement le théoréme de Davis [03]. Tout d’abord, nous avons besoin de cette

définition pour démontrer les deux théorémes précédents.

Définition 2.2.1 Soit P un ensemble ordonné et soit Cy, Cyy C P sont des chaines dans

P telle que Cy < Cy. L’ensemble
K={peP:C,<p<Cy}

est appelé un (Cy, Cy)-core.

Théoréme 2.2.1 Soit P un ensemble ordonné, les propriétés suivantes sont équivalent:
1. P a la propriété du point fixe,

2. Toute (C, K)-core de P a la propriété du point fize,
3. Toute (C, K)-core de P a la propriété du point comparable.

Preuve. Voir [17]. =

Théoréme 2.2.2 (Tarski) Soit L un ensemble ordonné, si L est un treillis complet,
alors L posséde la propriété du point fize. En plus, pour toute application monotone f,

Fix (f) est un treillis complet.

Preuve. Soit (X, <) est un ensemble ordonné, ¢ : X — X est une application

monotone. Soit A ={z € X |z < ¢ (z)}
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A n’est pas vide car inf (X) € A. Soit m = sup (A), pour tout élément x de A, on
az <m, doncz < ¢(z) < p(m) puisque ¢ est monotone. On déduit que ¢ (m) est
un majorant de A, et que donc m < ¢ (m). De plus ¢ (m) < ¢ (¢ (m)) puisque ¢ est
monotone, donc ¢ (m) € A et donc ¢ (m) < m. En conséquence, ¢ (m) = m et donc
m est un point fixe de A.

On démontre que Fiz (f) est un treillis complet

Soit L' = Fiz f. Soit A C L'. Posons a = VA et soit ensemble B définie par
B = {y € L' : y majore A} ,on pose b = AB et soit Pensemble L"définie par L =
{reL:a<z<b}.Siymajore A, alors f(y) aussi (en effet, siz € Aonazx <y
donc f (z) < f(y)); puisque f (z) = x on obtient x < f(y). m

Théoréme 2.2.3 (Davis) Soit L un treillis, si L posséde la propriété de point fixe alors

L est un treillis complet.

Preuve. On montre que, si un treillis a la propriété de point fixe alors il est
complet.

On suppose que L n’est pas complet, alors il y a une chaine maximale B C L.
Donc il y a une chaine C' C B qui n’admet pas supremum dans B, soit K =] C’ et
soit C =|p K.

Alors K n’admet pas infimum dans B et C' n’admet pas supremum dans B et on
a B=CUK, alors le (C, K) —core il faut étre vide, alors B n’est pas maximal. Par
conséquent (C, K') —core n’admet pas la propriété du point fixe. Par le théoreme (2.2.1)

alors . n’admet pas la propriété du point fixe. Contradiction donc L est complet. =

Définition 2.2.2 (Fonctions continues) Soient (X, <) et (X', <') deuz ensembles or-
donnés.

Une fonction f : X — X' est continue, si :

f est un application monotone,

f est U-additive : f(Ux) = U f(z), pour toute w-chaine x.

Théoréme 2.2.4 (Kleene) Soit (X, <) un treillis complet et f : X — X une fonction

continue. Alors U fP(L) est le plus petit point fize de f.
i>0
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Preuve. Soit (X, <) un treillis complet et f: X — X une fonction continue.

1. |_| fP(L) est un point fixe de f, car

>0

f (|_| f (L))

i>0

2. |_| fi(L) est plus petit que tous les points fixes de f. Soit x un point fixe.

>0

Urw

i>0

Ufﬂ)
L_UUfi

i>1

Uriw.

i>0

montre par récurence: Vi > 0.f* (L) < z. Ce qui implique que |_| fi(L) <z
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2.3 Théorémes de point fixe dans un ensemble or-

donné chaine-compléte

Dans cette section, nous présenterons quelques théorémes de point fixe importantes
dans une structure d’'un ensemble ordonné chaine-complete. Pour plus de détails on

peut consulter [12], [21], [6], [9].

2.3.1 Caractérisation des treillis complet par les chaines et les

chaines maximales

Définition 2.3.1 (Chaine) Une chaine d’ordre P = (X, <p) est un sous-ensemble Q)

de X dont les éléments sont deux a deuxr comparables :
Ve,ye Q: (z<py)V (y <p ).
Ezxemple 2.3.1 1. L’ensemble N avec l’ordre ordinaire est une chaine,

2. L’ensemble N* avec la relation de divisibilité n’est pas une chaine.

Définition 2.3.2 (Ensemble ordonné chaine-compléte) Soit P un ensemble ordonné.
Alors (P, <) est appelé un ensemble ordonné chaine-compléte si toute sous-chaine de P

admet une borne supérieure et une borne inférieure.

Exemple 2.3.2 1. L’ensemble des partie de chaque ensemble X est une ensemble or-

donné chaine-compléte par l'inclusion,
2. Chaque ensemble ordonné finie est un ensemble ordonné chaine-compléte,

3. C(]0,2], R) n’est pas un ensemble ordonné chaine-compléte car l’ensemble des fonc-

tions continues n’admet pas un supremum.
Définition 2.3.3 (Anti-chaine) Une anti-chaine de (E,<p) tout partie X telle que :

Ve,ye X tx<py=x=1y.
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Définition 2.3.4 (Chaine maximale ) Une chaine ) de P est dite mazimale si elle
n’est pas contenue (strictement) dans aucune autre chaine de P, c’est-a-dire elle est maz-

1male par rapport a l'inclusion.

Remarque 2.3.1 (i) Une antichaine de P est mazimale si elle n’est contenue dans

aucune autre antichaine de P.

(ii) Les seuls sous-ensembles ordonnés de P qui sont & la fois chaine et antichaine de

P sont les singletons de P.

Théoréme 2.3.1 (Caractérisation des treillis complet) Soit L un treillis, alors les

propriétés suivantes sont équivalent.

(i) L est un treillis complet,
(ii) Toute chaine non vide de L admet un supremum et un infimum,

(iii) Toute chaine maximal de L est un treillis complet.

Preuve. (i = ii) Trivial

(19 = i4i) Soit C' une chaine maximale. Soit A C C' et soit a = VA.

Soit ¢ € C. Oubience| A={y: y <z pour un x € A} et dans ce cas ¢ < a. Ou
bien ¢ ¢ | A et puisque C est une chaine, z < x pour tout z € A, par suite a < ¢. Donc
C' U {a} est une chaine. Par maximalité de C, a € C. D’ou C est un treillis complet.

(141 = 1i1) Soit L un treillis tel que chaque chaine maximale dans L est un treillis
complet. Soit C' C L est une chaine non vide, soit K est une chaine maximale qui
contient C' et soit ¢ = V(' alors ¢ est un borne supérieure de C' dans L , si d > C,
donc d est un borne supérieure de C avec d # ¢, alors C < dAc < ¢, ce qui implique que
K n’est pas maximal, contradiction, alors ¢ = V (', d’ou L est un ensemble ordonné
chaine-compléte.

(i1 = i) Soient A C L et C une chaine maximale dans A* 'ensemble des majorants
de A. Etendons C" et une chaine maximale de L. Soit ¢ I'infimum de C dans C". Alors
c est 'infimum de C' dans L. En effet, si t minore C' alors ¢V t également, et donc ¢V ¢

est comparable & tous les éléments de C'. Comme C'est maximale, donc ¢Vt € C'. 1
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s’ensuit que ¢ est un majorant A, donc ¢ € AT. Soit t € A", puisque L est un treillis,

donc c At € AT, alors ¢ < t. Ainsi ¢ = VA. D’ou L est un treillis complet. m

2.3.2 Théoréme de point fixe dans un ensemble ordonné chaine-
compléte

Dans le théoréme suivant, nous donnons un résultat concernant la propriété du point
fixe dans une structure d’'un ensemble ordonné chaine-compléte. Tout d’abord, nous

avons besoin de cette définition pour démontrer le théoréme suivant.

Définition 2.3.5 Soit (P, <) un ensemble ordonné chaine-compléte, et soit l’application
f : P — P est monotone, On dit que Y C P est admissible si Vy € Y, f(y) € Y et
VC CY, si C est un ordre total, alors sup C' € Y.

Théoréme 2.3.2 [18] Soit (P, <) un ensemble ordonné chaine-compléte, et f : P — P

est un application monotone, alors il existe au moins un point fize de f .

Preuve. Soit B est 'intersection de tous les sous-ensembles admissibles de P alors
B C P et B est admissible.

L’ensemble {z € B |z < f(z)} est admissible. Donc il est contient B, alors Vb €
B,b< f(b).

On dit que = € B est extréme si et seulement si Vb € B,b < v = f (b) < z,pour

tout x € B,on pose
S(x)y={beB|b<azV f(x)<b}.

On suppose que x est extréme, alors si y € S(z) donc y < x, y = x, ou bien
f(z) <y, dans le premier cas, comme z est extréme, alors f (y) < z , dans l'autres cas,
f(z) < f(y). Donc f(y) € S(z), D’abord on pose C' C S (x) est un ordre total, si
ce€ C. ¢c<zxalors supC <z, pour tout ¢ € C, nous avons ¢ < z,et ainsi f (z) < ¢ <
sup C. Donc supC € S (z). Alors S (x) est admissible. D’ou S (z) = B.

Soit E I’ensemble des éléments extrémes de B. On posee € F,sib € Bet b < f(e)
alors S(e) = B, donc b < e. Par monotonie de f, f(b) < f(e), donc f(e) est un extréme.
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On suppose que C' C E est un ordre total. Sib € B et b < sup C alors ¢ € C' avec
¢ < b, alors f(c¢) <b. Donc S(¢) = B, nous avons b < c¢. Alors f(b) < ¢ < supC. Donc
E est admissible, D’'ou £ = B.

Puisque chaque = € B satisfait + < f(z) et S(x) = B, B est un ordre total, alors
il y a au moins un majorant sup B, donc B est admissible, et comme sup B € B, donc
supB < f(sup B). Aussi f (sup B) € B, donc f (sup B) < sup B.La combinaison les
deux inégalités alors f (sup B) = sup B.

On suppose que z est un autre point fixe de f, donc f(z) = z, alors {b € B | b < z}
est un admissible. Alors chaque b € B est inférieur que z, en particulier sup B < z.

Donc sup B est le plus petit point fixe de f. =

Lemme 2.3.1 Soit (P, <) un ensemble ordonné chaine-compléte, et soit lapplication f
qui définie par f : P — P est une application monotone, et g est une application qui

satisfait les deux propriétés suivantes:

1. Pour tout x € X, g(x) C g(f(x)),

2. Pour tout ordre total Y C P, si pour tout y € Y , g(y) C g(supY’) C g(Fizf).

Preuve. Les hypothéses sur g garantissent que {z € X | g(z)} est un admissible.

Donc chaque ensemble admissible contient Fizf. m

Définition 2.3.6 Soit (P, <) un ensemble ordonné chaine-compléte et soitY C P, on dit

que Y est fermé si et seulement si pour chaque chaine C' CY nous avons supC € Y.

Théoréme 2.3.3 Soit (P, <) un ensemble ordonné chaine-compléte, et soitY C P fermé,
et soit Uapplication f qui définie par f : P — P est une application monotone, pour tout

y €Y nous avons f (y) € Y. Alors Fizf €Y.
Preuve. Application direct de Lemme (2.3.1). =

Corollaire 2.3.1 Soit (P, <) un ensemble ordonné chaine-compléte, et soit 'application

fqui définie par f : P — P une application monotone avec f(x) < x alors Fizxf < x.
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Preuve. Soit Y = {y € X |y <z}, alors (Y, <) est fermé. En outre, si y € Y,

alors y <z , donc
fly) < fz) <=,

et f(y) € Y par 'application de Lemme(2.3.1). Donc Fizf € Y, alors par définition
de Y,

Fixf <.

Corollaire 2.3.2 Soient (P, <) et (Y,C) deuzr ensembles ordonnés chaine-compléte, et

sotent f et g deux applications monotones définit par f : P —Y etg:Y — P, alors :
Fix(fog) = f(Fiz(go [)).
Preuve. Tout d’abord on remarque que

(fog)(f(Fiz(go f)) = f((gof)(Fix(go f))) trivial
= f(Fiz(go f)) par la propriété du point fixe

D’aprés le Corollaire 2.3.1, nous avons

Fix(fog) C f(Fix(go f))

De méme, Fiz(go f) < g(Fiz(f og))

Donc f(Fiz(go f)) E f(g(Fiz(fog)))
= (fog)(Fiz(fog))
= Fiz(fog).

D'ou Fiz(fog)= f(Fix(go f)). m
Un autre théoréme de point fixe dans un ensemble ordonné chaine-compléte est de

Abian et Brown.
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Théoréme 2.3.4 (Abian—Brown) [1] Soit (P, <) un ensemble ordonné chaine-compléte,
est soit f : P — P est une application monotone. S’il existe un élément v € P avec

x < f(z), alors f a un plus petit point fize.

Preuve. Voir [1]. =
Dans le théoréme suivant, nous donnons un résultat concernant la propriété du point
fixe localement générale dans un ensemble ordonné chaine-compléte. Tout d’abord on

donne les définitions suivantes.

Définition 2.3.7 Soit P un ensemble partiellement ordonné, si P posséde la propriété
générale du point fize si et seulement si pour toute application f de P dans lui méme avec

x < f(z) tels que x € subf (p) a un point fize.

Définition 2.3.8 Soit P un ensemble partiellement ordonné, si P posséde la propriété
localement générale du point fize si et seulement si pour toute application f de P dans lui

meéme avec x < f (x) tels que x € f(p) a un point fize.

Définition 2.3.9 L’ensemble subf (p) est définie par subf (p) = le seugement finis de P
généralisé par le sous-ensemble f(p) avec f(p) = {x \ © > quelque éléments de f (p)} .
fp)=f(pu {a € p\ a est supremum d’une chaine dans f (p)}.

Théoréme 2.3.5 Soit P un ensemble partiellement ordonné, (P, <) un ensemble ordonné

chaine-compléte si P admet la propriété de point fize localement générale

Preuve. Supposons que P admet la propriété de point fixe localement générale.
Nous affirmons que P est un ensemble ordonné chaine-compléte. Chaque sous-ensemble
ordonné non vide de P admet un supermum, alors chaque chaine de P admet un supre-
mum dans P. Soit C' est un sous-ensemble ordonné non vide. Premiérement supposons
que C n’a pas des majorants, alors pour tout  dans P, C' (z) = {c € C' | © # ¢} est non
vide, on définie I'application f par f: P — P f(x) = le plus petit élément de C' (z) .
Clairement f n’a pas un point fixe. Soit y = f(z) € f(p), donc y est le plus petit
éléement de C (), aussi f (y) le plus petit élément de C'(y) = {c € C' |y # ¢}, alors
y# f(y)et f(y) € C. Mais y est aussi dans C donc y < f (y). Soit a = sup C" oun C
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est une chaine dans f (P), montrons que a < f (a).Sia £ f (a) ,alors il existe un x € C’
tel que x £ f (a) et comme z € C' C C nous avons = > f (a) mais a > z > f (a), im-
possible a # f (a) (En fait pour tout « dans P, z # f (a)).Contradiction a I’hypothese
a % f(a),donc a £ f(a).Ainsi © < f(x) pour tout z dans f(P). Mais f n’admet
pas point fixe et contredit ’hypothése P admet la propriété du point fixe localement
générale. Donc C' doit avoir des majorants. Maintenant on montre que C' n’admet pas
un supremum dans P. Soit zy € C définie par f : P — P comme suite, si z € P n’est
pas un majorant de C, donc f (z) = le plus petit élément de C (z) = {c€ C |z # ¢} .
Si x est un majorant de C, donc f (z) = 2, ainsi f (P) C C, soit y = f (z) € f(P)
pour que y n'est pas un maximum de C' donc f (y) =élément minimal de (y) et donc
y# f(y), doncy < f(y). Soit a =supC C F (P) pour que a n’est pas un maximum
de C et f(a) =le plus petit élément de C'(a). Donc a # f(a) € C. Sia £ f (a), alors
il existe z € C tel que x & f(a) et donc x > f(a), mais a > = > f(a) ce qui est
impossible. Par conséquent a < f (a) et encore z < f () pour tout = dans f (P), mais
f n’admet pas un point fixe. Contradiction avec I’hypothése que P admet la propriété
du point fixe localement générale. Donc C' admet un supremum dans P , d’ou P est

un ensemble ordonné chaine-compléte. m

Exemple 2.3.3 Soit P une chaine avec les éléments minimour r1 < To < ... < T,
(dire l'ensemble de tout entier positif) et une suite {y,} des éléments distincts qui sont
présentés dans le diagramme suivant. Chaque x; < y; et pour tout deux éléments distincts

y; sont non comparable.

Dans cet exemple si f : P — P une application tel que x < f(x), pour tout x dans

subf (p), alors f a un point fize. Si z; € f(p) pour tout i, alors y; > x; , donc y; €
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subf (p) et du diagramme que nous avons, chaque y; est un élément maximal de P et en
particulier y; est maximal. Comme y; € subf (p), doncy; < f (y;) et y; est maximal, alors
vi = [ (yi), donc y; est un point five de f. S’il n’existe pas des x; dans f (p), alors pour
tout i, y; est dans f (p) et y; est un élément maximal de p. Donc y; = f (y;) par conséquent
nous avons un point fixe de f dans tous les cas. La chaine x1 < x9 < ... < x, < ...n'admet

pas un majorant, d’ou n’est pas inductif.
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Conclusion

Dans ce travail on a vu les notions générales de la théorie des ensembles ordonnés. Dans
ce sens on a étudies des théorémes de point fixe dans quelques structures ordonnées,
dans un ensemble ordonné quelconque, on a vu le théoréeme de Bourbaki - knaster et le
théoréeme de Rival et quelques résultats sur ce type de relations, dans un treillis complet
on a vu et démontrer le théoréme de Tarski et inversement le théoreme de Davis aussi le
théoréme de Kleene, et finalement dans un ensemble ordonné chaine-compléte on trouve
le théoréme de Abian et Brown avec des démonstrations et des exemples illustratifs. Le

probléme de la propriété du point fixe reste ouvert pour d’autre structure algébrique.
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Abstract

In this work, we will see some basic definitions and properties
of the ordered sets theory that will be needed throughout this
work, we study the fixed point property for some algebra
structures, first we will provide interesting theorems of fixed
point property on order sets, on complete lattice and finally on
chain complete with proofs and illustrations examples.





