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Introduction

Les équations aux dérivées partielles de type hyperboliques, linéaires et non linéaires,
modélisent beaucoup de phénoménes de la physique, mécanique des fluides, aérodyna-
miques, optiques, ondes électromagnétiques, .... Les effets de dissipations, qui se mani-
festent par une perte d’énergie du systéme, sont fréquemment présent dans ces problémes.
Dans ce travail, on prend I’équation d’onde comme modéle mathématique, avec un petit
terme de dissipation, contenant un paramétre ¢, qui prend de trés petites valeurs.

Pour étre plus claire on considére le probléme suivant

Pu.  O%*u. Ou. Ou,

- o oz

o2 on? =0, —oo<z<+00,t>0, 0<e<<l, ()

eH(

ou la fonction H dépend seulement des premiers dérivés de la solution u. dépendante et
qui peut étre non linéaire. En 'absence de terme de dissipation, c.-a-d. lorsque € = 0, le
probléme réduit est une équation d’onde linéaire, facile a résoudre,

%—%:O,—oo<x<+oo,t20,0<€<<1. (Ry)
On se demande s’il est possible, pour des petites valeurs de ¢, de considérer la solution v du
probléme (Fy) comme une bonne approximation de u.. Un premier probléme se manifeste
est que les deux problémes sont de natures différents. Le premier est dissipatif, alors que le
deuxiéme est conservatif et on s’attend forcément & avoir un écart important entre les deux
solutions, lorsque le temps ¢ prend des valeurs importantes. Pour remédier ce probléme,
et construire une bonne approximation de u. valable pour de grands échelles de temps, on
utilise une méthode asymptotique qui est la méthode des échelles multiples®.

Ce travail est partagé en trois chapitres. Dans le premier chapitre, quelques préliminaires

sur les équations différentielles ordinaires, I’équation d’onde linéaire et I'analyse asympto-

1. Multiple scales methode



Introduction

tique sont données (définition de perturbations, méthode des échelles multiples,...). En
particulier, 'application de la méthode des échelles multiples est illustrée sur une équation
différentielle ordinaire. Dans le deuxiéme chapitre, on applique la méthode des échelles
multiples sur le probléme (P.), pour un cas linéaire. Une autre variante de la méthode
des échelles multiples, due & Chikwendu et Kevorkian [2], est présentée en détaille dans
le dernier chapitre, avec des applications sur des problémes linéaires et non linéaires. Une

conclusion et quelques références sur le sujet sont donnés a la fin de ce travail.



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Equations différentielles ordinaires

1.1.1 Equations linéaires du premier ordre.

Une équation différentielle du premier ordre est dite linéaire si elle est linéaire par
rapport & la fonction inconnue y et par rapport a sa dérivée 3. Une telle équation peut

toujours s’écrire sous la forme

a(z)y'(x) + b(z)y(r) = f(z), (1.1)

ou les fonctions a,b et f sont données
Une solution de (1.1) est une fonction y de classe C'! sur un intervalle I vérifiant (1.1)
pour tout x € I.

On appelle équation différentielle homogéne associée a (1.1) 1’équation :

a(z)y'(z) + b(z)y(z) = 0. (1.2)

Solution de I’équation homogéne

Supposons que les fonctions a et b sont définies et continues sur l'intervalle I et tel que

a(z) # 0, pour tout = € I. Alors la solution générale de (1.2) est

yn(z) = C’e“("”),

avec u(x) = —% et C' est une constante arbitraire.



1.1. Equations différentielles ordinaires

Solution générale

Soit y, une solution particuliére de (1.1), alors les solutions générales de (1.1) s’écrivent

y(l‘) = yh(x) + yp(x)7

ou yy, est la solution générale de ’équation homogéne (1.2).

Recherche d’une solution particuliére

On commence toujours par regarder s’il n’y a pas de solution évidente, sinon on peut
appliquer 'une des méthodes suivantes :
— Pour une équation & coefficients constants, si le second membre est de la forme

f(x) = e*p,(x) ou p, est un polynoéme de degré n.

— Si XA # r = —2: alors on cherche une solution sous la forme y,(z) = Q,(z)e?”
oll (), est un polynéme de degré n.
— Si A =7 = —2% :0n cherche une solution sous la forme y,(z) = 2Q,(z)e™ ou Q,

est un polynome de degré n.
— Si yp(z) est une solution de ’équation homogéne, on cherche une solution particuliére

en variant la constante, c.-a-d. y,(x) = C(z)yn(z) et C" vérifie alors : C'(x) =

_f@)
a(z)yn(z)”

1.1.2 Equation de Bernoulli

Une équation de Bernoulli est une équation différentielle scalaire de la forme

Y + p(x)y + q(x)y" =0, (1.3)

our € R, p et g sont deux fonctions définies continues sur un intervalle I de R. C’est une

équation nonlinéaire si r ¢ {0,1}.

Remarque 1.1 Une fonction strictement positive y, différentiable sur I, est une solution

de Uéquation (1.3) si et seulement si u = y*="

est une solution strictement positive de
I’équation linéaire

u' + (1 =r)p(z)u+ (1 —r)g(x) =0. (1.4)



1.1. Equations différentielles ordinaires

Connaissant la solution générale de I’équation (1.4), on peul déduire les solutions stricte-

ment positives de [’équation (1.3).

1.1.3 Equations différentielles linéaires du second ordre

Une équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients constants est du type :

ay’(x) + by () + cy(x) = f(x), (1.5)
ou les réels a, b, ¢ sont des constantes et f est une fonction donnée appelée second membre,
Une fonction y, de classe C? sur un intervalle I, est une solution de (1.5) si elle vérifie
(1.5) pour tout = € 1.

On appelle équation différentielle homogéne associée a (1.5) ’équation :

ay”(x) + by'(x) + cy(z) = 0. (1.6)

Solution de I’équation homogéne

On appelle équation caractéristique associée a (1.6) :
ar? +br +c=0.

Notons A = b? — 4ac son discriminant.

1. Si A > 0 alors I’équation caractéristique admet deux solutions r; # ro réelles. La

solution générale de (1.6) s’écrit :
yn(z) = C1e™* 4+ Cee™® ) avec (4, Cy € R constantes arbitraires.

2. Si A < 0 alors I'équation caractéristique admet deux solutions complexes conjuguées

r=a-+18et7=a—18. Comme précédemment on a donc :
yn(z) = Cre"™ + Cye™, avec : Cy, Cy € C, solutions complexes.
ou bien si on veut les solutions réelles de (1.6) :
yn(z) = e**(Acos(fz) + Bsin(fx)), avec A, B € R, solutions réelles.

3. Si A = 0 alors ’équation caractéristique admet une unique solution r = —2 (racine
2a

double) et les solutions de (1.6) s’écrivent :

yn(x) = (A+ Bz)e™, on A et B sont deux constantes arbitraires réelles.



1.1. Equations différentielles ordinaires

Solution générale

La solution générale de PEDO de (1.5) s’écrit :

y(x) = yn(@) + yp(2),

ol yj, est solution de I'équation homogéne associée et y, une solution particuliére de (1.5).

Recherche d’une solution particuliére

On commence toujours par regarder s’il n’y a pas de solution évidente, sinon on peut
appliquer 'une des méthodes suivantes.
— Solution particuliére selon la forme de Second membre
— Si le second membre est de la forme f(z) = acos(z) + Ssin(x) alors on peut

chercher une solution sous la forme :
Yp(z) = c1 cos(z) + cosin(x).

— Si le second membre est de la forme f(z) = e** P,(z) avec P, polynome de degré
n:

SiaA® 4+ b\ +c#0ie. XA #rqet X\ # 7y, on cherche une solution sous la forme
Yp(z) = eMQ,(x) on Q,, est un polyndéme de degré n.

Si aN>4+b\+c =0 et 2aN+b # 0 ie. si A =1 ou A = 1y avec 1y # 1o, ON
cherche une solution sous la forme y,(z) = e’z2Q,(x) ou Q, est un polynome de
degré n.

Si A = r; = ry, on cherche une solution sous la forme y,(x) = e}z?Q,(z) ol
@, est un polynome de degré n.

— Meéthode de variation des constantes : Soit y; et yo deux solutions linéairement in-
dépendantes de I’équation (1.6). On a une solution particuliére de I'équation (1.5)
sous la forme

y = M (2)y1 + Ao (2)ye,

avec A1, Ay sont des fonctions de x dérivables, déterminer par le systéme :

flx
A+ Xyyy = —(a >,

ANy1 + Apys = 0.



1.2. Equations aux dérivées partielles

1.2 Equations aux dérivées partielles

Une EDP est une équation dont les solutions sont des fonctions a plusieurs variables

(z,y,...) —u(z,y,...),

ou Ju

vérifiant une relation entre les variables u et ces dérivées partielles g, T

1.2.1 Equation d’onde linéaire

On appelle équation des ondes linéaire (homogéne) 1’'équation aux dérivés partielles

Pu 0%

W—C@ZO,!L’ER,Z%>O, (17)
ou ¢ est un nombre réel positif donné. Cette équation est le prototype des équations
"hyperbolique" linéaire et modélise les petite vibration d’une corde composée infini, Voir [7]

Soit ¢ et 1) deux fonctions définies sur R, avec ¢ € C? et b € C' . Alors le probléme
(1.7) avec les conditions initiales

Ou

u(z,0) = ¢(x), © € R, 5

(,0) =Y(x), v € R, (1.8)

admet une solution unique, u de classe C? sur R x R, qui peut étre déduit par plusieurs

méthode ( formule de d’Alembert, transformée de Fourier,. .. ).

La formule de D’Alembert

Théoréme 1.2 La solution u du probléme (1.7) — (1.8) est donnée par la formule de

D’Alembert
1 x+ct

u(z,t) = 3 {o(z +ct) + ¢(x — ct)} + % t P(s)ds.

Tr—C
Démonstration. Nous utiliserons le changement de variable :

o=x—ct, £ =x+ct,

et introduisons la fonction :

U(§,0) = u(z,1),
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donc il est facile de vérifier qu’elle satisfait

U
dodE

Nous en déduisons qu’il existe deux fonctions d’une variable f(.) et g(.) telles que :
U(g o) = f(&) +9(0).
En revenant a I'inconnue originale u, nous obtenons :
u(z,t) = f(x +ct) + g(z — ct).
Pour obtenir f et g nous utilisons les conditions initiales :

u(z,0) = ¢(x) = f(z)+9(z) = o(z),

X 0,0) = v(a) = (@) — (@)} = 6().

Nous en déduisons qu’il existe une constante A telle que :

() + gla) =

f(a) /‘w Jds + A
d’ou nous tirons les identités :

a) = 50() + 50 [ wlsds+ 3,

o) = 50(2) - %30w>w—§,

expressions dont le résultat annoncé se déduit en prenant la somme. m

1.2.2 Equation avec dissipation

Les effets de dissipation sont trés importants dans des phénoménes de propagation
d’onde. La dissipation peut étre di au frottement du milieu qui peut étre inclus dans
le modéle mathématique. Nous pouvons assumer, par exemple, que la loi du frottement
est linéaire exprimant une force proportionnelle a la vitesse de la vibration. dans ce cas
I’équation finale prend la forme,

0%u 0%u ou
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ou p la densité linéaire de la corde au repos. L’équation (1.9) est aussi dite I’équation du
télégraphiste.
Pour une corde avec les points finals fixes (c.-a-d. de 0 & L). En multipliant 1’équation

(1.9) par une fonction v € Hg(0, L) et en intégrant sur (0, L) on obtient

0%u Lo L ou )
/o @vd:v — C/o ﬁvdx +p/0 Evd:z: =0, Yve Hy0,L),

en intégrant par partie dans le deuxiéme intégrale, on obtient

Ou Qv L ou
Z ud — Zdx —vdx = H} 0, L
i 0t2v T+ c / 5 O /o 5 Va2 0, Yve Hy(0,L),

du
ot

L 92y ou Louw o (ou Lo 7 ou\?
o a Tt avar (ax)d“/O P(a) dv =0,
2 L 2
L9 —l—/ p(@) dz = 0.
20.0) Jo ot

20t
ou?

2 | 0x

On prend comme fonction de test v =

c.-a-d.
ou
e ()

En appelant 1’énergie la quantité

B(t) = 5 | 2 (1)

N c 0 |0u
£2(0.1) 20t |0x

L2(0,L)

th() /OLp(%)dego. (1.10)

Ce qui montre un taux de dissipation d’énergie proportionnel & la vitesse de 'onde et on

L2(0, L)

alors

a E(t) < E(0), Vt > 0. En particulier, pour I’équation (1.9), I'unicité de la solution suit
de (1.10), puisque E(0) = 0 implique E(t) = 0 pour tous ¢t > 0.

D’autres formes de dissipation, linéaire et non linéaire, peuvent étre considéré, par
exemple si on prend en compte 'échauffement de la corde du a la friction entre les parti-

cules, ce qui entraine aussi un changement de ces caractéristiques physiques avec le temps.

Voir [6].

1.2.3 Fonction de Bessel et fonction de Bessel modifiée

On utilisera ces fonctions pour obtenir la solution exacte de (1.9) dans le chapitre

suivant.



1.2. Equations aux dérivées partielles

Equation de Bessel

L’équation différentielle du deuxiéme ordre donné par

02 0
Pt + (P =0 u=0.

Est connu comme I’équation de Bessel. Les solutions de cette équation qui sont bornés
au voisinage de 0 sont les fonctions de Bessel du premier type d’ordre v =0,1,2..., noté

Jy(t)

Equation de Bessel modifiée

L’équation de Bessel modifiée d’ordre v, est donné par

2
t2%+t%—(t2+v2)u:0.

Ses solutions, borné au voisinage de 0, sont appelées les fonctions de Bessel modifiées du
premier type d’ordre v = 0,1,2..., noté I,(¢). Il y a une relation entre I, et J, donnée
par

L(t) = i~V T, (it).

On a aussi

o] 1 ¢ 2j5+v
WO =X I OT G or D) (5) ’

J=0

ou I'(s) = [ e "t~ dt. Pour t — 0,

I(t) —> (%)r(; (1.11)

Voir [7] pour plus de détails.

1.2.4 Transformée de Fourier

On utilisera la transformée de Fourier pour résoudre une équation d’onde étudiée dans

le dernier chapitre.

10



1.2. Equations aux dérivées partielles

Transformée de Fourier dans S(R")

Définition 1.3 Notons S(R"™) lespace des fonctions u € C®°(R™) disparaissant rapide-
ment a linfini, c.-a-d., telle sorte que
lim ||z]|™ 0%u(z) = 0,
[| ]| —>o0

pour tout m € N et multi-indice «.

Soit u € S(R™), Sa transformeée de Fourier est donnée par

k) = / e

Lorsque aussi u € S(R™).u peut étre reconstruit a partir de u par la formule d’inversion

suivante
1

_ - U ei;t.k: '
u(z) = 2n) /]R" (k)e™"dk

Transformée de Fourier dans S'(R")

Lemme 1.4 Soit u € S'(R"). La fonctionnelle linéaire
6 (u,0), Yo € S(RY),

est une distribution tempérée

Définition 1.5 Soit u € S'(R"). La transformée de Fourier de u est la distribution tem-
pérée notée u définie par

(@, ¢) = (u, 9), V¢ € S(R™).

Exemple 1.6 Nous savons que la distribution de Dirac ou point 0 est dans S'(6g €
S'(R™) ). Donc nous calculons la transformée de Fourier de 6y :

Nous avons pour toute ¢ € S(R™)
(00, 9) = (80, 9) = (0),
et parce que (k) = [,, e F(x)dx (Transformée de Fourier dans S(R™)) ,alors
G.0)= | oa)de=(1¢).

Donc

0o = 1.

11



1.3. Rappels d’analyse asymptotique

Transformée de Fourier dans L,(R")

Soit u,u € Li(R"), la transformée de Fourier de u et la transformée inverse de @ ont
les mémes formules ot u,u € S(R™).

Voir [6] pour plus de détails.

1.3 Rappels d’analyse asymptotique

1.3.1 Perturbations

D’un point de vue heuristique, la théorie des perturbations est une méthode mathéma-
tique générale qui permet de trouver une solution approchée d’une équation mathématique
P. dépendante d’un parameétre € lorsque la solution de ’équation Fy, correspondant a la
valeur £ = 0, est connue exactement.

L’équation mathématique P. peut étre une équation algébrique, une équation différen-
tielle, une équation aux valeurs propres, ... La méthode consiste a chercher la solution
approchée de I’équation P. sous la forme d’'un développement en série des puissances
du paramétre e, cette solution approchée étant supposé étre une approximation d’autant
meilleure de la solution exacte, mais inconnue, que la valeur absolue du paramétre ¢ est

plus «petite ».

1.3.2 Symboles d’ordres

Nous nous intéressons a la facon dont les fonctions se comportent lorsque qu'un para-
métre, typiquement ¢, devient petit. Par exemple, la fonction ¢(¢) = € ne converge pas
vers zéro plus vite que f(e) = &2 lorsque ¢ — 0, et nous avons besoin d’une notation

pour éclairer ce fait.

Définition 1.7
1.f = O(9) lorsque e — €q signifie qu’il y a les constantes ko et 1 (indépendant de €)
de sorte que

|f(e)] < kolo(e)| pour ey < e < ey,

nous disons que "f est grand O de ¢" lorsque € — .

12



1.3. Rappels d’analyse asymptotique

2.f = o(@) lorsque € — €q signifie que pour chaque & positif, il y a un ey (indépendant
de €) de telle sorte que

|f(e)] <0 p(e)| pour eg < € < e,

nous disons que "f est petite o de ¢ lorsque e — &.
Le théoréeme suivant facilite 'application de cette définition.

Théoréme 1.8

1. Si
E%g%:Loa —o0o < L < o0,
alors f = O(¢) lorsque e — &y.
, £
e =

alors f = o(¢) lorsque e — .

Voir [5, 3] pour plus de détails.

1.3.3 Théoréme de Taylor

Etant donné une fonction f(¢), 'un des outils les plus importants pour ce faire est le

théoréme de Taylor.

Théoréme 1.9 Etant donné une fonction f(g), supposons que sa (n+1)°m¢ dérivée fm+t
est continue pour £, < € < &,. Dans ce cas, si €y et € sont des points dans [’intervalle

(€as€p), alors

F(6) = Feo) + (2 = e0)(60) + -+ (e = 0)" S e0) + R,

0l
1

m@ — o)™ FH(Q),

Rn+1 =

avec ¢ est un point entre gq et €.

13
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1.3.4 Meéthode des échelles Multiples

Nous allons présenter les idées sous-jacentes de la méthode en passant par un exemple

relativement simple. Le probléme a considérer est de trouver la fonction y(¢) qui satisfait
y" 4+ 2y’ +y =0 pour t > 0, (1.12)

y(0) =0 et y'(0) = 3. (1.13)

Cette équation correspond a un oscillateur (c.-a-d. une masse-ressort-amortisseur) avec

amortissement faible.

Expansion réguliére

Supposant
y(t) = yolt) +eya(t) +- - . (1.14)
En substituant ceci dans (1.12) donne
Yo + Y1 + 2ey + yo +eyr = 0.

En regroupant les termes avec des puissances égales de €, nous obtenons les deux équations

différentielles linéaires suivantes :
Yoty = 0,
Wty = =2y
Pour les conditions initiales, en remplagant (1.14) dans (1.13) on trouve
Y0(0) + €y1(0) = 0 et y,(0) + ey (0) = 3,
donc il est nécessaire que
yo(0) = 0 et yy(0) =3,
y(0) = 0ety(0) =0.
Maintenant on peut trouver y, comme solution du probléme suivant :

yg + Yo = 07
%(0) =0, y5(0) = 3.

o(1)

14
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C’est une équation différentielle dont la solution est donné par |[voir page 5]
Yo(t) = ¢y cost + cosint avec ¢1, ¢ € R,
et les conditions initiales donnent, ¢; = 0 et ¢y = 3 alors
Yo(t) = 3sint. (1.15)
Une fois yp est connu, on peut trouver y; comme solution du probléme

1 +y1 = —6cos(t),
o) | Y= —Gcos(l) (1.16)

y1(0) =0, ¥1(0) =0,

la solution générale de cette équation différentielle est donnée par y;(t) = y1,(t) + yip(t),

de méme maniére, comme ce que nous avons fait dans le probleme O(1),
yin(t) =0,
pour trouver la solution particuliére y;,(¢) on suppose qu'il prend la forme
y1p(t) =t (Acost + Bsint).
ce qui implique
yp,(t) = —2Asint + 2B cost — t(Acost + Bsint),
en remplagant ces deux derniéres expressions dans I’équation (1.16) nous trouvons
y1(t) = y1,(t) = —3tsint.

Enfin & partir de cette derniére avec (1.15) et (1.14) on obtient une approximation O(e)
donnée par

y(t) ~ 3sint — 3etsint. (1.17)

On prend comme appellation cette approximation de I'expansion réguliére,

Yreg(t) ~ 3sint — 3etsint (1.18)
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1.3. Rappels d’analyse asymptotique

Expansion & échelles multiples

Il est évident que la méthode ne donne pas une bonne approximation de la solution
pour 0 < ¢t < co. En effet, le second terme de I'expansion (1.17) est plus grand que le
premier terme lorsque et ~ 1. Pour cette raison, le second terme est dit étre un terme
séculaire, et pour que ’expansion soit bien ordonné, c.-a-d. nous devons avoir et < 1. Le
probléme avec cette méthode vient du faite que la solution exacte du probléme (1.12) est
décroissant, mais le premier terme de (1.17) ne décroit pas lorsque ¢ — +o00. Le second
terme tente de compenser pour cela, et dans le processus, il devient finalement aussi grand
que le premier terme.

Pour construire une approximation valable pour ¢ de 'ordre O(%) on utilise la méthode

des échelles multiples de temps dans le probléme on introduit les variables
t =t ty = et.

Ces deux échelles de temps seront considérées indépendantes. Une conséquence de ceci est

que la dérivée originale de temps transforme comme suit :

d dt; 0 dty 0 0 0
e _,tho o 9, 9 1.19
a dron, dto, ot oty (1.19)

@0 (0 0N dwd (0 0
dt? dt dt; \ 0ty Ots dt Oty \ 0ty Ots

0? 0? 0?
= —42e——+e— 1.20
ot3 Ot10ty ot2 (1.20)
Pour simplifier la notation, nous utilisons le symbole J;, au lieu de a%' En Substituant

(1.19) et (1.20) dans (1.12) et (1.13) on obtient le résultat suivant
(07 + 220404, +£%07) y+ 26 (O, +€0;,) y+y =0, (1.21)

ol

y(0,0) =0 et (0, +£04,)y(0,0) = 3. (1.22)

Les avantages de présenter ces deux variables de temps ne sont pas encore évidents. En
fait, 'on a pourrait arguer que nous avons fait le probléme plus difficile puisque I’équation

différentielle ordinaire originale a été transformée en une équation différentielle partielle.
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1.3. Rappels d’analyse asymptotique

Les raisons de faire ceci deviendront évidentes dans la discussion qui suit. Noter que la
solution de (1.21), (1.22) n’est pas unique et que nous devons imposer plus de conditions
pour 'unicité de la solution. Cette liberté nous permettra d’empécher des termes séculaires
d’apparaitre dans I'expansion (au moins sur les échelles de temps que nous utilisons).

Nous allons maintenant utiliser un développement en série de puissance de la forme
Yy~ yolty,ta) +eyr(ty, ta) +--- . (1.23)
En substituant ceci dans (1.21) on obtient
(0} +2£0,,01, +£°0;) (yo +eys +--+)
+26(0n +€0,) (Yo +eyr +--) tyo+ey+ - =0,

c.-a-d.

07 yo + 2204, O, yo + €07, y1 + 2600 y0 + Yo +eyr + -+ - = 0,

En regroupant des termes avec des puissances égales de €, nous obtenons les deux équations

différentielles linéaires suivantes :

o+ = 0, (1.24)

Ry +y = —20,0u50 — 2090 (1.25)
Maintenant pour les conditions initiales, en substituant (1.23) dans (1.22) on a
90(0,0) 4+ €y1(0,0) = 0 et 0y, 40(0,0) + €04, y1(0,0) + €0, 10(0,0) + - - - = 3,
c.-a-d.
10(0,0) = 0 et 9,y0(0,0) =3,
y1(0,0) = 0 et 9,y1(0,0) = —04,y0(0,0).
La fonction g, est la solution du probléme

(87 + 1)yo = 0,
y0<07 O) =0, at1y0<0, O) = 3.

o(1)

La solution générale de ce probléme est

Yo = ap(ta) sin(ty) + bo(t2) cos(ty), (1.26)
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1.3. Rappels d’analyse asymptotique

les coefficients ag(t2) et by(t2) sont des fonctions arbitraires de ¢y sauf qu’ils sont exigés

pour satisfaire les conditions initiales
ap(0) = 3 et by(0) = 0, (1.27)

les fonctions ag(t2), bo(t2) doit étre choisies pour empécher I'apparition des termes sécu-
laires, pour cela nous utilisons I’équation déterminante y;. On utilise (1.25) et (1.26), yest

la solution de
(8t21 + 1)y1 = _28t18t2y0 - 28t1y07

11(0,0) =0, 9;,91(0,0) = —0,y0(0,0),

et a partir le résultat du probléme O(1), I’équation pour y; est

O(e)

(87, + 1)y1 = 2 (b + bo) sinty — 2 (ag + ag) costy. (1.28)

La solution générale de cette équation différentielle est donnée par y; (t1,t2) = y1n(t1,t2) +

ylp (tl s tg) avec

Y1, = a1(t2) sinty + by (t2) costy,

qui ne produira pas du terme séculaire pour t; — 400 et t5 borné. On cherche une solution
particuliére sous la forme

y1p = t1(Acost; + Bsinty),

ce qui implique
Q?Iylp(tl, ty) = —2Asint; + 2B costy — t;(Acost; + Bsinty),
en remplagant ces deux résultats dans ’équation (1.28) nous trouvons
y1p(t) = — (b + bo) t1 costy — (ag + ag) ty sinty, (1.29)

dans (1.29), il y a une possibilité d’avoir des termes séculaires. Cependant, les fonctions

ag et by peuvent étre choisies pour empécher ceci. en exigeant que
by +bo =0 et ay + ag = 0,
ces deux équations différentielles dont les solutions sont données par

bo(tg) = 606_t2 et ag(tg) = age_tQ,
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1.3. Rappels d’analyse asymptotique

dans la derniére étape, nous imposons les conditions initiales données dans (1.27). on
obtient
bo(tg) =0et ao(tg) = 36_t2.

En rapportant ceci dans (1.26) on obtient,
Yo = 3¢~ sin(ty),
c.-a~d.
y ~ 3e sint.

C’est un premier terme d’approximation qui est valable jusqu’au moins & ¢t = O(%) On

prend comme appellation pour cette approximation de I'expansion a échelles multiples

Yechm ~ 3¢~ sint. (1.30)

Comparaison avec la solution exacte

L’équation (1.12) est une équation différentielle linéaire du second ordre dont I'équation

caractéristique associée est donné par r2 + 2er + 1 = 0, alors
rlz—e—im, r2:—8+im.
et la solution a la forme
y(t) =e <A cos(vV1 —¢€%t) + B sin(ﬂt)) )
avec y(0) = 0 et /(0) = 3, on obtient

y(t) = %EQM sin(v/T = 22).
On prend comme appellation pour la solution exacte

Yout (£) = %626—“ sin(v/T = 22). (1.31)

Pour voir lefficacité de la méthode des échelles multiples pour obtenir une bonne ap-

proximation de la solution exacte (1.31), nous comparons graphiquement la solution exacte

avec le rapprochement (1.18) de l'expansion réguliére, et avec le rapprochement multi-

échelles (1.30).
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1.3. Rappels d’analyse asymptotique

2 —_
1 —_
0 : : : '
2 4 8
1+
2+
FIGURE 1.1 — Comparaison entre Yozt —— €t Yechm - = = €t Ypeg ——

20



Chapitre 2

Equation d’ondes avec un

amortissement faible linéaire

Dans ce chapitre nous expliquera comment s’applique la méthode des échelles multiples

sur une EDP, et nous avons choisi I’équation d’onde perturbée suivante

Pu  u du
w_@:_ga,tZO,—oo<x<+oo, (2.1)

avec les conditions initiales

ou

u(w,0) = pla),  SH(w,0) = pla). (2.2)

Et on le suppose que p(z), u(x) est lisse et borné.

2.1 Expansion réguliére

Supposant
w(z,t) = up(z,t) + eup(x,t) + - - . (2.3)

En substituant ceci dans (2.1) on trouve

2 82

a—(uo(x,t) +euy(z,t) + -+ ) — e

ot2 (ug(x,t) +euy(x,t) +--+)

0
= _ga (Uo(l’,t) + €u1($7t> +oe ) )
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2.1. Expansion réguliére

alors

Puy Py Puy 0%uy . Oug 2\
o2 o +€(8t2 T at)”)(g)_o'

En regroupant les termes avec des puissances égales de €, nous obtenons les deux équations

hyperboliques linéaires suivantes :

8271,0 82U0

oz o2 -V
0%uy B Puy _Oug
o2 orz ot

En substituant (2.3) dans (2.2) on a les conditions initiales

0
u.0) = pla) et “S2(2,0) = pla),
9,
up(z,0) = 0 et %(x,@):o.

Donc le probléme O(1) prend la forme suivante :

82u0 32u0

o2 ox2
O(1) S wo(,0) = pla),
0
S (.0) = o),
c’est un probléme d’équation d’onde homogéne, sa solution donnée par la formule d’Alem-
bert
1 I
uo(,t) = 5 [plo) +p(O)] + 5 [ nls)ds,
c.-a-d.
1 1 T+t
wlat) =5 lple =)+ pla+ 1)+ 5 [ ls)ds
T—t
regarder la sous-section [1.2.1].
Et le probleme O(e) prend la forme suivante :
82u1 8211,1 E)uo

ot? Ox? ot’
0(8) Ul(JJ, 0) = 07
aul
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2.2. Expansion a échelles multiples

Nous utilisons les coordonnées caractéristiques et la solution du probléme O(1) on a

82u1 82161 82’&1 (92'&1

= —2 —I— s

ot? Oo? Dod¢  OE*

82U1 . @2u1 02’&1 82’&1

or2  Jo> +2808§ - o0&’
%o g - g+ 2 (e + (o)
a2 plojiTolw WAl

oll w est la primitive de la fonction p. D’aprés ces 3 expressions ’équation du probléme

O(e) devient ;
o = —5 06— 1) + (O + o),

en intégrant ceci par rapport & o, nous obtenons

%_22 N _é 00 (&) = p(0) + 0w/ (€) + w(a)] + g1 (£),

autre fois en intégrant cette derniére par rapport a &, nous obtenons

1

(2, t) = ~50p(6) + 5Ep(0) — gow(©) — SEwl(o) + () + (o),

ou f1(o) et g1(&) sont des fonctions arbitraires définie sur —oco < o < 400, cette solution
contient des termes séculaires. Ainsi 'approximation réguliére uy + cu; devient imprécis

pour t — +00, c.-a-d. pour £ et o tend vers +oo.

2.2 Expansion a échelles multiples

En raison de 'aspect des termes séculaires dans I'expansion réguliére, nous allons uti-
liser des échelles multiples du temps pour trouver une approximation asymptotique de la
solution.

c=xr—t, {=x+t, T=C¢t,
ce qui signifie que
Oy = 05+ Ok,
92 = 0,(0, + O)
= 0y(05 + O¢) + 0¢(05 + O)
= 0+ 852 + 20,0,

23



2.2. Expansion a échelles multiples

et

Oy = —0,+ 0+ €0,

9} = 0(—0, + 0 +¢20,)
= —0y(—05 + 0c +€0:) + 0c(—05 + O¢ + €0;) + €0-(—05 + Oc + €0-)
= 02+ 0F — 20,0¢ — 220,0, + 2£0,0:.

En substituant ces derniers résultats dans (3.12), on obtient I’équation suivante :
[40,0¢ + 2 (8,0, — 0:0;) + O(e*)| u = £ (=05 + 0 + O(e)) u,

c.-a-d. :

[40,0¢ 4 € (20,0, — 20¢0; 4+ 0, — O¢) + O(%)] u = 0. (2.4)

Noter en outre que les conditions initiales & ¢ = 0 correspondent maintenant aux o = § =«

et 7 = 0. En fait, les conditions initiales dans (2.2) deviennent
u=p(o) et (=0, + 0 +¢c0;)u=p(o), aveco =¢, 7=0. (2.5)

[’étape suivante consiste a introduire ’expansion de la solution. Pour ce probléme, il est

simplement
U(O‘7§,T) :UO(O',57T)+5U1(O',€,T)+--- ) (26)
la substitution de ceci dans (2.4) donne

48065’&0 + e (28087— — 28&&,— + 0y — 8,5) Ug + 4880851“ + 0(52) =0.

En regroupant les termes avec des puissances égales de €, nous obtenons les deux équations

hyperboliques linéaires suivantes :

808§U0 = O,
480851“ = — (28087— - 28587— + 80 — 85) Uug-.

La substitution de (2.6) dans (2.5) produit

uy +euy = p(o) avec o =¢, 7 =0,

(=05 + Oc)ug + (=05 + O¢)uy + €0-up = p(o), avec o =¢, 7 =0,
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2.2. Expansion a échelles multiples

c.-a-d.

uy = plo) etu; =0, aveco =&, 7=0,
(=05 + Oc)ug = p(o) et (=0, + 0c)us = —0rup, avec o =§, 7=0.
Donc le probléme O(1) prend la forme suivante :

&ﬁguo = 0,
O(1) up = p(o) aveco=¢, 7=0,
(—0y + 0c)ug = p(o) aveco =¢&, 7=0.

En intégrant 'équation de ce probléme par rapport a o, nous trouvons

13
Ogug = k(&,7) = wy :/ k(& m)dé + fo(o,T),

noté go(§,7) = fﬁ k(&,7)d¢ done La solution générale de I’équation différentielle du pro-
bléme O(1) est donnée par

up(0,&,7) = folo,7) + go(&, 7).

En appliquant les conditions initiales on a

f0(070)+90(§70) = p(O), etO:&
0 0
00+ R0 = ulo) o=
c.-a-d.
fo(,0) = (o)~ / u(s)ds,  eto=¢, (2.7)
13
wl€.0) = 3O~ [ wolds,  ero—¢ 2.9

Comme ce que nous avons vu dans la sous-section (1.3.4), lorsque nous avons utilisé la
méthode des échelles multiples en raison de ’émergence des termes séculaire, nous avons
trouvé que la solution contient des inconnues, pour cela, nous avons di aller & résoudre le

probléme O(e) afin de déterminer ces inconnues.
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2.2. Expansion a échelles multiples

Dong, ici aussi pour déterminer les fonctions fy et go nous tournons vers le probléme

O(e) et nous le résoudrons. Ot le probléme O(e) prend la forme suivante :

40,0¢u1 = (—20,0; + 20:0, — 0, + O¢) o,
O(e) u; =0, aveco =¢, 7 =0,

(=0 + Og)uy = —0;up, avec 0 =&, 7 = 0.

En substituant la solution O(1) dans ’équation de ce probléme, on trouve que
4050 u1 = —2050; fo — 2050;90 + 20:0; fo + 20:0:90 — g fo — Oxg0 + O¢ fo + O go,

ce qui implique

4aoa§u1 = _ZaoanO + 28587'90 - achO + afg()’
en intégrant cette derniére expression par rapport a ¢ on trouve
48§u1 = —Qan[) + 20856790 — fo + Uaggo —+ g(§, 7'),
en intégrant cette derniére expression par rapport a £ on trouve
3
tus = =260, fo + 200,00~ Efo + o+ [ 9l e + Flom),
noté g (&,7) = %Lfgg(f,T)df et fi(o,7) = %f(O',T) alors
1 1
up = _1_16 (20, +1) fo + 17 (20, + 1) go + 91(&,7) + fi(o,7),
Pour éviter des termes séculaires, nous prenons

(20, + 1) fo(o,7) = 0,

(28T+1)90(£a7—) = 0

En intégrant ces équations et en utilisant les conditions initiales (2.7) et (2.8) rapporte

1 -

o) = 3% (o) [ uonts) et e = 3% (st + [ o).

Par conséquent, le premier terme d’approximation de la solution qui est valide pour grand

t est,
T+t

—et

s 7

ey~ oo =) +ote+0)+ [

r—t
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2.3. Solution exacte

2.3 Solution exacte

la solution exacte est donnée par Tychonov and Samarskii [1]

1 —et 1 —et atet
w=glole =1+ ple+ e + 3o [ M1 2)0() + Lot ()] d
r—t

ou

M(x,t,z) = I(€>+€tl<8>
v,t,z) = ely(5s Shi(58)

L(z,t,z) = 21 (gs>,

s =1/t2 — (x — 2)%, et Iy, I, sont des fonctions de Bessel modifices.

Voir [5]

Remarque 2.1 Pour e — 0, on a 55 — 0 alors a partir de (1.11),

£ € ES ES
I(—)Hl, tl(—)—>—:—.
0\2° @ \y® T2) 4

ce qui induit que M — 0 et L — 2. D’apres tous cela, la solution exacte devient presque

la solution approchée.

Remarque 2.2 5i = 0. on obtient que la précision de lapprorimation trouvée par cette

méthode est assez bonne, en effet ¢’est la solution exacte du probleme. Voir[5].
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Chapitre 3

La méthode de Chikwendu et Kevorkian

Chikwendu et Kevorkian [2| misent une nouvelle fagon d’appliquer la méthode des
échelles multiples pour obtenir une bonne approximation de la solution de I’équation

d’ondes suivante

*u  0%u o ou Ou

52 o2 T E (57%)20, —00 <z < 400,0<e <<, (3.1)

avec les conditions initiales

ou

U(CI}, O) = p(l’), E(xv 0) = :LL(I>> (32)

On suppose que p(x), u(x),u(x, t;€) et ses dérivées de premier ordre uniformément bornée

et le terme d’amortissement H est suffisamment réguliére.

3.1 Changement d’échelle du temps
Nous développons u en une série de la forme
u<$7 t; 8) = Uo(%a T) + 5u1(m7ftv; T) + €2u2(x7%'; T) +o (33)

avec les deux échelles

t = (1+cwy+edws+--)t,

T = ¢t
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3.1. Changement d’échelle du temps

Le terme avec cw; dans le premier échelle de temps a été omise, parce que la dépendance
de la solution a et est représenté par le variable 7

Pour substituer (3.3) dans (3.1), nous devons utiliser 'expansions simple. On a

Ju _ 0t duy I dug (8t8u1+87'8u1> (3t3u2+37'8u2)+
ot ot or Ot or ot ot Ot Ot ot ot Ot Ot
8u0 3u0 3 auQ

(It 2wt )2 e eI+ wp ) ot 4 2 (L 2w )2 e
( 2 )y ey el 2 )y e )

alors
Ou  Oug Oug  Ouy 9, Oup  Ouy  Ouy
5% atNJrg(aT + atN)+s (w2 a?+ 5 T az)+ ,

et

d%u 0 9 Oug 0 . Oug
(9 aul 0 28u1 0

0 Ou 0 Ou
- 2 NP Yl e’ il ')
= (14+ec‘wy+ )a,tv[ 8t]+687[8t]

d .0
(Lt s 4o ) Sl 4 (L ) S

on dérive ug, uy, us par rapport a t, alors

9%u 0 Oug Ouy 0 Oug Oup
ol (1+62w2+'”)8_?[(1+52w2+" )57 T 8_]+60_[(1+52w2+"')_{+5_
8 3u1

0 ou Ju
+€(1+82(JU2+"‘)£[<1+82002+"')a—ftj+€a—7_1]+825
0 ou ou
201 4 &2 o) —[(1 & &2 )2 a2
+e* (1 + e"wa + )6t[< + ews + )8t +saT]+
82u0 82u0 82u0 82u0
= (1+28%9+ )—= +te(l+wa+-)=—+e(l+%wy+ - =~ + ¢
( 2t ) el 2 g, e e T o
82?,61 62U1 82161
te(l+wr+ - )V —= + (1 +wr+ - ) =— + (1 +wa+ -+ ) —=
(Lot o Tl s g el S )
0%u
2 2

—
ot?

e (1 +*wy + - -+)

alors

0u, 0%u Pug  O0*u
)+€2( 87'20 —|—2~—1+26LJ2—~0+ 2

(92u _ 6’2u0 4 6(2 82u0 82u1 u
otor ot? ot?

_ — — + _
ot? o2 otor  Ot2

)_|_...7

et
52 92 52 92
v_Z% 2t o uz’
0x? 0x? 0x? 0x?
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3.1. Changement d’échelle du temps

et
ou O 0 ~ ~ 0 ~ -
(8—1;, a—Z) = H(g (wo, 1.7) 4w (2, £.7)), 5 (uo(w,T,7) + e (2,7,7)))
8u0 8u0 8u1 8u0 8u1
= H(— —
( ot + e or + Ot ) ox +88x)’
en posant :
_Oug o, Ouy . Ouy | Ouy R
_E’Y_(?x’h (8T+a)’k_€8:p’
d’aprés Taylor :
HX + 1Y + k) = HX,Y) +hg—§(X Y) +kg—I;(X ¥)
h?0*°H k> 0*H 0*H
7_8X2<X’ Y)+ 5 Iy (X,Y)+h. kaX8Y<X’Y) +

donc

ou Ou, _ Ouy Oug Oug  Ouy . OH ,0ug Oug Oou; OH ,0ug Ouyg
H<E’%) = H( ot’ 8m)+5( or + ot " Ou, ot 8m)+ ox 6%( ot’ 8x>+ ’

L’insertion de ces expressions dans (3.1) donne :

82U0 82u0 82U1 2 82U0 82u1 82U0 82u2
— 4+ e(2— 4+ —) + +2— 4+ 2w + —=
g T ) T G T, T em t w)
0%ug DPuy 0%y Ouy Oug Ouy  Ouy OH Ouy Ouyg
~ (G Tt ) T ) e G o 5w o B
8u1 8H(8u0 8u0)] 0
(91: Ou, * ot Ox ’
c.-a-d.
82u0 82u0 82u0 82’&1 82u1 8u0 8u0
— — — = — H
I L 7 S I i)
8 Uo (9 Uy 82u0 82u2 82’&2
2 2 = — —
ol P T e o
8u0 Gul OH 8u0 8u0 8u1 OH 8u0 3u0 .
o T o o o) T ow, o)

En regroupant les termes avec des puissances égales de €, nous obtenons 1’ensemble d’équa-
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3.1. Changement d’échelle du temps

tions hyperboliques linéaires suivantes :

82U0 82UO

o o
2 2 2
88321 B 0 u; _ _28~u0 B (81{97 8uo)7 (3.4)
t Oz otor ot Ox
Puy  Puy  Pug 0%uyg 0%uy
o o2 o op  oior
Oug  Ouy OH ,0ug Oug Ouy OH  Oug Ouyg
_(E—{—E 8_ut( ot ’ 8:6)_ ox 8ux( ot 890)'

Conservant les conditions initiales, la substitution de (3.3) dans (3.2) produit

uo(z,0,0) + cui(z,0,0) + %uy(x,0,0) = p(z),

et
8u0 U 8u1
E(%O,O) +€(E(ﬂf>0,0) + E(%O,O)
ou Ju ou
2 0 1 2 _
+e (wg—tN (x,0,0) + B (2,0,0) + = (2,0,0)) = p(x),
alors
6%0
UO(.T,0,0) = p(I) et E(‘rvou 0) = :u(‘r)u
. 8u1 . 3u0
uy(z,0,0) = 0 et 5 (z,0,0) = 5, (x,0,0), (3.5)

U2($70,0) = 0 et %(l‘,@,()) = —WQE(ZE,0,0) - E(ZE,O, 0)

3.1.1 Calcule de uy

Le probléme O(1) est de la forme suivante :

82’&0 82u0

o oz
0(1) Uo(%oa 0) = p(ZL‘),
20,00 = (o).

La solution de ce probléme "lI’équation d’onde homogéne"est donnée par la formule de

D’Alembert (Voir la sous-section (1.2.1))

uo(z,t,7) = folo,7) + go(&, 7), (3.6)
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3.1. Changement d’échelle du temps

ou fy et go sont fonctions de 7 et les variables caractéristiques
o=xz—t, {=x+1. (3.7)

On applique les conditions initiales, on obtient :

fo(z,0) + go(x,0) = p(x), (3.8)
—%(m,@)%—%(wﬁ) = u(z), (3.9)

d’apreés ces deux résultats

fo(l’, 0)
go(z,0)

On apour 7=0":

r—1 x—l—?

= %p(m — 1) - % / p(s)ds + %p(w +1) + % / p(s)ds,
alors -
_ 1 N N 1 T+t
uo(,1,0) = Splx 1)+ pla +T)] + 5 / u(s)ds,

donc les conditions (3.8) et (3.9) ne suffit pas pour déterminer le 7 dépendance des fonctions
fo et go (c-a-d. le 7 dépendance de ug) mais ceux-ci doivent étre obtenues a partir de la
condition que u; et ses dérivés devrait étre bornée.

Comme ce que nous avons vu dans la sous-section (1.3.4), lorsque nous avons utilisé la
méthode des échelles multiples en raison de ’émergence des termes séculaire, nous avons
trouvé que la solution contient des inconnues, pour cela, nous avons dii aller & résoudre le
probléme O(e) afin de déterminer ces inconnues.

Dong, ici aussi pour déterminer le 7 dépendance de ug(déterminer les fonctions fy et

go) nous tournons vers le probléme O(g) et nous le résoudrons.

32



3.1. Changement d’échelle du temps

3.1.2 Calcule de u3

A partir les deux équations (3.4) et (3.5), Le probléme O(g) prend la forme suivante :

Ou 0w _ 0% _ (% %)
otz 0z T otor ot oz’
O(e) uy (x,0,0) =0,
Ouy B 3u0
E(;m()?o) - 8’7' ( 0, 0)
On a
0%ug B 02 f, 0% qo
2ot~ 2a0or ) " 2ogar &)
et
ouy o do Juy 85 Uq
6(057>_ ata(§7> 665(057)
0 ou
= 5y &)+ e
0y 0, 0w 0 0wy
8’52 (0-7577—) - g{(_a_o_(0-7577—)>+ ot (ag (U é ))
o 02 02
- 8u21 (0 5’ ) a 85(07577—) + %(0—;6,7)7
et
duy 0o 0wy o0& Ouy
('3_JJ<U’£’T> = %8—(0,5,7)4——8—5(0,5,7)
0 0
= G @ ETF HE@ 6
0? g, 0 g 0
8Tu21<0-7 7T> - %(_%(0—7577))4‘ (52_1(0' f T))
0? 62 o2
= augl (U 57 ) a 22(07577-) + %(07577)-

Donc I'équation (3.4) se lit dans les variables caractéristiques (3.7) comme suit

0%uy 2*fo %90 dfo | 9g0 Ofo | 9go

g 6 T) = 25500 T) = 25 () — HI=G e B, T g )

En intégrant par rapport a £ on obtient :

9

8% S+

9o afo (990 afo 890
* (0,m) 252 ¢, 1) / H(- o
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3.2. Exemples

et en intégrant par rapport a o on obtient :

158 ,6m) =22 (0, 7) 20

L Oy 90 90y 904y D, ),

aga 0¢ o8

ou fi et g; sont encore des fonctions inconnues & déterminer & partir de (3.4),(3.5) et

/H _(9f0 a90 dfo  Ogo

I'exigence que uy et ses dérivées sont bornées.

3.1.3 Elimination des termes séculaires

Parce que u; et ses dérivées sont bornées nous devons avoir aprés la division de ces deux

dernier expressions par £ respectivement o que

3
d” fo 40w 390 1 8fo a90 afo d90 10f
280_87_(0',7')——28—< £ T)+ E/ aé») _ga_( T)
et
Pgo . 40w 2afo 1 [ 0fo 900 afo dg0, 1 691
si & — oo alors
82fo . afo 8go afo dgo
290077 ghi”oog/H T a0 o (3.10)
et si 0 — oo alors
Pgo . L[ dfg dg Ify g
ST _—J@m;/H( + RS2 Rydo, (3.11)

Ces équations (3.10) et (3.11), avec (3.8) et (3.9) déterminent la fonction fj et go; alors
nous obtenons le premier terme ug de U'expansion (3.3). Pour calculer fj et go nous avons

besoin d’une intégration par rapport a 7.

3.2 Exemples

3.2.1 Equation d’onde avec un amortissement linéaire

Nous commencons encore par 1’équation pour une corde élastique avec amortissement

faible. Nous considérons le probléme de valeur initiale suivant

’u  0%u ou
B8 "o = gy (20 meo<w<doo, (3.12)
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3.2. Exemples

avec les conditions initiales suivantes

u(r,0) = pa), ta0) = ~ L () (3.13)

Nous prenons cet exemple simple parce que nous pouvons résoudre ce probléme de
valeur initiale exactement et de faire une comparaison avec 'approximation. En outre,
nous avons choisi les conditions initiales de telle sorte que nous obtenons pour € = 0
seulement des ondes progressives de la forme u(z,t;0) = u(x — f), parceque on a connu

que la solution de I’équation d’onde homogéne est donné par

u(e,t;0) = fo(z — 1) + go(x + 1),
et a partir de (3.13) on a
fo(@) + go(z) = p(),
fo(x) —go(x) = plx),

ce qui implique que go(x —i—tN) = 0. Donc le premier terme de I’expansion approchante prend
la forme ug(x,t,7) = fo(o,7) et ainsi une simplification des résultats de la méthode. La

fonction fo(o, 7) satisfait selon (3.10) et (3.12) I’équation

& fo dfo
28007'(0 T) = g—mof/H__ 0)d
_ dfo
fh—r>noof do (O-’ )dg
1 0%
gh_fgog( 5o (0 7)E),
alors
0> fo __Of
23087'( ,T) = —8—0(0,7). (3.14)
Pour les conditions initiales, en substituant (3.3) dans (3.13) nous trouvons
B Ouyg dp
UO(iL‘,O,O) —p(l’) et af ($a070) d.flj( )

et puisque ug(x,0,0) = fo(z,0) et %(JJ,O,O) = —%(I,O), alors

f0(070) = P(U)7

d fo
6_0(0’0) = %(0)
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3.2. Exemples

Posons y(7) = %(077), alors yo = y(0) = j—g(a) et I’équation différentielle (3.14) peut

s’écrite comme

2y = -y,

alors
Fdy 1
9 _ ——/dT = Yy =1ype 2,
Y 2
Yo
c.-a-d.
d !
%( 1) = L(o)et,

5’00T do

en intégrant par rapport a ¢ nous trouvons

1z

folo, 1) = plo)e=7,

donc

uo(z,t,7) = p(x — t)e’%T. (3.15)

Et nous comptons que cette expression est une approximation de premier ordre du pro-

bléme de valeur initiale (3.12)-(3.13).

La solution exact Pour vérifier cette affirmation nous comparons la solution approchée
avec la solution exacte de (3.12) et (3.13) ot nous prenons p(x) = sin(pzx) et par conséquent

p(o) = sin(po) en utilisant par exemple la transformée de Fourier, on obtient

d%u 9%u ou
F(ﬁ) - F(@) = —5F(§),
alors
L
w+€a—k u(k:,t) —0, (316)

c’est une équation différentielle linéaire du second ordre son équation caractéristique as-

sociée est 72 +er — k? = 0, alors

A=c*—4k* 0<e<1, keR, (pourk#0 = A <0),

2

alors A = 4¢*(k* — <), et
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3.2. Exemples

Posons w(k) = 1/k? — £, la solution de (3.16) s’écrit sous la forme
U(k,t) = e 3 [c1 (k) cos(w(k)t) + co(k) sin(w(k)t)] . (3.17)
Et avec les conditions initiales, on a

c1(k) = ik, 0) = sinpz = c1(k) = ix[5, — 6_,)],

et
ou 1o _&y —
E(k,O) = —ézﬂ[ép —0_p] +w(k)e 2'cy(k) = —pcospr = —pm[d, + 0_p),
alors
(k) = —pm—r—[6, + 6] + Sim——[5, — 6_,]
= TP (k) O O T ey O T Ok
c.-a-d

c1(k) cos(w(k)t) = imcos(w(k)t)[d, —I_,],

. £¢ 1 . €. ey 1 .
co(k)sin(w(k)t) = —pme:z ) sin(w(k)t)[0, + d_p] + gime: ) sin(w(k)t)[0, — 0_p].
On a
{cos(w(k)t)dp, @) = (dp, cos(w(k)t)p) = cos(w(p)t)e(p),
et

(cos(w(k)t)d—p, o) = (0p, cos(w(k)t)p) = cos(w(=p)t)p(=p)

= cos(w(p)t)e(—p),

car w est une fonction paire, de méme maniére :

1 . .
<W sin(w(k)t)d,, @) = o) sin(w(p)t)e(p),
et
1 . .
<’LU(/€) Sln<w(k)t)6*p7 90> = ’LU(]?) SHI(w(p)t)SO(_p)a
donc

c1(k) cos(w(k)t) = imcos(w(p)t)[d, — d_pl,

e (k) sin(w(k)t) — —pﬂwgp) sin(w(p)t)[5p+5p]+§mw(1p)

sin(w(p)t)[0, — d_p),
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donc
c1(k) cos(w(k)t) = cos(w(p)t)sin pz,

ca(k) sin(w(k)t) = =& sin(w(p)t)cos P + 5 sin(w(p)t)sin pz.
En remplacant ceci dans (3.17) on obtient
ik, t) = b sin(w(p)t)cos pz + e~ ' cos(w(p)t)sin pr + ——— e~ 3" sin(w(p)t)sin pr
’ w(p) 2u(p) ’
et
u(e,t) = F(agh,1)
= —@ sin(w(p)t) cos pr + e~ 2" cos(w(p)t) sin pr + _ st sin(w(p)t) sin px
w(p) 2w(p)

—£t
= ¢ Heos(w(p))sinpr — T {COW‘ES’W} ey
w(p) 2p

Finalement, la solution exact du probléme (3.12)-(3.13) est donnée par

1
u(z,t) = o~ Bet sin(pz) cos (\/]72—715%)
_L(cos(px) - sin(px)) sin \/132_715215
2p 4

p? — %52

Et symbolisé par ue.(z,t). On va développer cette solution pour £ au voisinage de 0 et
et = O (1). En utilisant le développement de Taylor, on a

! &

- 1+

8p2 + O<8>7

2 1.2
e

(cos(px) — 2%? sin(px)) sin(4/p? — ia%) = cos(pzx)sin (pt) + O(e),
sin(pzx) cos(4/p? — iszt) = sin(px) cos (pt) + O(g?),

u(z,t) = e 2t (sin(px) cos(pt) — cos(px) sin(pt)) + O(e),

donc

finalement

Uegt(T, 1) = e 2 sinp(x —t) + O(¢),V z, Vt > 0.

Rappelons que (3.15) donne



3.2. Exemples

Donc l'approximation de premier ordre de Chikwendu-Kevorkian est correcte uniformé-

ment jusqu’a O(g).
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3.2. Exemples

cas1 ¢ = 05

solution exacte et approché pour t=5

solution exacte et approché pour t =10

0.5¢

-5 0 5 10

solution exacte et approché pour t= 15

cas2 e = 03

solution exacte et approché pour t=15

solution exacte et approché pour t =10

solution exacte et approché pour t= 15

solution exacte et a

= 0.1

pproché pour t=5

-5

solution exacte et approché pour t =10

-5

solution exacte et approché pour t= 15

ion approchée gy,

ison entre la solution exact u.,; et la solut

FIGURE 3.1 — Compara
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3.2. Exemples

3.2.2 Equation d’onde avec amortissement non linéaire

Supposons que nous avons un amortissement non linéaire H = (%—?)3 et ainsi

*u  O%*u 8u

Nous prenons deux cas différentes pour les conditions initiales et nous étudions ce pro-
bléme avec chacun des deux cas ot nous trouvons dans chaque cas une solution différente

de 'autre.

1¢" cas

Nous prenons les conditions initiales suivantes

ou _dp(z)
pr— .1
u(@,0) = plz) et —(2,0)=—-——, (3.19)
cela donne une simplification radicale, comme dans ce cas
= folo, 7).
De (3.10) Les conditions de seculairité se réduisent a
0 f, 1 ; of
2— 2% = lim- [ H ——0 d
Q00T Egnoof/ ( ’0) ¢
8fo )3
pr— d
1/ of 3
_ i djo
¢ ( o (m)) [
alors ,
32fo dfo
8087 + (8—0_(0',7')) =0. (3.20)

Pour les conditions initiales de méme maniére,comme ce que nous avons fait dans le sous

section [3.2.1], on obtient

dfo dp
fo(0,0) = plo) et Z2(0,0) = Z(0).

Posons y(7) = %(a, 7) alors yo = y(0) = 2(0) et 'équation (3.20) peut s'écrite comme

2y +y° =0,

41



3.2. Exemples

c’est une équation de Bernoulli, alors on pose z = y~2 = 2/ = —2y 3y et en multipliant

cette derniére équation par =2 on trouve

7 —1=0,
alors z = zg + 7, c.-a-d.
1 0 1
Y = E 8—"100(0" 7') = ,

(g2 +7)?

en intégrant par rapport a ¢ de 0 jusqu’a ¢ on obtient

g

fo.r) = folo.0)+ |

Finalement, 'approximation au premier ordre est donnée par

g

wlo,1) = pl0) + [ "o,
0 (1—1—(%(;)) 7')

pour un certain nombre de fonctions élémentaires p(z), nous pouvons évaluer 'intégrale

explicitement.

Remarque 3.1 Nous avons commencé avec une onde progressive initiale, ce qui simplifie
le calcul. Pour des conditions initiales plus générales, nous devons le mettre ug = fo(o, 7))+

90(&,7), qui permet la présence d’une autre onde se déplagant vers la gauche.

2°M¢ cas

Nous présentons une approximation de premier ordre de la solution du probléme de

valeur initiale (3.18) avec les conditions initiales suivantes

u(z,0) = 2sin(x), %(x,O) =0,—00 < & < +00. (3.21)
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Comme ce que nous avons fait dans le section (3.1), La premiére approximation ug(x,t, 7)
satisfait le probléme de valeur initiale

82160 _ 82u0 .
ot? or2 7

avec ugp(z,0,0) = 2sin(x) et %(w, 0,0) =0.
En substituant (3.6) dans ces conditions initiale on trouve
fo(z,0) 4+ go(x,0) = 2sin(x), (3.22)
et

dfo 990 -
~ G @.0) + 2 (,0) =0,

en intégrant cette derniére par rapport a x on obtient
— fo(z,0) 4+ go(x,0) =0, (3.23)
les deux équations (3.22)et (3.23) donnent
fo(z,0) = fo(0,0) =sino,
go(z,0) = go(§,0) =siné.

En particulier fy et gg doivent étre 27 périodiques dans o et £ respectivement. Pour calculer

fo et de fagon similaire gy nous avons besoin selon (3.10) et (3.18) I'équation

3
P 1 dfo | 990
2%&-—gm&5/ﬂ“ﬁz a¢ V%
9
R O O Y
B ah—1>noo§/( oo 6£)d£
3 3
o1 dgo 990 8f0 afo a90 ~ 0foys
donc
9 fo 390 390 X 3 0foa ,0fo.s
00r sﬂoog/{ a§> ]d§+ fim Sy o(5e) (5 (324
puisque gg et afo sont bornée,
i, (5, =0



3.2. Exemples

et puisque Z2 8 est impaire en ce qui concerne §{ =

donc Iéquation (3.24) devient,

2
0 O Jo +38f° ]

0o0T 0o ¢—o0 £

8gO 3
(GEVde+(G2 =0

Alors, nous devons résoudre le probléme suivant

Pfo  ,0fo dfo\3
28037 38_06( N+ (5 do )’ =0,
fo(o,0) =sino, (3.25)
dfo
do

——(0,0) = coso,

7) = Jim 2 / (2024

(e

g 1 dfo | 990
280’87’ - _crh—r>noo;/H(__ 85 O)d

= — lim l/( afo—i-%q;)da

_ g 19904 7 3 0904 U%
= lim —( )/da+ah_>ooa(a£) aada

. 9fo\2090 Ofo\s
e

avec

D’autre part on a :

donc

%90 0904 . 3,090, 99 0fo.o 0fo.3
25007 = (e ) Jim Cfo(pe)’ —33—501%;/(@0” +ah£“oo;/<aa>d“’

puisque fj et % sont bornée,

lim —fo(ago)

o—300 O o€

=0,

afo s
et pulsque est impaire en ce qui concerne g = 2



3.2. Exemples

donc nous obtenons le probléme suivant

g 990 9903
2 3= —)"=0
door T ¥oe Tt (Ge) =0
90(£,0) = sing, (3-26)
T(6.0) = cost,
avec .
1
a(t) = lim —/(%)Qda. (3.27)
o—00 J 00'
Pour avoir une idée comment construire une solution de (3.25) nous prenons au lieu

de b(t) une constante, disons ¢ avec ¢ > 0, et posons y(7) = %(a, 7) alors le probléme

(3.25) devient
2y +cy+y° =0,
y(0) = cos(o),
c’est une équation de Bernoulli alors on pose z = y~2 = 2’ = —2y 3¢/ et en multipliant

cette derniére équation par =3 on trouve
-2 4+ cz=-1,

alors

1, 1
_ : Sl
(z+c)—|—c(z+c) ,

donc z = —% + Me°™, c.-a-d.
1

Y= —FF—7
\/— 1+ MeeT

en appliquant la condition initiale on trouve

1 1
=coso — M = >
M — 1 COS“ O
C
ce qui implique
\/_ e3¢
Yy =+/cC :
\/1 + cosc2a —e
Finalement % est donnée par
1
afO \/— e 27
=/
0 F(o) — e
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ou F(o) =

maintenant que la solution générale de (3.25) a la forme.

o _ )
00~ \JF(0) - 9(r)

ot les fonctions A et ¢ devraient étre déterminées tels que cette derniére satisfait (3.25), la
substitution de cette expression dans I’équation du probléme (3.25) donne aprés un petit

calcul

dp d\ -
£ = N(r) et 257 + 3A(T)b(7) = 0. (3.28)

De fagon similaire, nous obtenons que la solution générale de (3.26)
990 _ p(7)
0g G(&) —(7)

ot G est une fonction arbitraire de £ et ol u et ¢ satisfont les équations

dy dp _
= (1) et 2d7' + 3p(7)a(r) = 0.

)

En raison de la symétrie des conditions initiales du probléme (3.25) et (3.26) il est clair
que a(7) = b(7) et A(7) = u(7) et donc nous pouvons limiter nos calculs a la fonction fo.

En utilisant la condition initiale de (3.25) nous trouvons

A(0)
= coso
F(o) —¢(0)
On a
1 ) 1
sec v = — sec’q =
coSs o cos? o

qui est satisfait par conséquent F'(c) = sec? o, A\(0) =1, et »(0) = 0, donc

%(0 o= A(T) cos o
do T T+ ¢(r)cos?a

(3.29)

alors

COS O

/\/1+gp cos? o

folo,7) =

T)coso

/\/1+¢731—81n o)

do

COs O

do,

1+( SlIlO'

\/1+g0 /\/1
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on pose

_ () VIt e(n)

YTV TE o(T) sino = do = o(7) cosady’
donc
A7) 1 ) .

Finalement

folo,7) = )\;2_) arcsin( 1 (p(;gT) sin o)
De facon analogue on obtient

go(&,7) = /\;78—) arcsin( % sin ).

Pour établir enfin le premier terme de 'approximation (3.6), nous avons encore besoin de

la fonction (7) et A(7). A partir de (3.27) et (3.29) nous obtenons

1 [ N(r)cos?
a(t) = lim —/ (7) cos” 0 do
o—o 0 | 14 ¢(7)cos?o
2rn+o’
—  im 1 N (1) cos® o

)

n—so0 270 + o’ 1+ (1) cos?o
0

2mn 2rn+o’
.1 1 N () cos? o N(71) cos? o
= lim — - do + do |,
n—oomn \ 2w + & 1+ ¢(7)cos? o 1+ ¢(7)cos? o

0 2mn

avec n € N et 0 < ¢’ < 27. En utilisant la périodicité de la fonction a intégrer cette
expression devient

/

2w o
1 1 2 2 2 2
or) = lm - n/ A*(T) cos® o da—f—/ A (1) cos* o i |
n—oon \ 2 + 1+ ¢(1)cos?o 1+ ¢(7)cos? o
0 0

3|

/

2m o
—  lim 1 / / N(7) cos? o o+ 1 1 , / M () cos? o io.
n—o0 \ 21 + 1+ ¢(7) cos? o n\2r+< 1+ (1) cos? o

0 0
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A
on a f N(r)cos’o 7-do est bornée alors
0 1+¢(7) cos

2
1 A2 2
afr) = L (1) cos*o o
21 ) 14 ¢(1)cos? o
0

2m
L[ X%(7) / o(t)cos®’ o +1— 1da
1+ ¢(7)cos? o

2

1
B o(7) o o(T) 0/1 + (1) COSQJdO’

27
R 1
posons : 3 = f Wda, alors
0

jus

1 1 4

3‘24/1+ (7) cos? d0:4/ EEE do = G / + n do.
T )COS® O T T

0 ¥ 0 @T[m—}‘l—i—COSZU 4 cosg

[ME]

Posons A(7) = 7+ 1, alors

(

/ d 4 /7r L dx
7= 1—tan? £ ’
) / A(T) + coso o(T) ) A(T) + 1+tan2§

en utilisant le changement de variable usuel ¢ = tan 3 on a :

o0 o0

2
4 1442

. 47 dt
j: 1—t2 = / o 2 - / 2 )
90(7)0 A+1+t2 (1) 1t +A+1 </>(T)+10 ( . ) o

0

posons z = \/— =y ldz , alors
e(r)+1

2

4 / i
J \/gp(T)—l—lo 2241 1+g0(7')7

donc
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Il se ensuit maintenant de

a(t) = b(7),

(1) = X*(7),
2N(1) + 3A(1)b(T) = 0,
que
N1
2N + 3N~ — ——— = 0
(w ¢v1+w)
2\ ! ¢’
e
donc
log\™% = 1 ] 27+ const
og = logy — | —=——=dr + const,
eVt
log ] i X ! dr + ¢
= logyp — T + const,
Vit (VIi+e-1HT1T+e+1)
on a
1 B 1 1
WVI+e—-1DT+e+1) 2y1+¢—-1 2/T+p+1’
donc
log)\_% = logy — 72— 'I;(pdT—l— Tﬁcﬁ—{—const
Vito—1 VIto+1 ’
= logy —log(\/1+ ¢ —1)+log(y/1+ ¢+ 1)+ const,
enfin
V1 —1
log)\*% zloggp—log+—+const
VIitp+1

D’autre part encore par (3.28)

log A ™3 = log(¢/)"F et A= Vo'

Ces équations donnent finalement la fonction \(7) et ¢(7) et la premiére approximation

de notre probléme de valeur initiale (3.18) — (3.21) est donnée par

17 ~ AT) arcsin ﬂsina arcsin ﬂsin
ul, 1) m{ Wirem ™ e T O}'

Dans cet exemple relativement simple que nous impliquons que la méthode de deux

échelles appliquées au probléme de valeur initiale du type (3.1) — (3.2) conduit facilement
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3.2. Exemples

a des complications techniques, parce que ’équation de% et %igo sont couplées et méme
une perturbation plutot simple e H (u,, u;) peut conduire ensuite des difficultés pour la

solution explicite.

Remarque 3.2 On peut aussi considérer par cette méthode une équation d’onde avec le

terme de dissipation H = —%% + 1(24)3 Voir [8].

Remarque 3.3 La validité de approche de Chikwendu et Kevorkian est démontrée par

Echaus [4], voire aussi [3, Chapitre 6].
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Conclusion

Dans ce travail, on a utilisé la méthode des échelles multiples, et en particulier 'approche

de Chikwendu et Kevorkian |2|, pour étudier le probléme de perturbation suivant,

Pu  0u ou Ou
— — —+eH(—,—)=0, —o<z< t>0,0< 1
gz o TG gy =0 oo, 120, 0<e <
U(ZL', O) = p(az),
ou
5 (@ 0) = u(2).
pour différents choix du terme de dissipation H (%, %). Sur les exemples étudiés, on a

constaté que la méthode donne une bonne approximation de la solution, valable pour

t=0(1).
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