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Résumé

ans ce mémoire, nous avons traité un probleme d’évolution pour une équation parabolique frac-
tionnaire avec une condition de Neumann et une condition de type intégrale. Nous avons dé-
montré 'existence et 1'unicité de la solution de ce probléeme par la méthode des inégalités d’énergie.
Ensuite, nous avons introduit un schéma de différence finie implicite pour le probleme équivalent et
démontré la stabilité et la convergence de ce schéma en utilisant la démonstration par récurrence et
I’analyse matricielle. Enfin, nous avons présenté des exemples numériques pour valider I'efficacité de ce

schéma.

Mots-Clés : Calcul fractionnaire, Equation parabolique fractionnaire, Méthode des inégalités d’énergie,

Analyse matricielle, Méthode de différences finies.

n this memoir, we have dealt with an evolution problem for a fractional parabolic equation with
Neumann condition and an integral condition. We have demonstrated the existence and uniqueness
of the solution of this problem by the method of energy inequalities. Next, we introduced an implicit
finite difference scheme for the equivalent problem and demonstrated the stability and convergence of
this scheme using induction proof and matrix analysis. Finally, we presented numerical examples to

validate the efficiency of this scheme.

Keywords : Fractional calculation, Fractional parabolic equation, Energy inequalities method, Matrix

analysis, Finite difference method.
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Introduction générale

es équations différentielles fractionnaires (EDF) peuvent étre considérées comme des

généralisations d’équations différentielles d’ordre entier a un ordre arbitraire. Ces

types des équations apparaissent dans une grande variété de domaines, tels que 1'in-
génierie, la physique et les mathématiques appliquées. Certains développements récents dans
les équations differentielles fractionnaires (EDF) ont été proposés dans [5}/6,/16,18-20,22,23,25,
30,33].

Un grand nombre de problémes de la physique et de la technologie modernes sont énon-
cés en utilisant des conditions non locales pour les équations aux dérivées partielles, qui
sont décrites en utilisant des conditions intégrales. Les conditions aux limites intégrales re-
coivent beaucoup d’attention en raison de leurs applications dans la dynamique des popu-
lations, les modeles de flux sanguin, le génie chimique et les systémes cellulaires; voir par
exemple [10-14,31,32].

L'existence et 1'unicité des solutions aux problémes d’évolutions pour les équations aux
dérivées partielles fractionnaires a été largement étudiée par de nombreux auteurs; voir par
exemple [1,2,4,7,8,21,128]. Certains des résultats d’existence et d'unicité ont été obtenus en
utilisant le théoréme de Lax-Milgram, théoremes de point fixe et la méthode des inégalités
d’énergie, [17,28,34,38].

L’objectif de ce mémoire est I’étude théorique et numérique d"un probleme d’évolution pour

une équation parabolique fractionnaire suivante :

“Diu (z,t) = % (a(x,t) %) + f(x,t), (x,t) €]0,1] x ]0,T, (1)

avec la condition initiale

u(x,0)=¢p(x), z€]0,1[, (2)

la condition au limite de Neumann

Ou (0,1)

a(0,1) e

:u(t),tE[O,T], (3)
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et la condition intégrale

/1u(a:,t)dx:E(t)7t€[O,T], 4)

ou a(z,t), f(x,t), ¢ (x), p(t) et E(t) sont des fonctions données et “D*u (z,t) est la dérivée

fractionnaire de Caputo d’ordre 0 < o < 1, voir [24], définie par :

e B 1 "Oou(x,s) ds
Dt“@”’“_m_a)/o 9s  (t—s) ©)

ou I' (+) est la fonction Gamma d’Euler, Voir [24].

Cette étude est concernée les deux aspects suivantes :

v Aspect théorique : nous avons étudié 'existence et 1'unicité de la solution par la méthode
des inégalités d’énergie. Cette derniere appelée la méthode d’analyse fonctionnelle ou la
méthode des estimations a priori.

v Aspect numérique : nous avons résoudre numériquement ce probléeme par la méthode de
différences finies.

Ce mémoire se décompose en trois chapitres de la maniere suivante : dans le premier chapitre,
nous rappelons certaines notions préliminaires fondamentales et les outils nécessaires dans
ce mémoire concernant les opérateurs linéaires non bornés, les espaces fonctionnels, le calcul
fractionnaire et quelques lemmes techniques.

Dans le deuxiéme chapitre, nous avons étudié 1'existence et 'unicité de la solution du pro-
bleme (I)-(4). On commence par de transférer le probleme (I)-(4) a un autre non-locale aussi,
mais moins compliqué et qui ne contient pas de condition intégrale, puis on démontre l'exis-
tence et 1'unicité de la solution forte. La démonstration est basée sur la méthode des inégalités
d’énergie et sur la densité de I'image de 'opérateur engendré par le probléme considéré.

Dans le dernier chapitre, nous avons introduit un schéma de différence finie implicite pour
le probléme équivalent. Ensuite, nous avons démontré la stabilité et la convergence de ce
schéma en utilisant la démonstration par récurrence et 'analyse matricielle. Des exemples nu-
mériques sont présentés pour valider l'efficacité de ce schéma.

On termine ce mémoire par une conclusion et quelques perspectives.
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CHAPITRE 1

NOTIONS PRELIMINAIRES

@ ans ce chapitre, nous rappelons certaines notions préliminaires fondamentales et les outils
nécessaires dans ce mémoire concernant les opérateurs linéaires non bornés, les espaces
fonctionnels, le calcul fractionnaire et quelques lemmes techniques.



1.1. OPERATEURS LINEAIRES NON-BORNES 10

1.1 Opérateurs linéaires non-bornés

Définition 1.1. Soient E et F' deux espaces vectoriels. Un opérateur 7" est une application de E
dans F':
T:EF—=F

Tout opérateur 7" linéaire est complétement défini par son graphe G(T') qui est un sous-espace
vectoriel de E x F' défini par G(T") = {(u,Tu),u € D(T)}, D(T) est le domaine de définition de
I'opérateur 7.

Définition 1.2. Un opérateur 7' de E dans F’ est dit linéaire si et seulement si :
Vul, Uy € E, M, A E C,T()\ul + MUQ) = )\T(Ul) + /,LT(UQ),
ol C est le corps des scalaires de E et F.

Définition 1.3. On dit que S est une extension de 7' si D(T') C D(S) et Tu = Su pour tout
u € D(T) (Autrement dit, G(T)) C G(.9)).

Remarque 1.1. Il n’est pas vrai que tout sous espace de E' x F' est le graphe d’un opérateur.
Définition 1.4. On dit que 7" est fermé si son graphe G(T') est un fermé de E x F.

Proposition 1.1. Un sous espace G C E x F est le graphe d’un opérateur linéaire si et seulement si :
(0,y) e G=y=0. (1.1)

Démonstration. On note p; : G — FE la projection donnée par p;(z;y) = . Si la propriété (1.1
est vraie, alors (z;y;) € G et (z;42) € G implique que y; = ys.
Donc, I'application T : p;G — F qui associe € p;G, l'unique y € F tel que (z;y) € G est
bien dénie et possede G comme son graphe.
O

Définition 1.5. On dit qu'un opérateur linéaire 7" est fermable dans E s’il admet un prolonge-
ment fermé.

On vérifie aussitot que T est fermable dans E si et seulement si I’adhérence G(T) de son
graphe est un graphe (Car, on a T C T implique G(T') C G(T), comme le prolongement 7T est
fermé, alors G(T) est fermé. Donc G(T') C G(T) implique G(T) C G(T) = G(T)).

Autrement dit 7" est fermable si et seulement si pour toute suite (u,,) C D(T) telle que u,, — 0
et Tu,, — v, alors v = 0.

L’opérateur fermé T dont le graphe G(T) = G(T) est appelé fermeture de 7. (G(T) = G(T)
implique que m soit un graphe : V(u,; T'u,,) € G(T') = (limy, o0 Un, imy, oo Tuy,) € ﬁ et
(0;v) € G(T), qui nécessite v = 0 pour assurer que G(T) soit un graphe).

Théoréme 1.1 (Théoreme de I'isomorphisme). .
Soient E et F deux espaces de Banach et soit T un opérateur linéaire continu et bijectif de E sur F.
Alors T~ est continu de F dans F.

Théoréme 1.2 ((Théoréme du graphe fermé)). Soient E et F' deux espaces de Banach. Soit T un
opérateur linéaire de E dans F'. On suppose que le graphe de T', G(T'), est fermé dans E x F : Alors T
est continu.

©2020, C.SELMI Probleme d’évolution pour une équation parabolique fractionnaire



1.2. RELATION ENTRE L’ORTHOGONALITE ET LA DENSITE DANS LES ESPACES DE HILBERT 11

1.2 Relation entre I’orthogonalité et la densité dans les espaces
de Hilbert

Définition 1.6. Soit M un sous-espace vectoriel de 'espace de Hilbert F, on définit M/ I’ortho-
gonal de M, par
ML:{fEF; <fag>F:07v.g€M}

Proposition 1.2. Soit M un sous-espace vectoriel de I'espace de Hilbert F' : Alors M est dense dans F
si et seulement si M+ = {0}.

Démonstration. Supposons d’abord que M est dense dans F'. Soit f € M+ C F, soit {f,},cx
suite déléments de M qui converge vers f. On (f, f,) = 0 pour tout n € N. En passant la limite,
on en conclut que || f||» = 0. Donc f = 0, qui donne M+ = {0}.

Réciproquement, supposons que M+ = {0}. Alors on a (M*)* = {0} = F, et comme

— — S 1 —
M C M il s’en suit que (M)*+ c M+, et donc (M+)+ C ((M)L> , mais M est un fermé, alors

_ 1L — — —
((M)l> = M, alors on trouve (M*+)t C M) = F C M.D'ou F = M.
[

1.3 Traces des fonctions des espaces de Sobolev

1.3.1 Existence de trace

On considere 'ensemble L?(9€2) = {w mesurable sur 99, tel que [,, w?dl' < +oo} C’est un
espace de Hilbert muni d"un produit scalaire usuel.

Théoréme 1.3 ((Existence de trace). Soit 2 un ouvert borné de RY, frontiere « suffisamment réguliere
» . Alors l'application trace

l: C™(Q) — LQ(GQ)
u = lu=upq

se prolonge par continuité en application linéaire continue, notée encore I, deH'(Q) dans L*(0N2) et
il existe une constante c* indépendante de  telle que

||lu||L2(8Q) <c ||u||H1(Q) :

Remarque 1.2. L'application trace [ n’est pas surjective de H'(2) dans L*(99). Par contre, elle
est surjective sur H'/2(992), ot H'/?(95) est 1’espace de Sobolev d’indice fractionnaire 1/2. On
a:

H'Y2(00) = {w € L*(09), telque Jv € H'(Q), w=1(v)}

1.3.2 La densité de W' »?(09) dans L2(99)

Proposition 1.3. On suppose que 2 est un ouvert de classe C* dans RY, Alors W (0R2) est dense
dans L?(09).

©2020, C. SELMI Probleme d’évolution pour une équation parabolique fractionnaire



1.4. FONCTIONS SPECIALES 12

Démonstration. Puisque 2 est de classe C?, il existe un prolongement g linéaire continue de
Whr(Q)) dans WHP(RY). Soit U € W'P(Q), alors on a [(U) = u € L?*(dN). Par la densité de
D(RY) dans W'?(RY), donc il existe une suite {U,}, .y C D(R") telleque :

1Un — g lyprwmny — 0, g(U) € WHP(RN),
(RY)

Soit u,, la restriction de U, a Q ({un},cy C D(€2)). Comme la restriction de g(U) a Q est U, on en
déduit que :
[[tn — UHWLP(Q) -0, UeW(Q).

Par l'utilisation de la continuité de ’application de trace /, il en résulte :

1 (u, — U)||L2(8Q) <" lu, — UHWLp(Q) )

ou c¢* est une constante positive. Ensuite, d’apres la linéarité de ’application de trace /, on a

11(wn) — “HL?(&Q) = [|1(un — U)HL?(aQ) < up — U”WLP(Q) 5

qui implique :

[1(un) = ull 2 90) < € [lun = Ullyprngy — 0
Donc, on trouve
11(un) = ull L2 (pq) — O

Or, comme [(u,) € I(W'P(Q)) = Wl_%’p(aﬁ), on conclut que Wl_%’p(aﬁ) est dense dans
L2(092).
0

1.4 Fonctions spéciales

Définition 1.7 ( [36]). On appelle fonction Gamma, la fonction définie par
400
['(2) :/ t*le7'dt ou z€C et Re(z)>0
0

Propriétés 1.1. Nous avons les propriétés suivants
1. T(z+1) = 2I(2).
2.I'(n+1)=n! ,neN.

3.T(n+1)= (42177)1')\7{? ,n € N.

©2020, C. SELMI Probleme d’évolution pour une équation parabolique fractionnaire



1.5. INTEGRALES FRACTIONNAIRES AU SENS DE RIEMANN-LIOUVILLE 13

1.5 Intégrales fractionnaires au sens de Riemann-liouville

Définition 1.8 ( [24,37]). Soient 2 = [a,b] avec (—oo0 < a < b < +400) un intervalle fini sur
Ret f € L'([a, b]) fonction intégrable sur Q. Les intégrales

&8 f(t) = ﬁ/ (t—s)*'f(s)ds ,t>a, Re(a)>0, (1.2)
1 ° .
L f(t) = W/t (s —t)* " f(s)ds ,t<b, Re(a)>0, (1.3)

sont appelés les intégrales fractionnaires a gauche (a droite) de Riemann-Louville
d’ordre a € C, (Re(a) > 0) respectivement.

Remarque 1.3. L'intégrale d"une fonction constante au sens de Riemann-Liouville d’ordre o > 0
est donnée par

C C

T3 f(t) = (t —a)® et T f(t) = NCE)

ft)=CeR

(b—1t)°

Propriétés 1.2. [37, page 34] Soient f € C([a,b]) et Re(c) > 0, Re(5) > 0 Les intégrales fraction-
naires de Riemann Liouville possédé les propriétés suivantes :

L I, f(t) = I, T f(t) = TP £ (t)
2. Io TP f(t) =T IO f(t) = ILHP f(t)

1.6 Dérivées fractionnaires au sens de Riemann-liouville

Définition 1.9. [24, page 70] Soit f € L'([a,b]) une fonction intégrable sur [a,b]. Les dérivées
fractionnaires au sens de Riemann-liouville D2, f(t) et Dy f(t) d’order o € C, (Re(a) > 0) sont
définies par

Dg'*‘ft = (di) (ZZZ*O[ ) (14)
L(n—

D2 f(t) = i ()" [1(t—s)" 2 f(s)ds = [Re(a)] + 15t > a,

et

Dy f(0) = (—)" (L1 (1)
Dy f(t) F(nlfa) (=" [P(s —t)" "1 f(s)ds ,n=[Re(a)]+ L;t >a

Respectivement, ol [Re(«)] est la partie entiere de Re(«).

(1.5)

Propriétés 1.3. [24, Page 71] Soient «, § € C avec Re(«), Re(5) > 0 et a, b € R. Nous avons

1. D2, (t — a>@—1 = rik (t—a)fot

2. Dy (b— 1)t = 2 (b — 1)

©2020, C. SELMI Probleme d’évolution pour une équation parabolique fractionnaire



1.7. DERIVEES FRACTIONNAIRES AU SENS DE CAPUTO 14

Propriétés 1.4. 1. Toutes ces dérivées coincident avec les dérivées usuelles pour les ordres

entiers Vm € N*,
{ D f(t) = fm(),
Dyt f(t) = (=)™ f™(t).

2. Si0 < a < lalorsn =[a]+ 1 =1.Dong, (1.4) et (1.5) devient

D, f(t) = F(l;—a) (%) /at(t—s)_af(s)ds t>a

Dp ) = iy () [ 6 - 075 s o <n

3.Sif =1et0 < Re(a) < 1, alors la dérivée au sens de Riemann Liouville d’une fonction
constante en générale n’est pas nulle

(t—a)* (b—t)~

== t Dfl=_—-"—

at I'l—a«) ¢ b I'l—a)
4. Pourtoutj =1,2,...,n = [Re(a)] + 1 avec Re(a) > 0, nous avons

©(t—a)*7 =Dy (b— )7 =0

1.7 Dérivées fractionnaires au sens de Caputo

Définition 1.10 ( [24]). Soient o € C avec n = [Re(«)] + L et f : [a,b] — C une fonction telle
que f™ € L([a, b]). Les dérivées fractionnaires d’ordre a de f au sens de Caputo sont définies

par

DO f(t) = T fO) (1) = — ) / (t — 5)"1 £ ()ds (1.6)

I'n—-«
et

DY) = (TS0 = s [ s (1.7

I'n—-a«a

Proposition 1.4 ([36]). Soit o > 0,3 > 0,n = [a]+1, on a les propriétés suivantes Si f(t) € C™([a, b)),
alors
n— k(g
(Z2,<D2, ) (t) = f(t) — -l %(t —a)k,
a e _ n—1 (=) *(£)*®
(ZeDg f) (1) = f(t) = iz S50 b — 0",

En particulier si0 < a <1

(IC‘L)‘+C'D2‘+ ) (t) = f(t) - f(a’)7
(Zi-<Dy_f) (t) = f(t) — f(D).

©2020, C. SELMI Probleme d’évolution pour une équation parabolique fractionnaire



1.8. ESPACES FONCTIONNELS ET INEGALITES ELEMENTAIRES 15

Proposition 1.5. [24, Page 91] Les relations entre les dérivées au sens de Caputo (1.6), et les
dérivées au sens de Riemann-Liouville (1.4), sont données par

B n—1
°pe, (1) = Do | 1) - 3L (Zf 2. a>’“] (1.8)
L k=1 ’
B n—1
DR P SR A I t)’f] 19
L k=1 )
On remarque que si f*)(a) = 0 pour k = 0,1,...,n — 1 alors

D (1) = DL S() et CDEf(t) = Dy f(1)

1.7.1 Intégration par parties fractionnaire

Sive LP(Q), we LI(Q) avec & + ¢ <1+« alors la formule suivante

/0 o(t)-(T%w) ()t — /0 w(t). (T2 ) (¢)dt

définit I'intégration par parties fractionnaire .

1.8 Espaces fonctionnels et inégalités élémentaires

1.8.1 L'espace L>(Q)

Pour I'étude de quelques problemes posés, on a besoin de rappeler quelques espaces fonc-
tionnels. Soit L%(0, 1), I'espace de Hilbert usuel muni d’un produit scalaire noté (., .) 12(0,1) et
d’une norme associée [|ul|;., ;). L'espace de Hilbert L*(Q) := L*(0,T, L*(0,1))(Q = (0,1) x
(0,7")) est constitué de (classes de) fonctions définies et de carrés intégrables dans (2 . Le pro-
duit scalaire dans L?(€2) est noté (., .);2(g) avec la norme ||u| ;> (- On désigne par L2(€) 'espace
de Hilbert des fonctions des carrés intégrables avec poids muni d'un produit scalaire dénoté
() -)12(0), défini par :

(u,0) 30 = (Vpu, \/ﬁv)m(g)
et d’une norme associée dénotée |[u|| ) définie par:
P

2

el = 1ol = ( [ o lute. )P o)

Sip(z) =1, L2(€2) sont identiés avec les espaces standards L*(2).

©2020, C. SELMI Probleme d’évolution pour une équation parabolique fractionnaire



1.8. ESPACES FONCTIONNELS ET INEGALITES ELEMENTAIRES 16

1.8.2 L’espace de Bouziani

N

On dénote par Cy(0,1) I'espace des fonctions continues a support compact dans (0, 1).
Comme une telle fonction est intégrable au sens de Lebesgue par rapport dx, on peut définir
sur Cy(0, 1) la forme bilinéaire donnée par :

1
(u,w) :/ Spu - Spwde, (1.10)
0

qui est considéré comme un produit scalaire dans Cy(0,1) pour lequel Cy(0,1) n’est pas
complet.

On dénote B,(0,1) la complétée de Cy(0,1) pour le produit scalaire défini par (1.10), ot
B5(0,1) est appelé I'espace de Bouziani ou l'espace des fonctions primitives de carré intégrable
sur (0, 1). La norme associée au produit scalaire est

[ell gy 0.0) = 4/ (@ V) Ba0,) = ISl 201 - (1.11)

Lemme 1.1. Pour u € By(0, 1), on a I'estimation :

1
2
el g0, < 5 Ml 2oy (1.12)

Démonstration. L'inégalité de Cauchy-Schwarz entraine :
x 2 x x
Sap = | [Cuenas| < | [Cae] | [ eor i
0 0 0
< o [ el as
O1
< x/ lu(z, t)|* de.
0

par l'intégration sur (0, 1), on trouve :

/Ol(gxu)de < (/ledx) (/01 ]u(:z:,t)]2da:>

1 1
—/ u(z, )| dx.
2 Jo

IN

Par conséquent, on aura :

< 5 lull 20,y -

N | —

2
[, 0.1y
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On dénote par L?(0,T, By(0,1)) := By(2) 'espace des fonctions u mesurables sur [0, T va-
leurs dans B5(0, 1), telles que

T
(uaw)LQ(O,T,BQ(O,l)) = / (), (w,.))Ba0,1) (1.13)

0
Puisque 1’espace B»(0, 1) est un espace de Hilbert, on peut montrer que L*(0, 7, B>(0, 1)) est

un espace de Hilbert aussi.

1.8.3 Les espaces fractionnaires H((Q2) et *B§(Q)

Soit C'*°(0,7) désigne l’espace des fonctions indéfiniment différentiables sur(0,7) et
C5°(0,T) désigne I'espace des fonctions indéfiniment différentiables support compact dans
(0, 7).

Définition 1.11. pour tout réel o > 0, L’application :
RHE(Q) — RY: wr— Hg@f‘uHLQ(Q) ,
définit une semi-norme sur #Hg(£2). On note :
_||IR
|U|RH3‘(Q) = HO o UHL2(Q) ’

et 'application :

1

2 2 2
RHGQ) R w— (|lulfa + el @)

définit une norme sur #H (). On note :

2 2 2
lllag @y = (Iullfa@) + [l g o)
1
2 o 112 2

Dong, on définit I'espace ®H§(Q) comme une complétion de l'espace C5°(0, T') pour la norme

||U||RH3(Q) :

Remarque 1.4. Premiérement, On a [u|ny. @) est une semi norme et pas une norme car, si on
0
met :

u=(t—71)t—27),
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pourn =1,ona

(NI

o [tlt—7)t-27], \
T(1—a) at/ (t— 1) dT) dQ)

_ < e ;/t(t_%)m)?d@)
0.

2
\U|RH3(Q)

NI

Alors, on trouve u # 0, malgré que |uryq ) = 0. Deuxiemement, il suffit d’appliquer la dé-
tinition d"une norme, et de vérifier les trois propriétés essentielles. La difficulté principale est
l'inégalité triangulaire, et pour la norme |[|ul|s ;q @), on utilise I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Définition 1.12. pour tout réel o > 0, on définit sur I'espace usuel de Sobolev H (), le semi-
norme

[l ) = (BOPuE05) )
Définition 1.13. Pour tout réel o > 0, L’application :
BB Q) = RT; ur—s HORa,?(% u HLQ(Q),
définit une semi-norme sur #Bg(£2). On note :

|U|R33(Q) = Hff@f(%w)”m(m,

et ’application :

[N

«a 2 2

définit une norme sur #B§(2). On note :

-

2 2 2
gy = (el + lefpse)

= <||u||2BQ(Q) + H(})%ata(gxu)HLQ(Q) 7)5 9 (115)

Dong, on définit I'espace #B§(Q2) comme une complétion de I'espace C5°(f2) pour la norme
1117 g (52
0

Vi N 2 [ P sz 2
Remarque 1.5. D’apres la définition et la remarque précédente, on peut prouver que |us o o)
est une semi norme et ||ul/zpo o) st une norme, alors que pour I'inégalité triangulaire, on va
0
utiliser I'inégalité de Minkowski.

Lemme 1.2. Vo > 0, si w € B&(Q) et v € C5°(Q), alors :

(é%af‘w(-,y),v(-,y))(oj) = (w(, ). 8%0(3?1))(01)
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Démonstration. Par l'intégration par parties, on obtient

T
(ORataw(a y)7 ’U(', y))(om - /0 (é%@fw)vdt

1 T o
== m/o (0 8t ’LU)’Udt

- %oy / (% / <tw—<?>ad7) o
= ra ) ([ @) v

et par l'intégration par parties fractionnaires, on retrouve

(gaf‘w(-,y),v(-,y))(w) = /j({f&f‘w).vdt
= oo / (/ <tuj<?>adT) i
= o), U <tv—(?>ad7) wdt
- /0 T(fagzv).wdt

— (w(.,y),fﬁ%v(-,y))(om-

Lemme 1.3. Pour 0 < a < 1, les semi-normes |u|r He (@) €t |ul He (@) S0NE équivalentes. On pose

~

|u’RHg‘(Q) ’U|H;>;T(Q)

Lemme 1.4. Pour tout réel o > 0, L'espace T B§'(Q) avec la norme est complet.

Démonstration. Soit v, une suite de Cauchy sous lanorme ||. ||z Bg () - alors il existe v, w vérifiant :

S0, — v dans L (Q), (1.16)

Jor (Spvn) — Spw dans L2(Q), (1.17)

Dans ce qui suit, on veut prouver que 02 (S,v) = S,w

D’apres (1.17), on a:

/ (F0* (Spvn)).0dSY — / Spw.0dQ, Vo € C(9), (1.18)
Q Q

D’autre part, partir du Lemme[l.2]et (I.16), on obtient

[ o ede = [(Qu)foredn— [ (@0 o500 = [ (or(@)pde (119)
Q Q Q Q
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En combinant (1.18) et (1.19),

[For@.pin = [ S voecr@)
Q Q

On conclut :
R
00 (S0) = Spw

1.9 Généralités sur les matrices

Définition 1.14 ( [9]]). Soit m,n € N. Une matrice de type (m,n) sur R a m lignes et n colonnes

@11 Q2 -+ Qin

Q21 Q22 - Q2p
A=

Am1 Am2 - Amn

Nous utilisons les abréviations suivantes, A = (a;;) aveci = 1,....,met j = 1,...,n, et M,,,(R)
I’ensemble des matrices (m,n) surR .

Définition 1.15 ([9])). Soit A € M,,,(R), la transposée de A noté A7, est la matrice de M,,,,,(R)

définie par

(AT)Z,j = Ajpourtouti=1,...,netj=1,..m

si AT = A on dit que A est symétrique .

Soit A une matrice carrée, A € #,,,(R) de coefficients a;; € R pour touti,j =
1,...,n.

Définition 1.16 ( [9]). On dit que A est inversible s’il existe une matrice B de taille n telle que

AB=BA=1,

la matrice B est appelée inverse de A et noté A~ .

Définition 1.17 ( [9]). On dit que A est tridiagonale si a;; = 0 pour tout i, j tels que |i — j| > 2,
i.e., si les seuls coefficients non nuls sont les coefficients diagonaux, ceux juste au dessus de la
diagonale, et ceux juste en-dessous de la diagonale

a1 Q12 O

Qp—1n

() Apn—1 Apn
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Définition 1.18 ( [9]). On dit que A est a diagonale strictement dominante par ligne si

n
‘CL“” > Z ‘Gij‘, avecl < 1 < n
J=1,j#i

Théoreme 1.4 ( [9]). Une matrice a diagonale strictement dominante par ligne est inversible .

Démonstration. On doit montrer que

AX=0=X=0

Soit X = (21, ...,2,)" et k un indice tel que |xx| = || X||, Alors,
n
AX =0 = kg - T, = — Z kg - Tj
=Lk

n
= ol ol <D0 awg] - |
=Lk
n
= a1 XN < D awg] - 1X o

j=1,j#k

n

= |agr| — Z |ar| ¢ - 1 X <0

j=1.j#k
N -~ 7

>0

[ X[l <0
X=0

4y

Définition 1.19 ( [9]). Le rayon spectral de A est défini par

p(A) = maxi<i<p [Mi|

ou )\; sont les valeurs propres de la matrice A .

1.10 Les normes vectorielles et matricielles

1.10.1 Normes Vectorielles

Définition 1.20 ( [9]). Une norme sur K" est une application ||.|| : K* — R™ telle que
1. ||z|| = Ok implique x = 0,, pour tout = € K",
2. || Az|| = |A|||z]], pour tout z € K", pour tout A € K,
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3. ||z +y| < |lz|| + |ly|| pour tout z,y € K* (inégalité triangulaire) .

On définit la p-norme , pour 1 < p < 400

n P
]l = (Z \%!”)
i=1

Les normes les plus usuelles sont

=

1. La norme:

n
lzll, =D il -
i=1

1
n 2
2
]l = (ZW ) :
i=1

2] = maxi<i<n |74 -

2. La norme (norme euclidienne) :

3. La norme (norme du sup) :

1.10.2 Normes matricielles

A partir de normes vectorielles, on définit les trois normes matricielles subordonnée
-l 111 et 1], st A2 (K)

141, = sup,_o e _ g
P Paro EN Pz|,=1 P

oup=1,2, ou co.

Proposition 1.6. Pour chacune de ces trois normes, on a pour toutes A et B, (K) et pour tout = €

R™
IAB| < [|AL[BII,
et
[Az|| < |A] ||,
ot |||} = [J-1y ou [[. ]l o | f] o -

Remarque 1.6. si A € .4, (K) alors,

n
IAll, = maxi<jcn > Al -

=1

n

Al = maxi<i<, Z | Ayl

i=1

[Ally = Vo (ATA).
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Théoreme 1.5. [15) page 18] Soit A € #,, (K) alors pour toute norme matricielle ||.||

p(A) < Al

1.11 Schéma de différences finies

Définition 1.21. Un maillage est un ensemble de points isolés (appelés nceuds) situés dans le
domaine de définition des fonctions assujetties aux équation aux dérivées partielles.On appelle
pas de maillage la distance entre deux noeuds voisins.

Définition 1.22 ( [27]). Soit u(x) représente une fonction d’'une variable, les schémas de
différences finies sont obtenus grace aux formules de Taylor.

Formules de Taylor d’ordre 01

u(z 4+ h) = u(z) + h'(x) + O(h). (1.20)

Formules de Taylor d’ordre 02

2

h
w(z 4+ h) = u(z) + hu'(x) + au”(x) + O(h?). (1.21)
Enun point z € [I, L] et pour une valeur i de pas du discrétisation donné par h = £L, N € N,
la formule (1.20) nous permet d’approximer «’(z) comme suite
approximation avant
h) —
W () = U 2 “Uz) 4 om). (1.22)
approximation arriere
() = U = Z(x 1 4 om). (1.23)
approximation centré
h) —u(x —h
()= de W —wz=h) 0 (1.24)
2h
et se basant sur(1.21)) et(1.24) nous obtenons
h) —2 —h

h2

1.11.1 Stabilité et convergence

Un certain nombre de notion est nécessaire lors de la résolution d’équations aux dérivées
partielles au moyen de leurs équivalents discrétisés.Les deux principales sont la stabilité et la
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convergence.

Définition 1.23 ( [3]). Un schéma aux différence finie est dite stable pour la norme |.||_, s"il
existe une constante C' > 0 indépendante de pas de maillage , telle que

[u"[|, < C.||u°|,, pour toutn >0

quelle que soit la donnée initiale u° .

Définition 1.24 (Erreur de troncature, [26]). On appelle erreur de troncature la quantité obtenue
en remplacant I'inconnue par la solution exacte dans le schéma numérique, que nous désignons
par R;.

Proposition 1.7 ( [27]). Soit u; I'approximation de la solution exacte u(x;), il est naturel d’utiliser les
erreurs ponctuelles u; — u(z;). Si on pose U le vecteur des valeurs exactes et U le vecteur des valeurs
discretes, alors le vecteur d’erreur E définie par

E=U-U

Définition 1.25 ( [27]). Une méthode est dite convergente si

|E|| — 0lorsque h — 0
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CHAPITRE 2

ETUDE THEORIQUE

@ ans ce chapitre, nous avons étudié 1’existence et 1'unicité de la solution du probleme (I)-
(). On commence par de transférer le probleme (1)-@) a un autre non-locale aussi, mais
moins compliqué et qui ne contient pas de condition intégrale, puis on démontre ’existence et
"unicité de la solution forte. La démonstration est basée sur la méthode des inégalités d’énergie
et sur la densité de I'image de 1'opérateur engendré par le probleme considéré.

25



2.1. POSITION DU PROBLEME 26

2.1 Position du probléme

Pour tout réel positif 0 < o < 1, la dérivée de Caputo et de Riemann Liouville sont respecti-
vement définies comme suit :
e Dérivée au sens de Caputo a gauche

Coa 1 Pou(w,T)  dr
0 = 'l —a) /0 or  (t—7)~ @1)

e Dérivée au sens de Riemann-Liouville a gauche

1 o " u(x,T)
Roo - ! dr. 2.2
00 F(l—a)@t/o(t—T)aT @2)
D’apres (1.8)), on trouve
Raa _C ga (I’ O)
00 = O T —a)e (2.3)

Dans le domaine €2 =]0, 1[ x ]0,T[, T < +o0, on considere I'équation aux dérivées partielles
fractionnaire de type parabolique suivante :

£o=§ 0Folent) = 31 [ale G )| = Flan) 2.4)

avec la condition initiale
w=uv(z,0)=0¢(x), 0<z<l, (2.5)

la condition au limite de type Neumann

v (0,1) = p(), (2.6)
et la condition intégrale

/1 v(x,t)de = E(t), 0<t<T. (2.7)
0

Ol a, F, ¢, i, et E sont des fonctions données.
On suppose que la fonction ¢ vérifie les conditions de compatibilité (2.6) et (2.7), i.e.

200) /<z> E(0).

Etant donné que les conditions aux limites sont non homogenes, il est commode de les ra-
mener a des conditions homogenes. On construit la fonction

Ulx,t) ==z (1 — gx) u(t) + 322 E(t),

en introduisant une nouvelle fonction inconnuee © définie par
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O(x,t) =v(x,t) — Uz, t).
Alors, cette transformation nous permet de formuler le probleme (2.4)-(2.7) a :

Lo =5 0%0(x,t) — a% {a(a:, t)%(:c,t)} = F(x,t) — LU = F(z,1), (2.8)
06 =9(x,0) = ¢p(x) — LU = p(x), 0<x<1, (2.9)

3,(0,) = 0, (2.10)

/01 B t)de =0, 0<t<T. 2.11)

ol  satisfait aux conditions de compatibilité (2.10) et (2.11).
Encore une fois, on introduit une nouvelle fonction u(x,t) = v(z,t) — ¢(x) et a ’aide de (2.3)
le probleme (2.8)-(refeq 2.11) devient sous la forme :

Lu =S 0fu(z,t) — % [a(m,t)%(x, t)} = F(z,t) + |a(z,?) agf)] = f(z,1), (2.12)
tu=u(z,0)=0, 0<z<]I, (2.13)

uz(0, 1) = 0, (2.14)

/0 (et =0, 0<t<T. (2.15)

2.2 Estimation a priori et 'unicité de la solution

Dans ce chapitre on étudie un probléme mixte lié a une équation parabolique fractionnaire
du second ordre, mariant une condition classique de type Neumann et une condition inté-
grale.On démontre 1'existence et l'unicité de la solution dans un espace fonctionnel fraction-
naire de Sobolev.

Cette étude menée principalement a I'aide de la méthode des inégalités d’énergie.

Ainsi, pour étudier le probléme posé, nous introduisons les espaces fonctionnels nécessaires.

On peut ramene le probleme (2.12)-(2.15) a I'équation opérationnelle suivante :

Lu=f. (2.16)

ou L = (L,¢), avec le domaine de définition D(L) constitué de fonctions u €
L*(0,T, L*(0,1)) := L*(Q) telles que JOfu, u,, u., € L*(Q) et u satisfait la condition (refeq 2.15),
'opérateur L est considéré de E dans L*(2), ou E est 1’espace de Banach des fonctions (il peut
étre vérifié en utilisant le Lemme 1.4|{constitué de tous les éléments u(x,t) ayant la norme finie
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Jully = el 5

et L?(12) est '’espace de Hilbert constitué de tous les éléments f.

Théoreme 2.1 ( [35]). si a(x,t) — %ygg’” — 5 >0, 0t e << 1 Alors, pour toute fonction u € E, ona
'estimation a priori

Jullp < q ||Lu||L2(Q) (2.17)
ol q est une constante positive indépendante de u.

[35]. Multiplions scalairement I"équation (2.12) par le suivant Mwu :

Mu = /: (/Ogu(n,t)dn> d¢

puis en intégrant sur le sous-domaine 27 = (0,1) x (0,7), o0 < 7 < T, on obtient

Lu - Mu dxdt
Q‘r

_ /T({fagu(x, 0)- (/1 (/5 (n,1)d )df)dxdt
L) (o)
_ mf(x’t)'(/ (/ u(n, t)d ) )d:z:dt (218)

Par l'intégration par parties de la premieére intégrale du coté gauche de 1'égalité (2.18), on

trouve
/T((If@f‘U(x,t)) : (/; (/Ogu(n,t)dn) dg) dedt
= / [58? (/:u(g,t)dgﬂ . </Oru(§,t)d§) dudt,

par I'application du Lemme 2.8[ [28], formule(2 :21a)], on trouve

/ (Foru(z,t)) - (/ (/Ogu(n,t)dn) df) dxdt
— {Raa ( u(é,t) dg)} (/ju({,t)df) dzdt,
- / (Fo [ uenac) - (o [ utenac).

On peut réécrire la formule précédente comme suit :
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En vertu du Lemme 2.6[ [28]] et a partir du Lemme 2.4[ [29]], on peut conclure que les semi-

<« o3
normesdes espaces H > et "H? sont équivalentes, alors on obtient

2 ~ [|RA% -
‘(%zu)’RHl% = 097 (Seu) @) ’u‘RBO%
Alors, on trouve
1 3
/ (Foru(x,t)) - (/ (/ u(n,t)dn) df) dxdt
T T 0
2
= @l

I

|07 (3.

L)

= / T <§ag /0 ' u(€, t)d§>2 dxdt. (2.19)

Utilisant une intégration par parties sur la deuxiéme intégrale du coté gauche de 1'égalité

(2.18) en tenant compte des conditions (2.13)-(2.15), on obtient
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(2.18), on aura

IN

/W % (a(@ﬂ%) : (/: (/0g u(n,t)dn> d§> dxdt

_/OT

K/l (/Ofu(n,t)dn) df) (a(x,t)%)]:: it

/T a(x’t)% (/Ox u(f,t)df) dudt
. /o K/om““’t)dﬁ) <a<x,t>u<x,t>>]: dt

/T %u(x,t) (/0“ u(f,t)d§> dxdt + /m a(z, t)(u(z, t))2dzdt

L[]

=0

1/ o (/Omu(g,t)dg)dedt

/ e 1) (u(, 1) dd

/ (e, ) (ule, 1) drdt - % /Q T aa—; ( /0 xu(ﬁ,t)dﬁ)Qd:ﬁdt

En intégrant par parties et en appliquant 'e-inégalité de Cauchy sur le coté droit de I'égalité

o ([ ([ utntan) de) ana

L oo} o) (f )]

(2.20)

r=1

/m (/ozﬂg’t)d&) (/0$U(€,t)d€) dzdt

€
i,
€
i,

T 2 1 T 2
( /O u(g,t)dg) dodt+5 | < /0 f(g,t)d5> drdt

(u(z,t))*dzdt + 2l (f(z,t))*dwdt. (2.21)

€ QT

Substituons (2.19)-(2.21) en (2.18)), on trouve
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I8 (g ” /om“(f’”df)zde | ale ) ute, vy
/Q (u(a, 1)) dodt + % (F (o)

(9

€
2
L[ & (/" ?
+ 5/97@ (/0 u(§,t)d§> dxdt

< /Q T (1 o +§> (u(x,t))Qdezi (f(z,t))2dwdt,

2 9z? ¢ Jor

IN

2 . .
comme a(z,t) — 12 g;ﬁ’t) — 5 >0, il vient

2
/, (g%ag /Ox u(&t)d&ydxdt

4 (a(x,t) _ %% _ g) /T(u(x,t))2dxdt
1

< — | (f(x,1)dadt, (2.22)
26 QT
a partir de (1.12), on a
T 2 1
/ (/ u(f,t)d{) dxdt < —/ (u(z,t))*dxdt,
Dong, (2.22)) devient

[ (e | x“(fat)dffdxdt
o (a<x’t) B %) | (/Oxu(&t)dﬁ)Qd:cdt

L[ )2 daar,

o 26 QT

Alors, on trouve

| (ﬁaf / mu(ﬁ,t)df)dedt [ ( / xu(g,t)d§>2dxdt
e 2ot 57550 ) [ ([ we )

< o [ (0)yd, (2.23)
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ou
1

2e¢ min (1, 2 (a(x’t> . %82g§:12*,t) _ §>) .

Comme la partie droite de (2.23) est indépendante de 7 , passant au supremum du coté
gauche par rapport sur lintervalle [0, 7], on obtient I'inégalité désirée, ot ¢ = (¢1)2

q1 =

O
Proposition 2.1 ( [35]). L'opérateur L de E dans L*(S2) est fermable.
Théoreme|2.1|est valide pour une solution forte, c-a-d que lon peut prolonger a I'inégalité
lullz < || Lul| o). Vu € D(L) (2.24)

Par conséquent, on obtient les corollaires suivants :

Corollaire 2.1 ( [35]). Une solution du probleme - est unique, si elle existe, et dépend conti-
niiment de F € L*(Q).

Corollaire 2.2 ( [35]). L'ensemble des valeurs R(L) de 'opérateur L est égale la fermeture R(L) de
R(L).

Pour montrer l'existence de la solution, on fait la preuve que R(L) est dense dans L*(2)
pour tout u € FE et pour tout arbitraire f € L*(Q).

Théoréme 2.2 ( [35])). Si les conditions du Théoreme 2.1|sont satisfaites. Donc pour chaque w € L*(Q2)
etue E,siona

/ Lu - wdxdt =0, (2.25)
Q

alors w s’annule presque partout dans Q, ce qui implique que le probleme [2.12)-(2.15) admette une
solution forte unique v = L™ f.

[35]]. Le produit scalaire de L?(2) est défini par

(Lu,w) 2 = / Lu - wdxdt,
Q

On peut reformuler 1'égalité (2.25) comme suit :

o 0T

/Q(é%(?fu(:c,t)) - wdxdt = / 82 (a(x,t)?—i) - wdxdt, (2.26)

Pour assurer que fou(z, t) =§ 0fu(x,t), on met

u(z,t) = Sy(z(z, 7)) = /0 z(x, T)dT,

otrz, 92 2 a%) Q0rz € L*(Q) et 2 satisfait aux mémes conditions (2.12)-(2.15).
partir de (2.26)), on obtient 1’égalité

0S¢ (z(x, 7))

> = ﬁ —— 1 2 wdx
/Q((Ifﬁt Sy(z(x, 7)) - wdxdt = /Q pe <a(w,t) e ) dxdt, (2.27)
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Maintenant, on est en train de déterminer la fonction w en se servant de 1'égalité (2.27), on
donne w en fonction de z comme suit :

W= / 1 ( /O (3,200 T)dT))dn) e, (2.28)

Donc, w € L*(Q2). Remplagant w dans (2.27) par sa représentation (2.28), et suite une intégration
par parties de chaque terme dans (2.27) en tenant compte des conditions de la fonction z, on
aura

/Q (R0, (= 7)) - waladt

~ / (gfa; ( / %t(z(g,T)dT)dg)) dudt. (2.29)
Q 0

et

— [ a([ tetemanae) e it

_ /Q oSy (2))2dadt
_ % /Q % ( /0 ' %t(z(f,r)dT)d§>2dxdt— /Q o, £)(S (2))2dadt. (2.30)

En combinant (2.29) et (2.30), on obtient

/Q <0Ra§ (/0 %t(z(fﬁ)df)dé“))zdmt.
N %/Q % (/OI Se(2(¢, T)dT)d§)2
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estimons le coté droit de (2.31), il se ceéde

/Q ({fat (/0 gt(z(&T)dT)df)dedt.
N %/Q % </Oz Se(2(¢, T)dT)d§)2

< / B% — a(ac,t)} (Sy2(€, 7)dT)*dadt,
Q

R

dadt — /Q o, 1) (S (2))2ddt

Quand a(z, t) — 12et) _ £ >0, il parvient

5 a2
/Q ({fa}‘ (/0 %t(z(fﬁ)df)df))Q dadt.

< /Q B%—a(m,t}} (S02(&, 7)dr)2dudt.
0.

IA

(2.32)

ceci implique que z = 0 sur (), il sensuit que w = 0 sur 2. Ce qui acheve la démonstration

du Théoreme2.2

]
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CHAPITRE 3

ETUDE NUMERIQUE

@ ans ce chapitre, nous avons introduit un schéma de différence finie implicite pour le
probléme équivalent. Ensuite, nous avons démontré la stabilité et la convergence de ce
schéma en utilisant la démonstration par récurrence et I’analyse matricielle. Des exemples nu-
mériques sont présentés pour valider l'efficacité de ce schéma.

35



3.1. PROBLEME EQUIVALENT 36

3.1 Probleme équivalent

Dans le domaine 2 =]0, 1[ x ]0, T[, T' < +oc, le probleme (I)-(4) est équivalent le probleme
suivant :

0 ou
Crya _ et —
Deue,t) - 3 ol 2 0.0)] = fat). (@0 61)
avec la condition initiale
u(z,t) =p(z), 0<z<l, (3.2)

les conditions aux limites de type Neumann

a(0,t)u,(0,t) =p(t), 0<t<T, (33)
a(1,8)ug(1,t) =C DYE(t) + u(t) — [} f(z, t)de =p(t), 0 <t < T. '

—~
—_
<~

Ou a, f, p, 1,7 et E sont des fonctions données. Dy est la dérivée fractionnaire de Caputo
d’ordre 0 < a < 1 définie par (§).

3.2 Schéma de différence finie implicite

Considérons I'équation de diffusion fractionnaire temporelle avec la condition initiale
(3.2) et les conditions aux limites Commencons d’abord par la méthode numérique pour
le probleme direct donne par I'équation avec la condition initiale et les conditions aux
limites (3.2)-(3.3). Basé sur la définition de Caputo (5) pour la dérivée fractionnaire, voir [24,36].
Premiérement, nous discrétisons le domaine de 1'espace par

x;=1th, 1=1,2,...,M, h=;(pasdemaillage de l'espace),
donc, zo =0etxy =1,

et le domaine temporel par

t,=nl, n=12,...,N, = %(pas de maillage de temporel),
donc, tg =0etay =T,

Puis, on calculer la dérivée de Caputo définie par (5) en point de maillage (z;, t,,+1), nous
avons

@(»t ) = 1 /tnﬂ@(, ) x ds
g ) T Ty fy 9s T T e — s)
1 = /t’“+1 ou ds
= —(z4,8) X ———,
I'l—a) % th 83< ) (tny1 —s)°
d’autre parte
ou (T, ty1) — ul(@, ty
5 @i tutr) = ( H)l SAL), +0(1),
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et

tht1 —(t _ o)—o+lTtet1
/ (tny1 —8) %ds = { (tns1 = 5) } )
tg

—a+1 th
= i (s = te) '™ = (b1 — tega)' 0],
= [+ D= k)" = (I = (ke + 1)) ],
_ 1”_2 [(n+1— k)™ — (n— k)],
alors, on obtient

et d’apres Propriétés on a

(1-—a)(1—-a)=T(2-a),

donc,
0%u . [ " k 1-a k 11—« O(1
S @ituin) = o= (i, tyr) — w(zs, )] X [(n 4+ 1= k)" = (n — k)] + O),

k=0

Onpose k' =n — k < k =n — k', nous avons

k=0=k =n,
k=n=k =0.
D’ou
0%u [~ -
w(ﬂ% tn+1) m 2 [U($u tn+17k’> — U(l’z‘; tnfk’)]
x [(K+1)"*=(K)']+0(), (3.4)

. . m 2.5 2 . 2 +1 2 sz
Enfin,nous discrétisons les dérivées d’ordre entier 5% et 2%, en utilisant un schéma général

de différence centré sur deux ordre et schéma de différence arriere sur un ordre, respectivement

82“’ 7 7tn -2 ’i)tn + i— atn
@(fci,tnﬂ) _ @i, bo) u(th 1)+ ulTio i) + O(h?), (3.5)
et
ou w(wi, tng) — w(@im1, tgr)

soit ul' ~ u(w;, ty,), al =~ a(x;,t,).

©2020, C. SELMI Probleme d’évolution pour une équation parabolique fractionnaire



3.2. SCHEMA DE DIFFERENCE FINIE IMPLICITE

38

D’apres (3.I),nous avons

0“u 0 ou

%(l” t) - % |:CL($, t)%(xv t):| + g(l’, t)u

0*u da du

en remplacant et dans on obtient

= n41— n— —a —a

r2—a) Yoo (w1 = (k)
ultt — 2uf et 4l
AR ! S (3.8)

n+1 4 unJrl

n+1
X —h + f;

Donc, on trouve

D ke 0[ P g k} [(k+ 1) = (k)]

"+1lar(2 a)

a? Tl —a?thier (2—a
)t g +un+l) T R (3.9)
X(u ) T2 - ),
oti=1,2,...,M—1.
On pose
o @D —a) (@ TR~ a)
Pyt = = , @t = ;ﬂ (3.10)
En remplagant (3.10) dans (3.9), on obtient
W= 2 ) — g )

n

= = [t T [k ) (k)

k=1

+ T2 — a) frH

Alors, I’équation (3.9) peut étre réorganisée comme suit

<qln+1 _ p;H-l) ZL—H (1+2pn+1 qzﬂ—l) ZL—H pZL—H ;1_:—11
n
= = [t [k D) (1)
k=1

+ 1°T(2 — @) fr,

La condition initiale et les conditions aux limites sont discrétisées comme suit

u) = o(z;) = p;, lacondition initiale (3.11)
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Uz (0, tpy1) = O(tns1), ue(l,tni1) = Y(tns1), les conditions de Neumann

u(z1, tnyr) — u(zo, tnyr)

uﬂﬂ(ov tn+1) = ¢(tn+1) - h = gb(tn-i-l)’
& u(xo, tht1) = u(@1, 1) — hd(tni),
= u2+1 = U711+1 = O(tns1). (3.12)

w(zar, tnr1) — w(@ar—1,tns1)

ux(]-ytn—&—l) = 7p(tn—i-l) = h - w( TL+1)
2N u(xM,tn+1) = w(@p-1, tnt1) + h(tnia),
= Uﬁ/il = Un+1 + hp(tngr). (3.13)

Par conséquent, un schéma de différence finie implicite peut étre donné comme suit
pour n = 0, on obtient

(¢} —pi)uiy + (14 2p} — g )ui — pjujy,
= u) +1°T(2 — ) f} .

7

pour n > 0, on obtient

(@ = P Hu ?+11+(1+2p”“ g — p?“ m

= o — Zu?Jrlfk [(/{; + 1)1—a _ (k)l—a] + Zu;«ﬁk [(k; + 1)1—a _ (k)l—a]
k=1 k=1
+ I°T(2 — ) f.
Onposek =k — 1< k' =k + 1 ,nous avons

k=1=k =2,
k=n=kK=n+1
n n+1
-k [(k + 1)1—a N (k)l—a] _ Z u?H_kl [(k/)l—a N (k:' o 1)1—04}
k'=
D’ou

n+1

up + Zu [(k+1) = (k)] = Y urt R (k) = (k= 1)']

= D uT R = (k=D ] [+ ) = ()0

alors,
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(q;l+1 p;l+1) ;L+11+(1+2pn+1 q;@+1> :L+1 p:LJrl :L_:rll
=Y u T RET Y = () = (= D) (1) = () (3.15)

—i—laF( )fn+1

Dong, le systeme matricielle correspondant est
— pour: = l,0ona

(q’f+1 P ug ™ + (1 + 207 — gt upt! — prttuy

Zu”“ FRET = (k+ D) = (k=D [(n+ 1) = ()] + 10T (2 — ) 7,

— pouri=2,0ona

(QS“ Py T+ (14 2p5 T — g3 gt — ppt gt

Zug“*’“ 2" —(k+ D" = (k=D +ud [(n+ D' = (n)'"] +1°T(2 — a) f3,

— pouri= M —1,ona

n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1l  n+l
(=1 — Pai—)un—o + (L 4+ 20020 — @)U =1 — Phy—1 Uy

n

= Do wi PR = )T = (k= D)) el [ 1) = ()] TR = )
k=1

En remplacgant (3.11), (3.12)et(3.13) dans le systéme matricielle nous obtenons
— pour: = 1l,0ona

(1 _'_pflz—i-l)u?—«—l n+1 n+1 Zun—i-l —k kl o (l{i + 1)1—a . (l{? . 1)1—a}

+ e [(n+ 1) = (n)' 7] +l°‘T( —a) i+ (@ = P The(tas),

— pour:=2,0na

(qg—l-l pgz—i-l) n+1 (1+2pn+1 qu—i-l) n+1 pg—&-l n+1

Zu§+l_k 2k — (k+ 1) = (k= 1)) + 92 [(n+ 1) — (n)' ] +1°T(2 — o) 5",
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— pouri= M —1,ona

(G5 = Py + (L i — s, —Zv"“ 2K (e 1) = (k= 1)

+ pno1 [+ 1)Y= ()] + 1T (2 — o) fi + Xflhw( 1),

soit ’
Uk = (uf,...,u]\K/I_l) ,
T
Y= ((,0(.]71), ey @(l‘M*l)) )
n n n T
/= (fl,.--,fM_l) :
Vit = ((Q?H n+1)h¢( nt1), 0 n+1 h%U( n+1)>
et
=2k (k+D'"—(k—-1D" k=1,2,...,n, (3.16)
bp=Mm+D" =) n=12...,N—1, (3.17)
et la matrice A"*! = (a"'), i.j=1,2,.., M — 1 est définie par
1 +pn+1 p?ﬂ O
n+1 n+1 1 4 2 n+1 n+1 n+1
At ) . — P2 Py — 4y P2 (3.18)
O an+11 Pi TP — di
Dong, le schéma implicite (3.14) et (3.15) peut étre réécrit sous la forme suivante
AU =0+ 1°T2 —a)fL + VY U° =,
1 1 1 1 1 1 (319)
AU = ¢ U + U + o+ ¢, U + 0, U° + 1°T(2 — o) fH + Vit

La matrice A"*! est tridiagonale a diagonale strictement dominante par ligne pour tout n =
1,2,...,N — 1, donc le systeme (3.19) admet une solution unique.

=

3.2.1 Stabilité et convergence du schéma de différence

Tout d’abord, en notant les définitions d’un a?j“ de I’élément de la matrice A"}, et p; avec

¢; donné par (3.10)
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Lemme 3.1. Supposons que a(x,t) prenne seulement une valeur positive pour (z,t) € Q. Puis la

matrice A" définie par et a diagonale strictement dominante par ligne, on a

artl =1+ Z n+1

J=1g#i
Avec ML altt < Opouri=1,2,.., M —1
Démonstration. Pouri = 1ona
M—1
ntl| _ n+1
Z ’al | = ‘“1 ‘
J=1,j#1
= |-p"
_ n+1
- pl 9
etona
n+l __ n+1
ay; - =1+ py
donc

n+l __ n+1
a;; =1+ E ‘al ’
Jj=Lj#1
— supposons que

n+1 n+1
ayfon—2 =1+ E ’aMﬂj
j=1,jAM—2
7

— montrons l'égalité pour i = M — 1

n+1 o n+1 n+1
ap—ap—1 =1+ Py —

et
M—1
Z |a71\L/l+—11j = ‘anMJr—llM_g
J=1i#AM -1
— ’qn—i-l pﬁjll
= (q?jll p?jll)
= p?v;rll - qJT\L/JJrll»
alors
a?\L/;rllM =14+ Z ’a%jlj
j=1j#M—1
D’ou

n+1_1+ Z

J=1,j#i

,pourt=1,2, ..., M —1

(3.20)

]
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Ensuite, il y a une égalité fondamentale pour les coefficients ¢, et b, donnés par (3.16) et
(3.17), respectivement

Lemme 3.2. Pourn=1,2,...,N —1,0na
> o tby=1, (3.21)
k=1

ol

cr(k=1,2,...,n) est définie par etb,(n=1,2,...,N — 1) est donné par (3.17).

Démonstration. En utilisant la démonstration par récurrence
—-sin=1

1
ch+bn = ¢+ b
k=1

= 2 -a+ ) -1 -D")+ [+ D =11
[2 -2 427 — 1]

— supposons que

N-2
Z Cr + bN,Q =1
k=1

— montrons que l'égalité est valable pourn = N — 1

N-1 N-2
Z cr + bN,1 = Z ck +cn—1+ bN,1
k=1 k=1

= 1-by_o+cy_1+by

1-—[(N=2)+1)"* = (N=2)""°]

20N =)' = (N = 1)+ 1) = (N = 1) = )]
[(N=1)+ 1) = (N =1)']

= 1—(N=-D"*+(N-2)'" 4 2(N - 1)}~

NV — (N =2)l7* 4 N> — (N — 1)~

1.

+ +

Alors,

 etby=1 pourk=12 . netn=12.. N-1
k=1

Proposition 3.1. Dans les conditions du Lemme[3.1) on a
L<p(A™) <2|a™ -1, (322
et

1
2la* =1

<p((A) T <1, (3.23)

©2020, C. SELMI Probleme d’évolution pour une équation parabolique fractionnaire



3.2. SCHEMA DE DIFFERENCE FINIE IMPLICITE 44
ou
Ham—l HOO = maxi<i<m-1 {az’z’}
Démonstration. Supposons que
An+1@n+1 — )\n+1®n+1
ott \"*! est une valeur propre de la matrice A"™ et O™ = (67F', ... g}1) # 0 est le vecteur

proper correspondant, tel que

107 = max,<icar_ |07
alors,
((L+pitherT! — prtiestt = arelgptt

(g5t = py™h)Or T + (1 + 2p5 ™! — g3t h)o ™ — pptleyTt = Antlgptt

(qzr\}tlz - p’jj}Q)G’ALjfg + (1 + 21771\7712 - an+j2)9?fj2 - p}"\‘ffz@ﬁi = >‘n+19nM+j2

( (v — PO + (L + P — )0 = APy

En considérant la k-ieme équation de A"1O" ! = \"*1O"*! on a

M-1
§ ap et = AT b =1,2,. . M —1,
j=1
donc
M-—1 n+1 9n+1 9n+1
n+l”J n+l”’J _yn+17J _ _
E ay; T + ag, prEs! =\ TSl k=1,2,...,M —1,
j=L.i#k k K k
on obtient
M-1 n+1
n+l”J _ yn+l _  n+tl
E , g g+ = A Ary,
J=Lj#k K
d’auter part on a
n+1 n+1
o e
n+l| n+1 )
0 e

d’apres les propriétés de la valeur absolue et en utilisant Lemme 3.1, on obtient

M-1
’/\n+1_a;€l;1|< Z ’aZ;"l’:aZZ_l—L k:1,2,...,M—1,
J=1,37#k
d’auter part
[V = o ] < A = al?
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implique que
p q q n+1 n+1 n+1 n+1

finalement on obtient
L< [N < 205 — 1

. Ce qui signifier que les assertions (3.22) et (3.23) sont toutes deux valides.
Théoréme 3.1. Le schéma de différence finie implicite défini par est inconditionnellement stable.

Démonstration. Soit ¢ une conditions initiale perturbée a laquelle on associe une nouvelle solu-
tion u” et a I'aide de systeme de différence linéaire (3.19) nous avons

AU =0+ T2 — ) f1+ VY, U° =g, (3.24)
AL = U™ + Ut 4 e, U + 0, U° +1°T(2 — ) foF + vetl) ’
et soit E" = u" —u" désigne l'erreur de solution pour l'itération d’étape n,etn =0,1,..., N —1.
En utilisant (3.19) et (3.24), on obtient
AE' =E, E'=¢-g, 625)
AMFLE™L — ¢ E™ 4 B+ 4 e B 4 b, E°, '

pour montrer que ||[E"™|_ < ||E°||, pourn =0,1,..., N — 1, on utilisent la récurrence
- sin=0, par (3.25) on a
AlEl — EU

on multiplient par (A')~! on obtient
El — (A1>_1E0,
d’ou
1EY] . = I(AH T E°)| .,
d’apres les propriétés de la norme matricielle on obtient

1B e = 1A NE -

d’autre part,de Théoréeme|1.5\nous avons

p(A) <Al
Alors

[(AH 7], < p((AH)T,

et en utilisant[3.1 on trouve

(AT, < p((AD)™) < 1,

I(AH 7l <1,
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par conséquent

124l < 12°].
— supposons qu’il existe
HE’“HOO < HEOHOO, pourk =2,...,n,
— d’apres ona

AR — B 4 BV 4 4 e, BN + b, E°,

alors

B = (A" TN E" + B 4+ ¢, B + b, EY),

|E"| L = [|(A") N E" + B + .+ e B+ 0, E%)]|

d’apres les propriétés de la norme matricielle on obtient

e < 1AL | @B + B 4+ e B+ 5,
N—————
<1

en utilisant ’hypothése précédente on trouve

< (S ) 127
k=1
et d’aprés Lemme 3.2 on obtient

1B e < 1]l

donc

|E"| . <||E°|, . pourn=0,1,....N —1. (3.26)
Ce qui signifie que le schéma de différence implicite est stable.

Théoreéme 3.2. La solution de différence du systeme linéaire est convergente a la solution exacte
du probleme (3.1), (3.2), lorsque h,1l — 0 pour le domaine de temps fini.

Démonstration. Soit e} = u(x;, t,) —ul(i = 1,2,.. M — 1,n = 1,2,.... N — 1), ot u(x;,1,) est
la solution exacte du probleme (3.I) avec (3.2)-(3.3) a point de maillage (z;,t,), et u} est la
solution de schéma de différence (3.19) aussi a (z;,t,).0u e" = (e}, ey, ..., e%,_;)", on remarque
que € = u(z;,0) — ¢; = 0, dong, e’ = 0. Nous avons u? = u(z;,t") — e en le remplagant dans
et donc,

— pourn=0ona
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(¢f — p}) [u(@ic,tr) — el ] + (1 +2p! — @) [u(ai, t1) — €] — pf [u(@ig, 1) — €y ]
= u(z;,0) +1°T'(2 — ) f(x;, t1),

donc,

(¢} —ph)efy + (14 2p; — q})el —pielyy
= (q; —pp)ulziza,t1) + (14 2p; — ¢ )u(wi, t1) — piu(zipy, t1)
—u(x;,0) = 1°T(2 — a) f (x4, t1),

— pourn >0,ona

(q:L—H p?—H) ;z—i—ll 4 (1+2pn+1 an+1) :L—i—l pZL—H ;z_:—ll

=Y e RE Y — (k1) = (B = D) 4 (@ = o u(@io taga)
+(1+2p8 — g D u(@, tagr) — PP (@i, b)) — Doy (@i b1 k)
2K — (4+ 1) — (k= 1)" ] — (2, 0) [(n + 1)1 = (n)' 7] = 1°T'(2 — @) f (2, tny)-

Soit R* = (R?, R?, ..., R", )T une erreur de troncature dans 1’approximation des solutions
1942, M 11 1
ourn=1,2,...,N,onacel" =€l ,eten utilisant le systéme de différence linéaire (3.19
5 4 M-1 ’
nous avons

AlEl 1
{ i (3.27)

A EY™ — ¢ E" + BV 4 .+ ¢, BT + RV
Ouwpourn=0,1,...,N — 1.

R = (g™ = p Y uliy tagn) + (142007 — ¢ (s, to) — pi (@i, taga)
- ZZ:I u(xia tn—|—1—k> [2]{?1_& — (l{j —+ ]_) —a (k _ 1)1—a]
—u(a;, 0) [(n + 1) = (n)' 7] = I°T(2 = @) f s, tus).

alors

R = (g7 — pi Y u(wio, togn) + (142004 — ¢ (@, tog) — o u@i, )
(xw ) + Zk 1 [ (SEZ, n+l— k) - u(mia tnfk)]
(b 4+ 1)1 — K170] 1972 — ) f (i, o).
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donc

n

R = [w(@s, tog1-k) — w(zi, toi)] [(k+ 1) = (k)'7¢]

W(Tig1, tngr) — 20(@i, tgr) + u(Tim1, tgr) _ a(2i ths1) + a(@im1, tagr)

— a(wi, tas1)°T(2 — ) X 72 7

y (@i, tyy) "’hu(xil’ tn+1) —1°T(2 — a) f(@i, tni1).

Par expressions approximatives (3.4), (3.5) et (3.6) nous obtenons

07

0%u 0 ou
R =1°T(2 — a) {%(%, tht1) — (a_x <a($z‘, tn+1)%($z‘, tn+1)> + flai, tn—l—l)) + O(l + h)} ;

d’apres I'équation (3.1) on trouve
R =1°T(2 — 2)O(l + h),
ce qui implique que il existe une constante M > 0 telle que
|RP*H| < Mi*(I+h), pourn=0,1,...,N — 1. (3.28)
par récurrence, on peut démontrer I'inégalité suivante
1
by

ou M > 0 représente une constante positive arbitraire et b,, est donné par (3.17)
— pour n = 0,d’apres (3.27) on a

el < g M+ ),

et = (AR
alors
el = lCADT RY]
< AN 18]
< 17l
et d’apres (3.28)

let]| ., < Mi*(l + h),
— on pose que

HekHoo < bilo‘(l +h), pour K =1,...,n. (3.29)
k-1

et d’apres (3.27)

et = (A" Hepe" e 4L et + BT,
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alors
Hen+1H — H(An+1 616 +02€n 1 4. +Cn€1 _|_Rn+1)Hoo
< AT ere” 4 eae™ 4t et + R
1
< L el b [+ b )
de (3.177) nous avons b, < 1, et d’apres (3.28) et (3.29) on obtient
e < bl (Z Cr + bn> MI*(h+1),
" \k=1
et en utilisant Lemme3.2l on trouve
e+l < 5 MG+ D). (3.30)
n
D’auter part,
) 1 1
lim = lim
n—+oo b n< n—-+oo nl—o [(1 + l)l_a - 1i| ne
1
= lim -
n—-400 [(1 ‘l‘ %) « :|

— 1 1

= =

B 1

o l-a

Onat,=nl=1[0¢=

etnous avons 5 < 1%

n% donc, par 1b on obtient

e < st (4 ),

Alors, pour n suffisamment grand on peut déduire que

e < T D).

ce qui implique que l'affirmation du théoréme est valide.
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3.3 Exemples numériques

Exemple 3.1. Pour z,t € [0, 1], on consideére le probleme d’évolution suivant :

$—£E2 2—«
“Dpu(z,t) = 2 [xtauégi’t)} + 2( F(3_>Ot) —1—-42)t?, 0<a <1,
au(ovt) — t2
ox )

fol u(z,t)de = t*/6.

Le probleme (3.31) est équivalent le probleme suivant :

x_xZ 2—a
“Dfu (z,t) = 2 [wtaua(i’t)} + a F(37)£) —(1—42)t3, 0 < a <1,
u(0,t) — t2
8u(%lv t) 72
) - g2

La solution exacte du probleme (3.32) est u (z,t) = t* (x — x?).
Pour a = 0.1, ¢ = 0.25,0.50,0.75, 1 et avec un programme sur Matlab, la solution exacte et la
solution approché de probleme (3.32) sont données par Figure

0.26F ’.--'1!1-....\
- ~
' N
/ N
/ N
0.2} 4 5
/ 5
/ \
/ \
= f \
X 015 / t=0.75 \
2 / - RS \
- / - o
@ - ~ !
% / s N \
0.1 / 4 AN
7/ Y
/ 7 M \
/s N
/ t=0.50 A
I'..f' =TT T T T~ - MY
0051 / , = -~ N
'y - ~ e \
lr -~ 1=0.26 RESR\
7 === e — S0
L=—--" ] -2y
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Axe de x

FIGURE 3.1 - Solutions exactes et approchées de I'exemple 3.1/ pour o = 0.1.

La variation de l'erreur absolue pour ¢t = 1 est donnée par Figure|3.2

©2020, C. SELMI Probleme d’évolution pour une équation parabolique fractionnaire



3.3. EXEMPLES NUMERIQUES 51

-4
12410
- — =~ — Variation erreur absolue pour t=1
1} T~
e
N
10+ =
s
-,
Ok ~,
= R
L e
s
g 8 ~
QO .
é ~
A
[l \
s
*
6+ =
Y
s
Y
5 A
4 ]

0 0.1 0.2 03 04 05 06 07 08 09 1
Axe de x

FIGURE 3.2 — Variation d’erreur absolue de 'exemple

Exemple 3.2. Soit le probleme d’évolution suivant :

(CD?U (l‘ t) _ 0 |:€z+t8u(z,t):| + 2t*T' (2a0)z sin(mx)

— oz ox I'(a)
— 122" (sin () + 7 (2 + 2) cos (7z) — w2xsin (rx)), 0 < a < 1,
u(z,0) =0, (3.33)
ou(0) _

Ox
\fol u(z,t)de = t**/m,
ou z,t € [0, 1]. Le probleme (3.33) est équivalent le probleme suivant :
(CD?U/ (Qf,t) _ % |:ez+t6ué;,t):| + 2taF(2?22)sin(7ra:)
— 122" (sin () + 7 (x + 2) cos (7z) — w2z sin (rx)), 0 < a < 1,
u(z,0) =0, (3.34)
8u§2,t) —0,

81"(17t) — 2a
\ "oz Tt

La solution exacte du probleme (3.34) est u (z,t) = t**z sin (7).
Pour o = 0.3,0.50,0.70,0.90, ¢ = 0.25,0.50,0.75,1 et avec un programme sur Matlab, la

solution exacte et la solution approché de probleme (3.34) sont données par Figure
La variation de l'erreur absolue pour ¢t = 1 et a« = 0.50 est donnée par Figure
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0.6 06
5. Exacte _
0.5 05k 5. Exacte
04k — — —&. Approchee osl E E ES Approchée
=l 5
o 03} © 03+
= k=]
] @
< E
02t a2k
0.1 01}
N : - . : : 0
0 0.1 02 03 04 05 06 0.7 08 0.9 1 0
Axe de x
(a) a =0.10
0.6 0.6
p— =100
5. Exacte
0.5 —_— 05F
- =075 - i
— — — 5. Approcheée ﬂ& — — —S. Approchée
0.4t R 0.4 _—
= =]
2 © 0.3+
= o
] o
< é
0.2
0.1F
i I i D =£_
o0 01 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 o
Axe de x Axe de x
() @« =0.50 (d) a=0.70

FIGURE 3.3 — Solutions exactes et approchées pour 1'exemple

Exemple 3.3. Soit le probleme d’évolution suivant :

Dy (x,t) = Pulzt) _ 1 () ™t — (2 — ) et

Ox?
u(z,0) = 2e" T
3.35
8u(§2,t) — (2 _ ta) ea’ ( )
[z, t)de = (2 — ) (e — &%),
ou z,t € [0, 1]. Le probleme (3.35) est équivalent le probleme suivant :
“Diu (z,t) = —azgiﬁ’t) —al () e — (2 — t*) e" T,
u(x,0) = 2",
3.36
Bu(rgg,t) _ (2 N ta) ea, ( )
8u8(2,t) _ (2 _ toc) el-i—Oé?
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052107
Variation erreur absolue pour t=1 et a=0.50
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Axe de x

FIGURE 3.4 — Variation d’erreur absolue de 1'exemple

La solution exacte du probléme estu(z,t) = (2 —t%)e*t.

Pour a = 0.1, 0.40, 0.50, 0.70, ¢t = 0.001, 0.002, 0.003, 0.004 et avec un programme sur Matlab,
la solution exacte et la solution approché de probléeme sont données par Figure 3.5

La variation de l'erreur absolue pour ¢t = 0.004 et o = 0.90 est donnée par Figure

©2020, C. SELMI Probleme d’évolution pour une équation parabolique fractionnaire



3.3. EXEMPLES NUMERIQUES

5r
4.5 o, Exacte ; 7L S Exacle
4 - N
o 2 33 — — —S. Apprachée
= ___S.Appmchee P = o
X35 £
=] >
@ o 51
p=) p=)
o 3 ©
2 2
s
2.5
2 35
15 i i i 1 i i i i ] 2 i i i i i i 1 L i
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 ] 01 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
Axe de x Axe de x
(a) a = 0.10 (b) o = 0.40
9 14
S. Exacte 13 —_—
8 _— S. Exacte
—_——— 12 —
:::SAppmchée 11+ -—-
TE _—— — — —S. Apprachée
I I
=l =l
o 6L ©
= o
Q o
4 2
5|
4
o0 01 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 o 01 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
Axe de x Axe de x
(©) a = 0.50 (d) o = 0.90

FIGURE 3.5 — Solutions exactes et approchées pour l’exemple
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FIGURE 3.6 — Variation d’erreur absolue de 'exemple
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Conclusion générale

@ ans ce mémoire, nous avons traité un probleme d’évolution pour une équation parabo-
lique fractionnaire avec une condition de Neumann et une condition de type intégrale. Ce
travail se déroule en deux étapes :

v Aspect théorique : nous avons étudié l'existence et 'unicité de la solution par la mé-
thode des inégalités d’énergie. Cette derniere appelée la méthode d’analyse fonctionnelle
ou la méthode des estimations a priori.

v Aspect numérique : nous avons introduit un schéma de différence finie implicite pour
le probleme équivalent et démontré la stabilité et la convergence de ce schéma en utilisant
la démonstration par récurrence et I’analyse matricielle. Enfin, nous avons présenté des
exemples numériques pour valider 'efficacité de ce schéma.

Comme perspectives, nous avons prévu le sujet de recherche suivant :
Probleme d’évolution pour une équation d’onde fractionnaire avec une condition de

type intégrale :
(“Dpu (1) = £ [a () 2420] + f (2,1),
u(z,0) = ¢ (z),
2D (a),
P = (o),

Ouuz,t € [0,1],a(x,t), f(x,t), o (x), 1 (x), 1 (t)et E(t) sont des fonctions donnéeset 1 < a < 2.
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ans ce mémoire, nous avons traité un probleme d’évolution pour une équation parabolique frac-

tionnaire avec une condition de Neumann et une condition de type intégrale. Nous avons dé-
montré 'existence et 1'unicité de la solution de ce probléme par la méthode des inégalités d’énergie.
Ensuite, nous avons introduit un schéma de différence finie implicite pour le probleme équivalent et
démontré la stabilité et la convergence de ce schéma en utilisant la démonstration par récurrence et
I’analyse matricielle. Enfin, nous avons présenté des exemples numériques pour valider 'efficacité de ce
schéma.
Mots-Clés : Calcul fractionnaire, Equation parabolique fractionnaire, Méthode des inégalités d’énergie,

Analyse matricielle, Méthode de différences finies.

n this memoir, we have dealt with an evolution problem for a fractional parabolic equation with
Neumann condition and an integral condition. We have demonstrated the existence and uniqueness
of the solution of this problem by the method of energy inequalities. Next, we introduced an implicit
finite difference scheme for the equivalent problem and demonstrated the stability and convergence of
this scheme using induction proof and matrix analysis. Finally, we presented numerical examples to
validate the efficiency of this scheme.
Keywords : Fractional calculation, Fractional parabolic equation, Energy inequalities method, Matrix

analysis, Finite difference method.
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