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Notations

e Les variables avec tilde (~) sont les variables de dimensions physiques et les variables

sans tilde (~) sont des variables sans dimensions.
Soit V champ vectoriel tel que V = (u(z,y),v(x,y))

- o 0
'v:(%a_y)

e " Tension de surface

e We Nombre de Weber

e { Courbure de la surface libre

e i Rayon de courbure

e p  Densité du fluide

e p  Pression du fluide

e py la pression atmosphérique

e ¢ Module de la vitesse

e f  Fonction potentielle complexe

e © Fonction potentielle de vitesse

e ¢y  Fonction de courant



e [/ Hauteur du fluide

e U Vitesse 4 'infini

e £ Vitesse complexe conjugué

o0

L’angle que fait le vecteur vitesse avec ’horizontale

11
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Introduction

Les écoulements bidimensionnels de type jet peuvent étre observés dans des nombreux
phénomeénes naturels ou physiques qui interviennent dans le domaine industriel. Ainsi de
son importance majeur, ce type d’écoulement fait I’objet de plusieurs travaux de recherche
scientifique, comme exemple celui de I'aérodynamique, I'injection des carburant et I'ingé-
nierie pétroliére ou hydrauliques etc....

Il est bien connu que son intérét dans le domaine des milieux continus est trés indispen-
sable. Ces écoulements sont basés sur les aspects principaux de la mécanique des fluides
comme la loi de quantité de mouvement des milieux continus et les tensions superficielles
qui sont des forces existent au niveau de toute interface entre deux milieux différents (le
fluide et lair), ces forces provient de la variation de pression entre deux milieux et elles
sont gouvernées par la loi de Laplace,cette loi liant la courbure locale de 'interface sépa-
rant ces deux milieux a la différence de pression (aussi appelée pression de Laplace) entre
ces deux milieux.

Notre travail de recherche entre dans le cadre général d'une étude analytique et numérique
d’un jet bidimensionnel devant un mur de forme quelconque. Il poursuit des études pré-
cédentes déja effectuées au sein de notre équipe de recherche MANUCAF du laboratoire
LMPA par Bouderah (2007) [6] sur ’écoulement devant une plaque vertical par Gasmi
(2003) [18] sur un jet issu d’'un orifice. Dans cette étude le fluide est considéré comme
incompressible, non visqueux et les effets de la gravité sont négligés. Avec ces hypothéses,
nous obtenons des simplifications sur les équations qui gouvernent ce probléme. Ainsi nous
pouvons appliqués la théorie des fonctions de la variable complexe telles que les propriétés
des fonctions analytiques et les transformations conformes.

De nombreux travaux de recherche antérieure ont été réalisés par plusieurs auteurs pour
ce genre des problémes, en particulier Lamb [21]| a considéré le probléme a surface libre
au-dessus d’un obstacle semi elliptique submergé en présence de la gravité. Il a trouvé la
solution pour différentes valeurs de nombre de Froude. Dias et Vanden Broeck [11] ont
étudiés le probléme d’un écoulement a surface libre au-dessus d’une plaque incliné et sub-
merg¢ dans un canal de largeur fini. Forbes et Schwartz [12] ont traité le probléme d’un
écoulement dans un canal avec un obstacle semi-circulaire. Ils ont formulé le probléme
sous forme d’une équation intégro-différentielle qu’ils I’ ont résolu numériquement.

Le probléme considéré dans ce travail est caractérisé par la condition non linéaire don-

née par ’équation de Bernoulli sur la frontiére libre d’une part et d’autre part la forme
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inconnue de ce jet. Dans le cas ol l'effet de la tension de surface est négligé, la solution
exacte peut étre calculée en utilisant la théorie des lignes de courant libre introduite par
Helmholtz en 1868 [14] et Kirchhoff en 1869 [20]. Mais si on considére la tension super-
ficielle cette condition rend le probléeme trés difficile de résoudre analytiquement, ce qui
nous oblige a employer des techniques et des méthodes numériques qui appuient sur les
transformations conformes pour le résoudre. L’avantage principale de ces méthodes est de
transforme les problémes bidimensionnels a des problémes unidimensionnels. Nous avons
appliqués en premier lieu la technique de la troncation de série introduite par Birkhoff et
Zarantoello [8], nous cherchons la solution sous forme d’une série tronquée de N termes.
Ainsi nous utilisons la méthode d’équation intégro-différentielle qui base sur le théoréme
de Cauchy.

Ce document est organisé en quatre chapitres :

Nous commencons dans le premier chapitre par une analyse bibliographique dans laquelle
nous avons exposés les notions préliminaires qui ont rapport a la étude d’un écoulement
potentiel et bidimensionnel a surface libre di & un jet, la deuxiéme partie du chapitre
est consacrée & la théorie des fonctions holomorphe et précisément les transformations
conforme.

Le second chapitre s’ouvre sur la présentation du probléme physique d’un jet dans un
canal semi infini et sa modélisation mathématique, la deuxiéme partie de ce chapitre est
consacrée la résolution analytique du probléme considérée dans le cas ou les effets de gra-
vité et tension de surface sont négligés, en utilisant la théorie des lignes libres Batchelor
[3] qui est basée sur les transformations conformes pour déterminer la forme du jet. Les
résultats trouvés sont publiés par Gasmi et Amara [15].

Dans le troisiéme chapitre nous présentons le probléme dans le cas ou l'effet de tension
de surface est pris en considération, ainsi que la formulation mathématique du probléme
en utilisant la technique de la troncation de la série utilisée par Vanden Broeck et Mekias
[24], Bouderah et Mekias [7| et Gasmi [16]. Le probléme est caractérisé par deux para-
métres le nombre de Weber et la largeur du canal. La solution est calculée pour différentes
valeurs de ces paramétres. Afin de valider notre procédure numérique, une comparaison
est illustrée entre la solution numérique lorsque le nombre de Weber est nul et la solution
exacte du chapitre 2, il montre que ces deux résultats sont confondus. Ainsi que les résul-
tats obtenus font I'objet d’un article Amara et Gasmi [1].

Le chapitre quatre traite le méme probléme considéré dans le chapitre précédent mais on
utilise la méthode intégro-différentielle utilisée par Mekias et Vanden Broeck [23]. Nous
avons pu calculer la solution pour plusieurs valeurs de Weber et la largeur du canal.

Les résultats trouvés confirment ceux trouvés dans le chapitre 3.
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Nous achevons cette thése par une conclusion générale dans laquelle nous discutons le

bilan de notre contribution, et nous ouvrons des perspectives sur nos travaux futurs.



Chapitre 1

Ecoulement bidimensionnel a surface

libre et fonctions analytiques

Dans ce chapitre, on va présenter quelques concepts de base de la mécanique des
fluides tel que les propriétés des fluides, les équations qui régissent les mouvement des

écoulements potentiel, bidimensionnel et irrotationnel

1.1 Quelques définitions et résultats sur les écoulements

potentiels

Définition 1. [27] Un écoulement est dit a surface libre lorsqu’il se produit avec une

interface libre entre lair et liquide voir figure (1.1)

1.1.1 Tension de surface

La tension de surface est une force qui existe au niveau de toute interface entre deux
milieux différents (liquide- air) lié aux interactions moléculaires d’un fluide. Elle résulte
de 'augmentation de ’énergie a I'interface entre deux fluides. La tension superficielle peut
étre aussi écrite en terme de différence de pression entre deux milieux non miscibles sépa-
rés par une interface. Ceci est fait en introduisant le terme de courbure, et donne ce que
I’'on I’équation de capillarité de Laplace. La dérivation de cette équation est calculée par
[10].

Pour un élément de surface libre ds — 0 on peut considérer cet élément comme un arc
d’'un cercle de centre O et de rayon R voir figure (1.2). L’¢lément de surface est divisé par
BO de telle sorte que AOB = BOC = df

La force résultante due a la tension de surface agissant sur cet élément, dans la direction

15
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normale, est simplement égale a la somme des forces aux deux extrémités, et donc :

Force résultante= 27 sin(df) .
Comme ds — 0, on a df — 0 et donc
2T sin(df) ~ 2Tdf .

Cette force est aussi considérée comme la différence de pression a travers la surface libre

On a alors :

2TdO = (p — po)ds. (1.1)

D’une autre part si on considére ds — 0 la longueur de 1’élément de surface peut étre

exprimée en fonction de la rayon R et I'angle df :
ds = 2Rd6. (1.2)

En remplace (1.1) dans (1.2) on trouve :

. (1.3)

=v] s

T
(p — po)ds = }_%ds = (p—po) =

Donc

T = R(p — po). (1.4)



Surface libre Air

Liquide

FIGURE 1.1 — Présentation de la surface libre
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&+ —

de

FIGURE 1.2 — Surface de tension
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1.1.2 Le champ de vitesse

La description d’un fluide en mouvement peut s’interpréter de deux fagons. La premiére
ce que on peut choisir de suivre les particules de ce fluide dans leur mouvement (méthode
de Lagrange) comme on peut faire un cliché a un instant donné du champ de vitesse de
toutes les particules fluides ( méthode d’Euler ). Nous allons adopter la méthode d’Euler

par ce que il est plus commode pour la description du mouvement d'un fluide

Méthode Eulérienne

La méthode d’Euler consiste a décrire ’écoulement en donnant les composantes du
vecteur vitesse et autres quantités physiques en chaque point de 'espace, c¢’est-a-dire, on
fixe un point dans ’espace et on constate les variations des quantités liées aux particules
du fluide passant par ce point.

e Chaque instant t; on peut déterminer au point M une particule p; de vitesse V et
d’autres caractéristiques physiques.

e Eit a 'instant ¢y = £, + dt, on trouve au méme point M de ’espace, une autre particule
po de vitesse et des caractéristiques physiques différentes.

Donc, on a en M et a 'instant ¢4
V= V(p1,t1> = V(.%,y,lﬁ)
et a I'instant ¢, on a en méme point M

V= V(pz,lb) = V(xvyatQ)

1.1.3 Définitions

Ecoulement stationnaire

On dit qu’un écoulement est stationnaire ou encore écoulement permanent, si toutes
ces caractéristiques quantitatives sont indépendantes du temps, en particulier pour la
vitesse on :

IV (x,y,t) i
ot '
Ecoulement irrotationnel

Un écoulement est dit irrotationnel si

rot(V) =0 .
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FIGURE 1.3 — Position du champ de vitesse
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Ecoulement uniforme

On dit qu’'un écoulement est uniforme si ces composantes de vitesse sont indépendantes

des coordonnés de l’espace, sinon il est non-uniforme.

Ecoulement bidimensionnel

Un écoulement est dit bidimensionnel ou un écoulement plan, si toutes ces caractéris-

tiques sont dépendantes de deux variables spatiales (z,y) et du temps ¢

Fluide incompressible

Un fluide est dit incompressible si sa masse volumique est constante par rapport au

temps. c’est-a-dire

Dp

=0.
Dt

Les fluides en mouvement sans frottements entre les molécules au cours de son déplacement

qu’on appelle fluides parfaits ou non visqueux.

1.1.4 Fonction potentielle complexe
Fonction de courant

Si I’écoulement est incompressible alors 1'équation de continuité (conservation de la
masse) se réduit a :

div(V) =0

En deux dimensions V = (u(z,y),v(z,y)) ot u et v sont les composantes de la vitesse

R ou Ov ou ov
dm;(V)—%+a—y _Oj%__a_y

Cela implique que la forme différentielle —vdx + udy est une différentielle totale d’une

certaine fonction ¢ tel que

d(v) = —vdzx + udy.

Alors, on :
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9y 9

%daz + 8_ydy = —vdx + udy
oy
Ty
= (1.5)
oY
T or

1y s’appelle la fonction de courant et les surfaces définies par les lignes v = constante sont

des lignes de courant.

Potentiel de vitesse

Si I’écoulement est irrotationnel alors sa vitesse dans tout le domaine de ’écoulement
I’équation suivante :
rot(V) =0

En deux dimensions V = (u(z,y),v(z,y)) ot u et v sont les composantes de la vitesse

- ov  JOu Jdv  Ju

Cela implique que la forme différentielle udx + vdy est une différentielle totale d’'une cer-

taine fonction ¢ :

d(¢) = udz + vdy.

On peut donc écrire que :

u —_— a_(p

Oz
(1.6)

i

U _ —
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Le symbole ¢ représente le potentiel de vitesse.

On définit la fonction f de la variable complexe z = x + iy comme suit :

f(2) = oz, y) +i(r,y)

Cette fonction est dite fonction potentiel

1.2 Fonctions holomorphes

On peut définir un point z du plan complexe C par la donnée de deux coordonnées
réelles de différentes maniéres.
Soit (z,y) les coordonnées cartésiennes d'un point du plan, pour utiliser la notion de va-

riable complexe on introduit la variable z :

z=u1x+1you (z,y) € R
Ou bien encore
z=rexp(if), r=|z|, 0 = Arg(z)

Ot 7 est le module de la variable z et 6 son argument

Un disque dans le plan complexe est désigné par

D(Zo,’f’()) = {ZE (C,|Z—Zo| <7’0}

D est appelé disque ouvert de centre zy et de rayon rq, la fonction

f(2) = p(r,y) +i(x,y)
O ¢ et ¥ sont deux fonctions réelles de deux variables elles vérifiant les équations de

Cauchy-Riemann

Op 00 dp 0¥
oxr Oy’ dy  Ox

e _ o
dr 0Oy
(1.7)
w20 _ 0¥
dy ox

De plus, on a :
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Ap =AY =0

Les lignes ¢ = const et 1) = const constituent des familles orthogonales.
La vitesse complexe est donnée par :

oo 0w
dz  Ox 1837

=u— 1

1.2.1 Formule intégrale de Cauchy

Soit f une fonction analytique partout a l'intérieur d’un contour fermé simple C' par-
couru dans le sens direct, ainsi que sur ce contour lui-méme. Si z est un point quelconque

intérieur & C on a :

1) = 5 § I e (1.8)

" 2mi c&—=z

1.2.2 Transformation de Schwarz-Christoffel

Transformation conforme

Soit f une fonction de variable complexe de Le plan Z ( 'ensemble de départ) vers le

plan W (I'ensemble d’arrivée)

Définition 2. [22] Une transformation f(z)=w est conforme, si l’angle entre deux courbes
du plan Z est égal a l'angle qu’il y a entre les images de ces courbes dans le plan W. Le

sens de l'angle doit étre respecté.
Théorém 3. Une transformation analytique est conforme a tous les point ou f'(z) # 0

Preuve

Pour la démonstration, voir 22| page 286



FIGURE 1.4 — Transformation conforme
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Transformation de Schwarz-Christoffel

La transformation de Schwarz-Christoffel est une transformation conforme est trés
utilisée dans la résolution des problémes d’écoulements. Cette transformation réalise une
transformation I'intérieur d’un polygone du plan complexe figure (1.5) en demi-plan su-
périeur figure (1.6) de la variable complexe A.

Soient ay, as, ...., a, les points correspondants respectivement a Ay, Ag, ...\, de 'axe réel
du plan A voir figure 1.6 On définit la transformation de Schwarz-Christoffel qui repré-

sente l'intérieur du polygone a demi plan supérieur par la formule :

0= k/(A —A)F A=) T T A=) T A= A F A+ M (1.9)

ou k et M sont des constantes complexes, A1, g, ..\, des nombres réels et aq, as, ..., oy,
les angles intérieurs au polygone.

Remarques

e La transformation Q(\) est conforme sauf aux points ;.

e Le point anguleux est transformé en au point non anguleux.

e La transformation de «; vers I'infini, alors on omet le facteur (A — \,) dans la transfor-
mation puisqu’il serait associe a ’exposant 0, on dit que le polygone est dégénéré en ce
point.

e On peut choisir trois points arbitraires parmi les n points A1, Ag, ...; Ap.



FIGURE 1.5 — Plan de variable (2.
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Chapitre 2

Résolution analytique d’un probléme de

type jet devant un obstacle de forme U

Dans ce chapitre nous considérons un probléme d’écoulement d'un jet dans un tube
semi infini. Le fluide est considéré comme incompressible et non visqueux. Dans le cas ot
en négligeant les effets de la gravité et de la tension de surface, la solution exacte peut étre
calculer en utilisant la théorie des lignes de courant libre introduite par Kirchhoff [20].
Les résultats trouvés présentent une généralisation du travail présentée par B.Bouderah,
A. Gasmi A et H. Serguine [5]

2.1 Position du probléme

Considérons un écoulement potentiel et bidimensionnel d’amplitude finie 2L d’un fluide
incompressible et non visqueux et irrotationnel dans un canal rectangulaire et semi infini
voir figure2.1, en raison de la symétrie de 1’écoulement on peut restreindre ’étude du
probléme au demi-plan supérieur. Nous choisissons comme repére de référence, BO sur
Iaxe zox', AD" et CD sont paralléles a 'axe zox’ et DD’ sur 'axe yoy’, I’écoulement est
limité par les parois du canal AD', D'OD et DC' et la surface libre ABC.

Nous supposons que ’écoulement est uniforme lorsque x tend vers moins l'infini, aux

points D et D' la vitesse est nulle voir figure (2.2).
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FIGURE 2.1 — Un jet entrant dans une boite. La profondeur du fluide est 2H
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FIGURE 2.2 — Schéma d’un écoulement bidimensionnel dans un canal de la forme U
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Nous nous intéressons a des écoulements potentiels, irrotationnels et bidimensionnelle,

nous pouvons définir un potentiel complexe :

[ =v+ip,

oll p et 1) représentent la fonction potentiel et la fonction de courant respectivement,

la dérivée de ce potentiel par rapport & z = = + iy fournit la vitesse complexe

Puisque l'effet de la surface tension et l'effet de gravite sont négligés I'équation de Ber-

noulli sur la surface libre écrire comme suite

S+ g = ¢, (2.1)

ol ¢ est le module de vecteur vitesse, p est la pression et p la densité de fluide
On a la densité et la pression sont des constantes sur la surface libre de I’écoulement, donc

la forme de ’équation de Bernoulli devient

q=c" sur ABC (2.2)

2.2 Reésolution du probléme

Dans cette section nous allons utiliser la transformation de Schwarz-Christoffel et la
méthode des lignes de courant libres pour trouver la solution exacte de notre probléme,
en utilisant la technique utilisée par Kirchhoff [1869].

Avant de résoudre ce probléme il est nécessaire de présenter la transformation suivante :

Transformation d’hodographe

Cette transformation est basée sur l'idée d’introduire la fonction complexe (2 définie

par :

log( )= log(g) + 30, (2.3)

Q:lOg(df/dz): U — v q

O 0 est I'angle que fait le vecteur vitesse avec I’horizontale et U est la vitesse de référence

qui peut étre considérée comme unité de vitesse.
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On note que la fonction () posséde les propriétés suivantes :
e Puisque ¢ est constante alors log(—) est aussi constante pour chaque ligne de courant
e ( est constante pour chaque paroi rigide rectiligne.

Maintenant pour trouver la solution exacte nous utilisons les étapes suivantes.
1 ér¢ gtape
En utilisant la transformation (2.3) pour transformé le domaine d’écoulement réel (x,y)

figure (2.2) & un domaine d’écoulement de frontiére polygonale dans le plan de variable

complexe (Q figure (2.3) comme suit

Plan z Plan
A= (—o00,H—-1L) A =(0,0)
B=(-L,0) B =(0,%)
C=(-oco,L—H)| C=(0,m)
D=(0,L) D = (7, +00)
D' =(0,—L) D" = (0, +00)

TABLE 2.1 — Transformation le domaine d’écoulement plan-z & le domaine plan-€).

2eme atape

Le domaine d’écoulement réel, dans le plan z est transformé & une bonde de largeur
HU dans le plan de la variable f = ¢ + i1 (figure 2.4 ) puis que v est constante pour

chaque linge de courant, la transformation est donnée par le tableau suivant

Plan z Plan f
A= (—o0c0,H—-L)| A= (—00,HU)
B =(-L,0) B=(0,HU)
C=(—o0,L—H)| C=(00,HU)
D=(0,L) D = (0,¢p)
D'=(0,-1L) D' = (0,—¢p)

TABLE 2.2 — Transformation le domaine d’écoulement plan-z & le domaine plan-f.
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FIGURE 2.4 — Plan f

35



36

FIGURE 2.5 — Plan A
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En utilisant la transformation de Christoffel-Schwarz pour transformer la bande de

largeur HU du plan [ en demi plan supérieur de la variable A figure (2.5).

Plan f Plan A
A A=(1,0)
B B =(0,0)
C C=(-10)
D D = (+00,0)
D’ D' = (—00,0)

TABLE 2.3 — Transformation le domaine plan-f a le domaine plan-A\.

La transformation de Christoffel-Schwarz définie par :

d p1 P2 bn
% MO = AP = AT (A= A

ol p1, Pa, ..., Pn les angles intérieurs de polygone dans le plan f

Nous cherchons I'expression de cette transformation, par définition on a :

df
dx

MA+1)"tA=-1)"t= SEE

Par calcule simple, on trouve :

M A-1

f=fo= EIH(A—H

).

On va déterminer les valeurs fy et M :

(2.4)

(2.5)

Da a la symétrie de les deux plans d’écoulements f— plan et A— plan, on détermine

cette transformation pour A > 0. Nous choisissons le point D(A = oo, f = —UH) et par

l'utilisation de I'équation (2.5) nous obtenons :

M A—1
—UH = > lim (In(

A—>00 A+1

) + fo.
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A1

Il est clair que : limy__, o (In( )) = 0 quand A — oo Donc la valeur fj est donnée par

fo == —UH

Pour déterminer la valeur de M, nous choisissons le point B(A = 0, f = tHU) et le

remplacer dans 'équation (2.5)

M. 0-1

HU = =1 ~UH

HU =5 I(g77) -0
M

iHU +UH = - In(~1)

iHU+UH:AMg

Par calcule simple la valeur de M est donnée par

 2HU

™

M (1 —4).
On substitue ces données dans I’équation (2.4 ) on trouve :

df 2HU(1 )1
_ = — ) —
o A2 -1

(2.6)

4eme gtape

En utilisant la transformation de Schwarz-Christoffel, pour trouver ’expression de trans-

formation qui transforme la plan f en demi plan supérieur de la variable €2 (figure 2.5)

Plan Q Plan A
A A= (1,0)
B B =(0,0)
C C=(-10)
D D = (+00,0)
D' D' = (—00,0)

TABLE 2.4 — Transformation le domaine plan-2 & le domaine plan-A.
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Par définition la transformation est donnée par

dQ p1 P2 n
EX=kQ—Ag?4u—Ag?*+nﬂwA—A@%*. (2.7)

Ou p1, pa, ..., pn sont les angles intérieurs de polygone.
Pour déterminer cette transformation nous utilisons les points A, C' et B entre les deux

plans, on substitue ces données dans I’équation (2.7 ) on trouve :

1 1
ds) - -=
—=kA=1) 2(A4+1) 2.
== 1) 20+ 1)

L’intégration des deux cotés de cette équation nous donne
Q—Qy=kIn(A+vVA2-1). (2.8)

Ensuite on va déterminer les valeurs de € et & :

On remplace le point A(A = 1,Q = 0) dans 'équation (2.8) on trouve :
0=Q+kIn(1++v1-1).
Donc la valeur de premier constante est donnée par

Qp = 0.

La détermination de k :
En substitue le point B(A = 0,0 = zg) dans I'équation (2.8), pour calculer la valeur de

la deuxiéme constante k, on trouve :
k=1.

On déduit la transformation

Q=In(A+ VX2 1). (2.9)

5eme gtape

Pour trouver la transformation qui transforme le plan—z au plan—A nous utilisons la

fonction de Kirchhoff définie par
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dz

O =log(U 7

—)-

(2.10)

Par 'utilisation des relations (2.9) et (2.10) la transformation (2.10) peut s’écrire sous la

forme suivante

dz

i U(/\+\/A2 1).

Ge™me étape

Pour trouver la forme de la surface libre on utilise la formule suivante

On remplace (2.6) et (2.11) dans (2.12) on obtient

d272HU . 1

C = i) (O VR D),

Ce qui nous donne aprés intégration :

z—zZg = E[ln(l — A?) — 2arcsin(A) — i(2arcsin(A) + In(1 — A?))].

™

Pour déterminer la constante zg on a :

Lorsque z = (z0,0) (au point B), A = 0 alors : zy = x
Finalement 1’équation paramétrique de la surface libre est donnée par

H
r = x0+ —[In(1 — A\?) — 2arcsin(\)]
m
—1<A<1

y = —%[2 arcsin(\) + In(1 — \?)]

Dont le graphe est donné dans la figure (2.6)

(2.11)

(2.12)
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FIGURE 2.6 — Forme de la surface libre ABC.
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Chapitre 3

Résolution numérique d’un probléme
d’écoulement dans un canal de forme U

par la méthode de troncation de la série

Dans ce chapitre, on va étudier le méme probléme posé dans le deuxiéme chapitre,
mais en tenant compte de l'effet de la tension. Ce probléme devient trés difficile a résoudre
analytiquement a cause de la condition non linéaire donnée par 1’équation de Bernoulli sur
la surface libre, alors une approche numérique dite technique de la troncation de la série
est adoptée pour le résoudre. Cette méthode est introduite par Vanden-Broeck et Keller
[32] ; ainsi qu’elle sa bonne performance est montrée dans plusieurs travaux antérieurs
citons par exemple [6], [7],[16], [18] et [23]. L’idée principale de cette méthode est basée
sur la théorie des transformations conformes et qui consiste a transformer le domaine
occupé par ’écoulement en un demi disque d’un autre plan ot la surface libre aura porté
sur la circonférence et les parois rigides sur les rayons.

Par cette méthode on a pu déterminer avec précision le comportement du vecteur au
voisinage des points de contact des parois rectilignes et la solution qui est caractérisé par

un parametre dite nombre de Weber.

3.1 Position du probléme

Considérons un écoulement potentiel et bidimensionnel d’un fluide incompressible et
non visqueux de profondeur fini A dans un canal semi-infini de la forme U figure (3.1).
On maintient la configuration du chapitre 2 et on choisit comme un systéme de coordonnée
la ligne D'D sur I'axe y oy, les pointes B et O sur 'axe ' oz et la courbe ABC désigne la

surface libre. Nous supposons que la tension superficielle est prise en considération mais en
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néglige l'effet de la présentateur. Nous supposons que la pression a l'intérieur de la cavité
est constante et la vitesse de 1'écoulement s’approche de la vitesse uniforme U quand z
tends vers moins l'infini. Le probléme est caractérisé par le nombre de Weber noté We,

défini par la formule suivante :

We = ———, (3.1)

ot T est la tension de surface, j est la densité du fluide et H profondeur du fluide
Comme I’écoulement est bidimensionnel on peut utiliser la notion de la variable complexe
en supposant : 2 = +ig et V = (a(Z, ), 9(Z, §)) désigne le champ du vecteur vitesse de
I’écoulement. On définit la fonction potentielle complexe f par

f=¢.9) +iv(E,9),
ou ¢ est la fonction potentielle de vitesse et ¢ la fonction de courant. Di a 'équation
de continuité donnée par (1.7) ces fonctions vérifient les relations de Cauchy Riemann, ce

montre que la fonction f est analytique.

. . : d
Par définition la fonction de vitesse complexe d_]j est donnée par :
z

af
o5 — 4. (3.2)

On remarque aussi que cette fonction de la variable z est analytique le probléme mathé-

matique consiste & déterminer la fonction complexe $(2) telle que :

Ap=0 dans le demaine de 1’écoulement

v=0 sur A'D" et DC' (3.2.1)
< =20 sur D'D (3.2.2)
\%QQ—I—%:%UQ—I—% sur ABC

On ¢ = Va? + 02 est le module du vecteur de vitesse, p est la pression du fluide sur la
surface libre ABC, p est la densité du fluide et py la pression atmosphérique a l'intérieur
de la cavité.

La relation entre p et py est donnée par la loi de Laplace

p—po=

ol 3
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FIGURE 3.1 — Schéma d’un écoulement bidimensionnel dans un canal de forme U
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O R désigne le rayon de la courbure de la surface libre.

En utilisant cette relation I’équation de Bernoulli devient :

K= -U% (3.3)

- 1
ol K = — désigne la courbure de la surface libre
Pour retendre cette équation sans dimension, en utilisant ’analyse adimensionnelle et on

choisit H comme unité de longueur et U comme unité de vitesse et nous introduisons les

variables sans dimensions suivantes

q= i
U -
lu=2 =2 (3.4)
[ |
R=—
0 H
En substituant (3.4) dans (3.3) on trouve :
1, ., T 1.
—(Uq)* + —= = =U~ 3.5
U0+ = = 5 (35
Donc I’équation de Bernoulli devient :
7+ 2 k- (3.6)
We ’ .

ou We est le nombre de Weber donné par 1'équation (3.1)

La vitesse complexe devient :

U — =

Q}r|:x
er@l

Comme u — v est analytique alors on peut écrire la fonction sous la forme suivante

w—iv=e "

(3.7)

Ou # désigne 'angle entre le vecteur de vitesse et ’horizontal

De I’équation (3.7) on obtient u = €7 cos(f) et v = —e7 sin(#), alors on a :

—

V = ¢€" cos(6) —ie” sin(0)



En coordonnées intrinséques on a :

ou & = cos(0)i — sin()] est le vecteur unitaire tangentiel

Par définition

der 1
_— K = = — ~
ds N TR™
Ce qui implique la relation :
|d€T 1
ds R
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(3.8)

(3.9)

Ou e} et ex sont les vecteurs unitaires tangent et normal & la surface libre respectivement

et ds désigne un élément de longueur d’arc sur la surface libre.

On a:

Alors 'équation (3.9) peut s’écrire comme suit :

der dér der
=1 H—\—! H—!
Donc on a,
1 deT o7
==
Et d’autre part on a :
dey do do
= = (—4% sin(0), 57 cos(0)).
Alors
do
derpdt] = |—
dérdi] = |
Et comme

g 000x 060y

@ or ot oot
90 960z D6y

= olarar oyl
89 2T

- —c

99
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D’ou
1

a0,
E—K—|%|e sur ABC.

Par suite, I’équation de Bernoulli en variable non dimensionnelles sur la ligne de courant
ABC s’écrit sous la forme suivante :

2 00
T =1 3.10
&7 — ol le (3.10)

Et les conditions (3.2.1) et (3.2.2) deviennent

v=0 onyp=0, —c0<P<¢p ou ¢p << F00
(3.11)
u=0 ony=0, ¢op <¢<¢p

3.2 Reésolution numérique

Dans cette section on utilise la technique de Vanden-Broeck et Keller [32] pour la
résolution numérique du probléme considéré précédemment. Cette technique nous permet
de calculer la fonction de vitesse complexe &(z) = u(z,y) — iw(x,y)

Par définition la fonction potentielle f = ¢ + i) transforme le domaine de 1’écoulement

du plan z en une bande infini 0 < ¢ <1 et —oo0 < ¢ < 400 comme suit (voir figure 3.2)

Les points plan f
A= (—00,—H) | ¢p=—00,p=1
B = (x0,0) »=0,=1
C=(—00,H) | ¢ =+400,p =1
C'=(-o00,L) | =0, =4
A =(-00,—L) | ¢=0,0p = —0
D' =(0,L) op=-1,9=0
D =(0,—-L) p=1,v=0
O = (0,0) dp=0,v=0

TABLE 3.1 — La correspondance entre des principaux points de I’écoulement dans les deux
plans.
On utilise la transformation conforme suivante

2 t+1
f=—log +
m t

(3.12)
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Par cette transformation la bonde (figure3.2) se transforme en un demi disque unitaire

supérieur dans la plan de variable ¢ (figure 3.3 ).
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FIGURE 3.2 — Le plan potentiel complexe f = ¢ + i)
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La surface libre ABC' est transformé sur la circonférence et les parois rigides sur les
rayons du disque.

Les points de la surface libre dans le plan ¢ sont alors donnés par la relation :

t=|tle’ =€ tel que 0 < o < 7. (3.13)

Et dans lef-plan par :
f=¢p+iou —oco<p< Hoo sur ABC. (3.14)

Les points A", D', O, D,C’", A, B et C' dans le f-plan se transforment respectivement
aux points —1, tps, 0, tp, +1, —1, ¢ et +1 dans le ¢t-plan .
En substituant (3.13) et (3.14) dans I’équation (3.12) on trouve :

2 AN |
f:gp—i—z':—loge. i sur ABC.
T e —1
Alors
df dp 2
do  do  wsin(o)
Donc 5 p _
o _do _ Zmsinlo) . apc (3.15)
dp  dy 2

D’autre part, on a sur la surface libre

o _ o0
dp Do O
Ceci aussi nous donne

90 —msin(o) 90
dp 2 do

Donc I’'équation de Bernoulli sur la surface libre devient

e’ — —€"sin(o)|=—| = sur ABC (3.16)
o

Puisque &(t) = exp(7(t) — i0(t)) est analytique dans tout le domaine d’écoulement sauf
aux points D et D’ (la vitesse est nulle), une étude asymptotique est nécessaire pour

obtenir le comportement de la vitesses des ces points.
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Comportement asymptotique au voisinage de t = tp

) .. 3 T
L’écoulement au voisinage de t = tp est un écoulement dans un angle v = b cette
point est correspond au point zp dans le plan z donc 'écoulement est asymptotiquement

caractérisé par la fonction potentielle complexe f est donnée par :

™

f(z) ~ ?(2 - ZD); —fp  quand z — zp (3.17)

En utilisant la transformation (3.12), cette condition devient :

1
4 —
E~al—(k(t—tp)]2 quand t — tp.

am
Alors
1
E~Ci(t—tp)2 quand t — tp.
Avec
by L
Cr = a(“2ky)2
T
Alors
t—1tp.1
£=0(1 ; )2. (3.18)
—tip

Comportement asymptotique au voisinage de t =t

), . . P m
L’écoulement au voisinage de ¢t = tpr est un écoulement dans un angle v = > cette
point est correspond au point zp dans le plan z donc I’écoulement est asymptotiquement

caractérisé par la fonction potentielle complexe f est donnée par :

ay

£2) ~ Dz = o)

7r
T —fp quand 2 — zpr. (3.19)

En utilisant la transformation (3.12), cette condition devient :

1
4 -
E~val—(k(t—tp)]2  quand t — tpy.
ar

Alors
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1
En~ Oyt — tD/)§ quand t — tp

Avec
4& 1
Cy = (1,(?14'1)5
Alors
t—tp .1
£=0( )2 (3.20)
1—tp

3.2.1 Formulation de la série

Apreés avoir déterminer les comportement locales de 1’écoulement au voisinage des

points t = tp, t = tpr, on cherche & trouver £(t) sous la forme :
o
(1) t) exp( Za ). (3.21)
k=0

Ou les coefficients ay sont des réels & déterminer et g(¢) contient les zéros de la fonction
vitesse donnés en (3.18) et (3.20) alors (3.21) devient

1
€ —u—iv= (L2127 o (Lt §>< (Zat%) (3.22)

1—tp 1— tD/
Par la symétrie de I'écoulement, on a : tp = —tp et 'équation (3.22) devient
§:u—w:(q)2 X ;akt . (3.23)

En substituant (3.7) et (3.13) dans (3.23)
On obtient

20 f2

exp(T — 10) = (ﬁﬂ (ZZO:O akeiQk") )

Aprés des simplifications on trouve

1 sin(2 )07 ag sin(2ko)) + thsin(—2 >, ax sin(2ko) + 20)

0 = —arct
2 M os23 ey ax (k) + 6 cos(—2 3 ar sin(2K0) + 20)

)—o
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D’ou
9 & 1 (th —1)
== kz%z(k — Daycos(2(k — 1)) — 5 + TR COS(QU))% (3.24)
et
1+ th — 212 cos(20)) S
e’ = (L+7p DQ((T( 7)) exp(Zak cos(2(k —1)0))(3.25)
(1—1t5)2 k=1

Pour exprimer I’équation de Bernoulli en terme de o, on remplace 7(0) et 6(o) par leurs

valeurs dans I’équation (3.10) on trouve :

1

(145 —2t% 2cos (20))z exp(2 Zak cos( X sin(o) " (1+t4 — 2t% cols(QU))%

th—1

eXp(Zzozl A COS(2(I€ — 1)0')|(Z]C;O:1 QCL]C(]{/ — 1) sm(?(k — 1)0)) — % + m” = 1(326)

Pour déterminer les coefficients a; de la série ci-dessus, faisant une troncation de la
série apres termes donnée dans (3.26) aprés N termes, puis on discrétise 'intervalle [0, 7]

en N points comme suit :

T 1
= I — =123 ., ,N 2
or 2N < 2) ) ) 737 ) (3 7)
En satisfaisant I’équation (3.26) en ces points donnés par (3.27) on obtient un systéme de

N équations algébriques non linéaires a N inconnus ay, as, ...,an_1.

1

1+ th — 2t%5 cos(20(7)))?
( L ( exp( Zak cos(2(k — 1)o(i))) —
‘B

7 xsin(o(i)) (14 t4 — 2t% cos(20(i))) al ol .
- X i exp(; ag cos(2(k — 1)o(i)) x

X|(S00L 20k — 1) sin(2(k — 1)o(0))) — & + b ery)| = 1(3.28)

I=1,.,N e¢t0<o(l)<m
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Pour la résolution de ce systéme non linéaire on utilise la méthode de Newton, et on utilise

MATLAB comme un outil de programmation

3.2.2 Forme de la surface libre
Pour déterminer la forme de la surface libre, on utilise la relation suivante :

or 0 1 ,
exp(T + 10) = - — =Tt

Par identification, on trouve que

ox .
% =e¢ " cosb
(3.29)
S—Z = e Tsinb
Avec
dxr  dz dy ot dy Oy Oy (3.30)

do 9y do do— 9pdo

Finalement on trouve les valeurs de e et a—y en chaque point de oy i.e.,
o o
([ Oz 2 (1+th —2t% (:08(20))_T1

= oo () 1) exp(— > ooy arcos(2(k — 1)o)x

sin(2) .7 agsin(2(k — 1)o) + tFsin(—2> "2, axsin(2(k — 1)o) + 20)

—cos(2> 0, apsin(2(k — 1)o) + t5sin(—2> 77, asin(2(k — 1)o) + 20)) d

X COS {% arctan(

ay( ) - 2 (1414 — 22 cos(20)) T
907" T T sin(o (7)) (1—1%)2

exp(— > oo agcos(2(k — 1)o)x

sin(2>°07 agsin(2(k — 1)o) + t5sin(—2> " | agsin(2(k — 1)o) + 20)

—cos(2) pe apsin(2(k — 1)o) + t5sin(—2 Y, | axsin(2(k — 1)o) + 20)
(3.31)

) — o]

X sin [% arctan(

Ou
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Ainsi, la forme de la surface libre est obtenue en intégrant numériquement (Méthode
d’Euler) les relations ci-dessus avec la condition initiale z(N) = H et y(N) = 0. Les

résultats présentés ici sont obtenus pour N = 40.

3.3 Résultats et discussion

3.3.1 Solution sans effet de tension de surface

Lorsque le nombre de Weber We tend vers l'infini, c¢’est-a-dire que 'effet de tension

tend vers zéro, le systéme 3.28 se réduit a :

N

(1+th — 2t% cos(20(7)))
11—t

exp(2 77 agcos(2(k — 1)o (7)) = 1

Oul=1,2,.., N et or sont données par la relation (3.21).
Nous utilisons la procédure numérique décrite précédemment, on trouve les coefficient ay.
Le tableau ci-dessous montre quelques valeurs de aj de la série (3.23) pour différentes

valeurs de tp

tp a a1 a20 a3 40

0.14 | —9.8973 x 1073 | 6.3100 x 107 | 1,2794 x 107 | 4,0731 x 10712 | 3.1546 x 10713
0,25 | —3.2269 x 1072 | 6.9850 x 10~ | 1.3956 x 10~ | 4.4409 x 10712 | 3.4391 x 10~13
0,5 | —3,2269 x 1072 | 2,1203 x 1077 | 2,0767 x 107! | 6,5548 x 10712 | 5,0723 x 10~'3
0,75 | —4,1333 x 107" | 3,1321 x 10=* | 4,7053 x 10~7 | 9,9194 x 10719 | 2, 7207 x 1072

TABLE 3.2 — quelques valeurs des coefficients a; pour différentes valeurs de tp

La comparaison de la solution numérique calculée avec la procédure décrite ci-dessus

avec celle obtenue analytiquement est donnée dans la figure (3.4) . Cette derniére montre

un bon accord entre les deux solutions
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On utilise la méthode numérique décrite précédemment pour résoudre le systéme non

linéaire (3.28) pour différentes valeurs du nombre de Weber We et différentes valeurs de

tp. On trouve pour chaque valeur de We les coefficients a; de la série (3.23), le tableau

ci-dessus présente quelques valeurs de a; trouvées.

We | tp ay a1 20 a3 40
0.14 | —9,0360 x 107" | 1,0631 x 1072 | 2,5860 x 1072 | 7,9960 x 10™* | 5,2632 x 107
0.7 10,25 | —9,1477 x 1071 | 1,0894 x 1072 | 2,6494 x 1073 | 8,1919 x 10™* | 5,3923 x 107
0,5 | —9,6954 x 107" | 1,2269 x 10~ | 2,9796 x 1072 | 9,2122 x 10~* | 6,0647 x 10>
0.14 | —1,9030 x 10~" | 1,62038 x 1073 | 3,4971 x 10~* | 1,0764 x 10~* | 7,2814 x 10~¢
5 10,25 | —2,0822 x 1071 | 1,7285 x 1073 | 3,7219 x 10™* | 1,1452 x 10~* | 7,7458 x 1076
0,5 | —2,9883 x 1071 | 2,3547 x 1073 | 4,9863 x 10°* | 1,5299 x 10~* | 1,0341 x 10~°
0,75 | —5,2598 x 107! | 4,8725 x 1072 | 9,4693 x 107* | 2,8546 x 10™* | 1,9222 x 107
0.14 | —1,0408 x 10~ | 7,3824 x 10~* | 1,5494 x 10~* | 4,8059 x 10~ | 3,3262 x 10~
10 0,25 | —1,2393 x 107 | 7,9639 x 107* | 1,6666 x 10~* | 5,1670 x 107° | 3,5758 x 10~°
0,5 | —2,2372 x 107 | 1,1410 x 1073 | 2,3345 x 107* | 7,2129 x 107> | 4,9879 x 10~°
0,75 | —4,7002 x 1071 | 2,7938 x 1073 | 4,8225 x 107 | 1,4530 x 10™* | 9,9974 x 10~°
0.14 | —5,8083 x 1072 | 3,4467 x 10™* | 7,1171 x 107° | 2,2274 x 107> | 1,5841 x 1076
20 | 0,25 | —7,9101 x 1072 | 3,7433 x 10~* | 7,7055 x 107° | 2,4104 x 10~> | 1,7141 x 10~
0,5 | —1,8440 x 107" | 5,5246 x 10~* | 1,1082 x 107° | 3,4544 x 104 | 2,4546 x 10~°
0,75 | —4,4172 x 107" | 1,6084 x 1072 | 1,6084 x 1073 | 2,4026 x 10™* | 7,2647 x 107
0.14 | —1,9719 x 1072 | 6,4342 x 107> | 1,3096 x 107> | 4,1512 x 107% | 3,1161 x 10~ 7
100 | 0,25 | —4,1804 x 1072 | 7,0293 x 107> | 1,4262 x 107° | 4,5189 x 107 | 3,3918 x 1077
0,5 | —1,5205 x 107 | 1,0650 x 10~* | 2,0996 x 107 | 6,6288 x 1075 | 4,9717 x 1077
0,75 | —4,1901 x 107 | 5,8125 x 10~* | 4,7708 x 107° | 1,4452 x 107> | 1,0774 x 10~°
0.14 | —1,4820 x 1072 | 3,1862 x 107> | 6,4731 x 107% | 2,0561 x 1076 | 1,5643 x 1077
200 | 0,25 | —3,7047 x 1072 | 3,4836 x 107° | 7,0552 x 1076 | 2,2400 x 107% | 1,7040 x 1077
0,5 | —1,4795 x 107 | 5,3052 x 107> | 1,0417 x 107> | 3,2960 x 1076 | 2,5055 x 10~7
0,75 | —4,1617 x 1071 | 4,4778 x 10~* | 2,4021 x 107° | 7,2192 x 10¢ | 5,4547 x 1077

TABLE 3.3 — Quelques valeurs de coefficients a; pour différentes valeurs de tp et We

On constate d’aprés le tableau précédent que les coefficients de la série décroit rapide-

ment lorsque n croit la figure (3.5) et figure (3.6) représenter la forme de la surface libre

pour différentes valeur de nombre de Weber et tp
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Chapitre 4

Application de la méthode d’équation
intégro-différentielle & un jet dans un

tube semi infini

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous traitons numériquement le méme probléme considérer dans le
chapitre précédent mais on utilise pour la résolution une méthode déférente dite méthode
d’équation intégro-différentielle. Cette méthode est également utilisé de nombreux auteurs
(18], [10], [11], [21], [28], [29] ). L’idée principale de cette méthode est d’utiliser le théoréme
d’intégrale de Cauchy pour reformuler le probléme sous forme d’une équation intégro-
différentielle. On constate que l'avantage de cette méthode est de traiter le probléme
considérer uniquement sur la surface libre. Ainsi on voit que le probléme bidimensionnel
se réduit & un probléme unidimensionnel, ce que nous permet de faire une discrétisation
uniquement sur la surface libre. On obtient un systéme non-linéaire mais non résoluble
analytiquement. On applique la méthode de Newton pour donner une solution approchée

a ce probléme.

4.2 Position du probléme

Voir le chapitre président
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4.3 Formulation du probléme

Nous reformulons maintenant le probléme physique considéré dans le chapitre III sous
forme d’une équation intégrale. D’abord, nous transformons le domaine de 1’écoulement

du plan z en un demi plan inférieur d'un autre plan ¢ par la transformation
(=at+if=e™ (4.1)

Le tableau suivant présente la concrescence des points entre les deux plans :

les points .0 Plan f Plan ¢
A ¢o=—o0,) =1 a=+00,=0
B op=0,1=1 a=1,=0
C ¢ =400, =1 a=0,0=0
C ¢ =0, =400 a=0,=0
D’ dp=—-1,9v=0 | a=—exp(—7),8=0
D o=1,19=0 a=—exp(n),5=0
O p=0,1v=0 a=-1,6=0

TABLE 4.1 — La position des principaux points du probléme dans les deux plans

Par conséquent, la surface libre a été transformée sur l'axe réel positif du plan-C et
les parois limites du tube ont été transformée sur ’axe réel négatif du plan-(, alors le
domaine de l'écoulement dans le nouveau plan ¢ est illustré dans la figure (4.1). En

utilisant 1'équation (4.1), les conditions (3.11) deviennent

(
=0 on,—oco<a<ap

s
625 on,ap <a<ap

(4.2)

0=—-—7m on,ap<a<0

——|=—le"=1 on,0<a<+o0
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-
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FIGURE 4.1 — L’écoulement dans le plan complexe ¢
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On introduit I'intégrale curviligne ou intégrale de contour de la fonction 7 — 46 sur un

chemin fermé ~ par

PR (13)

¢—
O1l ag est un point image d’un point quelconque sur la surface libre : i.e ag € ABC

On peut écrire U'intégrale (4.3) comme suit

%T(O@b’) — (e, B) / T(a’ﬁ):fj(a’ﬁ)d@r/ T(a,ﬁg:f(a,ﬁ)dG/R 7(a, p) —iQ(Ot,ﬂ)daO

¢ — ag ¢ @ — Qg
(4.4)

D’aprés le théoréme de Cauchy et comme la fonction 7 — 6 est analytique & l'intérieur
du chemin qui est un domaine simplement connexe , alors son intégrale prise le long de

ce contour est nulle alors on a :

/ (o, B) —z’e(a,ﬁ)dH/ r(a,ﬁ):ie(a.ﬂ)dH/R 7(c,0) —ie(a70>da0 — 0 (45)

¢ — ¢ a—ap

En regardant aux intégrales dans (4.5) séparément et en commencant par l'intégrale sur

Yo, Soit
(= ap+re?

Par simplification on trouve

a = ag+rcos(N)

B = rsin(\)

La dérivé de ¢ par rapport a A est donnée par
d¢ = ired\

Donc

/ (o, ) — 16(«, B)dC _ /0 T(cg + rcos(N), rsin(N)) — if(ag + rcos(A), rsin(N))

R = ire d\
re

= / [T (g + 7 cos(N), rsin(X)) — i0(ag + rcos(A), rsin(N))]id\ (4.6)
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Pour r — 0

= [r(aa,0) = B(ao.O)}i / d\ (4.7)

= —in(1(, 0) — i0(v, 0)) (4.8)

En remplagant ce résultat dans (4.5) on obtient

(a9, 0) — i0(cx, 0) ,l/R (e, B) = (e, 8) 4 ,i/_ (.0 =#@.0) ) (49)

s ¢ —ap T ) R a— Qg

Pour R — >

1) Le second terme de cette équation précédent devient

R s +00 s
1 (v, 0) z@(a,O)da _ i/ 7(a, 0) z&(a,())da

i g a— ag i o — o

2) On a |B] tend vers +oo, de la relation (4.1) on peut écrire 8 sous la forme suivante

B = exp(—m¢) sin(my)) (4.10)

On peut voir que lorsque ¢ — —o0, ’écoulement devient un uniforme horizontal i.e.
u —iv — 1. D’aprés (3.7), on constate que 7 — if tends vers 0
Par conséquent, la limite de la premiére intégrale sur le coté droit de (4.9) et comme R

tends vers +o00 est

1 [ 7(a, B) —if(e, B)

.l ¢ =0 411
T JyR ¢ — o ( )
L’équation (4.9) se réduit a
1 [t 0) —i0(a, 0
(0w, 0) — (g, 0) = ,—/ 7(2,0) = i(a,0) , (4.12)
i J oo a— g
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En prenant la partie réelle de (4.12) , la relation intégrale entre 7 et 6, sur la surface

libre, est obtenue.

7(v) :—l/ ¥ ) do (4.13)

Ou
O(a) = 0(a,0) et 7(a) = 7(v, 0)

On utilise les conditions (4.2)

+00 apr ap 0 +o0
LT g [y [ g [ [0,
T J_0o O— Qg T J_5o O— (O apr a — aDOZ—O[O 0 a — (g
(4.14)

™
1 [+ ¢ 1 [ 5 0 ‘oo g
__/ (@) da = ——(/ 2 da+/ t da+/ (@) da) (4.15)
™ J)_ a — O ™ Ja a — O an & — Qg 0 a — O

00 D! D

“+0o0
ap — 0(«)
= ——(=log(——— log(——— d
7r(2 og(au,_a0)+7r Og(aD—a())+/0 a— Qg a)

En utilisant une autre fois (4.2). Ces résultats signifient que (4.13) peuvent étre rééerites

1 ap — Qo —ap 1/+°° 0()
= ——log(——) — log(———) — — d 4.16
rlan) = —5log( 22 =) —log(——) - = [ a0 )

Cette équation est donnée le long de la surface libre et donc en utilisant (4.1), avec ¢ =0

donne

a=e (4.17)

En substituant (4.17) dans (4.16) on trouve

1 ' 6¢D _ e¢0 - _e¢0 +00 9,(¢)6_77¢
600 = o8l Gy o) B )~ [ emte (19
O 7/(00) = 7(e7™) et '(0) = O ™)
/ 2 00
T e =1 4.1
el oo (4.19)

En remplagant (4.18) dans (4.19), on trouve une équation integro-différentielle non linéaire

de 'inconnue 6
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4.4 Procédure numérique

Pour résoudre I'équation integro-différentielle non linéaire obtenu dans la section pré-
cédente. On utilise la procédure numérique et avant tous ga. L’expression (4.18) est utilisée
pour calculer 7 le long de la surface libre. Il est nécessaire d’avoir des points, ¢g, le long
de la surface libre dont lesquelles les valeurs 7 peuvent étre évaluées.

Ceci se fait en créant une discrétisa de la fonction potentielle, sur la surface libre. i.e

0<¢<+o0
Soit
or = (I — 1)A) I=1,...,N. (4.20)
OuA>0
W:w I=1,.,N—1. (4.21)

Tout d’abord, (4.18) est réécrit comme

1 e?p — o1 —efT oG (p)e ™
m __ m\ _ _ R Y .
=1 (1) = 210g(e¢Dl e‘w’) lo (—e¢’v—e¢1) '/0 —e*W—eW’dé (4.22)
Ensuite, 'utilisation de la regle trapézoidale donne
1 e®p — o1 —efT N0 Aw;
A = — - \_ _ J J _ .
Tt =1(oT) 210g(6¢D’ o7 log(eqﬁp_ecb?”) Zo—e_mf—ew I=1,.... ,N—1
]:

(4.23)

Lo T gl

7—[ = _5 Og( o o )_ g(ei7r + 6¢’r[n _Z 6*“%‘ N e(z)w;n Ty e ) - ( . )

autrement
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On substitue (4.23) dans (4.19), et par l'utilisation de la discrétisation (4.21), un systéme
d’équations non linéaires N-1 de N inconnues est obtenu

La dérivée %% aux points donnés par (4.23), est approximée par une différence finie

g—zw I=1,.,N—-1 (4.26)
L’équation (4.19) deviennent comme suit
62”?”—%|w\eﬁ"‘=1 I=1,...,N—1 (4.27)
On peut ajouté I’équation suivante
Oy = g (4.28)

Maintenant nous avons un systéme de N équations non linéaires avec N inconnues
Pour calculer les valeurs 6, pour différentes valeurs du nombre de Weber, on utilise la

méthode de Newton

4.5 Forme de la surface libre

Les calculs numériques des sections précédentes, donner une solution en ce qui concerne
les variables 7 et 6. Ces variables sont maintenant utilisées pour obtenir I’équation du profil
de la surface libre dans la forme paramétrique z = x(¢) et y = y(¢). En prenant les parties

réelles et imaginaires de (3.7) on obtient

Ox
%~ exp(—7) cos(0). (4.29)
Et 5
Yy ,
% = expl-r)sin(6), (4.30)

Par Papproximation des valeurs des dérivés a ¢/ pour I = 1,....., N — 1 (voir 4.21), une
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différence centrale peut étre utilisée pour donner les relations récursives suivantes

i1 =z + Aexp(—717") cos(07") (4.31)

Et
Yre1 = yr + Aexp(—7/") sin(07") (4.32)

Les valeurs de 0; sont déja été calculé dans la procédure numérique, mais un travail

supplémentaire est nécessaire pour calculer les (67).

4.6 Reésultats et discussion

4.6.1 Solution sans effet de tension de surface

Des résultats numériques sont obtenues lorsque le nombre de Weber « tend vers I'infini,
c’est-a-~dire lorsque 'effet de tension de surface tend vers zéro, le systéme (3.2.1) se réduit

a:

e =1 I=1,...N—-1 (4.33)

oul =1, 2.., Net 7" sont données par la relation (4.24).
Nous utilisons a méthode de résolution décrite ci-dessus pour résoudre le systéme (4.33).
On trouve que nos résultats sont identiques au résultats que nous avons déja trouvé dans

le chapitre 2 voir le figure 4.3

4.6.2 Solution avec effet de tension 7" # 0

On utilise la la méme procédure numeérique pour résoudre le systéme non linéaire (4.19)
pour différentes valeurs du nombre de Weber We.
le calcule numérique montre qu’il existe une valeur minimale.
We = 8 pour la quelle notre procédure numérique converge
Pour We > 300 tous les graphes décrivant la forme de la surface libre sont identiques et
coincident avec la solution exacte, on peut dire alors que de la tension de surface apreés
cette valeur peut étre négligée
Le figure 4.5 montre les différentes profiles de la surface libre pour We > 10 et les quelques

valeurs différentes de H.
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Conclusion générale

Dans ce travail, nous affectons une étude mathématique d’un probléme bidimensionnel
d’un jet devant un mur de forme quelconque, dans le cas ot l'effet de la tension de surface
soit pris en considérations, due a cette cause le probléme devient trées difficile & cause de
la condition non-linéaire sur la frontiére libre du domaine de l’écoulement. Pour traiter
ce probléme on a utilisé des méthodes analytiques et numériques basés sur la théorie des
variables complexes, nous pensons que l’ensemble des résultats suivants ont été atteints :

e Le premier était de donné une formulation mathématique du probléme considéré,
en utilisant les aspects théoriques de la fonction d’une variable complexe.
e Le second résultat test d'utiliser la théorie des lignes de courant libre et la trans-
formation de Schwarz-Christoffel qui envoie le semi bande sur un demi-plan supé-
rieur, pour trouver la solution exacte du probléme dans le cas ou I'effet de la tension
de surface est négligé et les résultats obtenus fait 'objet d’un article apparu dans
d’un journal de renommais [15].
e Ainsi, I'utilisation de la technique numérique basée sur les transformations conformes
et la troncature de la série qui utilise les variables complexes. Elle a été utilisée avec
succés pour calculer la solution approximeée du jet pour différente valeurs de nombre
de Weber, ainsi que cette étude a été publié dans une revue internationale [1].
e Enfin I'application de la méthode d’équation intégro-différentielle qui découle aussi
de I'utilisation des transformations conformes et le théoréeme de Cauchy. Cette mé-
thode a montré son efficacité pour trouver la solution numérique du probléme.
Ces deux méthodes rentrent des simplifications trés importantes sur le traitement de ce
type de probléme, dans notre cas elles permettent de réduire la dimension du probléme,
et de transformer le probléme bidimensionnel considéré a un autre unidimensionnel. Nous
constatons que les deux solutions trouvées par ces méthodes employées sont confondues
pour les différentes valeurs de nombre de Weber considérées. Suite & ce travail et comme
des perspectives, plusieurs idées sont apparues. Tout d’abord la généralisation du pro-
bléme pour différentes configurations du mur, par exemple dans le cas d’un mur rectiligne
ou courbe. Il parait intéressant aussi de considérer le probléme dans le cas tridimensionnel.
Enfin, il est nécessaire d’employer d’autres méthodes numériques comme la méthode des

éléments finies ou la méthode des volumes finis pour résoudre ce genre de probléme.
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Annexe A

Considérons une valeur principale de Cauchy dans le formulaire

10,

a<x<b. (4.34)
t—x

Ja
Tout d’abord, un maillage également espacé est créé dans la région [a,b]. Ceci est fait

en laissant

(b—a)

tr=a4+~—=
I a+(N_1)

(I-1) I=1,..,N

Ou N est un nombre entier pair. Réécrire 4.34 dans le formulaire

b
a t_Tdt / JO=T@) 0y 4 ps )/a tdt . (4.35)

— T

La deuxiéme intégrale sur le coté droit de 4.35 est une valeur principale de Cauchy, mais

elle peut étre évaluée analytiquement pour donner

")

t—=x

dt = f(x)[In(t —2))2 =0 (4.36)

a

La premiére intégrale n’est pas une valeur principale de Cauchy et peut donc étre

évaluée en utilisant la régle trapézoidale pour donner

N
Z“I )= /@) wiA, (4.37)
=1

t]—l

1
Oun w; = wy = 3 et wy = 1 sinon. Ici A = est la taille du maillage. 4.37 est

réécrit pour donner

3 Ft) yon - F)> wiA (4.38)

La deuxiéme somme est égale & zéro, en raison de la symétrie des points autour de x.
(a+b)

Cela signifie que pour un maillage équidistant, avec x = , une valeur de principe
de Cauchy peut étre évaluée en utilisant la régle trapézoidale comme s’il s’agissait d’une

intégrale ordinaire. Cela signifie que

i dt = XN: ft) wA (4.39)
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Méthode de Newton pour la résolution d’un systéme d’équations non linéaire
F(X)=0

Si on a un systéme d’équation non linéaires suivant

p
fl(xtha "'73:’11) = 07

fQ(xlvx% ,[L‘n) = 07

(4.40)

L fn(xla'IQ? 7'I7’L) == O

Ou f1, f2, ..., fn sont des fonctions réelles non linéaires des variables X = (z1, 2o, ..., 2,)".

le systéme 4.40 peut s’écrire sous la forme matricielle

F(X) =0, (4.41)

La méthode de Newton consiste & résoudre le systéme d’équation linéaires précédent
en trouvant ’ensemble des n valeurs réelles : X* = (27, 25, ..., 2%)" vérifiant les n équations
du systéme 4.40.

Le systeme 4.40 se réduit a un systéme, en suivant les étapes suivantes :
En supposant les fonctions f; sont des fonctions continument différentiables, on fait le

développement de Taylor dans un voisinage X* donné a la k-iéme itération, on obtient

Fi(X) = f:(XF) +Z af‘ ‘ >+—ZZ(Ij—z§)(m:—xf)%+ ...... =0
J

pouri=1,2,.....n
Si X* est un estimé proche de X*, les termes (X]* — Xj’?)m, m > 2, sont négligeables et le
systéme 4.42 devient

f:(ﬁ_%)afégk) = fi(XP), i=1,2,....n (4.43)

Ou bien sous terme matricielle

EWAX® — pk) (4.44)
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: k
L1 N S A A1o' (4.45)

i ox; 7

On obtient donc le systéme linéaire 4.44. Notant que les quantités AXJ(»k), j=12..n
sont les inconnues du systéme.

Pour obtenir la solution de ce systéme, on utilise la méthode de factorisation LU dans
programme de MATLAB, afin d’obtenir les valeurs des inconnues AX *),

Pour obtenir une relation récurrente, on remplace X par X *+1) supposé une meilleure

approximation que X® donc, on écrit :
AX® = xk+D) _ x (k) (4.46)

Ou X*+1) est une meilleure approximation estimée de X ;
AX®*) est I’estime de I'erreur commise de 'approximation de X *) parX®),

On fait litération jusqu’a ce que : |f;(X**V)| < ¢, € une erreur fixée a priori.
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Annexe B

Code numeérique pour le probléme du chapitre 3.

PROGRAMME DE NEWTON
r—valeur , alpha— valeur, N-— valeur, k-—valeur, x0-valeur y0-—valeur
okt ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok ok sk sk sk R stk stk ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok sk kst R ok ok ok ok ok
LA FORMULE QUI EXPRIME LES ANGLE SIGMA ET LA VALEUR INI-
TIALE DE a(k)
stk stk stk stk ok ok ke ok sk sk sk sk sk sk sk sk stk stk sk sk sk ke e ke sk sk ok sk sk sk ke stk stk stk stk ok ok ok ok
for i=1 :N
a(i)—valeur
() —(pi/(25N))*(i-1,/2)
end
Nombre d’itération m
for m=1 :k

SRk ok 3Kk ok Sk Sk ok SR 3Kk ok stk Sk SR sk R SR R SR Sk SRR Sk stk Sk SR SRR SR R R Sk SRR SR SR Kok SR SR SRR SRR SR Sk R SR SR Kok Sk SR kook stOR kR SRR SRR kR Rk skokosk

CALCULS SUM1, SUM2, SUM3

Sk SRR KRR RSk KKK KRRk S KKK KRR o
for i=1:N

suml(i)=0

sum?2(i)=0

sum3(i)=0

end

for i=1 :N

for k=1 :N

sum1(i)=suml(i)+a(k)*

k

~
—~

2% (I-1)%t (i)

~—

COS

end
st stk sk sk e ok sk sk sk o o sk sk sk sk sk o sk sksk sk ok s sk stk sk sk sk sk sk sk s sk sk sk sk o sk sksk sk sk ok sk sk sk sk sk s sk sksksk sk ok sk sk sk sk sk sk ok sk ok

EVALUATION DE LA FONCTION f

stk sk sk ok sk ok sk sk ok sk ok ok ok sk sk ok sk ok ok ok ok sk sk ok sk ok ok sk sk sk ok sk ok ok sk o sk ok sk ok ok sk o sk ok sk sk ok sk sk s sk ok sk ok sk sk sk sk ok sk sk ok sk ok sk ok ok
for i=1 :N
f(i):(1+r4—2*7’2*003(2*15(/&)))(1/2)*(1—7‘2)( —1)xexp(2xsuml(i))—(pixsin(t(i)))/alphax
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(147" = 2% 72 xcos(2* (1)) 1/4) * (1 — r?)0 — 1/2) * exp(suml(i)) * abs(—sum3(i) —
12+ (0t =1)/(2% (1 +7rt=2%r2xcos(2xt(7))))) — 1

end
I I I '
RESOLUTION DE LA N*N SYSTEME LINEAIRE

kK kK ok ko ok ko ok K Rk R kK R KK R KK R KK R KK R R ok R kK R kK R KK R KK R R K R KK Rk K ok
for i=1:N

for j=1 :N

diff(i,j)= (1411 — 2% 2 % cos(2 % 1(7)))1/2) x (1 — %) — 1) * exp(2 * sum1(i)) * 2 * cos(2 *
(5 — 1) % t(i)) — (pi * sin(t(i)))/alpha * (1 +1* — 2 % 72 % cos(2 * (i)))(1/4) * (1 — r?)( —
1/2) % (cos(2% (j — 1) % t(3)) * exp(sum1(i)) x abs(—sum3(i) — 1/2+ (r* = 1) /(2% (1 +r? —
2% 12 %cos(2%t(i))))) — exp(suml(i)) * sign(—sum3(i) — 1/2+ (r* = 1) /(2% (1 + 7% — 2%
r? % cos(2% (7)) * (2) x (7 — 1) x cos(2 % (j — 1) % t(7)))

end

end

u=inv(diff)

b=u*{’

a=a-b’

end

k> 3kkok ok ok ok ok sk ok ok ok oKk sk ok ok ok sk sk sk ok kokok skook sk ok sk sk sk ok kokok sk ok sk sk sk sk kokokokokosko ko k

Méthode d’Euler pour la résolution approchée d’une équation différentielle
ok kR R KRR SRR RS Rk R R

for i=1:N
xd(i)=-2/(pi*sin(t(7)))* (14+r? —2xr2xcos(2xt(7))) —1/4) % (1 —7r2)(1/2) xexp(—sum1(i))*
cos(1/2 x atan((sin(2 * sum?2(4)) + r? * sin(—2 * sum2(i) + 2 t(i)))/(— cos(2 * sum?2(i)) +
72 % cos(—2 x sum2(i) + 2 x t(4)))) — t(7))
yd(i)=-2/(pi*sin(t(i))) * (1 -+ —2xr2xcos(2%1(7))) —1/4)* (1 —r?)(1/2) *exp(—suml(i)) *
sin(1/2 % atan((sin(2 * sum2(i)) + 72 * sin(—2 x sum?2(i) + 2 x t(i)))/(—cos(2 * sum2(7)) +
7?2 % cos(—2 x sum2(i) + 2 * 1(4)))) — £(4))

end

for i=1 :N-1

x(i+1)=x(i)+(pi/2*N)*xd(i+1)

(1) =y() + (pi/2*N)*yd(i 1)

end

plot(x.y)
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Code numérique pour le probléme du chapitre 4

PROGRAMME DE NEWTON

delta—valeur , alpha— valeur, N valeur, k—valeur, x0—valeur, y0-—valeur
skt KR KR KRRk Rk KR KK KRR SRR SRR R KR Kk Kok ok ok ok ok ok ok R KKK KR KR KR KR KR KR ok K

LA VALEUR INITIALE DE THETA
Sk KRR oo o
fori—1:N

a(i)=valeur

end
st steskosk sk ok sk sk stk sk ok sk skskosk sk ok sk stk sk sk s kst stosk sk sk sk sksiosk sk sk sk sksksk sk sk sk skskosk sk ok sk skskosk sk sk sk skok skok sk sk stk sk sk sk ok sk ok

LES POINTS SONT CREES DANS LE F-PLAN

SRSk SRR Sk SR Sk R SR SR R SR SRk SR SR KR SR K R SR SRR Sk TR Sk SR KR SR SRR SR SRR SR SRSk R SR SRR SRR SR SE R SR SR SRR SRR SRk sEOR SRR SR SRR kR sRoRoskoskorok

for i=1:N
phi(i)=(-N-(i-1)).*delta
end

for i=1 :N-1
t(1)=(phi(i+1)+phi(i))./2
end

for m=1 :valeur
st steskosk sk ke sk sk stk sk sk ok skskosk sk ok sk stk sk sk s kst stk sk sk ok skstosk sk s sk stk sk sk sk sk skskosk sk ok sk skskosk sk sk sk sk stk skosk sk stk sk sk ok

CALCULS SUM1

SRR RS
for i=1 :N-1

sum1(i)=0

end

for i=1 :N-1

for k=1 :N
suml(i)=suml(i)+a(k)*exp(-pi*phi(k))*delta*w(k)./(exp(-pi*phi(k))-exp(-pi*t(i)))
end

end

for i=1 :N-1
to(i)=-1./2*1og(abs((exp(-pi)-exp(-pi*t(i)))./ (exp(-pi*t(i)) -exp(pi)))-log(abs((-exp(-pi*t(i))). /(-
exp(-pi*t(i))- exp(-pi))))-suml(i)

end

SR AR AR oK
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EVALUATION DE LA FONCTION f

kKoK skosk sk ok sk sk sk sk sk oskoskoskosk sk ok sk sk sk sk skokokoskook sk sk sk sk sk skokokosk sk sk ok sk sk sk sk oskokoskoskosk sk sk sk sk skokokoskoskoskokoskoskoskokoskoskokoskoskoskokskkkkox

for i=1 :N-1
ff(i)=exp(2*to(i))-2. /alpha*exp(to(i))*abs((a(i+1)-a(i)) /delta)-1
end

ff(N)=a(N)-pi/2

SRR SR SRR kKR KKK SRR SRR R SR K Sk K ok sk K kK kKR Sk R sk K Sk ok Sk ok kb sk koK K o o
RESOLUTION DE LA N*N SYSTEME LINEAIRE

SRR SRR SR KR KRR KSR K SR K SR Kk KR KR KRR SRR SRR SR Kk R RSk SRR K o
for i=2 :N-1

w(i)=1

end

w(N)=1/2

w(l)=1/2

for i=1 :N

for j=1:N

it i+1==j

dd(i,j)=1

else

dd(i,j)=0

end

end

end

for i=1 :N

for j=1 :N

if i==]

d(i,j)=1

else

d(i,j)=0

end

end

end

for i=1 :N-1

for j=1:N

diff(i,j)=-2%((exp(-pi*phi(j)). *delta. *w(j))./ (exp(-pi. *phi(j) )-exp(-pi*t(i) ) )) *exp(2.*to(i))-
2. /alpha.*( -(exp(-pi.*phi(j)).*delta.*w(j))./(exp(-pi.*phi(j))-exp(-pi*t(i))). *exp(to(i)). *abs((a(i+1)-
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a(i))./delta)—+ sign(a(i+1)-a(i))*exp(to(i)).*(dd(i,j)-d(i,j))/delta )
end

end

for j=1 :N

diff(N.)—~d(N.j)

end

u=inv(diff)

b=u*{l’

a=a-b’

end
st stk sk sk ke sk sk skskosk ok s sk sksksk sk ok sk stk sk ok s ke sk stk sk sk sk kst sk sk s sk sk sk sk sk s sk skskosk sk ok sk sk skskosk sk sk sk sksksk sk sk sk sk sksk sk sk sk ks ok

TROUVER THETA AUX MIDPOINTS

ook stk ok st ok sk st ok skt ok st ok stk sk st ok sk st sk sk st ok sk st ok stk ok st ok sk st sk skt sk st kosk stk sk st sk sk st skt sk stk sk stk sk stk sk st sk skt sk stk ok ook

for i=1 :N-1
aa(i)=(a(i+1)+a(i))/2
end

>Fok ok ok ok ok Sk koo Sk skook ok stk ok Sk osk ok ok kol Sk ko Sk stk sk stk sk sk skok Sk kok sk kok sk skokook sk kok sk kR sk iRk skokok sk kok skokokosk skokoskoskokokskokokskok

CALCUL DES COORDONNEES CARTESIENNES

SR AAAAAAAAFHHAAA A AAAAAAA KA HFAA A A A A AAAAAAAAAA A A A A A A A
x(1)=valeur

y(1)=valeur

for i=1 :N-1

x(i+1)=x(i)+delta*exp(-to(i))*cos(aa(i))

end

for i=1 :N-1
y(i+1)=y(i)+delta*exp(-to(i))*sin(aa(i))
end

plot (x,y)
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Dans cette thése on s’intéresse a la résolution analytique et numérique d’un probléme d’un jet
bidimensionnel devant un mur de forme quelconque, le fluide est considéré comme
incompressible, non visqueux et les effets de la gravité sont négligés. Ce probléme est
caractérisé par la condition non linéaire donnée par 1’équation de Bernoulli sur la fronti¢re libre
et de la forme inconnue de ce jet. Dans le cas ou ’effet de la tension de surface est néglige, la
solution exacte est obtenue en utilisant la théorie des lignes de courant libre. Mais si on
considere la tension superficielle le probléme devient trés difficile & résoudre analytiquement,
on utilise la technique de troncation de la série et la méthode intégro-différentielle pour le
résoudre. Ces deux méthodes sont basées sur les transformations conformes, et elles ont un
avantage de transformer le probléme bidimensionnel a un probléme unidimensionnel. Une
comparaison entre ces deux méthodes a été illustrée.

Mots-clés : Ecoulements a surface libre - Incompressible - Surface tension - Transformations
Qformes — M¢éthode intégro-différentielle —Troncature de la Série /

Abstract

In this thesis we are interested in the analytical and numerical solutions of the two-dimensional jet
flow problem past a wall of any shape, the fluid is considered to be incompressible, inviscid and
the gravity effects are neglected. This problem is characterized by the non-linear condition given
by the Bernoulli equation on the free surface and the unknown shape of the jet. In the case where
the surface tension effect is neglected, the exact solution can be obtained using the free streamlines
theory. But if we consider the surface tension effect the problem becomes very difficult to solve
analytically, we use the technique of the series truncation and the integro-differential method to
solve it. These two methods are based on conformal mapping, and they have an advantage to
transform the two-dimensional problem into one-dimensional problem. A comparison between
these two methods has been illustrated.

Keywords: Free surface flow - Incompressible —Surface tension - Conformal mapping - Integro-

differential method - Series truncation. /




