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INTRODUCTION GENERALE

Introduction Générale

On appelle signal une représentation physique qui transporte une information depuis une
source vers un destinataire. Le terme signal vient surtout du génie électrique : c'est une grandeur
physiqguement mesurable par un capteur, pouvant varier avec le temps. Ce terme désigne
aujourd'hui une grande variété de signaux physiques rencontrés, comme les signaux de parole ou
de musique, les signaux radars ou bien les images et les vidéos. Un signal aura donc souvent la
dimension d'un temps (par exemple, un signal de parole est la mesure de la variation de la pression
d’air au cours du temps), mais aura de fagcon générale une dimension vectorielle (1D pour le temps,
2D pour les images chague dimension étant les coordonnés d'un point lumineux, 3D pour la vidéos

etc).

Un des traitements de signal le plus principal est le filtrage. Le filtrage consiste a sélectionner
ou supprimer certaines composantes fréquentielle du signal. 1l est utilisé pour supprimer la partie
du signal non désirée qu’on appelle bruit pour ne préserver que le signal pertinent. On suppose
dans cette étude que le spectre de fréquence du signal est différent de celui du bruit. D’ou la notion
de déterminisme dans 1’approche de conception. La linéarité prévoit que le théoréme de
superposition est applicable et I’invariance des coefficients du filtre suppose que les signaux en
question soient de nature stationnaire. On distingue quatre catégories de filtres : (Passe bas. Passe
haut. Passe-bande. Coupe bande).

Notre travail consiste a faire une étude descriptive de ce domaine important du filtrage
elliptique analogique. Pour ce faire, nous avons opté pour le plan qui suit :

Le premier chapitre représente une étude générale sur les filtres anlogiques actif et explique

la fonction d’approximaion d’un filtre analogique (butterworth,chebyshev type 1, chebyshev type
2 et elliptique ) , la fonction de transfert et la transformation de spécifications du passe bas vers

autre type.

Le deuxieme chapitre consiste a présenter les méthodes des conception des filtres elliptiques

par utilisation de fonctions elliptique de Jacobi.

Dans le dernier chapitre nous avons présenté une étude des autres type de filtre elliptique

(passe bas, passe haut, passe bande et coupe bande ).

A la fin, le manuscrit est cloturé par une conclusion genérale résumant le travail effectué.
1
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CHAPITRE 1
LES FILTRES ANALOGIQUES
1-1 INTRODUCTION

Dans ce chapitre, on donne un bref survol sur les filtres analogiques actifs ,on définit le
filtrage comme une forme de traitement de signal, obtenu en envoyant le signal a travers un
ensemble de circuits électroniques, qui modifient son spectre de fréquence et sa phase et donc sa
forme temporelle.

Ce filtrage agit sur le signal d’entre de deux manieres :

- soit éliminer ou affaiblir des fréquences parasites indésirables.

-soit isoler dans un signal complexe la ou les bandes de fréquences utiles.

1-2 LES FILTRES ANALOGIQUES

On distingue deux catégories :

1- les filtres passifs qui font appels essentiellement a des inductances de haute qualité et
des condensateurs. Jusque dans les années 70, c’était les seuls filtres congus. Ils sont
actuellement utilisés pour les hautes fréquences (Utilisation de quartz).

2- les filtres actifs sont constitués de condensateurs, de résistances et d’éléments actifs qui
sont essentiellement des AIL. Ils sont moins encombrants, faciles & concevoir et moins colteux
que les filtres passifs mais restent limités en fréquence (< 1MHz a cause de I’AIL). Ils

consomment plus et nécessitent une source alimentation.

Remarque :

Depuis le début des années 80, on avec la naissance des filtres actifs a capacité commutée.
Ils permettent de programmer la fréquence de coupure et ils sont facilement intégrables en
technologie MOS.
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WMo —1 1+ W

Vo (’:_) ___cC

W

Figure (1.1) (a) Filtre actif, RC A base d’un amplificateur opérationnel. (b) Filtre passif RC

(Passe bas).
1-3LE FILTRE ACTIF

Un filtre actif utilise des amplificateurs opérationnels avec des résistances et des
condensateurs pour réaliser la fonction. Les inductances, qui peuvent étre grandes et

volumineuses, ne sont pas nécessaires.
1-3-1 LES AVANTAGES DES FILTRES ACTIFS

Les filtres actifs présentent de nombreux avantages par rapport aux filtres passifs [5] :

o Les filtres actifs sont plus économiques que les filtres passifs.
o Les composants utilisés dans les filtres actifs sont de plus petite taille que les filtres
passifs.

1-3-2 LES APPLICATIONS DES FILTRES ACTIFS

o Dans les systtmes de communication, les filtres actifs sont utilisés pour supprimer le
bruit, et isoler une seule communication des nombreux canaux afin d'éviter les retombées des
bandes adjacentes et pour récupérer le signal message d'origine a partir du signal modulé.

o Dans les systéemes d'instrumentation, les ingénieurs utilisent des filtres pour sélectionner
une composante de fréguence souhaitée et supprimer les composantes indésirables. Nous
pouvons utiliser ces filtres pour limiter la bande passante des signaux analogiques avant de les
convertir en signaux numériques.

o Dans les systemes audio, les ingénieurs utilisent ces filtres dans les réseaux de croisement
pour envoyer des fréquences différentes a différents haut-parleurs.

o Dans les systemes biomédicaux, ces filtres sont utilisés pour l'interface des capteurs

psychologiques avec I'enregistrement des données et des équipements de diagnostic. [5]
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1-3-3 LES TYPES DE FILTRE ACTIF

a-  Lefiltre actif passe bas

Un filtre passe-bas est un filtre qui laisse passer des signaux avec une fréquence inférieure
a une fréquence de coupure particuliere, et atténue les signaux avec des fréquences supérieures a
la fréquence de coupure. La grandeur d'atténuation pour chaque composante fréquentielle dépend
de la conception du filtre. Le circuit d’un filtre actif passe bas a été représenté sur sa figure (1.2)

et la réponse en fréquence a la figure (1.3) [5].

. ) les fréquences
étape filtre passe q

basses

bas n
'y o4 MM o - o
R3 —
Op-Amp I
Vin hautes
fréquences l I =AW Vout
bl o
R2
1’ R1 l
v T

/;

-H-\-"'\—\._H-
Pass Stop ™
Lrsasicd Exseracd e

Fu freog uercy

-

S

Figure (1.3) Réponse en fréquence d’un filtre passe bas.

b-  Le filtre actif passe haut

Un filtre passe-haut est un filtre électronique qui laisse passer des signaux de haute
fréquence mais atténue les signaux ayant des fréquences inférieures a la fréquence de coupure.

Un filtre passe-haut est généralement modélisé comme un systéme linéaire invariant dans le
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temps. La figure 4 représente le circuit d’un filtre actif passe haut et la figure (1.4) montre sa

réponse en fréequence (1.5), [5] :

, ) hautes
étape filtre passe i
réquences
haut q
—> +

I T
L

[ E— Y
les |
fréquences R2
q R
basses ;

Figure (1.4) Circuit d’un filtre actif passe haut.

Figure (1.5) Réponse en fréquence d’un filtre passe haut.

c-  Le filtre actif passe bande

Comme le nom l'indique, un filtre passe-bande est une ou seule circuit qui laisse passer les
signaux de fréquences appartenant a la bande autorisée. Toutes les fréquences en dehors de la
bande requise sont atténuées. Il existe deux principaux domaines d'intérét dans la réponse du
filtre. Ce sont la bande passante ou le filtre laisse passer les signaux et de la bande d'arrét ou les
signaux sont atténueés. La figure (1.6) représente le circuit d’un filtre actif passe bande et la figure

(1.7) illustra la réponse en fréquence. [5] :
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étape filtre passe
haut

étape filtre
passe bas
R4

T‘ D—Il—-—l’.‘

-
("

Vin ]

AN

=]

Figure (1.6) Circuit d’un filtre actif passe bande.

Gain

A

(Pt o g,
| |
. |
|
Stop | /" ) Stop
band /V band
. Pass "
e | band o
I
L |
frequency

Figure (1.7) Réponse en fréquence d’un filtre passe bande.

Le filtre actif coupe bande

Le filtre actif coupe bande est un circuit qui laisse passer les signaux dont les fréquences

sont au-dessus et au-dessous d'une gamme particuliere fixée par les valeurs des composants. La

figure (1.8) montre le circuit d’un filtre actif coupe bande et la figure (1.9) illustre sa réponse en

fréquence [5].
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b

R4

—NNN"‘\;J—H—*D—U—l—II—u—n—u_l-—_
Vin E C - Vout
AAME———————— o

R3

Op-Amp
R2

Vref

Figure (1.8) Circuit d’un filtre actif coupe bande.
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!
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Figure (1.9) Réponse en fréquence d’un filtre coupe bande.

1-4 SPECIFICATION DU FILTRE ANALOGIQUE (GABARIT)

Pour la conception d’un filtre, les parametres suivants wp, ws, Ap, As doivent étre bien
définis.

Un filtre idéal present :

- un affaiblissement nul dans la bande de fréquence que 1’on désire conserver (Bande
passante).

- un affaiblissement infini dans la bande que 1’on désire éliminer (Bande atténuée).
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~1/3 2 -
~
0.9 T

0.8~

Gp=(1+€3

gain passe

bande
0.7

061 gain coupe
bande As

0.5~
0.4 -

0.3
Gs = (1+€2)71/2

[H()|

0.2~

0.1 \A v

0 r r r r r r r r
0 1 2 2 a4 5 6 7 8 9 10

Fréquence passe bande —» Wp Ws «— Fréquence coupe bande
Figure (1.10) Gabarit d’un filtre passe bas.
Les critéres de performance primaires d'un filtre sont généralement évalués en termes de
réponse fréquentielle en amplitude.

Un critére supplémentaire pouvant étre utilisé est la réponse en phase linéaire dans le

domaine fréquentielle [6].

1-5 FONCTION TRANSFERT D’UN FILTRE

Le comportement d’un filtre est défini par I’étude fréquentielle de la fonction de transfert

entre la tension de sortie et la tension d’entrée du filtre.

Ve(s) Vs(s)
H(s)

Figure (1.11) Fonction de transfert d’un filtre analogique .

La fonction de transfert d’un filtre analogique dans le domaine de Laplace est exprimee

par ’equation suivante :

Ve(s)  ams™+ap_1s™ M+ +ap  A(s)

= = (1.4)
I/e(S) Sn + bn_lsn_l + + bO B(S)

H(s) =

On

_ A (s — 21)(S — 23) .. (S — Zy)

B = s oG =) G5 =) (13

9



CHAPITRE 1 LES FILTRES ANALOGIQUES

Les symboles a;, et b, sont respectivement les coefficients du polyndme A(s) du
numérateur et B(s) du dénominateur, on exige qu’ils soinent réels pour synthétiser un filtre
réalisable. z;, et p,, sont appelés les zéros et les poles de la fonction de transfert.Les zéros et les
poles peuvent étre imaginaires, mais ils doivent exister sans forme de paires complexes
conjuguées. Le domaine de laplace a une correspondance une a une vers le domaine des
fréguences et on obtient les caractéristiques fréquentielle en remplacant s par jw. La puissance
maximale a laguelle le terme s est soulevée dans le numérateur ou le dénominateur est I'ordre de
la fonction de transfert. Une fonction de transfert du filtre est complétement spécifié par son
ordre et la valeur de ses coefficients pour tous les termes (s ou la valeur équivalente de toutes les

paires de pdles -Zeros). La complexité d'un filtre est directement corrélé a son ordre [6].

H(s) peut étre écrite sous la forme factorisée:

L
_ 1 r (1 —s/2)(1 —s/zy;)
Ha(s) = Ho [1 — s/pao] D l(l —5/pai)(1 —s/pa) el

ou L est le nombre de sections analogiques du deuxieme ordre, lié a l'ordre du filtre

r=20 N est pair
=1 Nestimpair

analogique [4] :N = 2L + r {r

(1.7)
_ (1 ,Butterworth, Chebyshev, type 2
o~ {Gll)‘r , Chebyshev, type 1, Elliptique

1-6 FONCTION D’ APPROXIMATION D’UN FILTRE ANALOGIQUE

Les réponses en amplitude des filtres prototype passe bas analogiques d’ordre élevé de
Butterworth, Chebyshev et elliptiques que nous considérons dans cette section sont exprimées

par I’equation [4] :

|[H(Q)I? = (1.8)

Q

ou N est l'ordre du filtre analogique, € est une constante, et Fy(w) est une fonction de la

. . Q .
fréquence normalisée w = o donnée par:
P

10
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wN Butterworth
Fy(w) = i Cy(w) Chebyshev, type 1 (1.9)
N 1/Cy(0™D) Chebyshev, type 2
cd(NuKy, k;), w = cd(uK,k), Elliptique

1-6-1 Filtre de Butterworth
Ces filtres de Butterworth ont les caractéristiques suivantes[1] :

o La réponse d'amplitude est presque constante (égale a 1) a des fréquences plus basses.
Cela signifie que la bande passante est plus plate.
o La réponse est monotone décroissante a partir des fréquences coupées spécifiées.

o Le gain maximal se produita Q =0, etilest | H (0) |=1.

La réponse en fréquentielle en amplitude de filtres passe-bas Butterworth est caractérisée

par la relation :

1
1+ @/ ~ 14 e2(0/9,)™"

|[H()I? = (1.10)

Ou N est I’ordre du filtre. Nous pouvons déterminer l'ordre de ce filtre passe-bas

Butterworth par la formule donnée par I'équation (1.5), [7] :

log (1OAS/1° -1) (1.11)

Zlog%
C

N =

pour le filtre Butterworth ,la réponse en amplitude diminue de facon monotone lorsque la
fréquence augmente. Lorsque le nombrel du filtre augmente, la réponse en amplitude du filtre
Butterworth se rapproche plus étroitement de la réponse idéale. Le filtre Butterworth une reponse
en amplitude plus plate, La réponse en phase d'un filtre de Butterworth devient non-linéaire
lorsque N augmente , [2].

Nous obtenons I'expression suivante pour la fonction de transfert analogique dans le cas se
I’approximation de Butterworth,[4] :

(1.12)

Ha(s)

_[8B+ gos] 1—[ (8°B* + 2ggosiPs + g5s*)
B+s (B? + 2s5;Bs + s?)

11



CHAPITRE 1 LES FILTRES ANALOGIQUES

ou nous définissons les paramétres:

g:Gl/N gozGol/N ﬁ:e_l/N.Qp s; = sin6;

_@i-Drm

i=12.... ,L (1.13)
21 ’

0;

0.9 .
0.8
0.7 | -

— 0.6 1
= o5f I 1
0.4
0.3 ' 1
0.2 - .
0.1 -

Figure (1.12) Réponse fréquentielle en amplitude d’un filtre Butterworth passe bas.

1-6-2 Filtre Chebyshev

Il existe deux types de filtres Chebychev:

les filtres de Chebyshev de type 1 sont tous les filtres tout plle et présentent un
comportement equi-ondulation dans la bande passante et une caractéristique monotone dans la

bande d'arrét.

Les filtres de Chebyshev de type 2 contiennent les pbles et les zéros et présentent un
comportement monotone en bande passante et un comportement equi-ondulation dans la bande
d'arrét. Les zéros de ce type de filtre se trouvent sur I'axe imaginaire du plan s .L'amplitude au

carré des caracteéristiques d'un filtre de Chebyshev type 1, [2] est donnée par :

|H(Q)|? =

(1.14)
1 eici (@)

12
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Ou € est un paramétre de filtre lié a I'ondulation dans la bande passante et C,,(x) est le

polyndme de Chebyshev type 2 d'ordre N définie comme :

{CN(x) = cos(N cos™ 1 x) x| <1

1.15
Cy(x) = cosh(N csch™ x) x| > 1 (115)

La fonction de transfert prend la forme suit:

bQ, + gosl 1—[ [(b2 + g3CHN2 + 2gobsiQys + gis?)

H —
a(8) = I aQ, +s (@2 4+ CH)QZ + 2as;Qp,s + s? l (1.16)

Ou 1 1
b=gosinhu=§(8—g%8‘1), a=sinhv=§(a—a‘1)

1/N 1.17
et =gy, B= (Ge_1+Gp 1+e‘2) ( )

1/N
e =a= (e‘l + 1+e‘2) ,C; = cos 6

Chebyshewv —1

0.9 1

o.7} -
0.6 -
o.5| | .
0.4 -
0.3 . i
0.2} .
0.1 -

H(f)|

Figure (1.13) Réponse frequentielle en amplitude d’un filtre chebyshev de type 1 passe bas.

La réponse fréquentielle en amplitude au carré du filtre de chebshev de type 2 est donnée
par :

, 1
|HQ)|* = (1.18)

13



CHAPITRE 1 LES FILTRES ANALOGIQUES

la fonction transfert s’exprime par:

o +bsl n[(8295+2gbsiﬂps+<b2+goc Ds*)l (1.19)

H,(s) =
a(8) = lﬂ + as 02 + 2as;Qps + (a2 + Cf)s?

avec s;, C;, 6;donnée par I'équation (1.14), et les quantités u, v définies par:

1 1
b=gsinhu=§([3—g%[3_1), a=sinhv=§(oc—oc_1)

U=g B, B=(Goe +Gpy1+ EZ)W (1.20)

e"=oc=(e+ 1+€2)1/N

Chebyshev — 2

0.9 '
0.8
0.7 ,

& 0.6 '
O 0.5 . .
0.4
0.3
0.2
0.1

?
Figure (1.14) Réponse fréquentielle en amplitude d’un filtre Chebyshev de type 2passe bas.
OUl Cy (x) est le N®™ ordre du polynome de Chebyshev [4] .
1-6-3 Filtre elliptique
La réponse en amplitude d'un filtre elliptique passe-bas en fonction de la fréquence

angulaire w = % est donne par [4] :
p

1 Q,
= = cd(uK, k) (1.21)

HQ)|? =
[H(Q)|* = 1+ epCdZ(NUKl'kl) Qp

14



CHAPITRE 1 LES FILTRES ANALOGIQUES

avec

S 2=\ [1-KC
Fy(w) = [w]rl—[ I(l — wzk;?)( . Z-Zl )l (1.22)
i=1 ! !

EtFy(1) =1
¢iet (kg;)~1 sont les zéros et les poles de Fy(w), ou:

_2i-1

G =cduKk) , u= N (1.23)

Elliptic

1 [ '-'-'_'_'_'_':"""" N TR "'i

A

Figure (1.15) Réponse fréquentielle en amplitude d’un filtre elliptique passe bas.

1-7 TRANSFORMATION DES SPECIFICATIONS

passe-bas | Passe-haut passe-bande coupe-bande
S 1 02 1
S S+— 2
S s+

Qp 1 AQ max(|Qp1|,|Qp2|)
QP

Qs 1 min(|Qs1, [Qs21) 1
Q, AQ

Tableux (1.1) Transformation des spécifications (passe bas vers un autre type de filtre).
Pour les modeles passe-bandes, la largeur de bande et la fréquence centrale de la bande
passante sont : A= Q=0 , Qo = /010, (1.24)
Ensuite, les paramétres correspondants au filtre passe-bas prototype sont :
QO =40, Q5 =min(|Q:l 2] (1.25)

15
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Q5 / Q3§
y Lgp =04y —

0 %, (1.26)

OU QISl = QSl -

en généralement que l'intervalle de bande passante [Q,,Q,,]se protége sur[—Q',, Q,],

ona[9]: -0, =0, -8 o =q,- 2% (1.24)
: 14 rl Qp1 [ 4 P2 Qp2 ’
Ce qui donne :
Q’p = sz - 'Qpl B Q% = QPIQPZ (127)

Pour les filtres coupe-bande, la largeur de bande est AQ et la fréquence centrale Q,sont

sélectionnés sur la base de l'intervalle de bande d’arrét:

AL =05 -0y, Qo =050, (1.28)

Ensuite, les parametres correspondants au filtre Passe-bas prototype sont [9]:

! ! 1
Q, = max(|Qp1|, |Qp2|) , Q= A0 (1.29)
Ou
! 1 I 1
Q' = —7 Q' = —7 (1.30)
Q. ——=20 0., — =0
O 270,

1-8 CONCLUSION :

Dans ce chapitre ,nous avons discuté les approximation Butterworth, de Chebyshev, et
elliptique, et a donné la conception de filtres sur la base d'une norme qui est basée sur la
conception de filtres.Nous concluons que le filtre actif est la base de la technologie moderne .Le

prochain chapitre est réservé a I’approximation des filtres elliptiques.
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CHAPITRE 2
CONCEPTION DES FILTRES ELLIPTIQUES

2-1 INTRODUCTION

Les filtres elliptiques, permettent de réaliser 1’ordre de filtre le plus bas aux mémes
specifications ou la largeur de transition la plus étroite pour le méme ordre de filtre, par
comparaison a d'autres types de filtres. Toutefois, ils ont la réponse de phase la plus non-linéaire

sur leur bande passante.

Ce chapitre présente la méthode de conception des filtres elliptiques a base des fonction
de Jacobi. Nous présenterons également les principaux algorithmes développés pour
I’implantation de I’algorithme principal de synthése des filtres elliptiques qui s’appuie sur la

théorie mathématique des filtres elliptiques.

Pour la synthése des filtres elliptiques ,les spécifiications du gabarit reposont sur les
parameétres k , k; qui sont définis comme suit :

(2.1)

€
k==L, k==
Q tE

2-2 FONCTION ELLIPTIQUE DE JACOBI

Les fonctions elliptiques jacobiennes ont des nombreux utilisations. Ici, nous donnons
quelques définitions et nous discutons certaines propriétés reliées a la conception de filtre. La

fonction elliptique w = sn (z, k) est défini indirectement par l'intégrale elliptique[20-22-25]:

Z—fb de _f‘” dt
o VI—KZsin28 Jo /(1 —t2)(1 - K2t2)

,W = sin ¢ (2.2)

ou la deuxieme intégrale est obtenue a partir de la premier par le changement de variables

t =sin @ et w = sin ¢ . Le parametre k, appelé module elliptique, est supposé étre un nombre
réel dans l'intervalle 0 < k < 1. Ainsi, de I’écriture¢p = ¢(z, k), la fonction sn est définie

comme .

w = sn(z, k) = sin 0(z k) (2.3)
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Les trois fonctions elliptiques connexes, cn, dn, cd, sont définies par :

w = cn(z,k) = cos 0(z,k)

w =dn(z,k) = \/1 — k™sn?(z, k) (2.4)
B _ cn(z, k)
w = cd(z k) = iz K

Pour la conception des filtres, seules les fonctions sn et cd sont nécessaires. Dans les
limites k = 0 et k = 1, nous obtenons les fonctions trigonométriques et hyperboliques,

respectivement :

sn(z,0) = sinz, sn(z,1) = tanhz
cn(z,0) = cosz, cn(z, 1) = sechz (2.5)
dn(z,0) =1, sn(z,1) = sechz

cd(z,0) = cosz, sn(z,1) =1

Les fonctions sn, cn, dn, cd satisfont les propriétés, ou k' = (1 — k?)/2
sn?(z,k) + cn?(z,k) = 1
k?sn?(z, k) + dn?(z, k) = 1
(2.6)
dn?(z, k) — k?cn?(z,k) = K’
k'2sn?(z, k) + cn?(z k) = dn?(z, k)

1 —cd?(z, k)
1 — k?%cd?(z k)

sn?(z, k) =

La valeur de za ¢ = =/ 2 dans I'équation (2.2) définit 1’ intégrale elliptique compléte du

premier type, qui est désignée par K (k) ou tout simplement K :

/2
K = i do (intégrale elliptique Compléte) (2.7)

0 1 —kZ%sin%20
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Il résulte de la définition (2.2) et (2.3) ,sn(K,k) = 1 et cd(K,k) = 0. Avec un module
elliptique k, nous pouvons définir le module complémentaire k' = (1 — k?)/2 et sa moitié

associée a I’intégrale elliptique complete K(k")notée K(k) ou simplement K':

m/2 de /2 de —
K’ = f = f ,kl = 1 - k2
o V1—-KkZ2sin?20 Jo /1-(1-k?)sin2@ (2.8)

K(k) and K'(k) K and K’ plotted versus k°
4 -..\‘ T T T 4 |I T T T T T
*, I |
N
M,
3 NKG) AN
S N KR)
- i .-"//’ ‘M""‘-.
2 ""-u._h____._ - _ al ""--._q_______
Kk Kk —
1. - -
0 . . . 0 . . . .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.5 08 1
k k2

Figure (2.1) Intégrales elliptiques completes K (k) et K’ (k) OUK (0) =K’ (1)==n/ 2.

Les quantités k , k” sont designées comme des quarter de Périodes. A la fin du point k =
0, nous avons k’= n / 2, K= o . A l'autre extrémité k=1, nous avons K = oo, K= /2.
La figure (2.1) représente le tracé de K, K’ par rapport a k. Les courbes se coupentenk = 1/+/2

et sont symétriques si elles sont tracées par rapport a k2.

La signification du quart de périodes K, K’ est que sn et cd sont des fonctions doublement
périodiques dans le plan z avec une période réelle 4K et une période complexe 2jK’.
La figure (2.2) représente les graphiques de w = sn(uK, k) et w = cn(uK, k) tracés sur deux
périodes réelles. L'argument des fonctions est z = uK ou u est exprimé en unités de la quart des
Périodes K, de sorte que la plage —4 < u < 4 est equivalente & deux periodes réelles :

—4K <z < 4K.Pour k < 0.5,w = sn(uK, k) et w = cn(uK, k) sont presque identiques aux
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fonctions trigonométriques sin(um/2) et cos(um/2) (Qui sont obtenues pour le cas
limite k = 0).

Nous notons que sn (z, k) est une fonction impaire de z, et cd (z, k) une fonction paire.
En outre, par analogie avec la propriété que les fonctions cosinus et sinus sont décalées 2 une
par rapport a lautre par un quart de période 2n/4 = @2, Cest,
cosz = sin(z + m/2) = sin(m/2 — z) les fonctions cd et sn sont décalées d'un quart de période
K, répondant a l'identité suivante qui est valable pour toutes les valeurs complexes de z et

peuvent étre utilisées comme une autre définition de la fonction cd :
cd(z; k) = sn(z + K, k) = sn(K —z,k) (2.9)

Cette propriété est illustrée sur la figure (2.2) .Les fonctions dn(uK, k) et dn(uK’, k) sont
représentées sur la figure (2.3) pour les valeurs k=0.8 et k' =+v1 —Kk? = 0.6 . Parce que

dn(uK, k) = \/1 — k?sn?(uK, k) , nous avons la plage de variation k' < dn(uK, k) < 1, pour

des valeurs réelles de u, et de méme : k < dn(uK’, k') < 1.

sn(uk.k) cd(uK, k)

Figure (2.2) Fonctions elliptiques sn et cd.
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Les quatre autres propriétés, utiles pour la conception de filtres, sont :

cd(z+ (2i — 1)K,k) = (=1)isn(z k) ,pour tout entier i (2.10)
cd(z + 2iK, k) = (—1)icd(z k) , pour tout entier i (2.11)
cd(z + jK', k) = ked(z K) (2.12)

cd(jz, k) = dn(;k,) , pour réel z (2.13)

En particulier, en prenant z = 0 dans (2.11) , ou,z=K’ dans (2.12), on obtient:

1
KK = 2 214

dn(uK.k), k= 0.8 dn(wK' k'), k' = 0.6

Figure (2.3) La fonction dn avec le module complémentaire k = 0,8 et k’ = 0,6.

La convention d'appellation des fonctions elliptiques jacobiennes peut étre comprise en
référence au rectangle fondamental sur le plan z complexe avec des coins a {0, K, j K, K +j K},
comme représenté sur la figure (2.4) lorsque ces coins sont désignés par les lettres S, C, N, D.

Une fonction elliptique pq (z, k) est nommé de telle sorte que la premiére lettre p peut
étre I'un quelconque des quatre lettres {s, ¢, d, n}, et la deuxieme lettre g, I'une des trois lettres
restantes. Ainsi, il y a 4 x 3 = 12 fonctions elliptiques jacobéennes, a
savoir, sn, sd, sc, cn, cd, cs, dn, dc, ds, ns, nd, nc. Chaque fonction pq (z, k) a un zéro simple
dans le coin p et un péle simple au coin g du rectangle fondamental. Par exemple, sn (z, k) a un
zéro au point S, z = 0, et un péle au point N, De méme, cd (z, k) a un zéro au point C,
z = K,etunpbleaupointD, z = K + jK'. Enoutre, les relations suivantes sont satisfaites :

_ pr(zk)
B qr(Z' k)

1
pq(z,k)=qp(z’k) , pa(zk) (2.15)

22



CHAPITRE 2 CONCEPTION DES FILTRES ELLIPTIQUES

$Im z
| K+ iK'
K# =
IATN D
S ¢| Re:z
Q K

Figure (2.4) Le rectangle fondamental.

ou r est I'une des lettres {s, c, d, n} distinctes de p et g, par exemple, comme nous l'avons
vu dans I'équation (2.4), cd (z, k) =cn (z, k) / dn (z, k).

Les zéros et les pdles de la fonction pg sont issus d’une division modulo congruent 2K et
2jK’ avec ceux dans les coins p et g du rectangle de base. En particulier, les zéros et les pbles
de cd (z k), représentée sur la figure (2.5), sont donnés comme suit, ou n, m sont des nombres

entiers arbitraires (positif, négatif ou nul):
zéros:z=K+2mK+2NjK’=(2m + 1) K+ 2 NjK’ (2.16)

poles: z=K +jK’+ 2 mK + 2njK’=(2m + 1) K+ 2n + 1) jK’

dlimz

o
-0

I
+H‘ ZETOS

Re =

oy

P
v
-

poles

iK'

. L
——
——(—@

O
L
i

0 K

——

,
L%
-
S

 —_—o—_—9—_—9
ol
——
———a8——=8——4&

Figure (2.5) Pbles / zéros et les modéles de la fonction f (z k).
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Les fonctions w = cd (z k) et w = sn (z, k) sont données sans forme de diagramme
conforme au plan z. La plus petite région du plan-z qui peut balayer I'ensemble du plan w est
appelé une région fondamentale. Pour chaque fonction pq (z, k), une telle région est centrée au
point zéro p et entouré de quatre rectangles fondamentaux, chaque rectangle étant assciée au
quadrant particulier du plan-w [8]. Par exemple, les régions fondamentales des fonctions

cd (z k) et Sn (z, k) sont centrées sur les points C et S, respectivement, et sont définies par:

cd(zk): 0< Rez < 2K,-K < Imz < K

sn(z,k) : "= K < Rez < K,-K < Imz < K

(Régions fondamentales) (2.18)

ces régions sont représentées sur les figures (2.6) et (2.7). Les quadrants w-
correspondants aux quadrants du plan z ont été marqueés par les numéros du quadrant {1, 2, 3,
4%}. En particulier, nous notons sur la figure (2.6) que les deux quart de cercle de fond plan z
sont mis en correspondance avec les premier et deuxieme quarts de cercle du plan w, qui est,
z =12, —jzz avec 0 < z; < 2Ket0 <z, <K balayant w=w,; + jw, avec w, > 0.
Puisque le plan s est lié au plan de fréquence par s = jw, il en résulte que le premier et le

second quarts de cercle du plane w balayant le plan de la gauche, effectivement,

Im z
® = poles O = Zeros
K . .
BN —— DD —— N\
I 3| : 1
S clc —— & 1 Re z
G \.JK 2][: \;3!‘: 4K -
I 2 3 4
—K’ o .
bande de transition
bande passante bande coupee
P VA S < S B AR T
o ~1/k -1 0 1 1k 22

Figure (2.6) Région fondamentale, les correspondances quadrant, et le rectangle période de la

fonction w =cd (z ,k).

24



CHAPITRE 2 CONCEPTION DES FILTRES ELLIPTIQUES

$Im:z
® — poles O = Zeros
jK r* L 4
N D
2 ] 4 3
5 C Re =z
—-K 0 K [2K 3K
3 4 ] 2
—JJ'K - -

Figure (2.7) Région fondamentale, corrrespondance entre quadrants, et la période rectangle

de la fonction w =sn (z, k).

s =j(w; + jw,) = —w, + jw; Cette propriété sera utilisée dans la construction des

poles des filtres analogiques dans plan S de gauche.

Rappelant que les périodes de cd et sn sont 4K et 2jK’, nous avons doublé-en haut les
régions fondamentales dans les figures (2.6) et (2.7) pour couvrir une période compléte
rectangle, c’est :

cd(z,k): 0 <Rez<4K,-K <Imz <K

sn(z,k) : =K < Rez < 3K,-K < Imz < K

(Période rectangles) (2.18)

Un intérét particulier pour filtrer la conception d’un filtre est donné a la propriété que
pour la fonction  w =cd (z, k), le chemin autour du rectangle fondamental C -S — N — D
représente sur la Figure (2.6), du zéro C a la perche D, balayant I’axe w réel positif, de sorte
que les segments des trajectoires individuels, paramétrées avec le paramétre réel 0 <u < 1, sont
balayés comme suit :
trajetC - S,0 < u <1,z =K - Ku = 0 < w < 1, bande passante

trajetS - N,0 < u < 1,z = jK'u = 1 < w < 1/Kk, région de transition (2.19)

trajetN - D,0 < u < 1,z = K+ K = 1/k < w < o, bande coupée.
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A cause de la définition du filtre, I'équation (1.6), les intervalles au-dessus de l'axe
w = Q / Qp correspondent a la bande passante, la région de transition et la bande coupée. De
méme, la poursuite du trajet de D — N- — S- — C couvre le w-axe négatif. Pour vérifier ces
propriétés, nous notons que pour le premiére le segment C—S, l'argument z = K — Ku est
réel et lesvaleursdew = cd (K — Ku,k) = sn (Ku,Kk) varientsur I’ intervalle 0 < w < 1,
comme on le voit sur la figure(2.2). Pour le segment S — N, en utilisant la propriété (2.13),
nous avons w = cd (Juk’, k) = 1 /n (uK’,Kk’), Qui augmentedew=1a u=0 alavaleur
w = cd (jK,k) = 1/dn (K,K) = 1/kau=1 Enfin, pour le segment N — D, nous

utilisons la propriété (2.12) pour obtenir:

- 1

avec une valeur de départ k cd (0,k) = kau dénominateur ouw = 1 /K, et une valeur
finalede kcd (K,k) = Ooup = oo.

2-3 FONCTION ROTIONNELLE ELLIPTIQUE ET EQUATION DE
CALCUL DE L’ORDRE

La fonction caractéristique du filtre analogique Fy (w) a été définie dans le cas elliptique
par I'équation (1.6) en termes de la fonction de cd, ou w = cd (uk, k) peut étre inversé pour
donner u en fonction du poids, qui est, uK = cd~!(w,k). Cette facon indirecte d'écrire la
fonction Fy (w) est analogue ou cas Chebyshev de typel, qui peut étre considéré comme la

limite k = k; = 0 du cas elliptique:

NuT[)
,w = cos(urm/2) (2.21)

Cn(w) = cos (=

n(w) = cos 3
ou, dans cette limite K = K, = m /2. Pour que la fonction Fy (w) réponde a I'identité

de I'équation (2), les trois paramétres N, k, K ; doivent satisfaire la contrainte suivante, qui est

connu comme I'équation de calcul de I’ordre pour les filtres elliptiques[21]:

NE _ & (Equation de calcul (2.22)
K, de I'ordre du filtre)
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ou K, K1 sont les intégrales elliptiques completes (2.7) correspondant aux modules Kk, k; et

K’ K’ ;sont les intégrales elliptiques complétes correspondant aux modules complémentaires

1/2

K'=(1-k)HY2etk'y =(1-k;°) " .

Pour vérifier cette contrainte, nous utilisons la définition (1.6) et I'équation (2.12) pour

obtenir:

k—lk—l —

_ 1) = K
_m—cd(uK+]K,k)—cd<<u+ K)K,k

(2.23)

. iK' jNK'K,
FN(k 1W 1) = Cd N u+? Kl'kl = Cd NuK1 + K 'kl

et en utilisant I'équation (2.12) encore une fois, appliquée par rapport au module k;, nous

avons:

1 1
k;Fy(w) — k;cd(NuKy, kq)

= cd(NuK; + jKy, ky) (2.24)

En comparant les équations (2.23) et (2.24), nous concluons que, pour

satisfaireFy (k~tw™1) = [k, Fx(w)]™1, l'identité suivante doit étre satisfaite pour tout u:

4

iNK'K, _ NK'K,
cd | NuK; +T'k1 = cd(uK + jK', k) = = K'; (2.25)

A partir de laquelle I'équation (2.22) nous verrons plus loin que la condition (8) qui a été
obtenue plus tot, Fy(k™1) = kit (2.26)

Elle fournit en fait la solution de I'équation (2.21) pour le paramétre k1 en termes de n, k,
ou pour le paramétre k en fonction de N, k;. En utilisant I'équation (2.22), nous pouvons
également déterminer les valeurs des Fy (w) le long du chemin dans plan zC -S— N — D.

Il résulte des équations (2.18) et (2.19) :
C->S, w=cdK — KuKk), Fny(w) = cd(NK; — NK;u,k,)

(2.27)
S - N, w=cd(juK’, k), Fy(w) = cd(juK'y, k;) = 1/dn(uK’y, K'y)

N - D, w = cd(Ku +jK’, k), Fyx(w) =cd(NKyu +jK';,k;) = [k;cd(NK;u, k)] ™?
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Examinons briévement la construction de Cy (w) en termes de ses zéros. Ensuite, nous
allons utiliser la méme technique pour construire Fy (w). Onfixe N= 2L + r,our=0si N
est pair, et r = 1 si N est impair, avec L représentant le nombre de sections du second ordre.
Nous notons que le Cy (w) est pair dans w si N est pair, et impair si N est impair. Ainsi, le
Cn (w) peut étre pris sous forme Cy (w) = [w]"G(w), ou [w]" signifie que le facteur w est
présent si r = 1 et absent si r = 0, et G (w?) sera un polyndme de degré L-iéme de w?. Pour le

construire, nous résolvons I'équation Cy (w) =0, ou

T T
cos(Num/2) =0 = NuiE = (2i— 1)5
(2.28)
2i—1
u; = N , i=12,..........., L
avec les zéros de Cy (w) construits par :
¢; = cos(uymt/2) , i=12,......,L (2.29)
résultant dans le polyndme de degré N ™ Cy (w) :
L 2 2
W —_ .
Gy (w) = [wr | [ (2.30)
iz 16

normalisée de telle sorte que Cy (1) = 1. Ainsi, I'équation (2.30) est la représentation du

polyndme Cy (w) en termes de ses N zéros.

Ensuite, nous construisons la fonction F (w). Il résulte de la définition (1.6) que F y(w)
sera une fonction paire (impair) de w si N est pair (impair). En effet, l'application de I'équation

(2.11) aveci=1eti= N donne:
—w = cd(uK, k) = cd(uK + 2K, k) = cd((u + 2)2K, k)
F n(—w) = cd(N(u + 2)K4,k;) = cd(NuK; + 2NK4,k,) (2.31)
= (—=1)Ned(Nuky, k) = (=1)NF y(w).

Les zéros deF y(w) sont obtenus en résolvant cd (NuK;, k;) = 0. Il résulte de

I'équation (2.16):
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cd (NuKy, k;) = 0 = NuK; = (2i — DK, (2.32)

De sorte que lesu; sont les mémes que ceux de I'équation (2.28). Ainsi, les zéros

correspondants de Fy (w) seront a la fréquence w; = cd (u;K, k), et nous les désignons par:

G = cd(u;K, k) (2.33)

En raison de la relation Fy(k™tw™1) = [k;Fy(W)] 71, les fréquences w; = (kg;) ~1seront
les poles de Fy (w). Ainsi, nous pouvons construire Fy (w) comme une fonction rationnelle de

ses poles et ses zéros. Elle est aussi normalisée Fy (1) =1:

I wi- O\ (1-K2
e[ ) ()
i=1 ! !

L’équation (2.33) est connu comme une fonction rationnelle elliptique, ou une fonction
rationnelle de Chebyshev. Nous notons que dans la limite k = 0, Eq. (2.33) se réduit a (2.29),
et I'équation (2.34) se réduit a (2.30). Ensuite, on obtient la solution de I'équation de calcul de
I’ordre (2.22). En utilisant la condition (2.26) et en réglant w = 1/k et Fy (w) = 1/k;nous

obtenons la formule suivante pour k, en termes de Net k:

o= [k K2 ) (12K - 1K)
= 0 () (2] - o () e

Notant que N =2 L +r, ce qui peut étre réarrangé en:

L
k, = kN 1_[ sn*(uiK, k) (Equation de degré) (2.36)

i=1

ol nous avons utilisé la propriété (1 — ¢2)/(1 — k?%) = sn?(u;K, k) qu'elle résulte de
la derniére des équations (2.6).En notant I'invariance [21] de I'équation de calcul de 1’ordre
(2.22) avec les substitutions k — k'; et k; — k', on obtient aussi la solution exacte pour k

en termes de N et k,, exprimée par le complément modulo (k’,k’;):

L

k' = &)V 1_[ sn*(y;K', K'y) (Equation de calcul

i=1 de I’ordre ) (2.37)
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Les equations (2.36) et (2.37) connues sous le nom d’équations modulaires ont été
dérivées d'abord par Jacobi dans son ouvrage d'origine sur les fonctions elliptiques [22] et ont

été utilisées depuis dans le cadre de la conception des filtres elliptiques [25,26,21].

L'équation de calcul de 1’ordre peut aussi étre résolue approximativement, et avec
précision, en travaillant avec les nomes (g, q,) correspondant au module (k, k). L’équation
(2.21), donne:

N T _ 4 _ ! - 4z 7
ol les noms sont définis par q = e ™ /K et q = e~™1/K1  Une fois que q a été calculée

a partir de N et q;, le module k peut étre déterminé a partir de I'expansion de la série [28]:

Zoo qm(m+1) 2
k = 4\/a< m=0 2) (2.39)
1+2Y0_.q™

qui converge tres vite. Par exemple, en ne conservant que les termes jusqu'a m = 7,elle

donne une approximation tres précise.
2-4 TRANSFORMATIONS LANDEN

L'outil clé pour I'évaluation des fonctions elliptiguesw = cd(z k) etw = sn(z, k) atout
valeur complexe de I’argument de z est exprimé par la transformation Landen [27,29], qui
commence par un module elliptique donné k et génére une séquence de modules décroissants

k,, par la récursion suivante, initialisé ak, = k :

2
Kp—1
k, = (Tkn_l) n=12...,M (2.40)

ou k!, = (1 —Kk2_,)"2. Les modules k, diminuent rapidement & zéro. La récursion
est arrétée a n = M lorsque ky; est devenue inférieure a un seuil de tolérance spécifiée, par
exemple, inférieure & I’erreur tolérée par de la machine. Pour toutes les valeurs de k pratiques,
telles que celles de laplage 0 < k < 0,999, la récursivité peut étre arrétée a M = 5, avec tout
k, ultérieure étant inférieure a 10715, tandis que pour k < 0,99, les kn ultérieures restent plus

petite que 10729, La récursion (2.40) peut également étre écrite sous la forme équivalente:
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P (2.41)
n !
1+k,_,

L'inverse de la récursivité (2.40) est :

2

= = -1,.... (2.42)
n-1 1+kn I M’M 1: ;1

Les récurrences Landen (2.40) impliquent les récurrences suivantes [29] pour la

I’intégrale elliptique complete K,, = K (k,) correspondant au module kn:

Kp-1 = (1 + kn)Kn (2.43)

La récursion (2.43) peut étre répétée pour calculer I'intégrale elliptigue K = K(k) au
module initial k, soit,K = K, = (1 + k;)K; = (1 + k;)(1 + k,)K, , et ainsi de suite, ce qui

donne:

K= (1+k)(d +Ky) oo (1 kn)Kr Ky = (2.44)

Parce que Ky est presque nulle, son intégrale elliptique sera sensiblement égale a
Ky = 1/ 2 . L’intégrale elliptique K’ peut étre calculée de la méme maniére en appliquant la
récursion Landen K’. La précision en virgule flottante limite I'applicabilité de I'équation (2.44)
apeuprésentre 0 < k < Kmax, OU Kpax = (1 — k2,02 Javec kp;, = 107°. Pour k dans

lagamme k. <k < 1 — ¢, ol eest I’erreur de la machine, on peut utiliser I'expansion:

k’Z k’ ! 2\1/2
K=L+(L—1)7, L=—In{ K =1 +k»)Y (2.45)
Les transformations Landen permettent également I'évaluation efficace des fonctions
elliptique cd et sn par la récursion arriére suivante, connue comme la transformation de Gauss

[29], et exprimée par [27]:

1 1
cd(uK,_1,kk,—1) 14k, led(uK,, ky)

+ k. cd(uK,, kn)] (2.46)

Pourn = M,M —1,...,1, larécursion est initialisée a n = M ou ky, est si faible que la
fonction de cd est indiscernable d'un cosinus, qui est,cd(uK,, k,) = cos(um/2). Ainsi, le calcul
de w =cd(uK,k) , a toute valeur complexe de u, le produit en calculant les quantités

w, = cd(uKy,, ky,), initialisée a w, = cos(um/2),et se terminant par wy, = w = cd(uK, k) :

31



CHAPITRE 2 CONCEPTION DES FILTRES ELLIPTIQUES

wply = [wi + knwy] (2.47)

La fonction w = sn(uK,k) peut étre évaluee par la méme récursion, initialisée a
w,, = sin(um/2). La récursion (2.47) peut également étre utilisé pour calculer le cd inverse et

covertie aux fonctions sn :

2wWp_q

n=12,......M
(1+kn)(1+\/1+kn WA 1)

(2.48)

2-5 CONCEPTION DES FILTRES ELLIPTIQUES ANALOGIQUES

La fonction de transfert d'un filtre elliptique passe bas analogique est construite a partir
de ses zéros et poles {z,;, pai} sous la forme factorisée de sections second ordre , dannée par

I’équation (1.3).

Les variables s doivent étre remplacées par s = jQ = j2nf pour obtenir la réponse en

fréquence des filtres. On peut écrire la fonction de transfert sous la forme:

r L 2
! 11— Ags l 1[ (14 Aj1s + Ajps?)
1=

ou les coeficients du numérateur et le dénominateur sont donnés par

1,830 = 1, -2re (1), =1
iz 721l

1 1
1,Ai, Air ] [1 2Re( ) —] (2.50)
[ i 2 pal |pai|2

[1,A 1,——
01 Pao

La réponse en amplitude correspondant a (1.3) est définie par (1.18). Il en résulte que
les zéros z,; résulteront des pbles deFy(w), et les pbles p,; résulteront des zéros du

dénominateur. Nous avons vu dans la section précédente que les pbles de Fy(w) se produisent
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a des fréquences normalisées w; = (kg;)™1. Par conséquent, en tenant compte du facteur

de normalisation Q,, les zéros dénormalisées du plan s z,; = Qpj w; seront :

Zai = Qpj(kg) ™ (les zéros du plane s) (2.51)

Les pbles p,; sont trouveés en résolvant I'équation:1 + sf)Fl%,(w) =0,0u,

1
Fy(w) = iis— (2.52)

p

Les solutions fréquence complexes w; de (2.52) déterminer les pbles dénormalisées par

la mise en p,; = Q) w;. Les poles plane-s résultants se sont trouves étre:

Pai = Qpjed((u; — jvo)K k) (Les pdles plane-s) (2.53)

ou les u; sont les mémes que dans I'équation (2.32), et v, est la solution a valeur réelle

de I'équation:

1 . .
jVoNKy, k;) = j— -
Sn(]VON 1, 1) lsp = vVy = NKl sn 1 <E ,k1> (254)

Si N est impair, il existe un péle du plane s des valeurs réelles supplémentaires obtenues

a partir de I'équation (2.53) en réglant u; = 1 (ce qui correspond a l'indicei = L + 1):
Pao = Qpjcd((1 — jvo)K k) = Qpjsn(jvoK k) (2.55)

Pour vérifier w; = Cd((ui —ijvo)K, k) qui est une solution de I'équation (2.52), nous

utilisons la définition (1.6), la propriété (2.10), et I'état (2.54) pour obtenir:

Fn(w;) = cd((uj — jvo)NKy, k) = cd(uNK; — jvoNKy, kq)

= cd((2i — DK; — jvoNKy, kg ) = (—1)'sn(—jvoNKy, k) (2.56)
. 1
= —(—=1D'sn(jvoNKy, kq) = +j—

€p
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2-6 CONCLUSION

Nous avons présnté la technique de conception des filtres elliptiques basée sur les
fonctions elliptiques jacobiennes . Nous avons rappelé la fonction rotionnellee elliptique et
1’ équation d’évaluation de I’ordre du filtre a partir des spécification de son gabarit .Nous avons
décrit le répartition des pdles et des zéros de la fonction de transfert dans le plan s de laplace ,
la fonction de transfert du filtre elliptique analogique concgu par cette technique est exprimée

sons la forme factorisée de section du second ordre .

Le prochain chapitre est réservée a I’ implémentition de cette technique de conception et

1’étude de performences des filtres elliptiques résultants.
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CHAPITRE 3
SIMULATION ET TEST DES FILTRES ELLIPTIQUES
3-1 INTRODUCTION

Dans ce chapitre , nous allons présenté notre programme de conception des filtres elliptiques
de type quelconque (passe bas, passe haut, passe bande et coupe bande ). Notre programme permet
d’extraire les zéros et les pbles de fonction de transfert, la réponse fréquentielle et la simulation

de la fonction de filtrage, cet outil servie pour I’étude des performances des filtres elliptiques.

3-2 PROGRAMATION DE LA CONCEPTION DES FILTRES
ELLIPTIQUES

Nous avons réalisé un programme de conception des filtres elliptiques sous environement
Matlab, selon I’organigramme de la figure (3.1). Matlab est un excellent choix car il permet tous
les calculs des fonctions elliptiques, qui sont effectués par les fonctions suivantes [30]:
landen  : Transformation Landen, équation (2.40)
cde,acde : Fonction cd elliptique et son inverse, équations (2.45) et (2.46)
sne,asne : Fonction sn elliptique et son inverse, équations (2.45) et (2.46)
cne,dne : Fonctions cn et dn elliptiques (pour les arguments réels)
ellipk : L’intégrale elliptique Complete K(k), équation (2.43)
ellipdeg : Solution exacte de I'équation de calcul de I’ordre (k & partir de N,k ), équation (2.37)
ellipdegl : Solution exacte de I'équation de calcul de I’ordre (k; a partir N, k), équation (2.36)
ellipdeg2 : Solution de I'équation de calcul de I’ordre en utilisant nomes, équation (2.39)

elliprf : Fonction rationnelle elliptique, équation (2.35)
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>

N
Filtre passe bas Filtre passe Filtre passe Filtre coupe
haut bande bande

J

Données utilisateur Données utilisateur
{£,.f,,Gs, Gp) {fs1, Fp1, fs2, 52, Gs, Gp )
| | |
p

Transformation des spécifications en utilisont
le tableau (1.1) {{ws, wp} .

P
Calcul de I’intégrale elliptique compléte dans les
équations (2.7)et (2.8).

Calcul de I’ ordre d’un filtre passe bas
par 1’équation (2.22).

Calcul et regroupement des péles en utilisant des équations
(2.53),(2.55) et zéros en utilisant 1’équation (2.51)d’un filtre

passe bas.
|
|
Transformation de la fonction de transfert Transformation vers la forme du filtre
(plan s) cascade pour faciliter la (passe-haut, passe-bande,coupe-

réalisation électrique en utilisant
1’équation (2.49).

[ Tracé de la réponce en amplitude et phase. ]

bande) en utilisant le tableau (1.1).

Figure (3.1) Organigramme de conception d’un filltre elliptique .
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notre programme permet également de simuler la fonction de transfert en cascade du filtre
elliptique obtenu a I’aide de Simulink. Cette simulation la vérification de la validité des résultats
obtenus,tel que ft=G1*G2*....*Gm :

e  X(t)signal d’entrée sinusoidal, on fixe I’amplitude et on fait varier la fréquence
X(t) = 50 sin(2mFt).

° Y(t) signal filtré.

X(t) Y(©
—» Gl(s) ——» G2(s) F--+ Gm(s) |—»

Figure (3.2) Schéma de simulation d’une fonction de transfert.
3-3 TEST DU PROGRAMME DE CONCEPTION

3-3-1 Filtre passe bas

Considérons la synthése d’un filtre passe bas avec les spécifications fp, fs, Gp, Gs par les

deux I'exemples suivants, en fixant fp = 4 et fs = 4.5 et en faisant varier Gp, Gs :
On pose dans exemple 1, Gp = 0.95,Gs = 0.05. On trouve:

1. L’ordre N=5.

2. Leszéros: 7, = 28.0265j
Z, = 36.7945 j
3. Les poles : p, = —15.1717

p, = —1.00115 + 21.4113;j
pz = —6.2951 + 21.4113j
Pusque la partie réelle des poles est négative, le systhéme est donc stable.

4, La fonction de transfert en cascade:

1 1+ 0.013s? 1+ 0.0007s2

H(s) =
) 1+ 0.0659s 1+ 0.0031s+ 0.015s2 1+ 0.0253 s + 0.002s2
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5. Les tracés des réponses fréquentielles en amplitude et en phase sont donnés sur la

figure (3.3).
— |
0.3 l
2 |
: \
-4 + \/ s 1

Figure(3.3) La réponse fréquentielle en amplitude et en phase exemple 1.

Les nombreux des ondulations dans G, est égale au nombre des péles et le nombre des

ondulations dans Gs vont le nombre des zéros.

6.  Test de fonctionnement (simulation) de la fonction filtrage passe bas.

F=2 Hz F=3 Hz
| 1 | \
[ / Fo
| ,‘f f “
{ f I‘f I"I‘
I‘wl | I"‘.‘ I];' f;' I"‘u‘l
F=6 Hz F=9 Hz
N ” f A J‘ “ ‘ | f\ ! A ‘ ;f‘\ / ‘] ! f 1‘ ; ,\!\
{ (i 14 | "\ i ‘ | ‘
BRI F-HA LA a A
R R . R ‘- b .
A IR U I R N U O R b | \ i
L I 8 8 A R B
SEEREEREEEETEAY YRYENRIR RN
VRV Y Ty R - L) H |
‘I \‘ | ‘\f \‘.I‘ Rﬁ / ‘I"‘I RI‘ V / \\ J \- .” \ J J‘ |
\/ / Y \L\ il ‘\,-’ﬂ ‘L_ / \ ‘J \\‘ / \ /
o | | . | — 1 — — — —" " . S ————]

Figure(3.4) Simulation du filtre passe bas congu.
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Le test de simulation a mis en évidance les bannes performances du filtre elliptique passe

bas congu qui respecte bien les spéceficitions du gabairt.

On pose dans exemple 2, Gp = 0.95,Gs = 0.01. Dans ce cas, au obtient les résultats de

conception suivants :

1. L’ordre N=7.

2.  Leszéros: 7, = 26.9449j
z, = 29.4132j
Z3 = 43.1568 ]
3. les poles : p, = —-11.1117

p, = —0.4251 + 25.2362]
ps = —2.1056 + 23.6717 ]

p, = —6.6499 + 17.2896 ]
La stabilité du systéme de filtrage est évidante a travers la partie réelle des p6les qui est
négative.
4.  Lafonction de transfert en cascade:

1 1+ 0.0014s2 1+ 0.0012s2
14 0.0900s 1+ 0.0013 s+ 0.0016s? 1+ 0.0075s+ 0.0018s2

H(s) =

1+ 0.0005s2
1+ 0.0388 s+ 0.0029s2

5. Les tracés des réponses fréquentielles en amplitude et en phase sont donnés sur la
figure (3.5).
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Elliptic, N = 7 Elliptic, N = 7

0.9

= \ N 0.6
g g
o z
s 0.5
L
E 04 ‘
0.3
2 \
\J 0.2
0.1
\ |
2 o
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 ) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
f f

Figure(3.5) Les réponses fréquentielles en amplitude et en phase du filtre passe bas elliptique

congu.

Le nombre des ondulations dans Gp est égale au nombre des poles et le nombre des

ondulations dans Gs vont le nombre des zéros.

6.  Test de fonctionnement (simulation) du filtre elliptique passe bas congu.

i ™ " ; \. " Y —

.\ \ ) ! y
F/ “-‘ F’/ ‘\ \ b / f 7 :"‘/‘ \? :"‘/ ‘\ / : \\' r/
f . rI \ / A / \ /
\ / | / / - / \ / \ / /
/ | | \ / | | ] \ / \ / \
J ff ] \ ;‘f J \ fﬂ :J' \
i \ f."‘ \ { § {!J i ‘/ \.‘ .; \ ‘.‘;‘ | f
| | fr , \ J i ;{f \\ / i : f-‘"f \‘ J
F=6 Hz F=9 Hz
/ A A \ : ! il [ | A \ \' '}\
| \'.‘ ;f \ / “ I \l i \ / | u ’l\ / \‘ / \ { \ ’[f | ‘\
| \ [ i f - ) i [t
- ’ {4 et - . \ | \ | 1 ’ o / | X H
A O N 1\ L | / | | | I | \ -
: : | ‘ —r - r fr—t - ;
;f S !1! ;f ll! If !I | i \\ | \ | \ | ‘\ / W ]' !I { \
| | | | | | ! r | |
| \! | | | L . | R k ’ VLo \ ; \
\ | | | J. \ \ i \ [ [ | f / \ ;
| il - | ’) \ ’,’ \‘ f I w.\/ , X \ X \ / Y ) \f‘

Figure(3.6) Simulation du filtre passe bas elliptique congu.
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Dans le filtre passe bas , aprés avoir examiné les résultats et simulé le systéme, nous avons

noté plusieurs observations :

° Chaque fois qu’il y aun changement dans les valeurs de Gp et Gs ,il y a une augmentation
de N.

] Le nombre des zéros est inferirur au nombres des péles.
° La fonction de transfert exprimée en cascade pour faciliter la réalisation du filtre en pratique.

° La réponse fréquentielle en amplitude et en phase est en accord avec la thérie.

3-3-2 LE FILTRE PASSE HAUT

Nous concevons maintenant un filtre passe haut avec les spécifications fp , fs, Gp, Gs pour

les deux exemples suivants, en fixant fp = 4 ,fs = 4.5 et en faisant varier les variables Gp, Gs :
On pose dans exemple 1, Gp = 0.95, Gs = 0.05 . On abtient les résultats suivants :

1. L’ordre N=5.

2. Leszéros: z; = 0.0394j
Z, = 0.0518 ]
3. Les poles : p, = —0.0214

p, = —0.0014 + 0.0358j
p; = —0.0089 + 0.0301 j
le systéme est stable.

4, La fonction de transfert en cascade:

s?+ 642.9 s+ 373

H(s) =
(s) s + 46.84 s2+4+ 2.219s+ 779.3 s?2+ 17.96s+ 1014

5. Les tracés des réponses fréquenctielles en amplitude et en phase sont donnes sur la
figure (3.7):
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Figure(3.7) Les réponses frequentielles en amplitude et en phase du filtre passe haut elliptique

congu.
6.  Test de fonctionnement (simulation) :

F=2 Hz F=3 Hz
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Figure(3.8) Simulation dufiltre passe haut congu.
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CHAPITRE 3 SIMULATION ET TEST DES FILTRES ELLIPTIQUES

On pose dans exemple 2, Gp = 0.95,Gs = 0.01 . On obtient les résulats suivants :

1. L’ordre N=7.

2.  Leszéros: z; = 0.0379j
Z, = 0.0414 j
zz = 0.0607j

3. Les poles : p; = —0.0156

p, = —0.0006 + 0.0355j
ps = —0.003 + 0.0333 ]

p, = —0.0094 + 0.0243 ]

le systéme est stable.

4. La fonction de transfert en cascade:

s? 4+ 695.5 s? 4+ 583.7
s + 63.95 s24 0.9484s+ 792.7 s2+ 5.298s+ 894.1

H(s) =

s+ 2711
s?2 + 27.54s+ 1472

5.  Les tracés des réponses fr équentielle en amplitude et en phase sont donnés sur la
figure (3.9):

Figure(3.9) Les réponses frequentielles en amplitude et en phase du filtre passe haut elliptique
congu.
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CHAPITRE 3 SIMULATION ET TEST DES FILTRES ELLIPTIQUES

6.  Test de fonctionnement (simulation) :

F=2 Hz F=3 Hz

F=6 Hz F=9Hz

Figure(3.10) Simulation du filtre passe haut elliptique congu.

Dans le filtre passe haut , aprés avoir examiné les résultats et simulé le systéme, nous avons

noté plusieurs observations :

° Chaque fois qu’il y aun changement dans les Gp, Gs, il y a une augmentation de N.
° Le nombre des zéros est inferieur au nombres des pdles .

° La fonction de transfert est exprimée en cascade pour faciliter la réalisation du filtre en
pratique.

] La réponse fréquentielle en amplitude et en phase est accord avec la théorie.

3-3-3 FILTRE PASSE BANDE

Nous concevons un filtre passe bande avec les spécifications f;q, f,5, fs1, fs2 , Gp, Gs pour
les deux exemples suivants, en fixant les variables f,; = 3,f,, =6 ,f5; = 2.5,f;; = 6.5 eten

faisant varier les variables Gp, Gs :

On pose, dans exemple 1, Gp = 0.95,Gs = 0.05 . On obtient les résultats suivants :
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CHAPITRE 3 SIMULATION ET TEST DES FILTRES ELLIPTIQUES

1. L’ordre N=10.

2.  Leszéros: z; = 21.0199j
z, = 27.5959j
3. Les poles : p; = —11.3788

p, = —0.7587 + 19.0765j
ps = —4.7213 + 16.0585 j
le systéme est stable.

4. La fonction de transfert en cascade:

S s+ 1534 s? 4+ 329.2

H(s) = 0.3035
) 0.08788s2 + s + 62.45 s?+ 1.014s + 1433 s?2+ 0.503s + 3524

s? 4+ 1920 s? + 263
s?2+ 6.088s + 1289 s2+ 3.355s + 391.7

5. Les tracés des réponces fréquentielles en amplitude et en phase sont donnés sur la
figure (3.11):

Figure(3.11) La réponse fréquentielle en amplitude et en phase du filtre passe bande elliptique
congu.
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SIMULATION ET TEST DES FILTRES ELLIPTIQUES

CHAPITRE 3
6.  Test de fonctionnement (simulation) :
F=2 Hz F=5Hz
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Figure(3.12) Simulation du filtre passe bande elliptique congu .
On pose, dans exemple 2, Gp = 0.95,Gs = 0.01 . On obtient les résultats suivants

1. L’ordre N=12.

2.  Leszéros: 7z, = 21.6712j

z, = 25.8560 j
z3 = 60.1156 ]
3. Les poles : p; = —8.5922
p, = —0.6416 + 19.0003j

ps = —2.9916 + 16.5958
P, = —7.4750 + 7.7675]

le systéme est stable.

47



CHAPITRE 3 SIMULATION ET TEST DES FILTRES ELLIPTIQUES

4, La fonction de transfert en cascade:

s+ 1569 s+ 321.8 s+ 1811
s?2 4+ 0.857s + 1429 s?2 4+ 0.4262s + 353.4 s2 + 3.882s + 1313

H(s) = 0.01

s? + 2788 s® + 4933 s+ 102.4
sZ2 4+ 2.101s + 384.7 s2 + 8.563s + 952.7 s2+ 6.387s + 530

5. Les traces des réponse fréquentielle en amplitude et en phase sont donnés a la
figure (3.13) :

0.6

0.4
\

Figure(3.13) La réponse fréquentielle en amplitude et en phase du filtre passe bande elliptique

congul.
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CHAPITRE 3 SIMULATION ET TEST DES FILTRES ELLIPTIQUES

6.  Test de fonctionnement (simulation) :

F=2 Hz F=3 Hz

F=6 Hz F=9 Hz

Figure(3.14) Simulation du filtre passe bande elliptique congu .

Dans le filtre passe bande, aprés avoir examiné les résultats et simulé le systéme, nous avons
noté plusieurs observations :

] Chaque fois qu’il y aun changement dans les Gp, Gs , il y a une augmentation de N.
° Le nombre des zéros est inferieur au nombre des poles .

° La fonction de transfert est exprimée en cascade pour faciliter la réalisation du filtre en

pratique.

° La réponse fréquentielle en amplitude et en phase, du filtre congu est en accord avec la
théorie.
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CHAPITRE 3 SIMULATION ET TEST DES FILTRES ELLIPTIQUES

3.3.4 FILTRE COUPE BANDE

Nous concevons un filtre coupe bande avec les spécifications fy,4, f,5, f54, fs2 , Gp, Gs pour
les deux exemples suivants, mais en fixant les variables f,; = 2.5,f,; = 3.5 ,f;; = 3,f;; =6 et

en faisant varier les variables Gp, Gs :
On pose, dans exemple 1, Gp = 0.95, Gs = 0.05. on obtient :

1. L’ordre N=10.

2.  Les zéros: z; = 0.0476j
Z, = 0.0625j
3. Les poles : p; = —0.0258

p, = —0.0017 + 0.0432j
pz = —0.0107 + 0.0363 j
le systéme est stable.

4. La fonction de transfert en cascade:

s? + 710.6 s? 4+ 1284 s? + 393.1
s2 4+ 38.83s+ 710.6 s?2+ 10.66s + 1791 s2+ 4.23s + 281.9

H(s) =

s? 4+ 1534 s? + 329.2
s2 4+ 1.286s + 1650 s2+ 0.5536s + 306

5. Les tracés des réponses fréquentielles en amplitude et en phase sont donnés a la

figure (3.15) :

Elliptic, N = 5

HO)

ang(H(f)

Figure(3.15) La réponse frequentielle en amplitude et en phase du filtre coupe bande elliptique
congu.
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CHAPITRE 3 SIMULATION ET TEST DES FILTRES ELLIPTIQUES

6.  Test de fonctionnement (simulation) :

F=5 Hz

F=2 Hz

F=6 Hz F=9 Hz

Figure(3.16) Simulation du filtre coupe bande elliptique congu.

On pose, dans exemple 2, Gp = 0.95, Gs = 0.01. On obtient :

1. L’ordre N=12.

2. Leszéros: z; = 0.0490j
z, = 0.0585 j
z; = 0.1361
3. Les poles : p; = —0.0194

p, = —0.0015 + 0.0430j
ps = —0.0068 + 0.0376 ]

p, = —0.0161 + 0.0176 |

le systéme est stable.
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CHAPITRE 3 SIMULATION ET TEST DES FILTRES ELLIPTIQUES
4, La fonction de transfert en cascade:
H(s) = 0.95s? + 675.1 s? 4+ 1500 s? 4+ 336.6
5) = s2 4+ 710.6 s2+ 10.66s + 1791 s2+ 0.471s + 304.9
s+ 1335 s? + 378.3 s>+ 935.4 s+ 539.8

s2+ 6.677s + 1812

5.

s?2+ 2.619s + 278.8 s+ 43.42s + 2299 s?+ 13.42s + 219.7

Les tracés des réponse fréquentielle en amplitude et en phase sont donnés a la figure (3.17)

Figure(3.16) La réponse fréquentielle en amplitude et en phase du filtre coupe bande elliptique

6.

F=2 Hz

Test de fonctionnement (simulation) :

congu.

F=5 Hz
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Figure(3.18) Simulation du filtre coupe bande congu.
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CHAPITRE 3 SIMULATION ET TEST DES FILTRES ELLIPTIQUES

Dans le filtre coupe bande , aprés avoir examiné les résultats et simulé le systém, nous avons
noté plusieurs observations :

° Chaque fois qu’il y a un changement dans les Gp, Gs , il y a une augmentation de N.
] Le nombre des zéros est inferieur au nombre des pdles .
° La fonction de transfert écrit en cascade pour facilité de réalisation dans domain pratique.

° La réponse fréquentielle en amplitude et en phase, du filtre congu est en accord avec la
théorie.

3.4 ETUDE DU AUGMENTATION DE L’ORDRE

Dans 1’équation (2.22) ,faisons une augmentation de 1’ordre pour se rapprocher de filtre
idéal.

3.4.1 FILTRE PASSE BAS

N VAN A\ ||
N\ \ / \ / U

Gp =095 | Gs=001 | N=7 | Gp = 09995 | Gs =0.0001 | N =13

T
R
VARA

4
/
/

< ~_

Figure (3.19) la réponse en amplitude du filtre passe bas.
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CHAPITRE 3
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Figure (3.20) La réponse en amplitude du filtre passe bas.

Ne)
o
Il e
z L o
mmmnﬁ%tm% ) v
. Hmmmmmuuv S
llllllll /l
Il < Apiansee . ~
an = il == © v
i ] i
ﬂl\l\\\\\\U 1) /v
HHHH/ — ]
I <
seuniill A S~
=) 1
n | o —
o [T —
(o)} = —
> | “ =
I | e
5 | D )
(@) IR AI,I ,I ,/ 4 ) © < N o° 9 °
(o)) S S S S §
o
—
on
I F
Z e :
(o | .
= aeunaiEl /I/P
S = == nag|
] 1] ? el
1A . N~
T~ | 2 v
N = o T
N A =
TN ae ) —
o)) ] —
o ApaRcNN] - =
9 mul o
OJ- ;;;;;;;;;;; W M M M o L] “
o

Figure (3.21) La réponse en amplitude du filtre passe bas.
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Gp = Gs = N = Gp = Gs = N =
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Figure (3.22) La réponse en amplitude du filtre passe bas.
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Figure (3.23) La réponse en amplitude du filtre passe bas.
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CHAPITRE 3
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Figure (3.24) La réponse en amplitude du filtre passe bas.
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Figure (3.25) La réponse en amplitude du filtre passe bas.
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Figure (3.26) La réponse en amplitude du filtre passe bas.

Lorsque I’ordre du filtre augmente, la réponse en amplitude du filtre elliptique se rapproche
plus étroitement de la réponse idéale.

Si I’ordre est grand, alors le nombre d’ondulations est grand.
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3-4-2 FILTRE PASSE BANDE
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Figure (3.27) La réponse en amplitude du filtre passe bande.
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Figure (3.28) La réponse en amplitude du filtre passe bande.
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CHAPITRE 3
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Figure (3.29) La réponse en amplitude du filtre passe bande.
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Figure (3.30) La réponse en amplitude du filtre passe bande.
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CHAPITRE 3
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Figure (3.31) La réponse en amplitude du filtre passe bande.
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Figure (3.32) La réponse en amplitude du filtre passe bande.
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Figure (3.34) La réponse en amplitude du filtre passe bande.
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CHAPITRE 3 SIMULATION ET TEST DES FILTRES ELLIPTIQUES

Lorsque I’ordre du filtre augmente, la réponse en amplitude du filtre elliptique se rapproche
plus étroitement de la réponse ideale.

Si I’ordre est grand, alors le nombre d’ondulation est grand.

3-5 CONCLUSION

Dans ce chapitre, nous avons présenté le programme de conception des filtres elliptiques
sous envirenement Matlab. Ce programme a été testé avec plusieurs exemples de s filtres (passe
bas, passe haut, passe bande et coupe bande).il a servi a étudier les performences des filtres
elliptiques et a simuler les systeme concus, les résultats de test ont mis en évdance la bonne

concordance avec la théorie.
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CONCLUSION GENERALE

conclusion générale

Le filtre analogique actif est un sujet de recherche en plein développement a I’heure
actuelle Par conséquent, le probléme de conception de filtres analogiques a regu beaucoup
d’attention. Ce sujet est le but du 1* chapitre ou nous avons présenté un définition. Nous avons
discuté les fonction d’approximation de filtre (butterworth, chebyshev type 1, chebyshev type 2 et
elliptique ), et défini le gabarit d’un filtre .

Le deuxieme chapitre est consacré a la présentation de la technique de conception des filtres

elliptiques basée sur les fonctions elliptiques jacobiennes.

Dans le troisieme chapitre, premierement nous avons réalisé sous Matlab les fonctions
elliptiques jacbiennes et donné organigremme de conception d’un filtre, puis nous avons expliqué
la simulation de la fonction de transfert.

Dans la deuxiéme partie de ce chapitre nous avons congu des filtres elliptiques, a partir des
spécifiication de leurs gabrits , tracé la réponse fréquentielle en amplitude et en phase pour des
autres types de filtre (passe bas ,passe haut , passe bande et coupe bande). Les test en simulation

ont confermé un bon accord avec les spécifications du gabarit et avec la théorie.
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Résume

L’objectif de notre travail est 1’étude des filtres elliptiques analogiques. Un filtre analogique est
un systeme électronique qui effectue un filtrage a I'aide d'une succession d'opérations mathématiques
sur un signal continue. Les approximations de Butterworth, Chebyshev et Elliptique (Cauer) peuvent
étre utilisés dans la conception d’un filtre analogique de maniére a satisfaire les spécifications de la
bande passante, la transition bande, et la bande d'arrét des filtres. Notre travail est limité & I’étude des
filtres elliptiques et leurs performances. Un programme a été réalisé pour la conception des filtres
elliptiques a partir d’un gabarit spécifié et la simulation de la fonction filtrage.

Mots clés : filtres elliptiques, ondulation, gabarit, simulation.
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Abstract
The objective of our work is the study of analog elliptic filters. An analog filter is an electronic system
that performs filtering using a series of mathematical operations on a continuous signal. The
approximations of Butterworth, Chebyshev and Elliptic (Cauer) can be used in the design of an analog
filter to meet the specifications of bandwidth, the transition band and the stop band filters. Our work
is limited to the study of elliptical filters and performance. A program was conducted for the design

of elliptic filters from a specified template and simulation of the filter function.

Keywords : elliptical filters, ripple, template, simulation.
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