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Résumé

D ans ce mémoire, nous avons étudié un problème de Cauchy pour une équation différen-
tielle non linéaire avec dérivée fractionnaire de Caputo. Nous avons démontré un théo-

rème d’équivalence entre ce problème et une équation intégrale non linéaire de Volterra dans
l’espace de fonctions continuellement différentiables. Sur la base de ce résultat, l’existence,
l’unicité et la dépendance continue de la solution par rapport aux conditions initiales sont
prouvées. Pour l’aspect numérique, nous avons utilisé les deux méthodes de VIM et HPM pour
calculer la solution numérique de l’équation de Riccati avec dérivée fractionnaire de Caputo.

Mots-Clés : Dérivée fractionnaire, Équation intégrale de Volterra, Méthode HPM, Méthode de
VIM, Problème de Cauchy, Théorème du point fixe de Banach.

I n this memoir, we studied a Cauchy problem for a nonlinear differential equation with a
fractional Caputo derivative. We have demonstrated an equivalence theorem between this

problem and a nonlinear integral equation of Volterra in the space of continuously differen-
tiable functions. On the basis of this result, the existence, the uniqueness and the continuous
dependence of the solution with respect to the initial conditions are proved. For the numerical
aspect, we used the two methods of VIM and HPM to calculate the numerical solution of the
Riccati equation with fractional derivative of Caputo.

Keywords : Banach fixed point theorem, Cauchy problem, Fractional derivative, HPM
method, Integral equation of Volterra, VIM method.
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Introduction générale

La théorie de dérivation fractionnaire est un sujet presque ancien que le calcul classique tel
que nous le connaissons aujourd’hui, ces origines remontent à la fin du 17me siècle, l’époque
où Newton et Leibniz ont développé les fondements de calcul différentiel et intégral. En parti-
culier, Leibniz a présenté le symbole dnf

dtn
pour désigne la nme dérivée d’une fonction f . Quand

il a annoncé dans une lettre à l’Hôpital (apparemment avec l’hypothèse implicite que n ∈ N),
l’Hôpital a répondu : Que signifie dnf

dtn
si n = 1/2 ?

Cette lettre de l’Hôpital, écrite en 1695, est aujourd’hui admise comme le premier incident
de ce que nous appelons la dérivation fractionnaire, et le fait que l’Hôpital a demandé pour
n = 1/2, c’est à dire une fraction (nombre rationnel) a en fait donné lieu au nom de cette partie
des mathématiques.

Une autre théorie se développe en parallèle de la dérivation fractionnaire telle est la théo-
rie des équations différentielles fractionnaires qui a de nombreuses applications dans la des-
cription de nombreux évènements en visco-élasticité [5], électromagnétique [19], biologie [3] et
économie [2, 16].

Durant ces dernières années, les équations différentielles fractionnaires (FDE) ont trouvé
des applications dans beaucoup des problèmes en physique. Comme dans la plupart du temps,
ces équations ne peuvent être résolues exactement et les méthodes approximatives et quelques
méthodes analytiques doivent être utilisées pour résoudre des problèmes non linéaires incluent,
la méthode des itérations du variationelles (VIM) [13, 9, 8, 12] et la méthode des perturbations
homotopique (HPM) [6, 7, 11, 10].

Notre objective dans ce mémoire est l’étude du problème de Cauchy pour l’équation diffé-
rentielle d’ordre fractionnaire de type Caputo.

Ce mémoire se décompose en trois chapitres de la manière suivant : dans le premier chapitre,
nous présentons certaines théories de base qui concernent des fonctions utiles qui sont utilisées
dans les autres chapitres . Nous donnons ici les définitions des fonctions Gamma et Bêta . Ces
fonctions jouent un rôle très importent dans la théorie des équations différentielles d’ordre
fractionnaire et ce chapitre sera consacré aux définitions élémentaires pour les intégrales et
les dérivées fractionnaires au sens de Riemann-Liouville et de Caputo. Dans le deuxième cha-
pitre, nous avons étudié un problème de Cauchy pour une équation différentielle non linéaire
avec dérivée fractionnaire de Caputo. Nous avons démontré un résultat d’équivalence entre ce
problème et une équation intégrale de Volterra non linéaire dans l’espace de fonctions conti-
nuellement différentiables. Sur la base de ce résultat, l’existence et l’unicité de la solution du
problème de Cauchy considéré sont prouvées. On termine ce chapitre, par un résultat de la
dépendance continue de la solution par rapport aux conditions initiales.

Dans le dernier chapitre, nous avons présenté brièvement la méthode d’itération variation-
nelle(VIM) et la méthode de perturbation d’homotopie(HPM), puis nous avons appliqué ces
méthode sur l’équation de Riccati avec dérivée fractionnaire au sens de Caputo.

En termine ce mémoire par une conclusion et quelques perspectives.

vi



CHAPITRE 1

PRÉLIMINAIRES SUR LE CALCUL
FRACTIONNAIRE.

D ans ce chapitre, nous présentons certaines théories de base qui concernent des fonctions
utiles qui sont utilisées dans les autres chapitres . Nous donnons ici les définitions des

fonctions Gamma et Bêta . Ces fonctions jouent un rôle très importent dans la théorie des
équations différentielles d’ordre fractionnaire et ce chapitre sera consacré aux définitions élé-
mentaires pour les intégrales et les dérivées fractionnaires au sens de Riemann-Liouville et de
Caputo.
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1.1. FONCTIONS UTILES 8

1.1 Fonctions utiles

1.1.1 Fonction Gamma

Définition 1.1. (voir [17, page 1]). L’une des fonctions de Base de calcul fractionnaire est la
fonction Gamma d’Euler définie par :

Γ (z) =

∫ +∞

0

tz−1e−tdt où z ∈ C et Re (z) > 0.

Propriétés 1.1. Nous avons les propriétés suivantes :

1. Γ (z + 1) = zΓ (z).

2. Γ (1) = 1 et Γ (−m) = ∓∞ pour tout m ∈ N.

3. Γ
(

1
2

)
=
√
π et Γ

(
n+ 1

2

)
= (2n)!

√
π

4nn!
.

4. Si n ∈ N, on a : Γ (n+ 1) = n!.

Démonstration. 1. D’après l’intégrale par partie, nous avons :

Γ (z + 1) =

∫ +∞

0

e−ttzdt

=
[
−tz e−t

]+∞
0

+ z

∫ +∞

0

e−ttz−1dt

= z

∫ +∞

0

e−ttz−1dt

= zΓ (z) .

2. Nous avons :

Γ (1) =

∫ +∞

0

e−tdt =
[
−e−t

]+∞
0

= 1 et Γ (z) =
Γ (z + 1)

z
donc Γ

(
0+
)

= +∞.

3. Avec le changement de variable s =
√
t, on obtient :

Γ

(
1

2

)
=

∫ +∞

0

e−t√
t
dt

= 2

∫ +∞

0

e−s
2

ds

= 2

(√
π

2

)
(d’après l’intégrale de Gauss)

=
√
π.

D’autre part, en peut facilement démontrer par récurrence la propriété suivante :

Γ

(
n+

1

2

)
=

(2n)!
√
π

4nn!
.

K. ELGUERI et H. ABDELLI Problème de Cauchy d’ordre fractionnaire



1.1. FONCTIONS UTILES 9

4. Nous avons Γ (1) = 0! = 1 et avec la propriété Γ (z + 1) = zΓ (z), on obtient :

Γ (2) = 1× Γ (1) = 1!,

Γ (3) = 2× Γ (2) = 2!.

Pour nime itération, on a :

Γ (n+ 1) = n!.

1.1.2 Fonction Bêta

Définition 1.2. (voir [17, page 6]). La fonction Bêta est définie par :

B (z, w) =

∫ 1

0

tz−1 (1− t)w−1 dt Re (z) > 0, Re (w) > 0.

Proposition 1.1. La relation entre la fonction Gamma et Bêta donnée par :

B (z, w) =
Γ (z) · Γ (w)

Γ (z + w)
, z, w ∈ C avec Re (z) > 0 et Re (w) > 0.

Démonstration. Soit D = ] 0,+∞ [ × ] 0,+∞ [ , on a :

Γ (z) Γ (w) =

(∫ +∞

0

e−t1tz−1
1 dt1

)(∫ +∞

0

e−t2tw−1
2 dt2

)
=

∫ +∞

0

∫ +∞

0

e−(t1+t2)tz−1
1 tw−1

2 dt1dt2.

En utilisant le changement de variable suivant :{
u = t1 + t2

v = t1
t1+t2

⇒

{
t1 = uv

t2 = u (1− v)

et
∂ (t1, t2)

∂ (u, v)
=

∣∣∣∣ v u
(1− v) −u

∣∣∣∣ = −uv − u (1− v) = −u

De même que le domaine D′ correspondante à D dans les cordonnées u, v est

D′ = {(u, v) /u ≥ 0, 0 ≤ v ≤ 1}

Alors ∫ ∫
D

tz−1
1 tw−1

2 e−(t1+t2)dt1dt2 =

∫ ∫
D′

(u · v)z−1 (u (1− v))w−1 e−u |−u| dudv

=

∫ ∫
D′
uz+w−1vz−1 (1− v)w−1 e−ududv

=

∫ +∞

0

∫ 1

0

uz+w−1vz−1 (1− v)w−1 e−ududv

=

(∫ +∞

0

uz+w−1 e−udu

)∫ 1

0

vz−1 (1− v)w−1 dv

= Γ (z + w)B (z, w) .

K. ELGUERI et H. ABDELLI Problème de Cauchy d’ordre fractionnaire



1.2. INTÉGRALES FRACTIONNAIRES AU SENS DE RIEMANN-LIOUVILLE 10

Par conséquent, on a :

B (z, w) =
Γ (z) · Γ (w)

Γ (z + w)

Propriétés 1.2. 1. B (z, w) = B (w, z), (symétrique).
2. B (z, 1) = 1

z
.

Démonstration. 1. Nous avons :

B (z, w) =
Γ (z) Γ (w)

Γ (z + w)
=

Γ (w) Γ (z)

Γ (w + z)
= B (z, w) .

2. Nous avons :

B (z, 1) =
Γ (z) Γ (1)

Γ (z + 1)
=

Γ (z)

zΓ (z)
=

1

z
.

1.2 Intégrales fractionnaires au sens de Riemann-Liouville

Soient Ω = [a, b] avec (−∞ < a < b < +∞) un intervalle fini sur R et f ∈ L1 ([a, b]) une
fonction intégrable sur Ω. Nous avons :

I1
a+f (x) =

∫ x

a

f (t) dt.

I2
a+f (x) = = I1

a+

(
I1
a+f (x)

)
=

∫ x

a

I1
a+f (t) dt =

∫ x

a

∫ t

a

f (s) dsdt.

On pose g (t) =
∫ t
a
f (s) ds, d’après l’intégrale par partie, nous avons :

I2
a+f (x) =

[
t

∫ t

a

f (s) ds

]x
a

−
∫ x

a

tf (t) dt

= x

∫ x

a

f (s) ds−
∫ x

a

tf (t) dt

= x

∫ x

a

f (t) dt−
∫ x

a

tf (t) dt

=

∫ x

a

(x− t) f (t) dt.

Donc, pour nime itération, on obtient :

Ina+f (x) =
1

(n− 1)!

∫ x

a

f (t)

(x− t)1−ndt.

Cette formule est appelée formule de Cauchy, et d’après la propriété de Gamma Γ (n) =
(n− 1)!, nous avons :

Ina+f (x) =
1

Γ (n)

∫ x

a

f (t)

(x− t)1−ndt.

K. ELGUERI et H. ABDELLI Problème de Cauchy d’ordre fractionnaire



1.2. INTÉGRALES FRACTIONNAIRES AU SENS DE RIEMANN-LIOUVILLE 11

Définition 1.3. (voir [14, 18]). Soient Ω = [a, b] avec (−∞ < a < b < +∞) un intervalle fini sur
R et f ∈ L1 ([a, b]) une fonction intégrable sur Ω. Les intégrales

Iαa+f (x) =
1

Γ (α)

∫ x

a

f (t)

(x− t)1−αdt, x > a, Re (α) > 0 (1.1)

Iαb−f (x) =
1

Γ (α)

∫ b

x

f (t)

(t− x)1−αdt, x < b, Re (α) > 0. (1.2)

sont appelés les intégrales fractionnaires à gauche (à droite) de Riemann-Liouville d’ordre
α ∈ C (Re (α) > 0) respectivement.

Propriétés 1.3. (voir [14, page 71]). Soient α, β ∈ C avec Re (α) , Re (β) > 0 et a, b ∈ R. Nous
avons :

1. Iαa+ (x− a)β−1 = Γ(β)
Γ(β+α)

(x− a)β+α−1.

2. Iαb− (b− x)β−1 = Γ(β)
Γ(β+α)

(b− x)β+α−1.

Démonstration. Nous avons :

1. On pose f (x) = (x− a)β−1. Nous avons :

Iαa+f (x) =
1

Γ (α)

∫ x

a

(x− t)α−1 (t− a)β−1 dt.

Avec le changement de variable t = a+ s (x− a), nous avons :
t = a⇔ s = 0,

t = x⇔ s = 1,

dt = (x− a) ds.

Donc, avec la définition de la fonction Bêta, on obtient :

Iαa+f (x) =
(x− a)β+α−1

Γ (α)

∫ 1

0

sβ−1 (1− s)α−1 ds =
B (β, α)

Γ (α)
(x− a)β+α−1 .

En utilisant Proposition 1.1, on obtient :

Iαa+f (x) =
Γ (β)

Γ (β + α)
(x− a)β+α−1 .

2. On pose g (x) = (b− x)β−1. Nous avons :

Iαb−g (x) =
1

Γ (α)

∫ b

x

(t− x)α−1 (b− t)β−1 dt.

Avec le changement de variable t = b− s (b− x), nous avons :
t = b⇔ s = 0,

t = x⇔ s = 1,

dt = − (b− x) ds.

K. ELGUERI et H. ABDELLI Problème de Cauchy d’ordre fractionnaire



1.2. INTÉGRALES FRACTIONNAIRES AU SENS DE RIEMANN-LIOUVILLE 12

Donc, avec la définition de la fonction Bêta, on obtient :

Iαb−g (x) =
(b− x)β+α−1

Γ (α)

∫ 1

0

sβ−1 (1− s)α−1 ds =
B (β, α)

Γ (α)
(b− x)β+α−1 .

En utilisant Proposition 1.1, on obtient :

Iαb−g (x) =
Γ (β)

Γ (β + α)
(b− x)β+α−1 .

Remarque 1.1. L’intégrale d’une fonction constante au sens de Riemann-Liouville d’ordre α > 0
est donnée par :

Iαa+f (x) =
C

Γ (1 + α)
(x− a)α et Iαb−f (x) =

C

Γ (1 + α)
(b− x)α , f (x) = C ∈ R.

Théorème 1.1. Soient f ∈ C ([a, b]) et α > 0etβ > 0. Les intégrales fractionnaires de Riemann-
Liouville (1.1) et (1.2) possède les propriétés suivantes :

1. Iαa+
[
Iβa+f (x)

]
= Iα+β

a+ f (x).

2. Iαb−
[
Iβb−f (x)

]
= Iα+β

b− f (x).

Démonstration. 1. Nous avons :

Iαa+
[
Iβa+f (x)

]
=

1

Γ (α)

∫ x

a

Iβa+f (t)

(x− t)1−αdt

=
1

Γ (α) Γ (β)

∫ x

a

[∫ t

a

f (τ)

(x− t)1−α (t− τ)1−β dτ

]
dt

=
1

Γ (α) Γ (β)

∫ t

a

[∫ x

a

f (τ)

(x− t)1−α (t− τ)1−β dt

]
dτ (d’après théorème de Fubini).

En utilisant le changement de variable t = τ + s (x− τ), on obtient dt = (x− τ) ds et

t = x⇔ s = 1,

t = a⇔ τ = a⇔ s = 0.

Donc, nous avons :

Iαa+
[
Iβa+f (x)

]
=

1

Γ (α) Γ (β)

∫ x

a

[∫ 1

0

sβ−1 (1− s)α−1 ds

]
f (τ) dτ

(x− τ)1−α−β

=
B (α, β)

Γ (α) Γ (β)

∫ x

a

f (τ) dτ

(x− τ)1−α−β

=
1

Γ (α + β)

∫ x

a

f (τ) dτ

(x− τ)1−α−β

= Iα+β
a+ f (x) .

K. ELGUERI et H. ABDELLI Problème de Cauchy d’ordre fractionnaire



1.3. DÉRIVÉES FRACTIONNAIRES AU SENS DE RIEMANN-LIOUVILLE 13

2. Nous avons :

Iαb−
[
Iβb−f (x)

]
=

1

Γ (α)

∫ b

x

Iβb−f (t)

(t− x)1−αdt

=
1

Γ (α) Γ (β)

∫ b

x

[∫ b

t

f (τ)

(t− x)1−α (τ − t)1−β dτ

]
dt

=
1

Γ (α) Γ (β)

∫ b

t

[∫ b

x

f (τ)

(t− x)1−α (τ − t)1−β dt

]
dτ (d’après théorème de Fubini).

En utilisant le changement de variable t = τ − s (τ − x), on obtient dt = − (τ − x) ds et

t = x⇔ s = 1,

t = b⇔ τ = b⇔ s = 0.

Donc, nous avons :

Iαb−
[
Iβb−f (x)

]
=

1

Γ (α) Γ (β)

∫ b

x

[∫ 1

0

sβ−1 (1− s)α−1 ds

]
f (τ) dτ

(τ − x)1−α−β

=
B (α, β)

Γ (α) Γ (β)

∫ b

x

f (τ) dτ

(τ − x)1−α−β

=
1

Γ (α + β)

∫ b

x

f (τ) dτ

(τ − x)1−α−β

= Iα+β
b− f (x) .

1.3 Dérivées fractionnaires au sens de Riemann-Liouville

Définition 1.4. (voir [14, page 70]). Soit f ∈ L1 ([a, b]) une fonction intégrable sur [a, b]. Les
dérivées fractionnaires au sens Riemann-Liouville Dαa+f et Dαb−f d’ordre α ∈ C (Re (α) > 0)
sont définies par :

Dαa+f (x) : =

(
d

dx

)n (
In−αa+ f (x)

)
=

1

Γ (n− α)

(
d

dx

)n ∫ x

a

f (t) dt

(x− t)α−n+1 , n = [Re (α)] + 1; x > a.

(1.3)

et

Dαb−f (x) : =

(
− d

dx

)n (
In−αb− f (x)

)
=

1

Γ (n− α)

(
− d

dx

)n ∫ b

x

f (t) dt

(t− x)α−n+1 , n = [Re (α)] + 1; x < b.

(1.4)

respectivement, où [Re (α)] est la partie entière de Re (α).
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Remarque 1.2. 1. Si α = m ∈ N, alors n = m + 1. Donc, en utilisant (1.3) et (1.4), on obtient
les propriétés suivantes :
(a) D0

a+f (x) = D0
b−f (x) = f (x).

(b) Dma+f (x) = f (m) (x).
(c) Dmb−f (x) = (−1)m f (m) (x).

Où f (m) (x) est la dérivée usuelle de f d’ordre m.
2. Si 0 < Re (α) < 1, alors n = 1. Donc, (1.3) et (1.4) devient :

Dαa+f (x) =
1

Γ (1− α)

d

dx

∫ x

a

f (t) dt

(x− t)α
, x > a.

Dαb−f (x) =
1

Γ (1− α)

d

dx

∫ b

x

f (t) dt

(t− x)α
, x < b.

3. Si α ∈ R+, alors n = [α] + 1. Donc, (1.3) et (1.4) devient :

Dαa+f (x) =
1

Γ (n− α)

(
d

dx

)n ∫ x

a

f (t) dt

(x− t)α−n+1 , n = [α] + 1; x > a. (1.5)

Dαb−f (x) =
1

Γ (n− α)

(
− d

dx

)n ∫ b

x

f (t) dt

(t− x)α−n+1 , n = [α] + 1; x < b. (1.6)

4. Si 0 < α < 1, alors n = 1. Donc, (1.5) et (1.6) devient :

Dαa+f (x) =
1

Γ (1− α)

d

dx

∫ x

a

f (t) dt

(x− t)α
, x > a.

Dαb−f (x) =
1

Γ (1− α)

d

dx

∫ b

x

f (t) dt

(t− x)α
, x < b.

Propriétés 1.4. (voir [14, page 71]). Soient α, β ∈ C avec Re (α) , Re (β) > 0 et a, b ∈ R. Nous
avons :

1. Dαa+ (x− a)β−1 = Γ(β)
Γ(β−α)

(x− a)β−α−1.

2. Dαb− (b− x)β−1 = Γ(β)
Γ(β−α)

(b− x)β−α−1.

Démonstration. 1. On pose f (x) = (x− a)β−1. En utilisant (1.3), on obtient :

Dαa+f (x) =
dn

dxn
(
In−αa+ f (x)

)
, n = [Re (α)] + 1.

D’après Propriétés 1.3, on obtient :

Dαa+f (x) =
Γ (β)

Γ (β + n− α)

dn

dxn
(x− a)β+n−α−1 . (1.7)

D’après Propriétés 1.1, nous obtenons :

dn

dxn
(x− a)β+n−α−1 = (β + n− α− 1) (β + n− α− 2) . . . (β − α) (x− a)β−α−1

=
Γ (β + n− α)

Γ (β − α)
(x− a)β−α−1 .

(1.8)
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Nous substituons (1.8) dans (1.7), nous obtenons :

Dαa+f (x) =
Γ (β)

Γ (β − α)
(x− a)β−α−1 .

2. On pose g (x) = (b− x)β−1. En utilisant (1.4), on obtient :

Dαb−g (x) = (−1)n
dn

dxn
(
In−αb− g (x)

)
, n = [Re (α)] + 1.

D’après Propriétés 1.3, on obtient :

Dαb−g (x) = (−1)n
Γ (β)

Γ (β + n− α)

dn

dxn
(b− x)β+n−α−1 (1.9)

D’après Propriétés 1.1, nous obtenons :

dn

dxn
(b− x)β+n−α−1 = (−1)n (β + n− α− 1) (β + n− α− 2) . . . (β − α) (b− x)β−α−1

= (−1)n
Γ (β + n− α)

Γ (β − α)
(b− x)β−α−1 .

(1.10)

Nous substituons (1.10) dans (1.9), nous obtenons :

Dαb−g (x) =
Γ (β)

Γ (β − α)
(b− x)β−α−1 .

Remarque 1.3. 1. Si β = 1 et 0 < Re (α) < 1, alors la dérivée au sens de Riemann-Liouville
d’une fonction constante en général n’est pas nulle :

Dαa+1 =
(x− a)−α

Γ (1− α)
et Dαb−1 =

(b− x)−α

Γ (1− α)
.

2. Pour tout j = 1, 2, . . . , [Re (α)] + 1 avec Re (α) ≥ 0, nous avons :

Dαa+ (x− a)α−j = Dαb− (b− x)α−j = 0.

1.4 Dérivées fractionnaires au sens de Caputo

Définition 1.5. (voir [14]). Soient α ∈ C avec n = [Re (α)] + 1 et f : [a, b]→ C une fonction telle
que f (n) ∈ L1 [a, b]. Les dérivées fractionnaires d’ordre α de f au sens de Caputo sont définies
par :

CDαa+f (x) := In−αa+ f (n) (x) =
1

Γ (n− α)

∫ x

a

f (n) (t) dt

(x− t)α−n+1 (1.11)

et

CDαb−f (x) := (−1)n In−αb− f (n) (x) =
(−1)n

Γ (n− α)

∫ b

x

f (n) (t) dt

(t− x)α−n+1 (1.12)
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Propriétés 1.5. 1. Les dérivées fractionnaires au sens de Caputo sont linéaires c’est à dire
CDαa+ (λf + µg) (x) = λ

(
CDαa+f

)
(x) + µ

(
CDαa+g

)
(x) , pour tout λ, µ ∈ C

et
CDαb− (λf + µg) (x) = λ

(
CDαb−f

)
(x) + µ

(
CDαb−g

)
(x) , pour tout λ, µ ∈ C.

2. Les relations entre les dérivées au sens de Caputo (1.11),(1.12) et les dérivées au sens de
Riemann-Liouville (1.3), (1.4) sont données par :

CDαa+f (x) = Dαa+

[
f (x)−

n−1∑
k=0

f (k) (a)

k!
(x− a)k

]
(1.13)

et

CDαb−f (x) = Dαb−

[
f (x)−

n−1∑
k=0

f (k) (b)

k!
(b− x)k

]
, (1.14)

Remarque 1.4. 1. Si 0 < Re (α) < 1, alors avec Remarque 1.3, les relations (1.13) et (1.14)
prennent les formes suivantes :

CDαa+f (x) = Dαa+ [f (x)− f (a)] = Dαa+f (x)− f (a)

Γ (1− α)
(x− a)−α

et

CDαb−f (x) = Dαb− [f (x)− f (b)] = Dαb−f (x)− f (b)

Γ (1− α)
(b− x)−α .

2. Si α /∈ N∗, alors avec Propriétés 1.4 et Propriétés 1.1, les relations (1.13) et (1.14) prennent
les formes suivantes :

CDαa+f (x) = Dαa+f (x)−
n−1∑
k=0

f (k) (a)

Γ (k − α + 1)
(x− a)k−α

et

CDαb−f (x) = Dαb−f (x)−
n−1∑
k=0

f (k) (b)

Γ (k − α + 1)
(b− x)k−α .

3. Si f ∈ C ([a, b]), nous avons :
CDαa+ (Iαa+f (x)) = f (x)

et

Iαa+
(
CDαa+f (x)

)
= f (x)−

n−1∑
k=0

f (k) (a)

k!
(x− a)k .

Donc, l’opérateur de dérivation de Caputo est un inverse à gauche de l’opérateur d’inté-
gration fractionnaire mais il n’est pas un inverse à droit.

Exemple 1.1. 1. Soient β ∈ C avec Re (β) > 0 et n = [Re (β)] + 1. La dérivée de la fonction
f (x) = (x− a)β−1 au sens de Caputo est donnée par :

CDαa+f (x) =
Γ (β)

Γ (β − n)
(x− a)β−α−1 . (1.15)

2. En remplaçant dans (1.15) β = 1, nous obtenons que la dérivée d’une fonction constante
au sens de Caputo est nulle :
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1.5 Théorème de point fixe

Définition 1.6. Soit X un espace de Banach ,et T : X −→ X une application continu , on dit
que T est contractante si T est lipschitzienne de rapport K < 1

C’est-à-dir :
∃K < 1 : ∀x, y ∈ X : ‖T (x)− T (y)‖ ≤ ‖x− y‖ .

Pour les applications ultérieures, nous avons besoin de théorèmes de point fixe suivants :

Théorème 1.2. (Banach) Soit X un espace de Banach ,et T : X −→ X un opérateur contractante
alors T admet un point fixe unique, i.e ∃!u ∈ X telle que

Tu = u

Autrement dit : Si T (k) (k ∈ N) est une suite d’opérateur définie par T 1 = T et T k = TT k−1

k ∈ (N\ {1}) alors pour tout x0 ∈ E la suite
{
T (k)x0

}∞
k=1

converge vers le point x∗.

lim
k→∞

∥∥T (k)x0 − x∗
∥∥ = 0 (1.16)
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CHAPITRE 2

PROBLÈME DE CAUCHY POUR D’ÉQUATION
DIFFÉRENTIELLE NON LINÉAIRE AVEC

DÉRIVÉE FRACTIONNAIRE DE CAPUTO

D ans ce chapitre, nous avons étudié un problème de Cauchy pour une équation différen-
tielle non linéaire avec dérivée fractionnaire de Caputo. Nous avons démontré un résultat

d’équivalence entre ce problème et une équation intégrale de Volterra non linéaire dans l’espace
de fonctions continuellement différentiables. Sur la base de ce résultat, l’existence et l’unicité de
la solution du problème de Cauchy considéré sont prouvées. On termine ce chapitre, par un ré-
sultat de la dépendance continue de la solution par rapport aux conditions initiales.

18
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Soient [a, b] un intervalle fini de R et α > 0 avec α /∈ N. On considère le problème de Cauchy
pour l’équation différentielle non linéaire d’ordre fractionnaire de Caputo suivant :

cDαa+y (x) = f (x, y (x)) , x ∈ [a, b] (2.1)

avec les conditions initiales

y(k) (a) = bk ∈ R, k = 0, 1, . . . , n− 1, n = [α] + 1. (2.2)

Où cDαa+ est la dérivée fractionnaire de Caputo, f (·, y) : [a, b] × R → R une fonction continue
par rapport à x ∈ [a, b] pour tout y ∈ R et [α] est la partie entière de α.

Nous étudions le problème de Cauchy (2.1)-(2.2) sur l’espace de Banach suivant :

Cn−1 [a, b] =

{
g : [a, b]→ R : ‖g‖Cn−1[a,b] =

n−1∑
k=0

∥∥g(k)
∥∥
C[a,b] , n = [α] + 1

}
et C0 [a, b] = C [a, b] .

2.1 Résultat d’équivalence

Théorème 2.1. Soient α > 0 avec α /∈ N, n = [α] + 1 et f (·, y) : [a, b]×R→ R une fonction continue
par rapport à x ∈ [a, b] pour tout y ∈ R. Nous avons, y ∈ Cn−1 [a, b] une solution du problème de
Cauchy (2.1)-(2.2) si et seulement si y est une solution de l’équation d’intégrale de Volterra suivante :

y (x) =
n−1∑
k=0

bk
k!

(x− a)k +
1

Γ (α)

∫ x

a

f (t, y (t)) dt

(x− t)1−α . (2.3)

Démonstration. Soient α > 0 avec α /∈ N et n = [α] + 1.

1. On suppose que y ∈ Cn−1 [a, b] est une solution du problème (2.1)-(2.2). Comme f (·, y) ∈
C [a, b] pour tout y ∈ R, donc d’après (2.1) nous avons : cDα

a+y (x) ∈ C [a, b]. En utilisant
Remarque 1.4, on obtient :

Iαa+
(
CDαa+y (x)

)
= y (x)−

n−1∑
k=0

y(k) (a)

k!
(x− a)k .

Donc, on a :

y (x) =
n−1∑
k=0

y(k) (a)

k!
(x− a)k + Iαa+

(
CDαa+y (x)

)
=

n−1∑
k=0

y(k) (a)

k!
(x− a)k +

1

Γ (α)

∫ x

a

f (t, y (t)) dt

(x− t)1−α .

2. On suppose que y ∈ Cn−1 [a, b] est une solution d’équation de Volterra (2.3). En dérivant
(2.3) et en utilisant [14, Property 2.2], on obtient pour tout k = 1, . . . , n− 1 :

y(k) (x) =
n−1∑
j=k

bj
(j − k)!

(x− a)j−k +
1

Γ (α− k)

∫ x

a

f (t, y (t)) dt

(x− t)1−α+k
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Avec le changement de variable t = a+ s (x− a), on obtient :

y(k) (x) =
n−1∑
j=k

bj
(j − k)!

(x− a)j−k +
(x− a)α−k

Γ (α− k)

∫ 1

0

f [a+ s (x− a) , y (a+ s (x− a))] ds

(1− s)1−α+k

Par passage à la limite x→ a+, et en utilisant la continuité de f , nous obtenons les relations
(2.2). D’autre part, en appliquant l’opérateur de dérivée de Riemann-Liouville Dαa+ sur
l’équation de Volterra (2.3) et avec (2.2), nous obtenons :

Dαa+

(
y (x)−

n−1∑
k=0

y(k) (a)

k!
(x− a)k

)
= Dαa+Iαa+f (x, y (x)) .

D’après [14, Lemma 2.4] et (1.13), on obtient l’équation (2.1).

Corollaire 2.1. Soient 0 < α < 1 et f (·, y) : [a, b] × R → R une fonction continue par rapport à
x ∈ [a, b] pour tout y ∈ R. Alors, y ∈ C [a, b] est une solution du problème de Cauchy suivant :{

cDα
a+y (x) = f (x, y (x)) ,

y (a) = b,

si et seulement si y est une solution d’équation intégrale de Volterra suivante :

y (x) = b+
1

Γ (α)

∫ x

a

f (t, y (t)) dt

(x− t)1−α .

2.2 Résultat d’existence et d’unicité

Dans cette section, nous montrons l’existence et l’unicité de la solution du problème de
Cauchy (2.1)-(2.2) dans l’espace des fonctions Cn−1,α [a, b] défini par :

Cn−1,α [a, b] =
{
y ∈ Cn−1 [a, b] , cDαa+y ∈ C [a, b] , n = [α] + 1

}
.

Pour étudier l’existence et l’unicité de la solution du problème de Cauchy (2.1)-(2.2), nous avons
le lemme suivant :

Lemme 2.1. Si α > 0 avec α /∈ N et n = [α] + 1, alors l’opérateur d’intégration fractionnaire Iαa+ :
C [a, b]→ Cn−1 [a, b] au sens de Riemann-Liouville est borné c’est à dire

‖Iαa+g‖Cn−1[a,b] ≤M ‖g‖C[a,b] , M =
n−1∑
k=0

(b− a)α−k

Γ (α− k + 1)
.

Démonstration. Soit g ∈ C [a, b]. En utilisant [14, Property 2.2], on obtient :

dj

dxj
Iαa+g (x) = Iα−ja+ g (x) , pour tout j = 0, 1, . . . , n− 1.

Pour tout x ∈ [a, b], nous avons :

‖Iαa+g‖Cn−1[a,b] =
n−1∑
k=0

∥∥∥∥ dkdxk Iαa+g
∥∥∥∥
C[a,b]

=
n−1∑
k=0

∥∥Iα−ka+ g
∥∥
C[a,b] ≤ ‖g‖C[a,b]

n−1∑
k=0

(b− a)α−k

Γ (α− k + 1)
,

ce qui démontré le lemme.
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Théorème 2.2. Soient α > 0 avec α /∈ N, n = [α] + 1 et G un ouvert de R. On suppose que f :
[a, b]×G→ R une fonction telles que

1. Pour tout y ∈ G fixé, f (·, y) ∈ C [a, b].

2. La fonction f : [a, b] × G → R est vérifiée la condition de Lipschitz par rapport y, c’est à dire il
existe L > 0 tel que

|f (x, y1)− f (x, y2)| ≤ L |y1 − y2| pour tout x ∈ [a, b] et pour tout y1, y2 ∈ G. (2.4)

Si

L

n−1∑
k=0

(b− a)α−k

Γ (α− k + 1)
< 1, (2.5)

alors, le problème de Cauchy (2.1)-(2.2) admet une unique solution y ∈ Cn−1,α [a, b].

Démonstration. Tout d’abord, nous montrons qu’il existe une solution unique y ∈ Cn−1 [a, b] du
problème (2.1)-(2.2). D’après Théorème 2.1, il est suffisant de prouver l’existence d’une solu-
tion unique y ∈ Cn−1 [a, b] de l’équation intégrale de Volterra non linéaire (2.3). Nous utilisons
Théorème 1.2 du point fixe de Banach pour l’espace Cn−1 [a, b] avec la norme suivante :

‖y1 − y2‖Cn−1[a,b] :=
n−1∑
k=0

∥∥∥y(k)
1 − y

(k)
2

∥∥∥
C[a,b]

. (2.6)

Nous réécrivons l’équation intégrale (2.3) sous la forme y (x) = (Ty) (x), où
y0 (x) =

n−1∑
j=0

bj
j!

(x− a)j ,

(Ty) (x) = y0 (x) + 1
Γ(α)

∫ x
a
f(t,y(t))dt

(x−t)1−α .

(2.7)

+ Soit y ∈ Cn−1 [a, b]. En dérivant (2.7) k fois (k = 1, . . . , n− 1) et en utilisant [14, Property
2.2], nous obtenons pour tout k = 0, 1, . . . , n− 1,

(Ty)(k) (x) = y
(k)
0 (x) +

1

Γ (α− k)

∫ x

a

f (t, y (t)) dt

(x− t)1−α+k
, (2.8)

avec y(k)
0 (x) =

n−1∑
j=k

bj
(j − k)!

(x− a)j−k. Pour tout k = 0, 1, . . . . . . , n − 1, le premier terme

dans le côté droit de (2.8) est une fonction continue sur [a, b], et par Lemme 2.1, le
deuxième terme est continu sur [a, b]. Donc, nous avons :∥∥∥∥∥ 1

Γ (α− k)

∫ x

a

f (t, y (t)) dt

(x− t)1−α+k

∥∥∥∥∥
C[a,b]

≤ (b− a)α−k

Γ (α− k + 1)
‖f (t, y (t))‖C[a,b] , (2.9)

pour tout k = 0, 1, . . . , n− 1. Par conséquent Ty ∈ Cn−1 [a, b].
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+ En utilisant (2.6), (2.8),(2.9) et la condition de Lipschitz (2.4), nous avons :

‖Ty1 − Ty2‖Cn−1[a,b] =
n−1∑
k=0

∥∥∥(Ty1)(k) − (Ty2)(k)
∥∥∥
C[a,b]

≤
n−1∑
k=0

∥∥∥∥∥ 1

Γ (α− k)

∫ x

a

f (t, y1 (t))− f (t, y2 (t))

(x− t)1−α+k
dt

∥∥∥∥∥
C[a,b]

≤
n−1∑
k=0

(b− a)α−k

Γ (α− k + 1)
‖f (t, y1 (t))− f (t, y2 (t))‖C[a,b]

≤ L
n−1∑
k=0

(b− a)α−k

Γ (α− k + 1)
‖y1 − y2‖C[a,b] .

D’où, T est contractante. D’après Théorème 1.2, il existe y∗ ∈ Cn−1 [a, b] un point fixe
unique de l’application T c’est à dire y∗ (x) = (Ty∗) (x) est l’unique solution de l’équation
de Volterra (2.3) sur l’intervalle [a, b].

Grâce Théorème 1.2, cette solution y∗ (x) est une limite de la suite convergente ym (x) =
(Tmy∗) (x) ∈ Cn−1 [a, b] :

lim
m→+∞

‖ym − y∗‖Cn−1[a,b] = 0. (2.10)

De (2.1), nous avons :

‖cDαa+ym (x)− cDαa+y∗ (x)‖C[a,b] = ‖f (x, ym (x))− f (x, y (x))‖C[a,b]
≤ L ‖ym − y∗‖C[a,b]
≤ L ‖ym − y∗‖Cn−1[a,b] .

D’après (2.10), nous obtenons :

lim
m→+∞

‖cDα
a+ym (x)− cDα

a+y
∗ (x)‖C[a,b] = 0.

D’où, y∗ ∈ Cn−1,α
[a, b]. Ceci complète la preuve du Théorème 2.2.

2.3 Dépendance continue par rapport aux données

Proposition 2.1. Soient y ∈ Cn−1,α [a, b] une solution du problème (2.1)-(2.2) et z ∈ Cn−1,α [a, b] une
autre solution du même problème avec la condition initiale z(k) (a) = ck, où k = 0, 1, . . . , n − 1. Alors,
sous les hypothèses du Théorème 2.2, il existe K > 0 tel que :

‖y − z‖Cn−1[a,b] ≤ K ‖b− c‖ , (2.11)

où ‖b− c‖ =

(
n−1∑
j=0

|bj − cj|2
)1/2

.

K. ELGUERI et H. ABDELLI Problème de Cauchy d’ordre fractionnaire



2.3. DÉPENDANCE CONTINUE PAR RAPPORT AUX DONNÉES 23

Démonstration. D’après l’équation intégrale de Volterra (2.3), nous avons :

y (x) =
n−1∑
k=0

bk
k!

(x− a)k +
1

Γ (α)

∫ x

a

f (t, y (t)) dt

(x− t)1−α

et

z (x) =
n−1∑
k=0

ck
k!

(x− a)k +
1

Γ (α)

∫ x

a

f (t, z (t)) dt

(x− t)1−α .

Pour tout k = 0, 1, . . . , n− 1, nous avons :

y(k) (x) =
n−1∑
j=k

bj
(j − k)!

(x− a)j−k +
1

Γ (α− k)

∫ x

a

f (t, y (t)) dt

(x− t)1−α+k
(2.12)

et

z(k) (x) =
n−1∑
j=k

cj
(j − k)!

(x− a)j−k +
1

Γ (α− k)

∫ x

a

f (t, z (t)) dt

(x− t)1−α+k
(2.13)

De (2.12) et (2.13), nous avons :∥∥y(k) − z(k)
∥∥
C[a,b] ≤

n−1∑
j=k

|bj − cj|
(j − k)!

(b− a)j−k

+

∥∥∥∥∥ 1

Γ (α− k)

∫ x

a

f (t, y (t))− f (t, z (t))

(x− t)1−α+k
dt

∥∥∥∥∥
C[a,b]

≤

(
n−1∑
j=k

|bj − cj|2
)1/2(n−1∑

j=k

(b− a)2(j−k)

)1/2

+
(b− a)α−k

Γ (α− k + 1)
‖f (t, y (t))− f (t, z (t))‖C[a,b]

≤

(
n−1∑
j=0

|bj − cj|2
)1/2(n−1∑

j=0

(b− a)2j

)1/2

+ L
(b− a)α−k

Γ (α− k + 1)
‖y − z‖C[a,b]

Donc, on a : [
1− L

n−1∑
k=0

(b− a)α−k

Γ (α− k + 1)

]
n−1∑
k=0

∥∥y(k) − z(k)
∥∥
C[a,b] ≤ K1 ‖b− c‖ ,

où K1 =

(
n−1∑
j=0

(b− a)2j

)1/2

. D’après la condition (2.5), nous obtenons (2.11) avec

K =
K1

1− L
n−1∑
k=0

(b− a)α−k

Γ (α− k + 1)

.
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CHAPITRE 3

MÉTHODES DE VIM ET HPM

D ans ce chapitre, nous avons présenté brièvement la méthode d’itération variation-
nelle(VIM) et la méthode de perturbation d’homotopie(HPM), puis nous avons appliqué

ces méthode sur l’équation de Riccati avec dérivée fractionnaire au sens de Caputo.

24
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3.1 Méthode d’itération variationnelle (VIM)

Pour illustrer les idées de cette méthode, on considère l’équation différentielle non linéaire
suivante :

Ly +Ny = g (x) (3.1)

Où L est un opérateur linéaire, g (x) une fonction réelle.
On peut construire une formule de correction fonctionnelle comme suit, voir [13] :

yn+1 (x) = yn (x) +

∫ x

0

λ (Lyn (t) +Nỹn (t)− g (t)) dt (3.2)

Où λ est un multiplicateur générale du Lagrange, l’indice n représente la nme approximation
ỹn (x) est considéré comme une variation restreinte c’est-a-dire δỹn (x) = 0.

Pour résoudre l’équation par la méthode VIM, on doit d’abord déterminer la multiplicateur
de Lagrange λ qui va être identifier par une intégrale par partie alors les approximation suc-
cessives yn de la solution y (x) vont être obtenues en utilisant le multiplicateur de Lagrange
et y0 une fonction bien choisie (qui doit être au moins satisfaire les conditions initiales) par
conséquent, la solution exacte sera la limite

lim
n→∞

yn (x) = y (x) (3.3)

3.1.1 Analyse de convergence

En considère le problème suivant :{
cDα

0+ (x) = f (x, y (x)) n− 1 < α ≤ n

y(k) (0) = yk0 k = 0, 1, 2, ....., n− 1 oú x ∈ [0, T ]
(3.4)

D’où y(k) (x) désigne la dérivée d’ordre k de y (x) et f : [0, T ] × R −→ R, satisfait la condition
de Lipschitz

|f (x, y1)− f (x, y2)| ≤ A |y1 − y2| x ≥ 0 , y1, y2 ∈ R (3.5)

On définit la norme ‖y‖∞ = max |y (x)|, et (cDαy) est la dérivée fractionnaire de Caputo (1.11).
l’équation (3.4) peut être équivalente à l’équation intégrale de Volterra suivante :

y (x) =

[α]−1∑
k=0

yk0
xk

k!
+

1

Γ (α)

∫ x

0

f (t, y (t)) dt

(x− t)1−α . (3.6)

On pose

g (x) =

[α]−1∑
k=0

yk0
xk

k!

L’équation (3.6) peut être transformée sous forme :

y (x) = g (x) +
1

Γ (α)

∫ x

0

f (t, y (t)) dt

(x− t)1−α . (3.7)
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Selon l’idée de [2] et [9], itération pour l’équation (3.7) peut être construite comme suit :

yn+1 (x) = g (x) +
1

Γ (α)

∫ x

0

f (t, yn (t)) dt

(x− t)1−α . n = 1, 2, .... (3.8)

On utilise la valeur initiale y0 (x) = y
(0)
0 + xy

(1)
1 + x2y

(2)
2 + · · · + xn−1y

(n−1)
n−1 , et on commence

l’itération .
la valeur yn de la niem d’itération se rapproche vers la solution exacte du problème (3.4) par :

y = lim
n→∞

yn.

Théorème 3.1. Soit y (x) , yi (x) ∈ C [0, T ] , i = 1, 2, · · · .Alors, la suit {yn (x)}∞n−1, définit par (3.8)
avec y0 (x) = y

(0)
0 + xy

(1)
1 + x2y

(2)
2 + · · ·xn−1y

(n−1)
n−1 , converge vers la solution du problème (3.4).

Démonstration. Soit Ei (x) = yi (x)− y (x) , i = 1, 2, · · · , d’après (3.7) et (3.8) on a :

En+1 =
1

Γ (α)

∫ x

0

[f (t, yn (t))− f (t, y (t))] dt

(x− t)1−α (3.9)

+ Pour le cas α ≥ 1,∀x ∈ [0, T ] et t ∈ [0, x] , (x− t)α−1 est bornée.
Soit M = max0≤t≤x,0≤x≤T

∣∣(x− t)α−1
∣∣, d’après la condition de Lipschitz (3.5), on a :

|En+1 (x)| ≤ 1

Γ (α)

∫ x

0

|f (t, yn (t))− f (t, y (t))| dt
|x− t|1−α

≤ MA

Γ (α)

∫ x

0

|yn (t)− y (t)| dt

≤ MA

Γ (α)

∫ x

0

|En (t)| dt

Par récurrence :

|En+1 (x)| ≤ Mn+1An+1

[Γ (α)]n+1

∫ x

0

∫ t1

0

∫ t2

0

· · ·
∫ tn

0

|E0 (t)| dtn+1 · · · dt3dt2dt1

De plus

‖En+1‖∞ ≤
[
MA

Γ (α)

]n+1

max
0≤t≤x,0≤x≤T

∫ x

0

∫ t1

0

∫ t2

0

· · ·
∫ tn

0

|E0 (t)| dtn+1....dt3dt2dt1

≤
[
MA

Γ (α)

]n+1
T n+1

(n+ 1)!
‖E0‖∞

D’où M,A, T et Γ (α) , ‖E0‖∞, sont des constante nous avons :

lim
n→∞

‖En+1‖∞ ≤ lim
n→∞

[
MAT

Γ (α)

]n+1 ‖E0‖∞
(n+ 1)!

= 0
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+ Pour le cas 0 < α < 1, on a :

|En+1 (x)| ≤ A

Γ (α)

∫ x

0

|yn (t)− y (t)| dt
(x− t)1−α =

A

Γ (α)

∫ x

0

|En (t)| dt
(x− t)1−α

|En+1 (x)| ≤ AIα |En (x)|

Par conséquent, on a :

|En+1 (x)| ≤ A2I2α |En−1 (x)|
≤ An+1I(n+1)α |E0 (x)|

=
An+1

Γ (nα + α)

∫ x

0

|E0 (t)| dt
(x− t)1−nα−α

≤ An+1 ‖E0‖∞
Γ (nα + α)

∫ x

0

dt

(x− t)1−nα−α

=
An+1 ‖E0‖∞ T nα+α

Γ (nα + α) (nα + α)

D’après [1], on a :
Γ (nα + α) ≈

√
2π e−nα (nα)nα+α− 1

2

Puis
An+1T nα+α

Γ (nα + α) (nα + α)
≈ An+1T nα+α

√
2π e−nα (nα)nα+α− 1

2

· 1

(nα + α)

On peut trouver un nombre réel délimitée A1, qui satisfait :

Aα1 = A

Telle que

An+1T nα+α

√
2π e−nα (nα)nα+α− 1

2

· 1

(nα + α)
=

1√
2π eα

·
(
A1Te

nα

)nα+α

· (nα)
1
2

(nα + α)

Donc on a :

‖En+1‖∞ ≤
‖E0‖∞√

2π eα
·
(
A1Te

nα

)nα+α

· (nα)
1
2

(nα + α)

Oú A1, ‖E0‖∞ et T , sont des constantes. Ainsi

lim
n→∞

‖En+1‖∞ ≤ lim
n→∞

(
‖E0‖∞ (A1Te)

nα+α (nα)
1
2

√
2π eα (nα)nα+α (nα + α)

)

≤ ‖E0‖∞√
2π eα

lim
n→∞

(
(A1Te)

nα+α

(nα)nα+α

)
= 0
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3.1.2 Résolution de l’équation fractionnaire de Riccati

On considère l’équation fractionnaire de Riccati suivante :{
cDαy = A (x) +B (x) y + C (x) y2

y (0) = 0
(3.10)

Nous pouvons construire une correction fractionnelle selon la méthode d’itération variation-
nelle suivant :

yn+1 (x) = yn (x) + Iαλ (x)

[
dαyn
dxα

− A (x)−B (x) yn − C (x) y2
n

]
(3.11)

Ly +Ry +Ny = g (x)

Par identification du multiplicateur, l’approximation s’écrit sous la forme :

yn+1 (x) = yn (x) +

∫ x

0

λ (t)

(
dαyn
dtα
− A (t)−B (t) yn − C (t) y2

n

)
dt

yn+1 (x) = yn (x) +

∫ x

0

λ (t) [Lyn +Rỹn (x) +Nỹn (x)− g (x)] (3.12)

avec λ est le multiplicateur générale de Lagrange .
L’indice n’est représente la niem approximation ỹn (x) est considère comme étant une varia-

tion réduite c’est-a-dire δỹn (x) = 0

δỹn+1 = δỹn + δ

(∫ x

0

λ (t)
dαyn
dtα

dt

)
= 0 (3.13)

d’après l’intégrale par partie cela conduit aux conditions stationnaires 1 + λ|t=0 et λ|t=0 = 0 qui
donne λ = −1.

En substituant cette valeur du multiplicateur de Lagrange dans (3.11) on obtient la formule
itérative suivant :

yn+1 (x) = yn (x)− Iα (x)

[
dαyn
dxα

− A (x)−B (x) yn − C (x) y2
n

]
(3.14)

Et la solution exacte donne par :
lim
n→∞

yn (x) = y (x)

Exemple 3.1. On considère l’équation fractionnaire de Riccati suivant :{
dαy
dxα

= y2 (x) + 1

y (0) = 0
avec 0 < α ≤ 1 (3.15)

Si α = 1, la solution exacte est y (x) = tan (x).
D’après l’équation (3.15), la correction fractionnaire est donnée par :

yn+1 (x) = yn (x)− Iα
[
dαyn
dxα

+ y2
n − 1

]
(3.16)
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Par la formule d’itération

y0 (x) = 0

y1 (x) =
xα

Γ (α + 1)

y2 (x) =
xα

Γ (α + 1)
+

Γ (2α + 1)x3α

Γ (α + 1)2 Γ (3α + 1)

y3 (x) =
xα

Γ (α + 1)
+

Γ (2α + 1)x3α

Γ (α + 1)2 Γ (3α + 1)
+

2Γ (2α + 1) Γ (4α + 1)x5α

Γ (α + 1)3 Γ (3α + 1) Γ (5α + 1)

+
Γ (2α + 1)2 Γ (6α + 1)x7α

Γ (α + 1)3 Γ (3α + 1)2 Γ (7α + 1)
...
...

Comme
y = lim

n→∞
yn

On obtenons

y (x) =
xα

Γ (α + 1)
+

Γ (2α + 1)x3α

Γ (α + 1)2 Γ (3α + 1)
+

2Γ (2α + 1) Γ (4α + 1)x5α

Γ (α + 1)3 Γ (3α + 1) Γ (5α + 1)

+
Γ (2α + 1)2 Γ (6α + 1)x7α

Γ (α + 1)3 Γ (3α + 1)2 Γ (7α + 1)
+ ..... (3.17)

En substituant α = 1, dans(3.17) nous Obtenons la série suivante :

y (x) = x+
1

3
x3 +

2

15
x5 +

1

63
x7.

FIGURE 3.1 – Solution exacte et solution numérique par VIM.

Remarque 3.1. Pour les solutions approchées on prend quatre termes.
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3.2 Méthode de perturbation d’homotopie(HPM)

Pour illustrer les idées de base de cette méthode, nous considérons l’équation différentielle
non linéaire suivante :

A (y)− f (x) = 0 , x ∈ Ω (3.18)

Avec les conditions aux limites

B

(
y,
∂y

∂n

)
= 0 , x ∈ Γ (3.19)

Où A est un opérateur différentielle général, B est un opérateur de la limite, f (x) est une fonc-
tion continu connue, et Γ la frontière du domaine Ω et y est la fonction inconnue.

L’opérateur A est décomposé en L et N oú L est un linéaire et N est un opérateur non
linéaire, peut être récrit comme suit :

L (y) +N (y)− f (x) = 0 (3.20)

On construit une homotopie :
v (x, p) : Ω× [0, 1]→ R (3.21)

qui satisfait :

H (v, p) = (1− p) [L (v)− L (y0)] + p [A (v)− f (x)] = 0 p ∈ [0, 1] , x ∈ Ω (3.22)

H (v, p) = L (v)− L (y0) + pL (y0) + p [N (v)− f (x)] = 0 (3.23)

Où p ∈ [0, 1] est un paramètre d’homotopie et y0 est une approximation initiale de l’équation
(3.18) qui satisfait les condition aux limites (3.19).

D’après les deux équations précédentes (3.22) et (3.23) nous aurons :

H (v, 0) = L (v)− L (y0) = 0 (3.24)

H (v, 1) = A (v)− f (x) = 0 (3.25)

Le changement de p de zéro à l’unité transforme y0 (x) en y (x), en topologie avec cette dernière
propriété,la fonction v (x, p) est appelée homotopie.

Selon la méthode HPM, nous pouvons utiliser le paramètre p comme un petite paramètre ,
et supposons que les solution des équations (3.22) et (3.23) peut être écrit comme une série de
puissance p :

v = v0 + pv1 + p2v2 + · · · (3.26)

Pour p = 1, la solution approchée de l’équation (3.18) s’écrit :

y = lim
p→1

v = v0 + v1 + v2 + · · · (3.27)

3.2.1 Analyse de convergence

On considère le problème suivant, voir [5, 19, 3] :

cDαy (t) = f
(
t, y (t) , Dn1y (t) , Dn2y (t) , · · · , Dnqy (t)

)
, x ∈ [0, T ] , ni ∈ N (3.28)

yk (0) = bk, y (x, t) = g (x, t) , , k = 0, 1, 2, · · · (3.29)
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Considérons que f : [0, T ] × R × R × · · · × R → R une application continue, on suppose
quef (t, y1, y2, · · · , yn) admet des dérivée ∂f

∂yi
continues et bornées qui satisfont la condition de

Lipschitz∣∣f (t, y1 (t) , Dn1y1 (t) , Dn2y1 (t) , · · · , Dnqy1 (t)
)
− f

(
t, y2 (t) , Dn1y2 (t) , Dn2y2 (t) , · · · , Dnqy2 (t)

)∣∣
≤ A

∣∣f (y1, D
n1y1, D

n2y1, · · · , Dnqy1

)
− f

(
y2, D

n1y2, D
n2y2, · · · , Dnqy2

)∣∣ , t ≥ 0 (3.30)

Pour illustrer les concepts de base de la HPM pour l’équation aux dérivée partielle fractionnaire
(3.28) avec les conditions initiales (3.29), nous construisons l’homotopie de (3.28) comme suit

(1− p) (cDαy) (x, t) + p (cDαy) (x, t)− f
(
t, y (t) , Dn1y1 (t) , Dn2y1 (t) , · · · , Dnqy1 (t)

)
= 0 (3.31)

Ou bien
(cDαy) (x, t) = p

(
f
(
t, y (t) , Dn1y1 (t) , Dn2y1 (t) , · · · , Dnqy1 (t)

))
(3.32)

En remplaçant (3.26) dans (3.32) et par identification avec les termes des différents monômes en
p, on obtient les équations suivantes

p0 : (cDαy0) (x, t) = f (x, t) ,

p1 : (cDαy1) (x, t) = f
(
t, y0 (t) , Dn1y0 (t) , Dn2y0 (t) , · · · , Dnqy0 (t)

)
,

p2 : (cDαy2) (x, t) = f
(
t, y1 (t) , Dn1y1 (t) , Dn2y1 (t) , · · · , Dnqy1 (t)

)
,

pn : (cDαyn) (x, t) = f
(
t, yn−1 (t) , Dn1yn−1 (t) , Dn2yn−1 (t) , · · · , Dnqyn−1 (t)

)
,

(3.33)

Utilisons l’opérateur fractionnaire de Riemann-Liouville Iα, qui est l’opérateur l’inverse de la
dérivée de Caputo cDα sur les deux membres de (3.33), les premiers termes de la solution sont
donnée par

y0 (x, t) = y0 + Iα (f (x, t)) ,

y1 (x, t) = +Iα
(
f
(
x, y0 (x) , Dn1y0 (x) , Dn2y0 (x) , · · · , Dnqy0 (x)

))
,

y2 (x, t) = +Iα
(
f
(
x, y1 (x) , Dn1y1 (x) , Dn2y1 (x) , · · · , Dnqy1 (x)

))
,

...

yn (x, t) = +Iα
(
f
(
x, yn−1 (x) , Dn1yn−1 (x) , Dn2yn−1 (x) , · · · , Dnqyn−1 (x)

))
,

(3.34)

La solution de (3.28) sous forme de série est donnée par :

y (x, t) = y0 (x, t) + y1 (x, t) + y2 (x, t) + y3 (x, t) + · · · (3.35)

Soit(C [0, T ] , ‖·‖)l’espace de Banach des fonction continues sur [0, T ] avec la norme

‖f (x)‖ = max
∀x∈[0,T ]

|f (x)| (3.36)

Théorème 3.2. (Existence et l’unicité des solutions) Si f satisfait la condition de Lipschitz (3.30), alors
le problème (3.28) admet une solution unique y (x, t), pour tout 0 < γ < 1, avec γ =

[
MAT
Γ(α)

]n
. 1
n!

.

Théorème 3.3. (Convergence) Soient yn (x, t) et y (x, t) définies dans l’espace de Banach (C [0, T ] , ‖·‖).
Alors, la solution sous forme de série {yn (x, t)}∞n=1 définie dans (3.35) converge vers la solution de(3.28),
0 < γ < 1.
Théorème 3.4. (Estimation d’erreur) L’estimation de l’erreur de la solution en série (3.35) du problème
(3.28) est donnée par : ∣∣∣∣∣y (x, t)−

m∑
i=0

yi (x, t)

∣∣∣∣∣ ≤ γm+1

(1− γ)
‖y0 (t)‖ (3.37)

Pour les preuves des théorèmes précédents, voir [4, p. 37-41].
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3.2.2 Résolution de l’équation fractionnaire

On considère l’équation différentielle non linéaire d’ordre fractionnaire suivante :

cDαy (x) = N (y) + g (x) x > 0 (3.38)

D’oú m− 1 < α < m, N est un opérateur non linéaire, g (x) est une fonction analytique connue
et cDαy est la dérivé fractionnaire au sens du Caputo d’ordre α.

Par la technique de l’homotopie, nous construisons un homotopie suivant :

(1− p)L [v (x, p)− y0 (x)] = −p (cDαv (x, p)−N (v (x, p))− g (x)] . (3.39)

Où p ∈ [0, 1] est un paramètre d’homotopie, y0 est une estimation initiale de v (x) et L est un
opérateur linéaire qui peut être définie comme L = dα

dxα
.

Lorsque p = 0, l’équation (3.39) devient :

L [v (x, 0)− y0 (x)] = 0 (3.40)

Lorsque p = 1, l’équation (3.39) devient :

cDαv (x) = N (v) + g (x)

D’après HPM, nous pouvons utiliser le paramètre p comme un petite paramètre, et supposons
que la solution d’équation (3.38) peut être récrit comme une série suivante :

v = v0 + pv1 + p2v2 + · · · (3.41)

On remplace (3.41) dans (3.39), et par identification des terme avec des puissance identique de
p, nous obtenons les équations :

L [v1] = − (cDαv0 −N0 (v0)− g (x)) ;

L [v2] = L [v1]− (cDαv1 −N1 (v0, v1)) ;

L [v3] = L [v2]− (cDαv2 −N2 (v0, v1, v2)) ;

L [v4] = L [v3]− (cDαv3 −N1 (v0, v1, v2, v3)) ;

Oú
N
(
v0 + pv1 + p2v2 + · · ·

)
= N0 (v0) + pN1 (v0, v1) + p2N2 (v0, v1, v2) + · · ·

La solution approchée d’équation (3.28) par conséquent, s’écrit

y = lim
p→1

v = v0 + v1 + v2 + · · · (3.42)

En appliquant l’opérateur Iα aux les deux membres de l’équation (3.28), on trouve

y (x) = y0 + IαN (y) + Iαg (x) . (3.43)

Négligeant le terme non linéaire IαN (y), nous pouvons utiliser la partie restante comme l’esti-
mation initiale de la solution c’est -a-dire

v0 (x) = y0 + Iαg (x) x > 0. (3.44)
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Exemple 3.2. On considère l’équation suivante{
u′ = −u2 , t ≥ 0, t ∈ Ω

u (0) = 1
(3.45)

D’où, la solution exacte de cette équation est

u (t) =
1

1 + t
(3.46)

Selon la méthode HPM, on peut construire l’homotopie suivante : u : Ω× [0, 1]→ R

(1− p) (v′ − u′0) + p
(
v′ + v2

)
= 0 , p ∈ [0, 1] , t ∈ Ω, (3.47)

Avec u0 = 1.
les solutions des équations (3.45), peuvent être écrites sous forme de série

v = v0 + pv1 + p2v2 + · · · (3.48)

En remplaçant (3.48) dans (3.47) et identifiant les termes avec ceux de mêmes puissances de p,
on obtient

p0 : v′0 = u′0,

p1 : v′1 = −u0 − v2
0, v1 (0) = 0,

p2 : v′2 = −2v0v1, v2 (0) = 0,

...

(3.49)

Par conséquent, les premiers composants de la solution sont données par :

p0 : v0 = 1,

p1 : v1 = −t,
p2 : v2 = t2,

...

(3.50)

Donc la solution de l’équation (3.45) est

u = lim
p→1

v = v0 + v1 + v2 + · · · = 1− t+ t2 + · · · (3.51)
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FIGURE 3.2 – Solution exacte et solution numérique par HPM.
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Conclusion générale

Dans ce mémoire, nous avons analysé mathématiquement et numériquement un problème
de Cauchy pour une équation différentielle non linéaire avec dérivée fractionnaire de Caputo.

Ce travail se déroule en deux étapes :

3 Analyse variationnelle : nous avons démontré un théorème d’équivalence entre un pro-
blème de Cauchy avec dérivée fractionnaire de Caputo et une équation intégrale non li-
néaire de Volterra dans l’espace de fonctions continuellement différentiables. Sur la base
de ce résultat, l’existence, l’unicité et la dépendance continue de la solution par rapport
aux conditions initiales sont prouvées.

3 Aspect numérique : nous avons utilisé les deux méthodes de VIM et HPM pour calculer
la solution numérique de l’équation de Riccati avec dérivée fractionnaire de Caputo.

Comme perspectives, nous avons prévu les projets de recherches suivants :

+ Analyse mathématique et numérique d’un problème de Cauchy avec dérivée de Caputo
dans un intervalle non borné comme [ 0,+∞ [ :{

cDα0+y (x) = f (x, y (x)) , x ∈ [ 0,+∞ [

y(k) (a) = bk ∈ R, k = 0, 1, . . . , n− 1, n = [α] + 1.

+ Étude d’un problème parabolique-hyperbolique avec dérivée fractionnaire de Caputo :{
cDα0+u (t) = uxx + f (x, t) , α > 0

+ Condition initiale+Conditions aux limites .
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