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@ ans ce mémoire, nous avons étudié un probléeme de Cauchy pour une équation différen-
tielle non linéaire avec dérivée fractionnaire de Caputo. Nous avons démontré un théo-
réeme d’équivalence entre ce probléme et une équation intégrale non linéaire de Volterra dans
I'espace de fonctions continuellement différentiables. Sur la base de ce résultat, 1’existence,
I"unicité et la dépendance continue de la solution par rapport aux conditions initiales sont
prouvées. Pour l'aspect numérique, nous avons utilisé les deux méthodes de VIM et HPM pour
calculer la solution numérique de I'équation de Riccati avec dérivée fractionnaire de Caputo.

Mots-Clés : Dérivée fractionnaire, Equation intégrale de Volterra, Méthode HPM, Méthode de
VIM, Probléeme de Cauchy, Théoreme du point fixe de Banach.

U n this memoir, we studied a Cauchy problem for a nonlinear differential equation with a
fractional Caputo derivative. We have demonstrated an equivalence theorem between this
problem and a nonlinear integral equation of Volterra in the space of continuously differen-
tiable functions. On the basis of this result, the existence, the uniqueness and the continuous
dependence of the solution with respect to the initial conditions are proved. For the numerical
aspect, we used the two methods of VIM and HPM to calculate the numerical solution of the
Riccati equation with fractional derivative of Caputo.

Keywords : Banach fixed point theorem, Cauchy problem, Fractional derivative, HPM
method, Integral equation of Volterra, VIM method.
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Introduction générale

La théorie de dérivation fractionnaire est un sujet presque ancien que le calcul classique tel
que nous le connaissons aujourd’hui, ces origines remontent a la fin du 17" siecle, I'époque
ou Newton et Leibniz ont développé les fondements de calcul différentiel et intégral. En parti-
culier, Leibniz a présenté le symbole £/ pour désigne la n™* dérivée d'une fonction f. Quand
il a annoncé dans une lettre a 1’'Hopital (apparemment avec I’hypothese implicite que n € N),
I"'Hopital a répondu : Que signifie %{ sin=1/2?

Cette lettre de I'Hopital, écrite en 1695, est aujourd’hui admise comme le premier incident
de ce que nous appelons la dérivation fractionnaire, et le fait que 1’'Hopital a demandé pour
n = 1/2, c’est a dire une fraction (nombre rationnel) a en fait donné lieu au nom de cette partie
des mathématiques.

Une autre théorie se développe en parallele de la dérivation fractionnaire telle est la théo-
rie des équations différentielles fractionnaires qui a de nombreuses applications dans la des-
cription de nombreux évenements en visco-élasticité [5], électromagnétique [19], biologie [3] et
économie [2,16].

Durant ces dernieres années, les équations différentielles fractionnaires (FDE) ont trouvé
des applications dans beaucoup des problemes en physique. Comme dans la plupart du temps,
ces équations ne peuvent étre résolues exactement et les méthodes approximatives et quelques
méthodes analytiques doivent étre utilisées pour résoudre des problémes non linéaires incluent,
la méthode des itérations du variationelles (VIM) [13] 9, 18, 12] et la méthode des perturbations
homotopique (HPM) [6, 7, 11} 10].

Notre objective dans ce mémoire est 1’étude du probleme de Cauchy pour 1'équation diffé-
rentielle d’ordre fractionnaire de type Caputo.

Ce mémoire se décompose en trois chapitres de la maniere suivant : dans le premier chapitre,
nous présentons certaines théories de base qui concernent des fonctions utiles qui sont utilisées
dans les autres chapitres . Nous donnons ici les définitions des fonctions Gamma et Béta . Ces
fonctions jouent un rdle tres importent dans la théorie des équations différentielles d’ordre
fractionnaire et ce chapitre sera consacré aux définitions élémentaires pour les intégrales et
les dérivées fractionnaires au sens de Riemann-Liouville et de Caputo. Dans le deuxiéme cha-
pitre, nous avons étudié un probleme de Cauchy pour une équation différentielle non linéaire
avec dérivée fractionnaire de Caputo. Nous avons démontré un résultat d’équivalence entre ce
probléme et une équation intégrale de Volterra non linéaire dans 'espace de fonctions conti-
nuellement différentiables. Sur la base de ce résultat, 1’existence et 1'unicité de la solution du
probleme de Cauchy considéré sont prouvées. On termine ce chapitre, par un résultat de la
dépendance continue de la solution par rapport aux conditions initiales.

Dans le dernier chapitre, nous avons présenté brievement la méthode d’itération variation-
nelle(VIM) et la méthode de perturbation d’homotopie(HPM), puis nous avons appliqué ces
méthode sur I'équation de Riccati avec dérivée fractionnaire au sens de Caputo.

En termine ce mémoire par une conclusion et quelques perspectives.

vi



CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES SUR LE CALCUL
FRACTIONNAIRE.

@ ans ce chapitre, nous présentons certaines théories de base qui concernent des fonctions
utiles qui sont utilisées dans les autres chapitres . Nous donnons ici les définitions des
fonctions Gamma et Béta . Ces fonctions jouent un rdle treés importent dans la théorie des
équations différentielles d’ordre fractionnaire et ce chapitre sera consacré aux définitions élé-
mentaires pour les intégrales et les dérivées fractionnaires au sens de Riemann-Liouville et de
Caputo.



1.1. FONCTIONS UTILES 8

1.1 Fonctions utiles

1.1.1 Fonction Gamma

Définition 1.1. (voir [17, page 1]). L'une des fonctions de Base de calcul fractionnaire est la
fonction Gamma d’Euler définie par :

+oo
'(z)= / t*le7'dt ouz € Cet Re(z)> 0.
0

Propriétés 1.1. Nous avons les propriétés suivantes :
1. T'(z+1) = 2I'(2).
2.I'(1) =1 et I'(—m) = Foo pour tout m € N.
3.0 (1) =yretD (n+ 1) = &7,
4. SineN,ona:I'(n+1)=nl

Démonstration. 1. D’apres l'intégrale par partie, nous avons :
+oo
[(z4+1)= / e "t7dt
0
+oo oo
=[-tFe ], +2 / e~ ldt
0
+o0

=z / ettt

0
=zI"(2).

2. Nous avons :

rw= [ = e =1 e r e = EEED

o . donc I (07) = +o0.

3. Avec le changement de variable s = V/t, on obtient :
1 +oo e—t
L= = —dt
ORI
+o0 )
= / e *ds
0

=2 (?) (d’apres 'intégrale de Gauss)

_ /7

D’autre part, en peut facilement démontrer par récurrence la propriété suivante :

r(n+5) =0T

2 4nnl

K. ELGUERI et H. ABDELLI Probleme de Cauchy d’ordre fractionnaire



1.1. FONCTIONS UTILES 9

4. Nous avons I' (1) = 0! = 1 et avec la propriété I' (z + 1) = 2I' (), on obtient :

I'(2)=1xI(1)=1,
I'(3)=2xT(2) =2l

Pour n™¢ itération, on a :

F'n+1) = nl

1.1.2 Fonction Béta
Définition 1.2. (voir [17, page 6]). La fonction Béta est définie par :

B(z,w) = /01 t*71(1—t)""dt Re(z) >0, Re(w) > 0.

Proposition 1.1. La relation entre la fonction Gamma et Béta donnée par :
['(z)-T(w)

B(zw) = I'(z+w)

, z,w € Cavec Re(z) > 0et Re (w) > 0.

Démonstration. Soit D = 0,400 x |0,40c0[,0ona:

—+00 “+oo
L) (w) = </ etltfldtl) (/ et2t§“1dt2)
0 0
+o0o +oo
= / / e~z lyo=lay dt, .
0 0

En utilisant le changement de variable suivant :

u =1t + 1 t1 = uv
t1 =
V= to =u(l—v)

0 (tl, tg) . v u
0 (u,v) (1-v) —u
De méme que le domaine D’ correspondante a D dans les cordonnées u, v est

=—w—u(l—v)=—u

D' ={(u,v) /u>0,0<v <1}

// tifltéufl 67(t1+t2)dt1dt2 _ // (u . U)Z—l (U (1 . U))w—l e U ’_u’ dudv
D /
_ // uz—l—w—lvz—l (1 o U)W—l e “dudv

+oo 1
— / / W (1 — o) e dudy
0 0

—+o00 1
= </ w et e_“du) / v L1 —0)" dw
0 0

= I'(+w)B(z,w).

Alors

K. ELGUERI et H. ABDELLI Probleme de Cauchy d’ordre fractionnaire



1.2. INTEGRALES FRACTIONNAIRES AU SENS DE RIEMANN-LIOUVILLE 10

Par conséquent, on a :

_I'(2)-T(w)
Bw) =100
]
Propriétés 1.2. 1. B(z,w) = B (w, z), (symétrique).
2. B(z,1)=1.
Démonstration. 1. Nous avons :
)T (w) T(w)T(z)
Bew) =Ty ~ Twrs &Y
2. Nous avons :
L(z)ra) Tz 1
B(z1) D(z+1)  2I'(2) =z
]
1.2 Intégrales fractionnaires au sens de Riemann-Liouville
Soient 2 = [a,b] avec (—oo < a < b < +00) un intervalle fini sur R et f € L' ([a,b]) une

fonction intégrable sur 2. Nous avons :
L@ = [ rwa
T T t
Bif) = =1 (f @) = [ trwa= [ [ 5e)dsi

On pose g (t) = f(f f (s)ds, d’apres l'intégrale par partie, nous avons :

g = [ sea] - [uow
— o[ fods- [ e
= o[ rwa- [t
- [e-vrwa

itération, on obtient :

. 1 T f(t
Ia+f(x) = (n o 1>‘ /a (.CE _i))lndt

Cette formule est appelée formule de Cauchy, et d’apres la propriété de Gamma I' (n) =

(n — 1)!, nous avons :
n R Y A A )
1) = 5 / e

ime

Donc, pour n

K. ELGUERI et H. ABDELLI Probleme de Cauchy d’ordre fractionnaire



1.2. INTEGRALES FRACTIONNAIRES AU SENS DE RIEMANN-LIOUVILLE 11

Définition 1.3. (voir [14}[18]). Soient Q2 = [a, b] avec (—oo < a < b < +00) un intervalle fini sur
Ret f € L' ([a, b]) une fonction intégrable sur Q. Les intégrales

a R A ()

I8 f(z) = (o) /a o t)l_adt, x >a, Re(a) >0 (L.1)
o py o L[ f®)

LY f(x)= (o) /x . x)l—adtv r <b, Re(a)>0. (1.2)

sont appelés les intégrales fractionnaires a gauche (a droite) de Riemann-Liouville d’ordre
a € C (Re (a) > 0) respectivement.

Propriétés 1.3. (voir [14, page 71]). Soient o, 5 € C avec Re («),Re () > 0 et a,b € R. Nous
avons :

a -1 r a—1
1. Ia+(:v—a)’8 :%(%—a)@r .

a -1 T B+a—1
2 I (b—a) = s (b - ) :
Démonstration. Nous avons :

1. Onpose f (z) = (z — a)’~'. Nous avons :

1 v o _
[g+f(l') = m/g ([B—t) l(t—CL>5 ldt
Avec le changement de variable ¢t = a + s (z — a), nous avons :

t=a-s=0,

=2 s=1,

dt = (r — a)ds.
Donc, avec la définition de la fonction Béta, on obtient :
(.’L' . a)ﬁ-i-a—l

I (e)

/1 71— ) ds = B(5,a) (z —a)”™ "
0

I;+f<x> = F(Oé)

En utilisant Proposition [I.T} on obtient :

I3 (1) = i o = )"

2. On pose g (z) = (b — z)”"'. Nous avons :

o g (z) = %a)/ (=2 (b= 1) dt.

Avec le changement de variable t = b — s (b — x), nous avons :

t=bs s=0,
t=rx&s=1,
dt = — (b —x)ds.

K. ELGUERI et H. ABDELLI Probleme de Cauchy d’ordre fractionnaire



1.2. INTEGRALES FRACTIONNAIRES AU SENS DE RIEMANN-LIOUVILLE 12

Dongc, avec la définition de la fonction Béta, on obtient :

Y Fra-t ! 1 y O +a—1
]?g(x):%/o P71 = 5)*T ds:B(ﬁ )(b—x)ﬁ :

En utilisant Proposition [I.T} on obtient :
I (6) B+a—1
199 (z) = ——2 _(p .
O

Remarque 1.1. L'intégrale d"une fonction constante au sens de Riemann-Liouville d’ordre o > 0
est donnée par :

C N . e X -
—F(1+a)(9€—a) et IM f(z)==——(b—2)", f(z)=C€R.

I (@) = T(1+a)

Théoreme 1.1. Soient f € C ([a,b]) et « > Oet3 > 0. Les intégrales fractionnaires de Riemann-
Liouville (1.1)) et (1.2) possede les propriétés suivantes :

11 [0 (@) = 157°F ().

20 11 ()] = 1271 ().

Démonstration. 1. Nous avons :
1 [T ILF()
@) = s [0
a+[a+f( ) F(Oé) ; (ili'—t)l_a

R f(7) .
_F(a)F(ﬁ)/a [/a (x—t)l_a(t—T)l_ﬂd]dt

1 e f(7) e g .
T T ()T (B) /a [/a D) (=) dt] dr (d’apres théoréme de Fubini).

En utilisant le changement de variable ¢t = 7 + s (x — 7), on obtient dt = (z — 7) ds et

t=r& s=1,
t=a&T1T=0a<s=0.

Donc, nous avons :
o [rr @] = F(a)lr (B) / Uo A b ’i(;)fi_
W Ry 0 ot
@I @) Ja (x—1)"
B 1 /‘” f(r)dr

S D(a+B) Jo (x—7) "
=10 f ().

K. ELGUERI et H. ABDELLI Probleme de Cauchy d’ordre fractionnaire



1.3. DERIVEES FRACTIONNAIRES AU SENS DE RIEMANN-LIOUVILLE 13

2. Nous avons :

[ @)] = 57 /: (Ibﬁf)(fz“dt

(Oé t—2x

e f () n
B F(a)F(ﬁ)/m /t (t—a)" (T—t)l_ﬁd ] .

b [ rb
T (a)lp B) /t /x (t—2) A — )7 dt] dr (d’apres théoreme de Fubini).

-« (7_
En utilisant le changement de variable t = 7 — s (7 — ), on obtient dt = — (7 — z) ds et

t=x&s=1,
t=bes1t=bs5=0.

DOI’IC, nous avons :

['(a)l (8 —x
B 1 boof (1)dr
CD(a+P8) Jp (r—a)
= ;77 f (x)

1.3 Dérivées fractionnaires au sens de Riemann-Liouville
Définition 1.4. (voir [14, page 70]). Soit f € L' ([a,b]) une fonction intégrable sur [a, b]. Les

dérivées fractionnaires au sens Riemann-Liouville D¢, f et D;- f d’ordre o € C(Re (a) > 0)
sont définies par :

D f (1) = (di) (12 ()

n (1.3)
I A I E S
B I (77, - CY) (dl’) /C; (QZ . t)a—n+1’ [R ( )] + 17 > a.

et
Dpf (@)= (1) (7 @)
- <_d%)n/:(fﬂ n=[Re(a)] +1; z <b.

T (n . Oé) t— I)&—n+1 )

(1.4)

respectivement, ol1 [Re («)| est la partie entiere de Re («).

K. ELGUERI et H. ABDELLI Probleme de Cauchy d’ordre fractionnaire



1.3. DERIVEES FRACTIONNAIRES AU SENS DE RIEMANN-LIOUVILLE 14

Remarque 1.2. 1. Sia =m € N, alors n = m + 1. Dong, en utilisant (1.3) et (1.4), on obtient
les propriétés suivantes :

@) Dy f (z) =Dy-f (z) = f (2).
(b) DI f () = f) ().
(©) Dy f (x) = (=)™ f) ().
Ot f(™) (z) est la dérivée usuelle de f d’ordre m.
2. Si0 < Re(«) < 1,alors n = 1. Donc, et devient :

Dg+ (I)Z—1 d/z S () dl T > a.

Fr(l—a)ds ), (z—0)"
Dg‘f(x):ﬁ%/: é@;;i, v <b
3. Sia € Ry, alors n = [a] + 1. Donc, (I:3) et (T4) devient :
Def () — ﬁ (%)n/% n—la]+liz>a (L5
D?f(x)zﬁ(—%)n/:%, n=la]+1 <b. (1.6)

4. Si0 < a < 1,alorsn = 1. Dong, (1.5) et (1.6) devient :

. 1 d T f@d
,Da+f(x>_m%/a m,l’>a

N 1 d [° f(t)dt
Dbf(x)_m@/x m,x<b.

Propriétés 1.4. (voir [14, page 71]). Soient o, 5 € C avec Re (a),Re () > 0 et a,b € R. Nous
avons :

1. D, (x — a)ﬁfl _ _I'® (z — a)[ﬁaq.

2. D (b—2)"" =

Démonstration. 1. On pose f (z) = (z — a)’~". En utilisant (T.3), on obtient :
dTL

Dy f (x) = o (I (x)), n=[Re(a)]+ 1.
D’apres Propriétés[1.3 on obtient :
a _ I (5) d" B4+n—a—1
DY f(z) = T tn—a)d (x —a) . (1.7)

D’apres Propriétés[I.T nous obtenons :

%(x—a)ﬁﬂ—a_l —(B+n—a-1)B+n—a—-2)...(B—a)(z—a)l "
= M( _ )B—oc—l (1-8)
=T _a) r—a ,

K. ELGUERI et H. ABDELLI Probleme de Cauchy d’ordre fractionnaire



1.4. DERIVEES FRACTIONNAIRES AU SENS DE CAPUTO 15

Nous substituons (1.8) dans (1.7)), nous obtenons :

D2, f (1) = =L (5 — gyt

I'(8—a)
2. On pose g (z) = (b — x)”"'. En utilisant (T.4), on obtient :
n d

Dy g (r) = (-1) s (I7%g(x)), n=[Re(a)]+1.

D’apres Propriétés[1.3| on obtient :

Dig(0) = (1) 53y o (0 07 19)

D’apres Propriétés (1.1, nous obtenons :

%(b—$)ﬁ+nal = (_1)n<ﬁ+n_a_1)(6+”_Q_Q)---(ﬁ—a)(b—gy)ﬁ*a*
r _ o
= (—1)n%(b—x)ﬁ 1
(1.10)
Nous substituons dans (T.9), nous obtenons :
> = & _ o\B—a—1
]

Remarque1.3. 1. Si =1et0 < Re(a) < 1, alors la dérivée au sens de Riemann-Liouville
d’une fonction constante en général n’est pas nulle :

(z—a)” (b—x)"
l=——""—etDyrl=———.

T Tl—a) T T T(1—a)

2. Pourtoutj =1,2,...,[Re(a)] + 1 avec Re () > 0, nous avons :

oz —a)* =D (b—2z)"7 =0.

1.4 Dérivées fractionnaires au sens de Caputo

Définition 1.5. (voir [14]). Soient a € C avecn = [Re ()] + 1 et f : [a,b] — C une fonction telle
que f™ € L' [a,b]. Les dérivées fractionnaires d’ordre o de f au sens de Caputo sont définies
par:

-
Dy f (x) = L™ () = r (nl— o) / (:cf— tgi)_iil (40
et
—_1\" b (n)
D ()= (1) e (o) = s [P 112

K. ELGUERI et H. ABDELLI Probleme de Cauchy d’ordre fractionnaire



1.4. DERIVEES FRACTIONNAIRES AU SENS DE CAPUTO 16

Propriétés 1.5. 1. Les dérivées fractionnaires au sens de Caputo sont linéaires c’est a dire
D, (A + pg) () = A (D2 f) () + 1 (CD2g) (), pour tout A, € C
et
Dy (Af +pg) (x) = X (°Dy-f) (z) + p (“Dig) (z), pour tout A, € C.

2. Les relations entre les dérivées au sens de Caputo (1.11),(1.12) et les dérivées au sens de
Riemann-Liouville (1.3), (1.4) sont données par :

L) (g .
°D,f (2) = D [f(:c)— o )<x—a>] (113)
et :
ol o)
Dy f (2) = D} [f 0 - <b—x>’f], (114)

Remarque 1.4. 1. Si0 < Re(a) < 1, alors avec Remarque [1.3] les relations (1.13) et (1.14)
prennent les formes suivantes :

CDe, f (2) = DL [f (1) — £ (@)] = D% f (1) — D (4 a)e

r'i-a
et
DY (1) = i1 (2) — f (0] = Dy f () - % o).

2. Si « ¢ N*, alors avec Propriétés [1.4] et Propriétés[1.1] les relations (1.13) et (1.14) prennent
les formes suivantes :

Dy f () =
et
Dy f(x) =Dy f(x) =)
3. Si f € C([a, b]), nous avons :

et

O‘(CD ”ka' x—a)k.
=0

Donc, I'opérateur de dérivation de Caputo est un inverse a gauche de I’opérateur d’inté-
gration fractionnaire mais il n’est pas un inverse a droit.

Exemple 1.1. 1. Soient 5 € C avec Re (3) > 0 et n = [Re ()] 4+ 1. La dérivée de la fonction
f(z) = (z —a)’ " ausens de Caputo est donnée par :

L) e
D f (0) = g oy (7= @) (115)

2. En remplagant dans (1.15) 5 = 1, nous obtenons que la dérivée d"une fonction constante
au sens de Caputo est nulle :
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1.5. THEOREME DE POINT FIXE 17

1.5 Théoreme de point fixe

Définition 1.6. Soit X un espace de Banach ,et 7' : X — X une application continu , on dit
que 7" est contractante si " est lipschitzienne de rapport K < 1
C’est-a-dir :
K < 1:Vaye X : T (@) - T ) < llz—yl.

Pour les applications ultérieures, nous avons besoin de théoremes de point fixe suivants :

Théoréme 1.2. (Banach) Soit X un espace de Banach et T': X — X un opérateur contractante
alors T admet un point fixe unique, i.e 3'u € X telle que

Tu=u

Autrement dit : Si T™ (k € N) est une suite d’opérateur définie par T* = T et T* = TT*"!
k € (N\ {1}) alors pour tout x, € E la suite {T(’“)xo}zozl converge vers le point x*.

lim (| 7™z — 2% =0 (1.16)

k—o00
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CHAPITRE 2

PROBLEME DE CAUCHY POUR D’EQUATION
DIFFERENTIELLE NON LINEAIRE AVEC
DERIVEE FRACTIONNAIRE DE CAPUTO

@ ans ce chapitre, nous avons étudié un probleme de Cauchy pour une équation différen-
tielle non linéaire avec dérivée fractionnaire de Caputo. Nous avons démontré un résultat
d’équivalence entre ce probleme et une équation intégrale de Volterra non linéaire dans 1’espace
de fonctions continuellement différentiables. Sur la base de ce résultat, I’existence et I’unicité de
la solution du probleme de Cauchy considéré sont prouvées. On termine ce chapitre, par un ré-
sultat de la dépendance continue de la solution par rapport aux conditions initiales.

18



2.1. RESULTAT D’EQUIVALENCE 19

Soient [a, b] un intervalle fini de R et &« > 0 avec o ¢ N. On considere le probleme de Cauchy
pour I'équation différentielle non linéaire d’ordre fractionnaire de Caputo suivant :

‘Dey(x) = f(x,y(z) ,z€la,b] (2.1
avec les conditions initiales
y®(a)=b,eR, k=0,1,....,n—1, n=[a] + 1. (2.2)

Ou “D2, est la dérivée fractionnaire de Caputo, f (-,y) : [a,b] x R — R une fonction continue
par rapport a = € [a, b] pour tout y € R et [a] est la partie entiere de .
Nous étudions le probleme de Cauchy (2.1)-(2.2) sur I'espace de Banach suivant :

n—1
Cnil [a7b] = {g : [Cl, b] — R: ||g||C"*1[a,b] = Z Hg(k)”C[a,b} y = [a] + 1} et CO [CL, b] =C [CL?b] :
k=0

2.1 Résultat d’équivalence

Théoreme 2.1. Soient o > 0avec o« ¢ N, n = [a|+1et f (-,y) : [a,b] Xx R — R une fonction continue
par rapport 4 x € [a,b] pour tout y € R. Nous avons, y € C" ! |a,b] une solution du probleme de
Cauchy (2.1)-(2.2) si et seulement si y est une solution de I'équation d’intégrale de Volterra suivante :

n—1

b t))
ﬁ z—a)" / Sty () . (2.3)
— K (z—t)"
Démonstration. Soient o« > 0 avec a ¢ Netn = [a] + 1.

1. On suppose que y € C" ! [a, b] est une solutlon du probleme 2.1] ). Comme f (-,y) €
C [a,b] pour tout y € R, donc d’apres (2.1I) nous avons : CD;’;y( ) € C la, b]. En utilisant
Remarque (1.4} on obtient :

= PR @) =yl - g - o
Donc,on a:
n—1 (k) a
v@) =3 0 1z (D (@)
k=0 )
ey, f(ty (t)
= o (x a / x—t) )

k=

[en]

2. On suppose que y € C"![a, b] est une solution d’équation de Volterra (2.3). En dérivant
(2.3) et en utilisant [14, Property 2.2], on obtient pour toutk =1,...,n —1:

b Ft
—]]{?)! (iL’—a)J a_ / y 1 a+k

K. ELGUERI et H. ABDELLI Probleme de Cauchy d’ordre fractionnaire
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2.2. RESULTAT D’EXISTENCE ET D’UNICITE 20

Avec le changement de variable t = a + s (z — a), on obtient :

i - b; . x—aak a+s(z—a a+s(x—a))lds
y()(x)zzk(j_k)!(x—a) ko Hfla 1)_2)(1—;1@( )]

Par passage a lalimite z — a™, et en utilisant la continuité de f, nous obtenons les relations
(2.2). D’autre part, en appliquant I'opérateur de dérivée de Riemann-Liouville D2, sur
I’équation de Volterra (2.3)) et avec (2.2), nous obtenons :

) (g .
- (y @0~ D w0 ) = DI f 2,y (2).

k=0
D’apres [14, Lemma 2.4] et (1.13), on obtient 1’équation (2.1).
0

Corollaire 2.1. Soient 0 < a < let f(-,y) : [a,b] x R — R une fonction continue par rapport a
x € [a, b] pour tout y € R. Alors, y € C [a, b] est une solution du probléme de Cauchy suivant :

{CDgﬁry(a:) = f(z,y(x)),
y(a) =10,

si et seulement si y est une solution d’équation inte’gmle de Volterra suivante :
y(z)=> +r / AU —.
(x — t

2.2 Résultat d’existence et d’unicité

Dans cette section, nous montrons 1’existence et 1'unicité de la solution du probléme de
Cauchy (2.1)-(2.2) dans I'espace des fonctions C" 1 [a, b] défini par :

C M a,b] = {y € C" ' a,b], Dy €Clab], n=[a] +1}.

Pour étudier 'existence et 1'unicité de la solution du probleme de Cauchy (2.1)-(2.2), nous avons
le lemme suivant :

Lemme 2.1. Si o > O avec o ¢ Net n = [a] + 1, alors l'opérateur d’intégration fractionnaire I,
Cla,b] — C"![a,b] au sens de Riemann-Liouville est borné c’est a dire

n—1 a—k
. (b—a)
5 glensian < Mol M =3 551y
k=0

Démonstration. Soit g € C [a,b]. En utilisant [14) Property 2.2], on obtient :
— 1% g (x) = I;‘Ijg (x), pourtoutj=0,1,...,n—1.

Pour tout x € [a, b], nous avons :

-1

n—1 n—1 a k
(b—a)
e _ a—k
12 gllenpay = Z g =S g < ol 3 o — o k1)
k= Clab]l k=0 k=0
ce qui démontré le lemme. O
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2.2. RESULTAT D’EXISTENCE ET D’UNICITE 21

Théoréme 2.2. Soient o > 0 avec o ¢ N, n = [a] + 1 et G un ouvert de R. On suppose que f :
la,b] x G — R une fonction telles que

1. Pour tout y € G fixé, f (-,y) € Ca, b].

2. La fonction f : [a,b] x G — R est vérifiée la condition de Lipschitz par rapport y, c’est a dire il
existe L > 0 tel que

|f (z,01) — f(x,y2)| < L|y1 — ya| pour tout x € [a,b] et pour tout y,,y2 € G. (2.4)
Si
n—1 oz k
L 1 2.5
kzzor a—k+1) s (2.5)

alors, le probleme de Cauchy (2.1)-(2.2) admet une unique solution y € C"~1% [a, b).

Démonstration Tout d’abord, nous montrons qu’il existe une solution unique y € C"~! [a,b] du
probleme ([2.1)-(2.2). D’apres Théoreme [2.1} il est suffisant de prouver l'existence d’une solu-
tion umque y € C” ! [a, b] de I'équation intégrale de Volterra non linéaire (2.3). Nous utilisons
Théoréme|1.2|du point fixe de Banach pour 'espace C" ! [a, b] avec la norme suivante :

Hyl y2 cn— 1 (l b] - y2 ‘ a b] . (2.6)
Nous réécrivons 1'équation intégrale (2.3)) sous la forme y (z) = (T'y) (x), ot
n—1 b
vo(x) =) —(z—a),
; ]' (2.7)
z f(t,
(Ty> ( ) - y(] F(a) f (z yt)l a -
w Soity € C"! [a, b]. En dérivant 2.7) k fois (k = 1,...,n — 1) et en utilisant [14, Property
2.2], nous obtenons pour tout £ =0,1,...,n — 1,
1 "y @) dt
T ® () = o ® / ! 2.8
( y) (‘T) Yo (:C) + r (Oé . ]{7) . (.CE . t)17a+k7 ( )
n—1 b '
avec y(()k) (x) = Z ) (z —a)’*. Pour tout k = 0,1,...... ,n — 1, le premier terme
— (j —k)!

dans le coté droit de (2.8) est une fonction continue sur [a,b], et par Lemme le
deuxiéme terme est continu sur [a, b]. Donc, nous avons :

(b—a)* "

1 Cf(ty(t)dt
Tla—k+1) 1ty ()l egas - (2.9)

D(a—Fk)Jo (x—t)otF

<

Cla,b]

pour tout k = 0,1,...,n — 1. Par conséquent Ty € C" ! [a, b].
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1= En utilisant (2.6), (2.8),(2.9) et la condition de Lipschitz (2.4), nous avons :

n—1
HTy1 _ Ty?”cn—l[a,b] = Z H(Tyl)(k) _ (T?JQ)(R)‘ o
k=0 ’
>~ l—a+k
o T - o
n—1 a—k
(b—a)
<N T W F (o () = [ty (t
<3y M 60 0 =7 )l
n—1 a—k
(b—a)
<SLY ————|ln - :
= o T (a "kt 1) ||y1 yQHC[a,b]

D’oti, T' est contractante. D’apres Théoréme il existe y* € C"'[a,b] un point fixe
unique de l'application 7" c’est a dire y* (z) = (T'y*) (x) est 'unique solution de 1’équation
de Volterra (2.3) sur l'intervalle [a, b].

Grace Théoreme cette solution y* (z) est une limite de la suite convergente y,, (rv) =
(T™y*) (z) € C" ' a,b)] :

i 1ym — Y llen-10p = 0- (2.10)
De (2.1), nous avons :

1°Dgsym () = Dy (@)llejap = I (@ ym (@) = [ (2,9 (2)lcfay
< Lllym = ¥ llcjay
< Lilym — y*HC”*I[a,b] :

D’apres (2.10), nous obtenons :

lim [|°Dgvym (2) — “Dasy™ (@)llepan = 0-

m—-+00

Doty y* € C" " [a, b]. Ceci compléte la preuve du Théoreme O

2.3 Dépendance continue par rapport aux données
Proposition 2.1. Soient y € C"1* [a, b] une solution du probleme R.1)-R2.2) et = € C"~1*[a, b] une
autre solution du méme probleme avec la condition initiale z*) (a) = ¢, ot k = 0,1,...,n — 1. Alors,

sous les hypotheses du Théoreme (2.2} il existe K > 0 tel que :

ly — Z||Cn—1[a,b] < K|b—cf, (2.11)

n—1 1/2
< 2
oi bl = (zm—cﬂ ) |
=0
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Démonstration. D’apres 1'équation intégrale de Volterra (2.3)), nous avons :

n—1
N O [t
y(z)—gk!(i / .CE—t
et
n—1 c f (t
z (I) = k_kl (fL’ — / ) iy
k=0 "’ (z—1)'
Pour toutk =0,1,..., 1, nous avons
n—1
b; ' ftyt
(k) — J - Jj—
Yy (x) = ]z:; G (x — a) = / = a% (2.12)
et
n—1 c f t Z
k _ 7 ;
2 (z) = ey (@ — a)i - / - M (2.13)
2.12) et (2.13), nous avons :
n—1
k k |b‘ | j—k
[y = 2t )HC[a,b] < (j]— (b —a)
i=k
(t t
+ _ / I y 1 a<+k d ))dt
a Cla,b]
n—1 1/2
= Z |bj — ¢l > (Z (b—a)?V~ k)>
j=k
(b . a)ocfk
=% t t))— (&
Tla—k+1) 1f &y () = f(t 2 (O)llepuy
n—1 /2 /n1 1/2
J=0 j=0
b—a)* "
L _
+ F(a k+1) ||y ZHCab]
Donc,on a:
n—1 a—k n—1
(b—a) I
I-L <K |b—
[ ;F(a—k+1) k:OHy Hc [a,b] Lo =l

K
K — 1

ak
1_LZI‘ a—k:—l—l

]
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CHAPITRE 3

METHODES DE VIM ET HPM

@ ans ce chapitre, nous avons présenté briévement la méthode d’itération variation-
nelle(VIM) et la méthode de perturbation d’homotopie(HPM), puis nous avons appliqué
ces méthode sur "équation de Riccati avec dérivée fractionnaire au sens de Caputo.
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3.1. METHODE D'ITERATION VARIATIONNELLE (VIM) 25

3.1 Meéthode d’itération variationnelle (VIM)

Pour illustrer les idées de cette méthode, on considere 1’équation différentielle non linéaire
suivante :

Ly+ Ny =g(x) 3.1)

Ot L est un opérateur linéaire, ¢ () une fonction réelle.
On peut construire une formule de correction fonctionnelle comme suit, voir [13] :

%H1@>:yn@»+l£wxuwna>+A@na>—g@»dt (3.2)

Ou A est un multiplicateur générale du Lagrange, 1'indice n représente la n™¢ approximation
Un (x) est considéré comme une variation restreinte c’est-a-dire 67, () = 0.

Pour résoudre I’équation par la méthode VIM, on doit d’abord déterminer la multiplicateur
de Lagrange A qui va étre identifier par une intégrale par partie alors les approximation suc-
cessives y,, de la solution y (x) vont étre obtenues en utilisant le multiplicateur de Lagrange
et yo une fonction bien choisie (qui doit étre au moins satisfaire les conditions initiales) par
conséquent, la solution exacte sera la limite

lim y, (z) =y () (3.3)

n—o0

3.1.1 Analyse de convergence

En considére le probleme suivant :

{wau>tﬂ y(r)) n—l<a<n (3.4

y®) (0) = yk k=0,1,2,...,n—1 ot z €[0,T]

Dot y*) (z) désigne la dérivée d’ordre k de y () et f : [0,T] x R — R, satisfait la condition
de Lipschitz
[f (@) = f (@) <Al —wal 220,512 €R (3.5)

On définit la norme ||y|| ., = max |y (z)|, et (°D*y) est la dérivée fractionnaire de Caputo (1.11).
I’équation (3.4) peut étre équivalente a I’équation intégrale de Volterra suivante :

[a]—1

Z uh oy gt / / tyg (3.6)

On pose
[a]—1 k

x
g(z)= Z ygy
k=0 )

L'équation (3.6) peut étre transformée sous forme :

y(z) = / It @ ’_ S ) (3.7)
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Selon I'idée de [2] et [9], itération pour I'équation (3.7) peut étre construite comme suit :

(L, yn
Y1 () = g (x Iy L on=1,2, .. (3.8)

x—t

On utilise la valeur initiale y, (z) = y(()o) + :z;y%l)

l'itération .
la valeur y,, de la n*™ d’itération se rapproche vers la solution exacte du probleme (3.4) par :

+ 1323/52) + -+ x”_ly,(f_]l), et on commence

y = lim y,.
n—o0

Théoreme 3.1. Soit y (x),y; (x) € C[0,T],i = 1,2,---.Alors, la suit {y,, (x)}.~,, définit par (3.8)

avec yp (z) = y[go) + xyg) + x2y§2) + - -x”_ly,(ﬁ_ll) , converge vers la solution du probleme (3.4).

Démonstration. Soit E; (x) = y; (z) —y (z) ,i = ,d’apres 3.7) et 3.8) ona:
L [y (t) = [y ()] dt
En 1 = 1— 39
o) /0 (z—1) )

w Pourle cas o > 1,V € [0,T] ett € [0,z], (x — t)*~" est bornée.
aprés la condition de Lipschitz (3.5), on a:

Soit M = maxo<i<z0<z<t ’(if - t>a71 ’

1 f (tyn (1) — f( y ()] dt
’_F( / |z —t|'”

/|yn ()] de

< [ [E.(t)]dt
' (a) /0
Par récurrence :

Mn-l—lAn-i-l
’En-i-l (33)‘ n+1 / / / / |E0 | dtn—i—l dtgdtgdtl
De plus

MA n+1 x t1 to tn
< | = c
HEn+1H00 < |:F (&>:| OStSIE%)S(xST/O /O /0 /(; ‘Eg (t)’ dthrl....dtgdthtl

MA n+1 Tn+1
=~ 1Bl
e ERCES]

| Enta ()

D'ou M, A, TetI' (a), | Ep||,., sont des constante nous avons :

MATT"™ || Eo||
li E, < lim | &/— it dlle -l
nggoH 1l < 1 {FW)} (n+1)!

=0

K. ELGUERI et H. ABDELLI Probleme de Cauchy d’ordre fractionnaire



3.1. METHODE D'ITERATION VARIATIONNELLE (VIM) 27

i Pourlecas0<a < 1,ona:

A / v (8) — y ()]t A / 1B, (8)] dt
(@) Jo (x—t)l_a I (a) Jo
|Ent (z)] < AL [E, (2)|

B ()] <

Par conséquent, on a :

| B (2)] < A1 | By ()]
< An-i—lj(n—&-l)a ’EO ($>‘
At /m |Eo (t)| dt
) Jo (

- T(na+a x—t) e

< A Bl /w dt

- T (TZOZ —f-Oé) 0 (ZL’ . t)l—na—a
A Byl T

- T'(na+a)(na+a)

D’apres [1], ona:
I (no+a) = V2re ™™ (na)m%‘_%
Puis An+1Tna+oz An+l Tnota 1
I' (na + a) (na + «) ~ V21 e—ne (na)”a+a—% " (na + a)

On peut trouver un nombre réel délimitée A,, qui satisfait :

Ar = A
Telle que
Antlpmnata 1 1 (A1T€> nate (na)%
V27 e—ne (na)mm_% (na+a)  2r e nao (na+ )

Doncona: )
1Bl < ‘|E0||oo.(A1T€)"”“. (na)?
ntllee = o ea nao (na + )

Ou Ay, || Ey||, et T, sont des constantes. Ainsi

noa+tao 1
i (JB (AT (10!
V27 e (na)" " (na + a)
noa+ao
< 1Eolloo ((A1T€3a+a >
V2m e® n=oo \ (na)
=0
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3.1.2 Résolution de I’équation fractionnaire de Riccati

On considere 1’équation fractionnaire de Riccati suivante :

{CDO‘y =A(z)+B(2)y+C(x)y (3.10)

y(0)=0

Nous pouvons construire une correction fractionnelle selon la méthode d’itération variation-
nelle suivant :

i (2) = o (o) + I°A o) | 28 = A(0) = B )~ € ()] @11

Ly+ Ry+ Ny = g (z)
Par identification du multiplicateur, I'approximation s’écrit sous la forme :

e @) = () + [ 20 (G~ 4@ - BOwm - C 02 )

Yurs (2) = g (2) + / A Ly + Rij () + Ni () — g (2)] (3.12)

avec ) est le multiplicateur générale de Lagrange .
L'indice n’est représente la n'“™ approximation g, () est considére comme étant une varia-
tion réduite c’est-a-dire 7, (x) =0

OUYnt1 = 0Up + 0 (/ A(t) d yndt) =0 (3.13)
0 dt>
d’apres 'intégrale par partie cela conduit aux conditions stationnaires 1 + A|,_, et A[,_, = 0 qui
donne A = —1.
En substituant cette valeur du multiplicateur de Lagrange dans on obtient la formule
itérative suivant :

d“yn
dx®

Yos (2) = g (&) — I° (2) { CA@) - B@)y.—C () yi} (3.14)

Et la solution exacte donne par :
lim y, (z) =y (2)

n—o0

Exemple 3.1. On considére 1'équation fractionnaire de Riccati suivant :

vy _ 2 1
{d”&)) yO (z) + avec 0 < a <1 (3.15)
y —_=

Si a = 1, la solution exacte est y () = tan (z).
D’apres I'équation (3.15), la correction fractionnaire est donnée par :

d“Yn
dx®

Yosr (2) = yo () — I° [ Fy - 1} (3.16)
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Par la formule d’itération

Yo () =0
O )
__ oz [(2a+ 1)z
yZ(x)_F(a+1)+F(a+1) (3a+1)
s (2) = ° FRa+la* 2020+ DI (ot e

F(a+1) TD(a+1)°TBa+1) T(a+1)°TBa+1)T (5a+1)
I'(2a+1)°T (6a + 1) z7
I'(a+1)°T(Ba+1)°T (Ta + 1)

Comme
y = lim y,
n—oo
On obtenons
¢ ['(2c + 1) 3@ o' 2a+ 1T (4o + 1) 2°
. Ga+Da*  T(at T (a+1)

F(a+1) T(a4+1)°TBa+1) T(a+1>TBa+1)T (5a+1)
I (20 +1)°T (6a + 1) 27
T(a+1)°T(B3a+1)°T (Ta + 1)
En substituant o = 1, dans(3.17)) nous Obtenons la série suivante :

Ly 2 5 ia;‘

T (3.17)

solution exacte
solution approche |

=ogko. ........ . e T coaee e P

=

0 = e ey e ....... e

o S U TR <i 0. -

0.2 e e o s S— Erned ........ e

FIGURE 3.1 — Solution exacte et solution numérique par VIM.

Remarque 3.1. Pour les solutions approchées on prend quatre termes.
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3.2 Méthode de perturbation d’homotopie(HPM)

Pour illustrer les idées de base de cette méthode, nous considérons I'équation différentielle
non linéaire suivante :

Aly)—f(z)=0 ,x € (3.18)

Avec les conditions aux limites 5
B(y,—y) —0 ,zel (3.19)

on

Ou A est un opérateur différentielle général, B est un opérateur de la limite, f (=) est une fonc-
tion continu connue, et I' la frontiere du domaine €2 et y est la fonction inconnue.

L'opérateur A est décomposé en L et N ot L est un linéaire et NV est un opérateur non
linéaire, peut étre récrit comme suit :

L{y)+N(y) —f(z)=0 (3.20)
On construit une homotopie :
v(z,p): 2x[0,1] >R (3.21)
qui satisfait :
H(v,p)=(1—p)[L({v)—=Ly)] +p[Aw)—f(x)]=0 pel0,1],2€Q (3.22)
H (v,p) =L (v) = L(yo) + pL (y0) + [N (v) — f (2)] =0 (3.23)

Ou p € [0,1] est un parametre d’homotopie et y, est une approximation initiale de 1’équation

(3.18) qui satisfait les condition aux limites (3.19).
D’apres les deux équations précédentes (3.22) et (3.23) nous aurons :

H((v,0)=L(v)—L(ys) =0 (3.24)

Hw1)=AWw)—f(z)=0 (3.25)

Le changement de p de zéro a 1'unité transforme y, (z) en y (), en topologie avec cette derniere
propriété la fonction v (x, p) est appelée homotopie.

Selon la méthode HPM, nous pouvons utiliser le parametre p comme un petite parametre ,
et supposons que les solution des équations et peut étre écrit comme une série de
puissance p :

v = vy + puy + PPy + - (3.26)

Pour p = 1, la solution approchée de I'équation (3.18) s’écrit :

y=limv=wvg+v;+vy+--- (3.27)
p—1

3.2.1 Analyse de convergence

On considere le probleme suivant, voir [5,[19, 3] :
‘D (t)=f (t,y(t), D"y (t), D"y (t),--- , D"y (t)), = e€[0,T],n; €N (3.28)

yk (O):bka y(.’E,t) :g<l‘7t), 7k2071a27"' (329)
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Considérons que f : [0,7] x R x R x --- x R — R une application continue, on suppose

quef (t,y1,y2, - - ,Yn) admet des dérivée Cf?—yficon’cinues et bornées qui satisfont la condition de

Lipschitz
| (g (8), D™ yy (8), D™yy (t) -+, D™y () — f (ty2 (t), D™ ya (t), D™ ys (t) -+, D™ya (1))
< A ‘f (y17 Dnlylﬂ Dnzyh e 7any1) - f (y27 Dn1y27 Dn2927 T 7any2)’ ot >0 (330)

Pour illustrer les concepts de base de la HPM pour I'équation aux dérivée partielle fractionnaire
(3.28) avec les conditions initiales (3.29), nous construisons I’homotopie de (3.28) comme suit

(1 - p) (cDay) <:B7t) +p (CDay) (:E’ t) - f (t,y (t) ) Dnlyl <t> >Dn2y1 (t) y T >any1 (t)) =0 (331)
Ou bien
(“D%) (z,t) = p (f (t.y (8), D™'y1 (1), D"y (t) .-+, D"y1 (1)) (3.32)

En remplacant (3.26) dans (3.32)) et par identification avec les termes des différents monomes en
p, on obtient les équations suivantes

P’ (DY) (z,t) = f (x,1),

Pt (CD%) (1) = f (t,y0 (8), D™ yo (t), D™yo (t) -+, D™yo (1))

p* s (D) (@,) = f (t,1 (8), D"y (8), D"y (8) -+, D"y (1))

p" e (“D%y) (w,t) = f (ﬂ Yn—1 (1), Dnlyn—l () >Dn2yn—1 (), D™yn (t)) )
Utilisons 'opérateur fractionnaire de Riemann-Liouville /%, qui est 'opérateur l'inverse de la

dérivée de Caputo “D* sur les deux membres de (3.33), les premiers termes de la solution sont
donnée par

yo (x,t) = yo + I (f (2,1)),
hn (xv ) = +]a ( (l' Yo (ZL‘) Dnl?/O ([L’) 7D7ﬂy0 (x) ) T 7anyo ([L’))) )
ya (x,t) = +1 (f (2,31 (), D"y (), D"y, (), -+, D"y (2))) (3.34)

(3.33)

3

Yn (l’,t) = +I° (f (xmyn—l (l’) ) Dnlyn—l (.Z‘) ) DnZyTL—l (‘T> )t 7anyn—1 (l’))) ’
La solution de (3.28)) sous forme de série est donnée par :

y(z,t) =y (z,t) +y1 (2, 1) + 2 (z,t) +ys (2, t) + - - (3.35)
Soit(C'[0,T7],]|-||)I'espace de Banach des fonction continues sur [0, 7] avec la norme
17 @) = max |f (@) (3:36)
Théoréme 3.2. (Existence et I'unicité des solutions) Si f satisfait la condition de Lipschitz (3.30), alors
le probleme (3.28) admet une solution unique y (x,t), pour tout 0 < v < 1, avec v = [Ag(g] L.
Théoreme 3.3. (Convergence) Soient y,, (x,t) et y (z,1t) deﬁnzes dans 'espace de Banach (C'[0, T, ||-||).

Alors, la solution sous forme de série {y,, (x,t)}. -, définie dans (3.35) converge vers la solution de(3.28),
0<y<l.

Théoreéme 3.4. (Estimation d’erreur) L'estimation de I'erreur de la solution en série (3.35)) du probleme
(3.28)) est donnée par :

m+1
yi (x,t)
Z —

Pour les preuves des théoremes precedents, voir [4, p. 37-41].

[lyo ()]l (3.37)
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3.2.2 Résolution de I’équation fractionnaire
On considere 1'équation différentielle non linéaire d’ordre fractionnaire suivante :
‘D% (x)=N(y)+g(z) >0 (3.38)

D’'ottm — 1 < a < m, N est un opérateur non linéaire, g (=) est une fonction analytique connue
et “°Dy est la dérivé fractionnaire au sens du Caputo d’ordre .
Par la technique de I’homotopie, nous construisons un homotopie suivant :

(1—=p)Lv(z,p) —vo(x)] = —p(“D% (x,p) — N (v(z,p)) — g (v)]. (3.39)

Ou p € [0,1] est un parametre d’homotopie, y, est une estimation initiale de v (x) et L est un
opérateur linéaire qui peut étre définie comme L = -2
Lorsque p = 0, I'équation (3.39) devient :

Llv(z,0) =y (z)] =0 (3.40)
Lorsque p = 1, I'équation (3.39) devient :
‘D% (x) = N (v) + g (x)

D’apres HPM, nous pouvons utiliser le parametre p comme un petite parametre, et supposons
que la solution d’équation (3.38) peut étre récrit comme une série suivante :

v = UO + p/UI + p2U2 + e (341)

On remplace (3.41) dans (3.39), et par identification des terme avec des puissance identique de
p, nous obtenons les équations :

[v1]
Lvg) = L[vi] — (D% — Ny (vg,v1));
L [Ug] = L [’Ug] — (CDQUQ — N2 (UQ, ’U1,1}2)) )
L [vg) = L{vs] — (°D%v3 — Ny (vo, v1, va,03)) ;

Ou
N (Uo + pur + pPus + - ) = Ny (v0) + pN1 (vg, v1) + p*Na (vo, v1,v2) + - -+

La solution approchée d’équation (3.28) par conséquent, s’écrit

y=limv=vy+v, +vy+--- (3.42)
p—1

En appliquant I'opérateur /* aux les deux membres de 1'équation (3.28)), on trouve
y(x) =yo + "N (y) + [*g (2). (3:43)

Négligeant le terme non linéaire /N (y), nous pouvons utiliser la partie restante comme !'esti-
mation initiale de la solution c’est -a-dire

vo () =yo+ I%g(x) x>0. (3.44)
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Exemple 3.2. On considére 1’'équation suivante

"= —u? t>0,tcq
wem s (3.45)
0) =1
D’o1, la solution exacte de cette équation est
(t) ! (3.46)
U = — .
1+1
Selon la méthode HPM, on peut construire ’homotopie suivante : v : © x [0, 1] — R
(1—p) (V' —up) +p (v +0*) =0 ,pel0,1],t €, (3.47)
Avec ug = 1.
les solutions des équations (3.45), peuvent étre écrites sous forme de série
v =g+ puy +pat - (3.48)

En remplagant (3.48) dans (3.47) et identifiant les termes avec ceux de mémes puissances de p,
on obtient

0.,/ _
p . UO = U/O,
P = —ug—v2, v (0) =0,
PP vy = —2u001, vy (0) =0, (3.49)

Par conséquent, les premiers composants de la solution sont données par :

0

P v =1,
pl U1 = _ta
Py = t2, (3.50)
Donc la solution de 1’équation (3.45) est
u:limU:U0+U1+U2+"':1—t+t2+"' (351)

p—1
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: i : ] : solution exacte :
PRHEt= I o . U A . solution approche |

I 1 1 i
] 0os  an 015 02 02 03 03 04 045 05

S

FIGURE 3.2 — Solution exacte et solution numérique par HPM.
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Conclusion générale

Dans ce mémoire, nous avons analysé mathématiquement et numériquement un probleme
de Cauchy pour une équation différentielle non linéaire avec dérivée fractionnaire de Caputo.
Ce travail se déroule en deux étapes :

v/ Analyse variationnelle : nous avons démontré un théoreme d’équivalence entre un pro-
bleme de Cauchy avec dérivée fractionnaire de Caputo et une équation intégrale non li-
néaire de Volterra dans 1'espace de fonctions continuellement différentiables. Sur la base
de ce résultat, I'existence, I'unicité et la dépendance continue de la solution par rapport
aux conditions initiales sont prouvées.

v/ Aspect numérique : nous avons utilisé les deux méthodes de VIM et HPM pour calculer
la solution numérique de I'équation de Riccati avec dérivée fractionnaire de Caputo.

Comme perspectives, nous avons prévu les projets de recherches suivants :

1= Analyse mathématique et numérique d'un probleme de Cauchy avec dérivée de Caputo
dans un intervalle non borné comme [ 0, +o0 | :

CD8+y(I) :f(x7y(x)) T € [07+OO[
y*® (a)=b, €R, k=0,1,....,n—1, n=[a] + 1.

ww FEtude d'un probléme parabolique-hyperbolique avec dérivée fractionnaire de Caputo :

Dy (t) = gy + f(2,1), >0
+ Condition initiale+Conditions aux limites .
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