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Résumé

Il est connu qu’'un opérateur non expansif entre deux espaces normés est une application
lipschitzienne de module k£ = 1. Contrairement aux applications contractantes, les applica-
tions non expansives n’ont pas nécessairement de point fixe. Dans ce travail on essaye de
donner des nouvelles conditions d’obtenir un point fixe

Mots clés :

Opérateurs contractants, Opérateurs non expansifs, Point fixe.
Abstract

It is known that an non expansive operator between two normed spaces is a lipschitzian
application with a number equal the unit. Contrarily to contraction application, the non
expansive applications have not necessarily a fixed point. In this work we try to give a new
conditions to obtain a fixed point.

Key-word :

Contracted operators, Non expansive operators, Fixed point.
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Notations générale

Constant de Lipschitz

Espace de Hilbert.

Espace vectoriel normé.

fonction inconnue

Intervalle réel.

la boule unité fermée de R"

L’ensemble des applications linéaires de F dans F'.

I’espace des fonctions continues & valeurs réelles ou complexes
L’espace des fonctions de carré intégrable sur [a, b]

Noyau de l'intégrale
Noyau itéré d’ordre n donné par ky,(z;y) = [k(z; 2)k,—1(z; y)dy

a

Opérateur linéaire

Produit scalaire de x et y.
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Introduction

En mathématiques, particulierement dans I’analyse fonctionnelle, Il existe un genre d’opérateur
dit I'opérateur non expansif qui est une application Lipschitzienne, et elle est aussi le titre
de ce modeste travail.

Notre mémoire est composée de trois chapitres:

Dans le premier chapitre, nous rappelons quelques notions de base; les espaces nor-
més, l'espace de Hilbert, les espaces complets, et on représente les application linéaires et
les opérateurs (linéaires continus et compacts), et aussi le théoréeme d’Arzela-Ascoli.

Le deuxiéme chapitre, présente quelques théorémes du point fixe de Banach, Brouwer,
Schauder et Schaefer. Etant donnés un ensemble F et une application T : F — FE, on
s’intéresse & donner des conditions suffisantes sur 1" et F pour que 7T ait un point fixe.

En 1922, Banach prouve le théoréme de I'application contractante dit qu’une contraction
d’un espace métrique complet dans lui-méme admet un point fixe unique.

Le théoréeme du point fixe de Brouwer exige uniquement la continuité de ’application
d’un intervalle fermé borné dans lui-méme. Et généralement, I’application continue doit étre
définie dans un convexe compact d’un espace euclidien dans lui-méme.

En 1930, Le théoréme du point fixe de Schauder était établi, est une généralisation du
théoréme du point fixe de Brouwer et affirme qu’une application continue sur un convexe
compact admet un point fixe, qui n’est pas nécessairement unique.

Dans le troisiéme chapitre, on commence par les opérateurs contractants et les
applications non expansives, et puis une introduction sur les équations intégrales
qui sont découvertes en (1768 — 1830), dans les espaces des fonctions continues et quelques
propriétés, ainsi que l'existence et 'unicité des solutions pour les équations intégrales linéaire

ou non linéaire.



Chapitre 1

Notions de base

Dans cette partie on présente quelques espaces fonctionnels qu’on a besoin de celles dans

notre travail, et aussi rappel sur les applications et les opérateurs.

1.1 Espace de Banach

1.1.1 Espaces normés

Soit E/ un espace vectoriel sur le corps k = R ou C.
Une norme sur F est une application N: F — R qui possede les propriétés suivantes :
Nl.Vue E N(u)=0<« u=0. (Séparation).
N2.VA €k, Vu € E, N(Au) = AN(u). (Homogénéité).
N3.Vu,v € E, N(u+v) < N(u) + N(v). (Inégalité triangulaire).

Notation
La norme N est notée ||.|| ou ||.|| 5.
Un espace vectoriel F muni d’une norme ||.|| est dit un espace vectoriel normé. On

le note par (E, ||.||).
Equivalence de normes:
Soit ||.]| 5 et |||z o deux normes sur £ . On dit que ces deux normes sont équivalentes

s’il existe « et (3 strictement positives telles que:

Ve e B, allllpy < g <Bllgs-



1.1. Espace de Banach

1.1.2 Espaces Euclidiens:

Les espaces Euclidiens sont en général les espaces vectoriels munis d’un produit scalaire;
rappelons qu’il permet de pratiquer le raisonnement de la géométrie euclidienne pour des
espaces fonctionnels de dimension infinie.

Produit Scalaire

On appelle produit scalaire sur un espace vectoriel £ (réel ou complexe) une fonction

(x,y) définie sur £ x E dans K = R ou C possédant les propriétés suivantes:

5(zx,x) =0< z=0.

Ou les éléments x, y et z appartiennent & F et le scalaire appartient a K.

Systéme Complet (total)

Un systéme {e;} est dit complet (ou total) si le plus petit sous espace fermé qui le
contient coincide avec 'espace E tout entier; autrement dit ’espace E est engendré par le
systéme {e;}, ou encore, I’espace des combinaisons linéaires finies des éléments de {¢;} est
dense dans FE.

Base hilbertienne

Un systéme orthogonale {¢;} est dit une base orthogonale s'il est complet, de plus si la
norme de chaque élément est égale a I'unité; le systéme {e;} est dit base orthonormée ou

base hilbertienne.

Espaces de Hilbert:

On appelle espace de Hilbert et que ’on note par H, tout espace euclidien complet au sens
de la métrique p(f,g) = [If —gl.

Généralement ’espace H est séparable est de dimension infinie; en d’autres termes, il
existe un ensemble dénombrable partout dense dans H et pour tout entier n € N; il existe

n vecteurs dans H linéairement indépendants.



1.2. Les applications linéaires

Convexité

Soit E un espace vectoriel sur R ou C. Un sous ensemble C' C E est convexe si et seulement
si

Ve, y e C, VA€ [0,1], e + (1 =Ny € C.

1.1.3 Espaces complets

Définition 1.1.1 (espace complet)

Un R-ev E est dit complet pour la norme ||.||; si toute suite de Cauchy est convergente
(pour cette norme).

Un tel espace est aussi appelé espace de Banach.

1.2 Les applications linéaires

Soit E et F' deux espaces vectoriels normés sur le méme corps k.
On note L(E; F') ’'ensemble des applications linéaires de F dans F.
Soit f € L(E; F). Les cinq propriétés suivantes sont équivalentes.
)IM >0,V e B, | f@)l, < M|,
ii) f est continue sur E.

(

(

(iii) f est continue en 0.

(iv) f est bornée sur la boule unité fermée.
(

v) f est bornée sur la sphére unité.

1.3 Opérateurs linéaires continus

Définition 1.3.1

Soit F et I’ deux espaces vectoriels sur le corps k, et T : £ — F.
On dit que 'opérateur 7' est linéaire si

Wz,ye EVAek T(x+y)=T(x)+T(y).

Q)T (Ax) = \T'(x).



1.3. Opérateurs linéaires continus

1.3.1 Opérateurs continus

Soient F et F' deux espaces normés, un opérateur 7' défini sur un sous ensemble A C F
dans F' est dit continu au point xg de A si, on a la propriété suivante:

Pour toute suite x,, de A converge vers g, la suite T'(x,) converge vers T'(xq) c’est a
dire

lim T (z,) =T( lim x,) = T(x).

Théoréme

Soient F et I’ deux espaces normés, un opérateur linéaire 1" défini sur un sous ensemble
GG C E dans F, est dit continu partout sur GG s’il est continu en point xq de G.

Remarque

L’opérateur T' est dit continu sur G, s’il est continu en chaque point de ’ensemble G.

1.3.2 Opérateurs bornés:

Définition 1.3.2

Un opérateur linéaire T défini sur ’espace normé F dans I’espace normé F' est dit borné

s’il existe une constante positive ¢ > 0, telle que
1T ()|l p < cllflg -
Théoréme 1.3.1
Un opérateur linéaire T est continu, si et seulement si, il est borné.
Théoréme 1.3.2 (Arzela-Ascoli)

Un ensemble U C C(G) est relativement compact si et seulement si il est borné et
équicontinu i.e.

S’il existe une constante M tel que:

lp(z)| < M pour tout . € G et p € U

Autrement dit, pour tout € > 0, il existe 0 > 0 tel que



1.3. Opérateurs linéaires continus

lo(x) — ¢(y)| < € pour tout z,y € G et pour tout ¢ € U.

L’ensemble C'(G) signifie I'espace des fonctions continues a valeurs réelles ou complexes

définie dans I’ensemble compact G C R™ muni de la norme maximum:
il = max ()]

1.3.3 Opérateurs compacts

Définition 1.3.3

Soit T un opérateur linéaire d’un espace normé E dans un espace normé F', on dit que T’
est un opérateur compact s’il envoie tout ensemble borné un ensemble relativement compact

dans F'.
Théoréme 1.3.3

Un opérateur T' de E dans F' est compact si et seulement si pour toute suite bornée

{¢,,} de E, la suite {T'p, } contient une sous suite convergente dans F.
Théoréme 1.3.4

Un opérateur compact est un opérateur borné, la réciproque est fausse.
Définition 1.3.4

L’opérateur T est dite complétement continu, si elle est continue et compact.



Chapitre 2

Théorie sur le point fixe

Dans cette partie, nous proposons quelques théorémes du point fixe. D’abord le théoréme
du point fixe du type Banach, ensuite le théoréme du point fixe de Brouwer, enfin cela de

Schauder et Schaefer.

2.1 Théoréme du point fixe du type Banach

Ce théoréme est noté par le principe de I'application contractante, Ce principe garantit
I’existence d’un unique point fixe pour toute application contractante d’un espace métrique
complet dans lui-méme.

Définition

Soient (E,d) un espace métrique complet et 'application T': £ — E.

On dit que T est une application lipschitzienne s’il existe une constante positive k£ > 0

telle que l'on ait, pour tout couple d’éléments =,y de E, I'inégalité

d(T(2), T(y)) < kd(z, y). (2.1.1)

Pour £ =1, T est appelée non expansive.

Pour k£ < 1, T est appelée contraction.



2.1. Théoréme du point fixe du type Banach

Théoréme 2.1.1 (Théoréme du point fize de Banach(1922))

Soit (F,d) un espace métrique complet et soit 7' : £ — FE une application contractante
avec la constante de contraction k£ alors 7' un unique point fixe x € E.
De plus nous avons la propriété suivante qui est importante:
Sixzge B etx,=Tx,_1, limx,==x
n—oo
et d(x,, ) < k(1 — k) td(zy,10), n>1
x étant le point fixe de T'.
Preuve

L’existence:

Soit z € E un point quelconque dans E. On considére la suite {z,,}°, définie par:

Ty = %
Tp = Tl'nfb n=>1
Il faut démontrer que {x,}3° ; est une suite de Cauchy dans E.

Pour m < n, on utilise I'inégalité triangulaire:
AT, Tn) < d(Tmy Tims1) + A Tona1, Tmao) + -+ d(Tp_1, 0)
Puisque T' est une contraction, on a :
d(zp,xpsy1) =d(Txp_y,Trp) < kd(xp_1,x,), pour p > 1.

En répétant cette inégalité, on obtient :

IN

A n) < (K™ 4 K™ 4 g k" Y)d(, 20)
< KA kA RN (3, w0)

S km<1 — k)_ld(l'l, l’()).

On déduit que (z,)est de Cauchy dans E qui est complet, donc (x,,), converge vers x
dans F.
Par ailleurs puisque 7" est continue, on a:

r = limz, =limT(z,1) =T (limx,_ ;) =Tz

n—00 n—oo N—s00



2.1. Théoréme du point fixe du type Banach

Donc z est un point fixe de T' (i.e.Tz = z).
L’unicité:

Supposons x = T'x et y = Ty alors:
d(z,y) = d(Tz,Ty) < kd(z, y)
Ce qui implique que d(z,y) =01i. e. z =y (Puisque k < 1).
Exemple 2.1.1

Soient E = ([%, +00 [, ||) et f une fonction définie de F dans R par

_5x+9

J@) =5

° [%, —I—oo[ est un intervalle fermé dans I’espace métrique(R, |.|) .celui-ci étant complet.

e Pour tout z et y de E, on a:

_bz+9 5y+9  29(y—«x)
J@) =) =g 6y +5 (62+5)(6y+5)

Donc:
£o) — F)] = o< 2y,

(62 +5) (6y +5) — 100

Ce qui montre que f est contractante.

Dans ces conditions, f admet un unique point fixe.

On a:
5r + 9 3
=ré& =& /=
fla) = 6x + 5 v 2

Donc \/g est le seul point fixe, car —\/g ¢ F

Remarques

o Si T est une application Lipschitzienne (pas nécessairement une contraction) mais 'une
de ces itérées T est une contraction, alors 7" a encore un et un seul point fixe.

o Des fois T ne soit pas une contraction sur tout I'’espace E mais juste dans le voisinage
d’un point donné.

Maintenant, On présente quelques extensions de ce principe.



2.1. Théoréme du point fixe du type Banach

2.1.1 Extension du principe de I’application contractante

1.Extension de Boyd et Wong

Elle consiste a remplacer la contraction par la ¢ -contraction.
Définition 2.1.1

Soit E un espace métrique et 1" une application de £ dans FE.
On dit que T est une ¢-contraction, s’il existe une application ¢ semi-continue supérieure-

ment de [0, 00) dans [0, 00) avec ¢(r) < r pour r > 0 telle que:
Va,y € B,d(T'(2), T(y)) < ¢(d(z,y)) (2.1.2)

Le résultat suivant va assurer ’existence d’un unique point fixe pour une application

quelconque.
Théoréme 2.1.2 [3]

Toute p—contraction d’un espace métrique complet dans lui-méme admet un point fixe

unique.
Remarque 2.1.1

La contraction est un cas particulier de la p-contraction (il suffit de prendre ¢(r) = kr
pour tout 7 >0, (0 < k < 1).
2.Extension d’Edelstein

Théoréme 2.1.3 [5]
Soit (F,d) un espace métrique complet et 7" : ' — FE une application telle que
d(T(x), T(y)) < d(z,y) Yo,y € E,x#y (2.1.3)

Supposons qu'il existe y € E' tel que les itérations de {x,} données par

To =Y
Ty =T(x, 1) n>1

10



2.1. Théoréme du point fixe du type Banach

Posseédent une sous suite {x,; }
Avec

limx,; =x € E.

J—0o0

Donc x est un point fixe unique de 7'.
Théoréme 2.1.4 [5]
Soit (F,d) un espace métrique complet et T : E — F telle que :
d(T(x),T(y)) < d(z,y) Ve,y € E,x #y.

En plus, on suppose que: T : E — K ou K est un sous ensemble compact de E alors T’

posséde un unique point fixe dans F.
Définition 2.1.2

Soit T une application d’un espace métrique E dans lui-méme. On dit que T est une

contraction uniformément faiblement stricte si:
Ve> 0,36 > 0 tel que e < d(z,y) <e+6,d(T(x),T(y)) <e (2.1.4)
Remarque 2.1.2

Si T est une ¢-contraction alors 7" est une contraction uniformément faiblement stricte
mais la réciproque n’est pas vraie.
D’apres ces résultats on définit une autre extension.

3.Extension de Meir Keeler
Théoréme 2.1.5 [7]

Soit E un espace métrique complet, et T" une application de E dans FE possédant la
propriété (2.1.4) alors T admet un point fixe unique z. De plus
r=limT"(y) Yy € E.

n—oo

-Si T est une contraction stricte et E un espace compact alors 7" vérifie (2.1.4).

11



2.2. Théoréme du point fixe du type Brouwer

2.1.2 La signification du théoréme de point fixe de Banach

Nous donnons des résultats trés importants pendant I'application de ce théoréme par exem-
ple:

-Existence de la solution.

-Unicité de la solution.

-Stabilité de la solution dans le cas de petite perturbation de 1’équation.

-Existence de la convergence des méthodes d’approximations.

2.2 Théoréme du point fixe du type Brouwer

Il existe plusieurs formes du théoréme selon le domaine d’utilisation. est donnée sous la
forme suivante:

Dans le plan: Toute application 7' continue du disque fermé dans lui-méme admet au
moins un point fixe.

Dans un espace euclidien: Toute application continue d’une boule fermée d’un espace
euclidien dans elle-méme admet un point fixe.

Convexe compact: Toute application continue 7" d’un convexe compact K d’un espace

euclidien a valeur dans K admet un point fixe.

2.2.1 Théoréme de Brouwer en dimension une
Théoréme 2.2.1 (théoréme de Brouwer)[10]

Soit [a, b] le domaine de définition de T'. L’application T" est continue et & valeurs dans le
méme segment. On dit que cette application admet un point fixe, lorsque son graphe croise
celui de 'application définie sur [a, b].

Démonstration. =

Pour la démonstration. On considére ’application continue suivante:

fr=Tr—=x

Elle est positive en a, négative en b.

12



2.3. Théoréme du point fixe de type Schauder

Le théoréme des valeurs intermédiaires assure que ’application f posséde un zéro dans

[a,b]. Ce zéro de f est un point fixe de T'.
Définition 2.2.1

On dit qu'un espace topologique F & la propriété du point fixe si toute application
continue 7' : F — F posséde un point fixe.

On note par B, la boule unité fermée de R™. On a le résultat suivant:
Proposition 2.2.1

La boule B™ a la propriété du point fixe pour tout n € N.
Le théoreme de Schauder est une généralisation du résultat de Brouwer en dimension

infinie.

2.3 Théoréme du point fixe de type Schauder

Ce théoréme prolonge le résultat du théoréeme de Brouwer, pour montrer I'existence d’un

point fixe pour une fonction continue sur un convexe compact dans un espace de Banach.
Théoréme 2.3.1

Soit K un sous ensemble non vide, compact et convexe d’un espace de Banach E et
supposons 1" : K — K une application continue. Alors 7" admet un point fixe.

Démonstration

Soit T': K — K une application continue. Comme K est compact, T" est uniformément
continue.

Donc, Ve > 0,30 > 0,Vx,y € K.
|T(z) = T(y)|| < € quand [z —y| <.

De plus, il existe un ensemble fini des points {z1,zs,...,2, } C K tel que les boules

ouvertes de rayon ¢ centrées aux x; représentent un recouvrement de K .

i.e:KC U B(Ij,é)

1<j<p

13



2.3. Théoréme du point fixe de type Schauder

Si on définit L par:
L =Vect{T(x;)i1<j<p}
Alors L est de dimension finie, et K* = K N L est compact convexe de dimension finie.
Pour 1 < j < p, on définit la fonction continue: ¢, : E' — E par:
0 siljz —xj]| >6
g0‘7‘:{1—% sinon

Et on voit que ¢; est strictement positive sur B(x;,0) et nulle dehors.
P

On adonc,Vz € K, Zcpj > 0, et alors on peut définir sur K les fonctions continues
j=1
positives ¢; par:

P
On ) ¢;(x) =1,z € K.
j=1

P
Alors on pose, pour z € K |, h(x) = Z% (x)T'(x;), h est continue (car elle est la somme
7j=1

des fonctions continues) et prend ses valeurs dans K™ (car h(x) est un barycentre des 7'(z;))
Donc, si on prend la restriction h g« : K* — K*, h posséde un point fixe z € K*.

Et aussi:

T(z)—z = T(2)— h(2)

= YU @TE) - Y b))
= Y U@TE) - T@)

Ifz) =z < 3 [ @)(T(z) = ()|

A
=
[
&
=
!
™M



2.3. Théoréme du point fixe de type Schauder

Donc, pour tout entier m, on peut trouver un point y,,, € K tel que ||T(2,,) — zm || < 27™.

Comme K est compact, de la suite (z,,)mez On peut extraire une sous-suite (z,x) qui
converge vers un point z* € K .

Alors f étant continue, et la suite (7'(z,x)) converge vers T'(z*).

On conclut que

T(z") = 2"
L.e; z* est un point fixe de T" sur K.
e Le théoreme de Schaefer est un cas spécial du théoreme de Leray-Schauder

Théoréme 2.3.2 (Théoréme du point fixe de Schaefer)[10]

Soit E un espace de Banach et T : E — E est un opérateur complétement continu. On
a alors l'alternative suivante :
i) Ou bien, I’équation opérateur z = ATz admet une solution pour A = 1.

ii) Ou bien, 'ensemble S = {z € E : x = ATz, X €]0;1[} est non borné.

15



Chapitre 3

Etude sur les opérateurs non

expansifs

3.1 Opérateurs contractants

Définition 3.1.1

Soient H un espace de Hilbert et T' un opérateur borné, 'opérateur 1" est dit opérateur

contractant s’il existe une constante k telle que 0 < k < 1 et
Vor, 00 € H, [Ty — Tl < ko1 — ol -
Théoréme 3.1.1 (principe de contraction de Banach)
Soit T" un opérateur contractant dans un espace de Hilbert H. Alors ’équation
To=¢ (3.1.1)

Admet une solution unique ¢ dans H, cette solution est le point fixe de cet opérateur.

Démonstration

Pour démontrer I’existence de la solution de ’équation (3.1.1) on utilise la méthode des
approximations successives.

Soit ¢, une fonction arbitraire, on définit la suite (p,,) par:

Opp1 =T, n=172 ..
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3.1. Opérateurs contractants

Soit de Cauchy et converge vers la solution de I’équation (3.1.1).

En effet

HSOPJrl_SOP” = HTQOP_TQDIFIH S]{”ngp_s%fl”
< K’ H%ﬁ-l - 90:0—2H
< K H90p—2 - 9017—3H
< K ller — woll

Autrement dit, pour tout ¢ > p; on a

”(pq - S%H - H(@q - 90!1—1) + (Soq—l - 90(1—2) Tt ((pp+1 - SDP) ”
< HSOq - SOquH + ||90q71 o SOquH to Tt HSOP+1 o QOPH
< (KPR R [l — gl
< kP (1 +k+E+ .+ kq%) ler — @oll

kP
< 1-F 1 — ol

Et par suite
lim ngq - 901?” =0.

P,q—+00
D’ou la suite (¢,,) est de Cauchy dans un espace de Hilbert donc elle converge vers la
solution unique ¢.

Et par la continuité de 'opérateur 7' on trouve:

p=limy, = liIJIrl Ty, =Tlimyp, =Ty

n—-+o0o n n——+00

Pour démontrer I'unicité, supposons qu’il existe deux points fixes différents ¢ et 1; tels
que:

To=¢y

17



3.2. Applications non expansives

Alors on peut écrire

o =0l = ITe =Ty[ < ke -
D’ou
(I=Fk)le—2y|<0

Ce qui nous donne

lp =9l =0=p=1.
Corollaire 3.1.1

On suppose que 'opérateur 1" admette un point fixe dans I'espace de Hilbert H, alors

lopérateur 7", n € N admet le méme point fixe.
Corollaire 3.1.2

Soit 1" un opérateur dans l'espace H tel que 'opérateur 7", n € N est un opérateur

contractant, alors 7" admet un unique point fixe ¢ dans l’espace H.

3.2 Applications non expansives

Soit C' un sous ensemble non vide de I’espace normé F et T: C' — E une application.

Alors T est dit non expansive si
| Tz — Ty|| < ||z —y| pour tout z,y € C
Rappelons qu’une suite{z,} C C est une suite d’approximation de point fixe de 7" si
Jim_ o, = T, =0

La suite d’approximation de point fixe posséde un role fondamental dans ’étude de la

théorie de point fixe pour les applications non expansives.
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3.2. Applications non expansives

Proposition 3.2.1

Soit C' un sous ensemble fermé non vide et convexe d’un espace de Banach F et T: C' —
E une application non expansive, alors Yu € C et t € [0,1], il existe exactement un point
xy € C.
Tel que
ry=(1—tu+ Tz,

Si C' est borné alors x; — Tx; — 0 quand ¢t — 1.
Preuve

Pour la preuve voir [2].
Proposition 3.2.2

Soient H un espace de Hilbert et u, v deux éléments de H; s’il existe x € H tels que
|z —ul| <R ||z —v|| <R, ||z — 2| >r,R>7

2
Alors

|lu—v|| <2VR?—r2

Preuve

Par la loi de parallélogramme:

lu—v[> = |[(z—v)—(@-w)|=2[u—z|*+2[v -zl - |[(u—2)+ (v—2)|
2
- 2R2+2R2+4H“+”—x
< 4(R*—r?)
Lemme 3.2.1

Soient C' C H un ensemble borné et f : C' — C une fonction non expansive vérifiée la

condition suivante:

Vo, y€C, 36> 0,a = € Oz — f@)| << Iy~ fW)]| < <. alors

lo = f(@)ll < v/26(C) Ve

Ou 0(C) est le diametre de C:
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3.2. Applications non expansives

Preuve

lz—yll =

<
D’une part
D’autre part
|z — o
Et
1/ (c) — ]

. f(a);—a _y+f(oz)2+a

(z — f(a)2+ a)_ (y— f(a)2+ a)
. f(a)2+a +Hy_ f(a)2+a
ol rals D -l

r oy 1

~[e=5-51 =30

< lfte) = F@ + 1) - al
< fla—al+e=ctg eyl

Pour r = 3 ||z — y| et R =1 ||z — y|| + € on trouve

la = F ()]

ININ A

IN

2 fie+ e — )7~ G e —
el =

2Ve Vet Jlz —yll

2Vey/26(C)

Et, lorsque € et||z — y|| ne dépassent pas §(C'),la preuve est terminé.
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3.2. Applications non expansives

Théoréme 3.2.1

Soit C' un ensemble non vide fermé, borné et convexe dans un espace de Hilbert. Alors
toute fonction f : C'— C non expansive admet au moins un point fixe.

Démonstration

Le 0 € C car on a chaque convexe contient le zéro.

On définit les fonctions f, pour tout n = 2, 3... par:

fn:(l_l)f
n

Comme C' convexe et 0 € C'; f, : C' — C de plus f, contractante.

Appliquons le théoréme de Banach on obtient que f,, admet un point fixe x,,, et

e~ Fll = )l < 6 (C).

Pour chaque n > 2, soit Q, = {z € C/ ||z — f(z)|| < 26 (C)}, alors Q2 D Q3 D ...
Est une suite décroissante de I’ensemble fermé et, par quoi on doit choisir, (),, n’est pas

vide.
z+y
2

la — f ()] < 24/20 (C

Soit d,, = inf {||z]| / = € Q,} :car les @,, sont décroissants, on a dy < d3 <

On observe que si z,y € Qg2 et a = , donc suivant a le lemme (3.2.1):

alors que 6 Qn

Est une suite non décroissants des réelles, était borné par § (C'), converge vers quelque

Finalement soit
A, =Qg2NB <O,d+%>
Alors A,, est une suite décroissante de I’ensemble fermé non vide. On calcul le diamétre
de A,
Siz,y€ A,, alors
0l <d+ - J0—yl <d+ -

(“y <d+ - L " donc par la proposition (3.2.2)

Et par notre observation ci-dessus, HO

on trouve

e
|z — 9| SQ\/<d+—) —d2 =2/2dn"! +n2+ (d* — d2)
n
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3.2. Applications non expansives

On choisit 6 (4,,) — 0 quand n — oo

Par le théoréme de Cantor, il existe un x¢ € NA,; comme zy € NQg,2 on trouve
n n

9 (C)
7o — Fao)l < 035 wn
Donc ||zg — f(z0)|| = 0 et g est un point fixe. Ce qui termine la preuve.

Soit C' une boule fermée dans ’espace de Hilbert H; Maintenant considérons le déroule-
ment de 'application non expansive définie de C' dans H.

Pour ce but, on besoin de
Lemme 3.2.2 .

Soient H est un espace de Hilbert et C' la boule fermée {z € H / ||z|| < m}

On définit la fonction r : H — C par

{7 s

M llz|| > m
ll|

Alors r : H — C est une fonction non-expansive.
Preuve

On remarque que, si u,v # 0, alors
(u—r(u),r(v) —r(u) <O0.

Elle est vraie pour|u|| < m lorsque r(u) = u, et si ||ul| > m on a

(u—=r(u),r(v) —r( >>—{(1‘%) [(u,0) =mful] ol <m
| <1 B ﬁ) [”ﬁﬁff” —mlull] vl =m
Comme |(u, v)| < [lul| [v]
On écrit
r—y = r(@)—ry)+z—r@)+rly) —y
= r(@)—r(y) ta
Alors

lz = ylI* = lIr(@) = )" + llall* + 2 (e, r(z) — r(y))
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3.2. Applications non expansives

Et comme

(. r(x) =r(y) = = (& —r(@),r(y) —r() = (y —ry),r(x) —r(y) = 0

Alors

lz =yl = lIr(@) = r()I”

Théoréme 3.2.2

Soit H un espace de Hilbert et C' la boule fermée {x € H / ||z|| < m}:

Alors toute fonction f : C' — H non expansive vérifiée au moins un des deux propriétés
1. f admet un point fixe.

2.3z € 0C et 0 < A < 1 tel que x = Af(z).

Preuve

On a vu dans le lemme 3.2.2 que la fonction r : H — C est non expansive. Ce qui

implique r o f : C' — C' est une fonction non expansive, d’aprés le théoréme 3.2.1 on a

r(f(z)) =z VxeC.

e Si f(x) € C alors x = r(f(z)) = f(z) alors f admet un point fixe.

e Si f(z) ¢ C alors z = r(f(x)) = c% alors z € 9C, On prend A = &5 d'ou le

résultat.
Exemple 3.2.1

H=TR? C={z € R/|z| <1} la boule unité.
L’application f : C'— R donné par f(r) = x+ 1 est non expansive mais n’admet pas un
point fixe alors elle doit étre réalisé la deuxiéme condition, il existe z =1 € 9C , et A = %

tel que:
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3.3. Applications

Corollaire 3.2.1

Soient {x € H /||z|]| < m} et f: C — H est une fonction non expansive, vérifie une des
conditions suivantes pour tout x € 9C"
a)[l f(x)]| < [l=|
D) f (@) < [l — f(2)]
@I < Ml=)* + [lo = f ()]
d){z, f(2)) < ||z
Alors f admet un point fixe.
Preuve
Comme une illustration on prouve I’assertion de ’hypothese (c)
Si f n’admet pas un point fixe, il doit étre le z € §(C') avec z = Af(z)
Pour 0 < A < 1, on particulier f(z) # 0, car de (c) on a

IFN” < I + 1IN (2) = £(2)I1°

Et d’autre coté 1 < A*4 (A — 1)?; mais ca est une contradiction puisque A+ (1 — \)* <
A+ (1 —=X) =1 pour chaque 0 < A < 1.

Corollaire 3.2.2

Soient H un est espace de Hilbert, f : H — H une fonction non expansive. Si la fonction
f vérifie:
(r,2 = f(x)) = cllz|
Tel que ¢(||z||) — oo quand ||z|| — oo
Alors I'application non expansive suivante r — = — f(x) est surjective.
Preuve

Pour la preuve voir[1]

3.3 Applications

Le but de cette partie est d’appliquer le principe de contraction de Banach sur un opérateur

intégral.
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3.3. Applications

Premiérement on va étudier les opérateurs intégrals et aprés on démontre 1’existence et

I'unicité de ces opérateurs.

3.3.1 Opérateurs intégraux
Définition 3.3.1

Soit k : C'(G) x C(G) — R une fonction continue, Popérateur intégral linéaire sur C'(G)
est définit par:
p € C(G) — Ap € C(G), tel que

Ap (z) = / key)e(y)dy z,y€G
G
Définition 3.3.2

Chaque équation fonctionnelle écrit par:

Ao (z) + f(z) = /k:(ﬁ,y)gp (y)dy x,y€ GetAeRouC. (3.3.1)
G

Est appelée équation intégrale, tel que ¢ est I'inconnue, f est une fonction donnée, G

est un ensemble fermé, borné et mesurable et k est le noyau de I’équation intégrale.
Remarque 3.3.1

La valeur de f (z) c’est qui déterminer le genre de ’équation, i.e. homogéne ou non

homogene.
(i)Equation de Fredholm

1.Equation de premiére espéce
Définition 3.3.3 .

L’équation de Fredholm non homogéne de premiére espéce est définie par :
b

/k(@n y)e (y)dy = f(x) (3.3.2)

a

Sachant que ¢ est la fonction inconnue.

2.Equation de seconde espéce
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3.3. Applications

Définition 3.3.4

L’équation de Fredholm non homogéne de deuxieéme espéce est définie par:

b
A@@%=/M%ww@ﬁw+f@%A€R (3.33)

a

Sachant que ¢ est la fonction inconnue.

(ii) Equation de Volterra

Les équations de Volterra sont des cas particuliers de ceux de Fredholm dans lesquelles
le noyau k vérifiant

k(x,y) =0 Poury >z

1.Equation de premiére espéce
Définition 3.3.5

L’équation de Volterra non homogeéne de premiére espéce est définie par:

xT

/k(:r, Yey)dy=f(z),a<z<b (3.3.4)

a

Sachant que ¢ est la fonction inconnue.

2.Equation de seconde espéce
Définition 3.3.6

L’équation de Volterra non homogene de deuxiéme espéce est définie par:

T

A¢@%=/M%w¢@ﬂw+f®%A€R (3.3.5)

a

Sachant que ¢ est la fonction inconnue.
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3.3. Applications

Théoréme 3.3.1

Soit H est un espace de Hilbert et 7" un opérateur borné dans H vérifiant:

ITpr = Toa|| < Koy — o]

Donc I’équation
p—Ap=f

Admet une solution unique pour toute f € H tel que |A| soit petit.
Théoréme 3.3.2

Soit k(x,y) est une fonction continue pour z,y € [a, b], alors I’équation de Volterra

T

w(x)—A/k(x,yw(y)dy:f(w),agxsb

Admet une solution unique ¢ pour toute f dans L?([a, b]) et A dans R.
Démonstration

On considére 'opérateur suivant pour ’équation intégrale de Volterra

T

To (1) = f (x) + Mo (z) = / k(9 (y)dy, a <o <b, (3.3.6)

a

Avec
xT

Ap (x) = / ke, y)e (4) dy

a

Lorsque on montre que 'opérateur 1™ est une contraction pour un certain n € N, on

conclut que Tp admet un point fixe qui est la solution de I’équation (3.3.6).

T = f+ Mo
T?p = T(f+Mp)=f+AA(f + \yp)
= fH+NF+ AN A%

Et de la méme maniére on obtient pour n :

T =f+AAFf+ NA%0+ .+ XA Lo+ \" A%
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3.3. Applications

D’autre coté

[T 0y — T"pq|| = |IA"A"py — X" A

T

— / a (2,9) (02 (1) — 01 (1)) dy

a

On sait que k,(z,y) est le noyau itéré d’ordre n défini par

)

kn(z,y) = /k: (,2) kn_1(z,y)dz.

T

Par hypothése on a

|k(z,y)| < M
Donc
M (z—y)""
Comme ce derniére expression est évidente pour n = 1, alors on suppose qu’elle est vraie
pour m € N.
M™ (z —y)"
Alors
bralo) = | [5Gz b (e a2
y
< [l b )l d:
Yy
Mm+1 v
< / (x—2)"""dz
(m —1)!
Yy
< Mm+1 (l‘ _ y)m
- m!
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3.3. Applications

On a

17"y (2) — T, (@) < ‘j' 5l el

Pour n € N assez grand on obtient:

A" M <1
(n—1)!
Et T" est contractant alors 1" admet un point fixe.

Finalement on réalise ’écriture suivante:

xT

Tgo—gowm—f<x>+/k<x,y>so<y>dy

a

3.3.2 Exemple

Dans cet exemple on prend

k(z,y)e(y) = zye (y), et f(z) =cosz, a <z <b

Alors I’équation intégrale de Volterra s’écrit comme suit.

xT

Ty (z) = p(x) = cosz + / 2y (y) dy. *)

a

Cette derniére admet un point fixe si 'opérateur est contractant

?
Montrons que ||[T'¢; — Tps|| < k||¢; — @5l , sachant que f et ¢ sont indépendantes.
D’apres le théoréme des valeurs intermédiaires qui assure que 'application £ posséde un

zéro dans [a,b]. ce zéro de k est un point fixe de T
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Conclusion générale

Finalement, nous concluons pour la convergence d’une application non expansive vers
un point fixe qu’au moins deux maniéres: soit en modifiant la suite des itérés, ou bien en
imposant des conditions plus restrictives sur 'application (sans toutefois aller jusqu’a la

contraction).
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