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Introduction

La théorie des codes correcteur d’erreurs a pour but la création de
codes capables de détecter et éventuellement de corriger des erreurs
survenus lors de la transmission d’'un message, parmi ces codes, Les
codes cycliques qui sont importants car il ne nécessitent que tres d’in-
formations pour étre tres facilement implémentés grace au registre a
décalages . Beaucoup de codes importants en pratique sont des codes
cycliques. Ce travail est subdivisé en trois chapitres :

Le premier chapitre est consacré a une introduction ou nous pré-
sentons les notions les propriétés fondamentales nécessaires pour la
réalisation de ce travail tels que : anneaux, anneaux principaux, an-
neaux de polyndémes, corps fini et construction d’un corps finis.

Le deuxieme chapitre est consacré a I’étude des codes, codes li-
néaires, et plus précisement les codes cycliques et les codes cycliques
minimaux.

Enfin, dans le troisieme chapitre, on va étudier les idempotents
primitifs d’un code cyclique ou nous explorons autre méthode pour
d’écrire les codes cycliques.



Chapitre 1

Les corps finis

Dans ce chapitre, on rappelle les notions de base dont on aura
besoin par la suite tels que : corps, corps fini, extension d’un corps,
Construction d’un corps fini, polynéme minimal et factorisation de
2" — 1 sur un corps fini.

1.1 Rappel sur les anneaux

Définition 1.1.1 On appelle anneau un ensemble non vide A muni
de deux lois de composition interne : 'addition ” + 7 et la multipli-
cation ” -7 tel que :

1. (A;4) est groupe abélien,

2

2. la multiplication ” -
a l'addition.

est associative et distributive par rapport

e Si la multiplication est commutatif, c¢’est-a-dire : Vax;y € A:x-y =
y - x alors on dit que l'anneau A est commutatif.

e Si l'opération ”.” admet un élément neutre noté 1 ou bien 14 alors
l’anneau A est dit anneau unitaire.

Exemple 1.1.1 (Z,+,.) est anneau commutatif unitaire.

Définition 1.1.2 Un anneau A est dit intégre s’il est distinct de {0}
et s’il ne possede pas de diviseurs de zéro, c’est-a-dire :



Va,be A, sia.b =10 alorsa=0 oub=0.

Définition 1.1.3 Soit I un sous ensemble non vide de A, on dit que
I est un idéal de A si :

1. I est un sous-groupe de (A, +),
2.Nael, Vbe A, abe .

o L’idéal I est dit principal s’il existe un élément a € A qui engendre
I, c’est-a-dire :

I =(a)={ar:re A}.
e Un idéal de A est dit propre s’il est différent de A.
Définition 1.1.4 Un idéal I de A est premier si
I #AetVr,yec Ajxyel =zl ouye€l.

Définition 1.1.5 L%déal I est mazimale dans A st I # A et si I C J
alors, J =1 ou J = A.

Exemple 1.1.2 Les idéauxr mazximauzr dans Z sont les idéauxr pZ
avec p premaier.

Définition 1.1.6 Soit A un anneau commutatif unitaire. Un anneau
A est dit principal s’il est intégre et si tout idéal de A est principal.

Exemple 1.1.3 (Z,+,.) est un anneau principal.

Définition 1.1.7 Soit A un corps commutatif, on note par Alx| l’an-
neau des polyndmes a coefficients dans A. Un élément p de Alx] de
degré n s’écrit sous la forme :

p(x) = ap + ayx + asx® + ... + a,a”
ot a; € A pour tout i € {0,1,...,n}, a, # 0. Le degré de p € Alx],

noté deg(p).



Remarque 1.1.1 Le degré du polyndéme nul est moins l'infini (—o0).

anneau quotient
Supposons que I est un idéal dans ’anneau A. Pour chaque a € A,
on peut former ’ensemble

a+I={a+il|iel}

qui est appelle une classe de I. On peut montrer que a + I = b+ 1
si et seulement si a — b € I, et que deux classes a + I et b+ I sont
disjoints. Les classes (distincts) peut étre transformée en un anneau
lui-méme avec addition et multiplication définie par :

(a+D@b+I1)=(a+b)+1I.
(a+I)©@B+1)=ab+ 1.

L’anneau de tous les classes de I est appelé anneau quotient et
est noté par A/I.

Exemple 1.1.4 Soit A = Klz]
Klx] de degré n, I = (f(x)) = {h
K/(f(x)) anneau quotient. Soit g(x

1. Si deg(g) < n = deg(f) donc g(z) =g(z)+ 1 € A/I.

anneau de polynomes, f(x) €
) () | h(x) € A}. AlorsA/]:
€ A. On distinct deuz cas .

(
(

2. Sideg(g) > n Par la division euclidienne de g par f dans K[z],
il existe q(z),r(z) € Klx| tel que :g(x) = q(x).f(x) + r(z) on

En résument :

Klz]/(f(z)) = {9(x) + I/ deg g < deg f}
={ap+ax+ ..+ ap_1z" 4 I/a; € K}



1.2 Corps fini

Définition 1.2.1 Un corps est un anneau commutatif dans lequel
tout élément non nul est inversible.

e 5i (K, +,) est un corps, un sous corps de K est un sous anneau
K; de K tel que pour tout élément non nulx de K, , on a v~ ' € Ky ;
(Ky,+,.) est alors un corps.

Exemple 1.2.1 1. Q corps des nombres rationnels,
2. R corps des nombres réels,
3. C corps des nombres complezes.

4. 7. ensemble des entiers relatifes n’est pas un corps, mais c’est
un anneau.

Définition 1.2.2 Un corps finis F est un corps ayant un nombre fini
d’éléments. Le nombre d’éléments dans [F est appelé [’ordre de IF.

Nous désignerons un corps avec ¢ éléments par IF;, une autre notation
courante est GF(q) et lire, le corps de Galois avec ¢ éléments.

Caractéristiques d’un corps fini

Définition 1.2.3 Soit K un corps d’élément neutre 1x. Le noyau
du morphisme défini par :
7 — K
n fois

n—1g+1g+ ... + 1x

est, en tant qu’idéal de l’anneau principal 7, de la forme pZ. pour
p > 0 appelé la caractéristique de K et on note par Car(K).

Exemple 1.2.2 Q est de caractéristique 0.

Lemme 1.2.1 La caractéristique p d’un corps est soit nulle soit un
nombre premier.



Théoréeme 1.2.1 Si p est un nombre premier, alors les entiers

mod p, GF(p), constituent un corps. Chaque corps finis F contient
un sous-corps qui est GF(p), pour certains p premier et p-a = 0
pour chaque o dans F.

Théoreme 1.2.2 Théoreme de Wedderburn.
Tout corps fini est commutatif.

Lemme 1.2.2 57 K est un corps fini de caractéristique p, alors
(a+ b)Y =a? + b
pour tout a,b € K et i € N*.

Démonstration 1.2.1 On raisonne par récurrence sur i. St i = 1,
la formule du binome de Newton s’écrit
(a+bp = 3 Cramp—
m=0

et l'on vérifie que tous les coefficients C)' sont divisibles par p dés
que 0 < m < p . Eneffet, dep— (p—1)...(p —m — 1) = mlC}!
on déduit que p divise m!C}" . Comme p est premier, il est premier
avec tout nombre qu’il ne divise pas, donc en particulier avec chacun
des facteurs du produit m!. p est donc premier avec m! , et comme il
divise le produit m\C}" il divisera C} d’apres le Théoreme de Gauss.
On aura donc (a+b)P = aP+bP Enfin si la propriété est vraie jusqu’au
rang 1,

(a+b)"" = [(a+ b =[a" + 0] =a" 407

Structure d’un corps fini

Définition 1.2.4 Un polynome p € Flx] (F corp) est dit irréduc-
tible s’il ne peut étre factorisé en deux polynomes de degré au moins
égal a 1. Autrement dit, s’il n’existe pas deux polynomes q et ¢’ dans
Flz] de degré au moins égal a 1 tel quep=q-q .
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Théoréeme 1.2.3 K est un anneau. Soit F un corps et f(x) € F|x]
un polynome irréductible, L’anneau quotient K = F|z]/(f(x)) est un
corps .De plus K contient un sous corps isomorphe a I¥.

Preuve 1.2.1 Soit f(z) € Fx] tel que f(x) # 0. Puisque p(x) est
irréductible et p(x) n'est pas un facteur de f(x) alors
pacd(f(z),p(x)) =1 € F*

d’ou il existe a(x) et b(x) dans Fx] tels que a(z) f(z)+b(z)p(z) =1
d’ot

a(x)f(x) +b(x)p(x) =1 or p(x) = 0.
Donc tout élément non nul de K est inversible. Donc K est un corps.
On a F C F[x] et on considére la restriction a F de la surjection
canonique

¢p:F— K
a—a
C’est un morphisme injectif d’ot Im(¢) = F est un sous corps de
K.

Exemple 1.2.3 1. Soit F =R et p(x) = 2*—3z+2 = (z—1)(x—2).
Alors p(x) n’est pas irréductible, et donc Q@ = Rlx]|/(p(x)) n'est pas
un corps.

2. Soit F = Q et p(x) = 22 — 3 .nous avons vu que x°> — 3 est
irréductible dans Q|z|, et donc Q[z]/(p(x)) est un corps.

1.3 Extension d’un corps fini

Définition 1.3.1 On dit que K est une extension de k si ['on s’est
donné un morphisme (nécessairement injectif) k — K. On utilise la
notation K/k pour signifier que K est une extension de k. Parfois,
on dira aussi que K est un surcorps de k.
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Théoreme 1.3.1 Tout corps fini K de caractéristique p est posséde
p™ éléments oum = [K : Z/pZ] est la dimension de K sur Z/pZ.

Démonstration 1.3.1 Soit ay, ao, ....., a,, soit une base pour K sur
pZ. Ensuite, chaque élément de K est uniquement exprimable sous la
forme Aiay + Aoas + ... + Agag avec le \; dans 7., et comme il y a
p choix pour chaque X; , il y a p™ ces expressions tout a fait.

Propotition 1.3.1 1. S K est un corps de caractéristique nulle,
alors il existe une unique extension f : Q — K.

2. 8t K est un corps de caractéristique p > 0, alors il existe une
unique extension f ¥, =7Z/pZ — K.

Exemple 1.3.1 1. C, le corps des nombres complexes, est une ex-
tension de R, le corps des nombres réels, lequel est lui-méme une
extension de Q , le corps des nombres rationnels.

2. Nous avons vu que R[X]/(z* + 1) est un corps (isomorphe d
C) contenant R comme sous corps, et que Q[z]/(x* —3) est un corps

contenant Q comme sous corps.

Lemme 1.3.1 Supposons que F est un corps fini et que K est une
extension finie de F, avec d = [K : F]. Alors |K| = |F|?

Définition 1.3.2 (Sous-corps engendré) 1.Soient K un corps et
S une partie de K. L’ensemble des sous-corps de K contenant S est
non-vide (car il contient K) et donc lintersection de tous ces sous-
corps est un sous-corps de K. C’est le plus petit sous-corps contenant
S; on l'appelle le sous-corps engendré par S.

2.0n appelle sous-corps premier de K le sous-corps de K en-
gendré par [’élément 1g. Il est contenu dans tout sous-corps de K.

3.50it K/k une extension de corps et soit S une partie de K.
L’ensemble des sous-corps de K contenant k et S est non-vide (car



il contient K) et donc l'intersection de tous ces sous-corps est un
sous-corps de K, qui est le plus petit sous-corps contenant k et S. On
Uappelle le sous-corps engendré par S sur k et on le note k(S), ou
k(xy,...,zy) siS ={xy,...,2,}.

Définition 1.3.3 (Extension de type fini)

1. On dit queK/k est une extension de type fini si K est en-
gendré comme surcorps de k par un nombre fini d’éléments,
c.a.d., s’il existe xy,...,x, € K tels que K = k(z1,...,x,).

2. On dit que K/k est une extension monogéne si K est en-
gendré sur k par un élément x, c-a-d., s’il existe v € K tel que
K = k(z).

3. Une extension est simple si et seulement si elle est engendrée
par un élément.

Extensions algébriques

Soit E un corps d’extension de F' et soit a € E. Toute sous-
anneau de E contenant F' et contenant a clairement doit contenir
a’,a, a*.... et doit donc contenir tout de la forme by+bia+....+b,a"
avec 0 < n € Z et by, by,....b, € F. Autrement dit, il doit contenir
tout de la forme f(a) pour f(x) € Fl[x].

Définition 1.3.4 Soit F|a] un sous ensemble de E définie par :
Fla] ={f(a) | f(z) € Flz]} .

Tout sous corps S de E qui contient F et aussi a certainement contient
Fla] (puisque S est aussi une sous-anneau). Donc, si u,v € Fla] et
v # 0 , il s’ensuite que uv=! € S.

Définition 1.3.5 Soit F(a) = {uv!/u,v € F[a] et v # 0} .

Théoreme 1.3.2 Soit E un corps d’extension de F et soit a € E.
o Fla] est un sous-anneau de E contenant F et a, et tout sous-anneau

10



de E contenant I et a contient Fla].
e I'(a) est un sous corps de E contenant Fla] . Tout sous corps de
E contenant F et a contiennent F'(a).

Exemple 1.3.2 :
St F est un sous-corps de R et 0 < a € R avec a & F alors

F(a) = Fla] = {z +yva | z,y € F}
est un sous corps de R , et est une extension de F' de dégrée 2.

Définition 1.3.6 Soit k C K une extension de corps. Un élément
a € K est dit algébrique sur k s’il existe un polynome P € k[z]
non nul tel que P(a) = 0. Dans le cas contraire on dit que a est
transcendant sur k. L’extension K/k est dit algébrique si tous les
éléments de K sont algébriques sur k.

Exemple 1.3.3 — ¢ est algébrique sur R.
— C est une extension algébrique de R. R n’est pas une extension
algébrique de Q.

Propotition 1.3.2 Les extensions finies sont algébriques.

Corollaire 1.3.1 Le sous-ensemble A des éléments algébriques de
K sur k est un sous- corps de K.

Démonstration 1.3.2 Notons que A contient 0 et 1. Soient alors
x,y € A de sorte que . On en déduit alors que les x'y’ pour1 <i<n
et 1 < j < m engendrent kl[x,y] qui est donc de dimension finie sur
k. Mais comme klx —y] et k[zy] sont contenus dans k[z,y] , ils sont
aussi de dimension finie et donc et sont aussi dans A. On conclut en
notant que si x est annulé par P alors 1/x est annulé par le polynome

xdeg(p)p(l/x) .

11



Eléments primitifs

Lorsque vous travaillez avec un corps fini, il faut pouvoir ajouter
et multiplier aussi simplement que possible. Rappelons que [’ensemble
[, de l’éléments non nuls dans F, est un groupe.

Corollaire 1.3.2 Le groupe F est cyclique d’ordre ¢ — 1 sous la
multiplication de I, .

Définition 1.3.7 Chaque générateur A\ de K est appelé élément
primitif de F,, et donc

F,={0,1 =\, \ N2, ..., A2}
et X' =1 si et seulement si (q—1)]i .

Lorsque les éléments non nuls de un corps fini s’exprime en puis-
sances de X\ , la multiplication dans le corps s’effectue facilement
selon la regle

NN = NI = )¢
Oul0<s<qg—2eti+j=s(modqg—1).

Soit X un élément primitif de ¥, . Alors X' = 1 par définition.
Dot (A)71 =1 pour 0 < i < q — 2 montrant que les éléments de
[, sont des racines de 21 —1 € F,[x] et donc de x* —z . Comme 0
est une racine de x? — x , nous voyons maintenant que les éléments
de F, sont précisément les racines de ¢ — x donnant cet important
théoreme.

Théoreme 1.3.3 Les éléments de F, sont précisément les racines
de x4 — x.

Dans tout groupe cyclique fini G d’ordre n avec générateur g, les
générateurs de G sont précisément les éléments g' ou ged(i,n) = 1.
On laisse ¢(n) soit le nombre d’entiers i avec 1 < i < n tels que
gcd(i,n) = 1; ¢ est appelé fonction d’Euler ¢ Il y a donc ¢(n)
générateurs de G.
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Théoreme 1.3.4 Soit A un élément primitif de F,

1. Iy a ¢p(q—1) éléments primitifs dans Fy ; ce sont les éléments
AL oon pged(i,qg—1) =1

2. Pour tout d ou d|(q—1) , il y a ¢(d) éléments dans F, d’ordre
d; Voici les éléments N9~V o5, ged(i, d) = 1.

Lemme 1.3.2 Le nombre de générateurs de Z/dZ est égal a ¢(d) .

1.4 Construction de corps finis

Nous avons montré que pour tout corps F nous pouvons construire
un corps K contenant IF comme sous corps.

Théoréme 1.4.1 Soit F un corps et p(x) = co+ c1x + ... + cpx™ €
Flz] un polyndéme irréductible de degré m > 1. Alors le corps K =
Flx]/(p(x)) peut étre représenté comme

K={ay+ait+ ..+ apn1t" Y ag,...,an_1 € F;p(t) = 0}

Exemple 1.4.1 L’anneau quotient K = Rlz]/(z* + 1) est un corps
isomorphe a C. En effet, Puisque le polynome p(x) = x> + 1 est
irréductible sur R, l'anneau quotient K est un corps. K peut étre
représenté par

K = {ao + alt/ao,al € R}

ou t vérifie t> +1 = 0. On vérifie facilement que lapplication f :
K — C définit par f(a+bt) = a+ib est un isomorphisme de corps.

Pour construire un corps d’ordre p™ , on considere le corps Z,
et p(z) € Zp|x] un polyndéme irréductible de degré m. Soit p(z) =
cotcrz+...4cpa™ alors le corps K = Zplz|/p(x) peut étre représenté
comme

K={ag+ait + ...+ a,1t" a; € Z,,p(t) =0} .

13



Corollaire 1.4.1 Sin = p" ou p un nombre premier et r un entier
> (0. Alors il existe un corps fini Fy d’ordre p" donné par

Fpr = {ap+ art + ... + ap_1t"a; € Z,,p(t) =0}
ou p(x) € Zy[z] est un polyndme irréductible unitaire de degré r.

Exemple 1.4.2 Cherchons un corps a 9 éléments. On a 9 = 3%,
on a besoin d’un polynéme irréductible de degré 2 dans Zslz], x* + 1
[’est.

Fg = {a + bt|a,b € Z3,1> + 1 = 0}
d’ot
Fy={0,1,2,¢,1+¢,2+1,2(,1+2t,2 + 2t}
DansFg ona (1+t)(1+2t) =1+t +2t +2t> =1+ 2t> =2

Exemple 1.4.3 Le polynome f(x) = x* + 2% + 1 est irréductible sur
Fy, alors l’éléments de Fig = Falz]/(f(x)) sont donnés par :

Fig = {a + bt + ct®> + dt?|a,b,c,d € Zy, t* + 1 + 1 = 0}
Donc les éléments de Fig sont 0,1, o, a + 1,0%,0%> + 1,0 + a,0® +

at+l,ad+1, ad+a,d+a+ 1,08+ 0P+ +1 08 +a®+
a,0+a?+a+1.

Ona fla)=a*+a®+1=0, ce qui implique que o* = a® + 1 .
Donco® =act =a(a®+1)=at+a=a*+a+1,a’ =aa’ =
al@+a+1)=at+a?+a=a’+a®+a+1 et ainsi de suite on
obtient la table :

14



0=20 o =a?

1=’ =1 ad+1=at
a =« ad+a=al!
a+l=a PH+a+l=a°
a? = o? ad+a?=al
a’+1=ab o +a?+1=al
o’ +a=at o +a?+a=a

2+a+l=a" a?+al+a+1=ab

1.5 polynomes minimaux et classes cyclotomiques

Définition 1.5.1 Soit F,: une extension fini de F,.soit o € Fye. Le

polynome minimal de o sur I, est le polynome unitaire de plus bas
degré f(x) € Fy[z] vérifiant f(a) = 0. Nous le notons M,(z).

Exemple 1.5.1 Soit o« une racine du polynéome 1+ x + 2% € Falx].
C’est clair que les deux polynomes linéaires x et x + 1 ne sont pas
des polynémes minimaux de o. Par conséquent, 1 + x + x? est un
polynome minimal de .

Puisque 1+ (1+a)+(1+a)  =1+1+a+1+a’> =1+a+a? =0
et 1 + o n'est pas une racine de x ou 1+, 1 + x + z? est aussi un
polynome minimal de 1 + .

Propotition 1.5.1 Soit o € Fy, soit d un entier positif non nul.
Le degré du polynome minimal M, (z) de a sur F, est égal a d si et
seulement si d est le plus petit entier positif non nul tel que —

Rappelons que l'ordre de a (dans le groupe multiplicatif [y est le
plus petit entier positif non nul [ tel que of = 1.

Lemme 1.5.1 Soit o € Fy. Soit | l'ordre de o. Soit d un entier
positif non nul. Alors d est le plus petit entier positif non nul tel que
o' = o si et seulement si d = ord(q).

Corollaire 1.5.1 Soit o € Fy. Soit [ lordre de o. Alors :
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deg M, (x) = ord(q).
Oule{l,2,..,q —1}

Propotition 1.5.2 Soit o € Fye. Soit | l'ordre de ov. Alors :

ord;(q)—1 ;
Mu(@) =11 (z —a”)

\ . 2 ord;(q)—1 .
C’est-a-dire {a,oﬂ,oﬂ ol } est l’ensemble des racines de

M, (z).

Supposons maintenant que A est un élément primitif de Fy . Alors
a = \* pour certains s. Dot a? = « si et seulement si A% % = 1. et
on a, s¢" = s( mod ¢' — 1). Sur cette base, nous avons la définition
de la classe g-cyclotomique ;

Définition 1.5.2 La classe g-cyclotomique de s modulo ¢ — 1 est
[’ensemble

Cs = {s,5q,...,5¢" }( mod ¢' — 1)
ou r est le plus petit entier positif tel que sq" = s( mod ¢' — 1).

Exemple 1.5.2 Les classes 2-cyclotomique modulo 15 sont

Co = {0}, Cy = {1,2,4,8}, C5 = {3,6,12,9},
Cs = {5,10}, C7 = {7,14,13,11}.

Définition 1.5.3 Le polynome minimal M,(x) d’un élément primi-
tif o, s’appelle polynome primitif.

Théoréme 1.5.1 Soit a une élément primitive de Fym.Alors le po-
lynéme minimale de o est

MO (z) = 1 (z — o).
JjeC;
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Exemple 1.5.3 Soit a une racine du 2 + x + 2* € F3[x] ; i.e
24+a+a*=0

Alors le polynéme minimal du o et o est 2 + x + 2.

Le polynéme minimal du o est

MO (z) = HC (x — o) = (x —a?)(z —a’) =a® — (a® + %)z + 22.
JEC2

Nous savons que o = 1 comme o € Fyg. Pour obtenir M?)(x), nous

devons simplifier o* +ab Et onaa*+a% = (1 —a)+ (1 —a)? =

2—a—-a*=2—a—a(l —a)=2-2a+a®>=0. Par conséquent,

le polynéme minimal de o’est 1 + x?.de la méme maniére, on peut

obtenir le polynéme minimal 2 + 2x + z? of .

Corps de décomposition

Définition 1.5.4 Soit ¢ € K[X] un polynome unitaire, et f : K —
L une extension. On dit que L est un corps de décomposition de q st
et seulement si :

a) q est scindé dans L.c’est-a-dire, en notant n = deg(q) et en ap-
pelant ¢ le coefficient de x" dans q.qu’il existe des aq, ..., dans L
tels que

==

(x — )

q(x) =c 11

7

b) Uextension L est engendrée par les racines de q.

Exemple 1.5.4 Fy est un corps de décomposition de x* + x + 1.

Théoréme 1.5.2 Soit f(x) € F,[z] un polynome irréductible de de-
gré d, et soit a n’importe quelle racine de f(x).Alors le corps de
décomposition de f(x) est

Split(f) = Fy(a) = Fla

q
En particulier, le corps de décomposition de f(x) a un degré d sur
F,.

17



Corollaire 1.5.2 Soit f(x) € Fy[z] un polynome irréductible. Alors
toutes les racines de f(x) dans Split(f) ont le méme ordre multipli-
catif.

1.6 Factorisation de z" — 1 sur F,

Racines de ’unité

Notons le corps de décomposition de 2" — 1 sur I, par Fy=, Le
polynéme z" — 1 n’a pas racines multiples dans n’importe quelle
extension de [F,. Par conséquent, 2" — 1 a des racines distincts dans

7/ . . )] .
son corps de décomposition Fy» . Le corps = s’appelle aussi le corps
des racines n-iemes de 'unité sur I¥,.

Corollaire 1.6.1 S¢ Fyn est le corps de décomposition pour z™ — 1
sur F, alors m est le plus petit entier positif pour lequel n | ¢™ — 1,
c’est-a-dire, m est le plus petit entier positif pour lequel ¢ = 1
mod n. Autrement dit, m est ’'ordre de ¢ mod n, que nous noterons
ord,(q).

Définition 1.6.1 On appelle racine n-ieme de l'unité sur IF,, un élé-
ment de Fgn dont 'ordre divise n, on appelle racine n-ieme primitive
de l'unité sur ¥y, un élément de Fym d’ordre n.

En particulier si n = ¢™ — 1, une racine primitive de 1'unité sur
[, est un élément primitif de F m»

Les racines n-iemes de l'unité sur F, forment un sous-groupe de
groupe multiplicatif .. En effet, si 3 et v sont deux racines n-iemes
de I'unité sur F,,(57)" = "y" = 1. et donc 7 est aussi une racine
n-ieme de l'unité sur F,.Dailleurs, (371)" = (8")"! = 1. Donc les
racines n-iemes de l'unité¢ sur F, forment un sous-groupe de Fp..
Comme . est cyclique, ce sous-groupe est aussi cyclique.

Soit u 'entier tel que un = ¢™ — 1. Soit a un élément primitif de
Fym. Alors = a" est une racine n-ieme primitive de I'unité sur F,
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g -1 un

(¢qm —1,u)  (un,u)
générateur de ce sous-groupe qui est d’ordre n.

= n.Donc ( est un

car l'ordre de a" est égal a

Ce sous-groupe est composé de toutes les racines de 2™ — 1, i.e la
décomposition de 2" — 1 sur F n est

n—1 .
" —1=T1I (x — §").
i=0
Soit v une racine n-ieme de 'unité sur F,. Ses conjugués dans Fym
sont les puissances de v , donc ils sont aussi des racines n-iemes de
I'unité sur F,,. La conjugaison dans F,» définit donc une relation
d’équivalence dans I'ensemble des racines n-iemes de 'unité sur .

D’apres le théoréme 1.5.1 On peut déduire :
j

ou j parcourt un ensemble de représentants des classes cyclotomiques
modulo n sur [, est égal au nombre de diviseurs irréductible de 2" —1
sur IF,.

Cas général Prenons maintenant le cas général ou n et s < 0 (p*
est la plus grande puissance de p qui divise n). Alors

" —1=2" —1= (2" - 1),

car nous travaillons sur le corps F, de caractéristique p.

Puisque r est premier avec p, nous pouvons décomposer z" — 1
comme ci-dessus, et en déduire la décomposition de x™ — 1. Plus
précisément, si 8 est une racine r-ieme primitive de I'unité sur F,,
alors

o —1="Tl (¢ - )



ainsi,
S

1= (" — 1) = (EI Mﬂx))p = M, ()

ou ~ parcourt un ensemble de représentants des classes d’équivalence
par conjugaison des racines r-iemes de l'unité sur F,.
De meme

S

P 1= (a7 — 1) = (1} Mﬂj(g;))p — 1My (a)"

ou f est une raciner-iéme primitive de I'unité sur [F, et j parcourt

un ensemble de représentants des classes cyclotomique modulo r sur
F,.

Exemple 1.6.1 Considérons le polynome
hi(z) = 2" —1

sur Fo. On an =7 et ¢ = 2. Puisque s = ord;(2) = 3, le corps de
décomposition pour hy(x) est F,s = Fg. Pour les classes cyclotomique
modulo 7 on a :

Co = {0}
Cy = {17274} = (s
03 - {37576}

Les trois polynomes minimauz sont :

mo(x) = (z — 1) |
(o a) = (2 — a)(z — a?)(z — o)

(x —a') = (z — a?)(z — o) (2 — af)

a une racine 7-ieme primitive de ['unité sur s.

20



Pour déterminer les coefficients binaire de mq(z) et ms(x), il faut
faire des calculs dans Fg, nous considérons un polynome binaire de
degré 3 irréductible sur Fy, par exemple f(z) = 23 +x + 1 si o une
racine primitive de f(x),alors f(a) = 0. On a donc

d=a+lat=a’+a,’>=’+a+1,a’=a’>+1,0"=1

Alors;
mi(z) = (z — a)(z — o®)(z — o)

=2+ (a+a?+ oMz’ + (P +a® +ab)z +af
=3 +ao+1
Et on trouve de maniere analogue que
mg(x) = 2% + 2% + 1
Donc la factorisation de x7 — 1 sur Fy est :
T —1=(+ D@+ 22+ 1) (23 + 2+ 1)
Exemple 1.6.2 Considérons le polynome
his(z) = z1% — 1

sur Fs. On an =13 et ¢ = 3. Puisque s = ordy3(3) = 3, le corps de
décomposition pour hy(x) est F, = For. Pour les classes cyclotomique
modulo 7 on a :

Co = {0}, €y = {1,3,9}, 05 = {2,6,18},
Cy = {4,12,10}, Cs = {5,15,19}, Cr = {7, 21,11},
Cs = {8,24,20}, C13 = {13}, C1y = {14, 16,22}, Ci7 = {17, 25,23}.

nous connaissons tous les classes cyclotomiques de 3 modulo 26 conte-
nant des multiples de 2. Par conséquent, On obtient
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MO(z) =2+,

M3 () l'é (r—a’) = (z—a?)(z—a) (x—al8) = 24+ a4+ 2% +a7,
Jela

M (@) = 11 (1—0)) = (r—a') (e —a®)(z—a') = 2+ +4?,
J€Cy

MO (z) = l'é (x—al) = (2 —a®)(z — a®)(x — a*) =2+ 22 +
Jels
202 + a3,

M (z) = % (r—a!) = (z—a!)(z—al%)(z—a?) = 2+ 22 +23.
Jeliy

on obtient la factorisation de x'3 — 1 sur Fy3 en polynémes uni-
taires irréductibles :

23— 1= MO ()M (2) MY (2) MO (2) MM (x)

= 2+2)2+z+22+23)(2+ 2% +23) (2 + 22 + 22° + ) (2+
2x + ).
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Chapitre 2

Les codes

Dans ce chapitre on va présenter les définitions et le principe gé-
néral des codes, puis on passera a’un cas particulier des codes qui
est les codes linéaires et plus précisément on va ce concentrer sur les
codes cycliques.

2.1 Code

Définition 2.1.1 Soit A = {a4, as, ..., a,} un ensemble fini, que nous
appelons un alphabet. Une chaine, ou un mot, sur l’alphabet A
est une séquence d’éléments de A. Nous allons généralement écrire
des mots sous la forme

a = A4, Ajy...Ag,

Définition 2.1.2 Soit A une alphabet de cardinal q. M, n deuz
entiers strictement positifs. On appelle code C' sur l'alphabet A de
longueur n toute partie C C A" de cardinal Card(C) = M.

Un code C C A" est dit q-aire si C = ImE pour une application
injective

E: A" — A"

Lélément E(u), pour un u de A* est appelé un mot code, n est sa
longueur. Dans ce cas M = q”,
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On peut aussi considérer [’ensemble de toutes les images pour construire
le code

C={yec A" :y=E(u);u € A*}.

Exemple 2.1.1 Considére C = {cy, c1, 2,3} avec
co = (00000), ¢ = (10110), s = (01011), 3 = (11101).
C’est un code de longueur 5 sur Ualphabet A =Fy = {0, 1}.

Distance de Hamming
Rappelons tout d’abord les caractéristiques d’un distance d entre

rety:

d(z,y) > 0; d(z,y) =0
d(x,y) =d(y,x); d(z,y) < d(z,z)+d(z,y)

Définition 2.1.3 Soit B un alphabet.On définit la distance de Ham-
ming d sur les lettres de B par :

1 st z#y
d(:z:,y):{o St :I:iy

pour x,y € B .Soitn € N et B" = {x = (1,29, ...,2,) : 1 <1 <
n;x; € B} l'ensemble des mots a n lettres .On définit dy la distance
de Hamming sur les mots a n lettre comme :

pour x,y € B" .

Propotition 2.1.1 La distance de Hamming est bien une distance.
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Exemple 2.1.2 Sixz = 10112 et y = 20110, donc dy(x,y) = 2.

Définition 2.1.4 (Poids de Hamming) Le poids d’un mot x €
B" noté w(x) définit comme la distance de x au mot 0 ,i,e

w(z) =dy(0, )

A partir de la distance de Hamming sur les mots, il est possible de

définir la boule de centre x et de rayon e noté B.(x) par :
B.(x) ={z,z € B",dy(x,z) < e}
pour e € N, x € B".

Définition 2.1.5 On appelle distance minimal d’un code C'la quan-
tité :
dy(C) = min{dy(z,y) - x,y € C,x # y}.

Et poids minimal d’un code C la quantité :
w(C) = min{w(x) : x € C,xz # 0}.

Exemple 2.1.3 Pour le code de l’exemple précédent, on a :

dy(x,y) = dg(01110,10101) = 4
dy(z,2) = dg(01110,11011) = 3
dH(y, Z) = dH(101()1, 11011) =3

la distance minimal de C est dg(C) = 3, et son poids minimal est

w(C) = 3.

2.2 Code linéaire

Définition 2.2.1 Un code C est dit linéaire sur Iy, si C' est un sous-
espace vectoriel de By . Autrement dit, C vérifie
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Vu,v € C;u+v e C
Vue C,)VaecFgiauel

e La dimension de C sur I, est appelée la dimension du code C et
est noté dimC'.

Notation : Un code linéaire de longueur n, dimension k, et dis-
tance minimale d sera noté un code [n,k,d] (ou [n,k] si d n’est pas
connue ou elle n’est pas importante).

Théoreme 2.2.1 57 C' est un code linéaire de dimension k, alors

IC| = ¢, i.e. dim(C) =log, |C|.

Exemple 2.2.1 C' = {00000000,11110000,00001111, 11111111}, Le
code est un sous espace vectoriel de Fs de dimension k = 2 C’est un
code linéaire de parametres [n = 8 k = 2,d = 4].

Théoreme 2.2.2 La distance minimale d’un code linéaire C' est égale
a son poids minimal.

Matrice génératrice d’un code linéaire

Définition 2.2.2 Le code C peut étre défini au moyen d’une matrice
G a k lignes et n colonnes appelée matrice génératrice dont les lignes
forment une base de C.

Soient {vy, va, ...... , Uk} les vecteurs lignes de G. Tout élément z de

C' peut étre exprimé comme une unique combinaison lincaire de ces
k
lignes, i.e x = ;1 a;v; pour des a; dans IF,. Donc

C=A{z/z = a.lé,a elF,}.

Exemple 2.2.2 Considérons le code binaire avec la matrice généra-
trice

1100
G=|0111
1010
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Ce code peut encoder des symboles source a partir de Fs. En parti-
culier, pour chaque v = (11,32, 23) € F3, on associe le mot de code

1 100
[z12923) | 0 1 1 1| = (21 4+ 3,21 + X2, T2 + T3, T2)
1 010

Les mots du code sont {0000, 1010,0111, 1100, 1101, 0110, 1011, 0001}.
Ainsi, le code est de paramétre [8,3,1] et |C| = ¢* =23 =8

2.3 Dual d’un code linéaire

les codes duaux vont jouer un role important dans la théorie des
codes linéaires.

Définition 2.3.1 le code dual de C noté par C+ est :
1 n . —
C-={yeF, :Vz el (z,y) =0}
ot (z,y) = f}l x;y; est le produit scalaire de x par y.

Théoreme 2.3.1
1) Si G est une matrice génératrice pour C, alors

Cr={zeF} | 2G"=0}.

2) Le dual C* d’un [n, k]-code linéaire est un [n,n — k|-code linéaire.
8) Pur tout code linéaire C, on a (C+)*+ = C.

Remarque 2.3.1 Si C et O sont équivalents, le code C sera dit
auto dual.

Matrice de Controle

Définition 2.3.2 La matrice de controle H d’un code linéaire C est
la matrice génératrice du code dual C*+
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2.4 Codes cycliques

Définition 2.4.1 Un code linéaire C' C Fy est dit cyclique s’il vérifie
la propriété suivante :
st xy...xp, € C, alors xpxy...x,_1 € C.

Exemple 2.4.1 Le code C' = {000,110,011,101} est un code cy-
clique.

Représentation polynomiale

Nous supposons que pged(n, q) = 1 et on notera (x" — 1) I'idéal de
F,[z] engendré par 2" —1. Alors, tout élément de R,, = F [z]/(z"—1)
peut étre représenté par des polynomes de degré inférieur a n (ou le
polynéme nul), et cet anneau est ainsi isomorphe a [y, comme F-
espace vectoriel.

L’isomorphisme est donné par

COCL..Cpo1 — C0 + C1T + ... + 2"}

Cet isomorphisme permet de considérer les éléments de F,[z]/(z"—1)
comme des vecteurs de Fj ou comme des polyndomes de degré < n
modulo z" — 1.

Exemple 2.4.2 Le code C' = {000, 110,011, 101} correspond aux po-
lynomes

0, 14z, z+22 1+2% pris modulo x> — 1 . Sa représentation
polynomiale est donc C = {0,1 + x,x + 22 1 + 2°}.

Polynome générateur d’un code cyclique

Théoréme 2.4.1 Le code linéaire C de longueur n sur le corps I
est cyclique si et seulement si C est un idéal de Fy[z]/(2™ — 1) .

Preuve 2.4.1 C est un idéal de F[x]/(z" — 1) et (ag,...,an—1) € C
, alors

28



z.(ag, .y 1) = (Qp_1, a0, ..., ap_2) € C" .

Inversement, si C est cyclique, pour tout a(x) € C,za(z) € C,z%a(x) €
C' et ainsi de suite, donc b(z)a(z) € C et C est un idéal.

L’anneau F,[z] est principal, donc tous les idéaux de l'anneau
F,[z]/(x™ — 1) sont principaux. En particulier, tout idéal non nul est
engendré par un polyndéme g(x) de plus bas degré qu'il contient :

C = {1.g(x),z.9(x),2%g(x),.. 25 tglx))

Théoréme 2.4.2 Soit C' un idéal dans R,, c’est-a-dire un code cy-
clique de longueur n.

1. Il existe un polynome unique g(x) de degré minimum dans C.
Ce polynome engendré C, c’est-a-dire C' = {(g(x)), et il appelé poly-
nome générateur pour C.

2. Le polynome générateur g(x) divise x™ — 1.

3. Sideg(g(z)) =r, alors C a la dimension n —r et
C = (g(x)) = {r(z)g(z) | deg(r(z)) <n —r}.

Preuve 2.4.2 1. Supposons que C' contienne deux polynomes dis-
tincts g1(x) et go(x) de degré minimum r. Alors leur différence g1(x)—
g2(x) serait un polyndme non nul en C de degré inférieur a r, qui
n’est pas possible. Par conséquent, il existe un polynome unique g(x)
de degré v dans C. Puisque g(x) € C et C est un idéal, nous avons
(g(x)) C C. Par contre, supposons que p(x) € C, et soit

p(x) = q(x)g(x) + r(x)

ot deg(r(z)) < r. Alors r(x) = p(x) — q(x)g(x) € C a un degré
inférieur a r, ce qui n'est possible que si r(x) = 0. Par conséquent,

p(x) = q(x)g(x) € (g(x)), et donc C C (g(x)). Ainsi, C = (g(z)).
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2. Diviser x" — 1 par g(x) donne
2" =1 = g(2)g(z) + r(2)

ot deg(r(x)) < r. Puisque dans R, = 2" — 1 =0 € C, nous voyons
que r(x) € C, et donc r(x) = 0, qui montre que g(z) | 2" — 1.

3. L’idéal généré par g(x) est
(9(z)) = {f(z)g(z) | f(z) € Ry}

avec le modulo de réduction habituel x™ — 1, et nous devons montrer
qu’il suffit de restreindre f(x) a des polynomes de degré inférieur a
n — 1. Nous avons vu que g(x) | 2" — 1, et donc ™ — 1 = h(x)g(x).
Pour un polynome h(x) de degré n — r. Divisons f(x) par h(z)

f(x) = q(x)h(z) +r(z)

ot deg(r(z)) <n —r. Alors

f()g(x) = q(x)h(x)g(z) +r(x)g(r) = q(z)(@" = 1) +r(x)g(z)

et donc f(x)g(x) = r(x)g(z) dans R, qui est ce que nous voulions
montrer. Cela montre également que l’ensemble

{9(x), zg(x),...,a" " Tg(x)}

s’étend sur C, et comme il est linéairement indépendant, il forme une
base pour C. Par conséquent dim(C) =n —r.

Exemple 2.4.8 Le code C = {0,1 +z, 2 + 22,1 + 2%} est engendré
par
g(z) = 1+ x dans Falx]/(23 — 1).

Théoreme 2.4.3 Soit g(x) = go+ grx + ... + g," le générateur d’'un
code cyclique C' de longueur n. alors gy # 0 et C' a une matrice
génératrice donnée par :
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(g0 g1 G2 - G O oo cei 0]
0 g ¢ - - g 0 -0
G=|: . o el el el
0 -0 9 o g - g 0
0 - - 0 9 @ 92 g

Remarque 2.4.1 1[I est important de noter qu’un code cyclique C
peut étre généré par des polynomes autre que le polynome générateur.

Exemple 2.4.4 Considérons le code cyclique C' = (1 + x) dans Rs,
alors dim(C') =3 — 1 = 2 et que C contient les mots de code

0, 1+z, z(l+2)=z+2* (1+2)(1+z)=1+2>
donc
C={0,1+z,1+2%x+2*} = {000,110,101,011}
notez que
(I+2%) = {f(2)(L+2%) | f(z) € Rs} = C

Donc C' est généré également par le polynéme 1 + x2.

Théoréme 2.4.4 Un polynome unitaire p(x) € R, est le polyndome
générateur d’un code cyclique si et seulement si p(x) | 2" — 1.

Preuve 2.4.3 Nous avons déja établi une implication. Quant a [’in-
verse, supposons que p(z) | " — 1, et soit g(x) le polynome géné-
rateur pour C' = (p(x)). Supposons que p(x) # g(x). Puisque p(z)
et g(x) sont tous les deux unitaires, nous devons avoir deg(p(x)) >

deg(g(z)).
Par hypothese,

o~ 1 = pla) f(x) 1)
pour un polynome f(x). De plus, puisque g(x) € (p(x)), nous avons
g(x) = a(z)p(z)
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pour certains a(x) € R,. Multipliant les deux cotés de ceci par f(x)
et en utilisant (1) donne
)f (@

g(x)f(z) = a(z)p(x) f(x) = a(z).(z" = 1) =0
Mais deg(g(z)f(x)) < deg(p (a:){(a:)) n, et donc g(x)f(x) =0, ce

qui n’est pas possible. Donc p(x) = g(x).

Exemple 2.4.5 Nous avons vu que °—1 facteurs sur Fy en facteurs
irréductibles comme suit

2 —1=(@-D@*+z+1)@b +23+1)

Done, il y a 2% = 8 codes cycliques dans Ry. Par exemple, le code
cyclique Cy = (x®+ 2% +1) a une dimension 9—6 = 3 et une matrice
génératrice

1
Gi=1|0
0

o~ O

01
00
10

S = O

01 0
00 0
1 001

S = O

Exemple 2.4.6 SurFy onaz’—1 = (z+1) (a3 + 22+ 1) (23 +2+1)
alors les codes cycliques de longueur 7 sur I, sont :

Exemple 2.4.7 Le but est de déterminer tous les codes ternaires de
longueur 4 et leurs générateurs. La factorisation de x* — 1 sur Fs a
la forme
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?t—1=@-1)@+2*+2+1)=(x—-1)(z+1)(2*+1)

Par conséquent, il y a 23 = 8 diviseurs de z* — 1 et chacun génére
un code cyclique.

Polynome générateur Matrice génératrice
1 1y
-1 1 0 0
x—1 0 -1 1 0
0 0 -1 1
11 00
r+1 0 1 1 0
0 1 1
1 01 0
2
v 010 1
-1 0 1 0
— — 2 _
(x—1)(x+1)=2"—-1 [0 40 1]

(z—1)@*+1)=a*—-2?+2—-1 [-1 1 -1 1]
(z+1)(2>+1) (11 1 1]
at—1=0 00 0 0]

Polynome de contrdle d’un code cyclique

Puisque le polynéme générateur g(x) de degré r d'un [n,n — r]-
code cyclique dans R,, divise 2" — 1, nous avons

" — 1= g(x)h(x)

ou h(z) est un polynéme de degré n — r, appelé le polynéme de
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controle de C'. Cette terminologie est expliquée par le théoréme sui-
vant.

Théoréme 2.4.5 Soit h(z) le polynéme de contréle pour un code
cyclique C' dans R,,.
1) Le code C peut étre décrit par

C = {p(x) € Ry | p(x)h(z) = 0}

2) Sih(x) = ho+ hix+ ...+ by 2™ ", alors une matrice de controle
de parité pour C' est donnée par :

Bpy -+ -+ hy O 0O --- 0 |

0 By co+ - hyg 0O - 0
H=10 0 By cor oo hy Ce.

.0

0 0 o 0 hpp o e hg |

8) Le code dual C* est le code cyclique du de dimension r avec poly-
nome générateur :

ht(z) = hola" "h(x™t) = hyt(hox™™" + haz" "t + ..+ hyy)

ou le dernier polynome entre parentheses est le polynome inverse du
polynéme de controle h(x). (Notez que C+ n’est pas généré par h(x)).

Exemple 2.4.8 Le code C; = (x54+23+1) a un polynéme de contréle
hz)=(z—1)(2*+x+1)=2%—1

et depuis h'(z) = 23(x73 — 1) = 23 + 1, le code Cy a une matrice de
controle

(100100000
010010000
F_ (001001000
000100100
000010010
000001001
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Codes cycliques minimaux

Parmi tous les codes cycliques en R, deux types spéciaux mé-
ritent d’étre mentionnés. Supposons que

" —1=1Im;(x)

est la factorisation de 2" —1 en polyndémes irréductibles sur F,.D’apres
le théoreme 2.2.5, les codes cycliques M; = (m;(z)) sont maximaux,
car le seul cyclique code qui contient correctement M, est R, lui-
meéme. De méme, si nous laissons

" —1

mi(z) =

alors les codes cycliques M; = (1n;(z)) sont minimaux, puisque le
seul code cyclique dans R, qui est correctement contenu dans Mi,
est le code zéro {0}. Les codes cycliques minimaux sont également
appelés codes irréductibles.

Exemple 2.4.9 Nous avons vu que le polynome 7 — 1 sur Fy se
factorise de la forme. 2" — 1= (z + 1)(2® + 2> + 1)(z* +  + 1) Les
trois facteurs étant irréductible. Alors,

1.les codes cycliqgue mazimaux sont :

My = (mi(z)) = (z + 1),
My = (my(z)) = (2° + 2% + 1) ;
Ms = (m3(z)) = (2° + = + 1)
2.les codes cyclique minimauz sont My = (i (x)),My = (fa(z))

et Ms = (ihs(x)) avec les polyndmes génératrices :

71
ml(:c):x = (P +22+ 1) (P +x+1) =1+x+22+32% +
T

+1
x4 5+ 28
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= (z+1)(x*+2+1) = 1+ 2z +2*+ a3 42!

= (z+1) (23 +22+1) = 1 +az+22+ 223+ 2!
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Chapitre 3

Les idempotents primitifs

Dans ce chapitre, nous explorons une autre approche pour décrire
les codes cycliques, impliquant un type de polynéme différent du
polynéme générateur.

3.1 Le générateur idempotent d’un code cyclique
Soit n € N* et ¢ une puissance d’'un nombre premier p et F, le

corps finit a ¢ éléments.

Définition 3.1.1 Un polynome e(z) € R, = F,[x]/(z" — 1) est dit
tdempotent dans 'R, st

e2(z) = e(w) .

Exemple 3.1.1 Le polynéome 3 + x° + 2% est idempotent dans R,
PUISqUE

(23 + 2° + 29)2 = 23 + 2° + 2f.

Théoréme 3.1.1 Soit C' un code cyclique dans R, ((n,q)=1), avec
de polyndme générateur g(x) et de polynome de controle h(x). Alors
g(x) et h(x) sont premier entre euz, et donc il existe des polyndmes
a(x) et b(x) pour lesquels

a(x)g(x) + b(x)h(x) = 1. (3.1)
Le polyndome e(x) = a(x)g(x)mod(z™ — 1) a les propriétés suivantes :
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1. L’idempotent e(x) est lidentité unique en C, c’est-a-dire
p(z)e(x) = p(x) pour tout p(z) € C.
2. L’idempotent e(x) est le polynome unique en C' qui est a la fois
idempotent et engendré C, c’est-a-dire C = {(e(x)) .
Preuve 3.1.1 1.5iei(x) et es(x) sont deux identités dans R, , alors
e1(z) = er(x)es(x) = es(x)

Donc e1(x) = es(x) .

Ainsi, si une identité existe, elle est unique.

Puisque g(x)h(x) = 2™ — 1 n'a pas de racines multiples dans n’im-
porte quel extension de corp Fy, g(x) et h(z) sont premier entre eux,
et donc (3.1) est vrai.

2. Sip(x) € C, alors p(x)h(x) =0 , et ainsi (3.1) donne

a(x)g(x)p(x) = p(x)

Alors e(x) = a(x)g(x)mod(x" — 1) est lidentité en C et aussi que
e(x) engendré C puisque tout polynome en C est un multiple de e(x).
La multiplication (3.1) par a(x)g(x) donne

[a(z)g(2)]? + a(z)b(x)g(x)h(z) = a(x)g(z)

Donc

Donc e(x) est idempotent.

Pour compléter la preuve, il suffit de montrer qu’un idempotent
f(x) qui génére également C' doit étre égal a e(x). Puisque f(x) en-
gendré C, il existe un q(x) € R,, , pour lequel e(x) = q(x) f(x) . Par
conséquent,

f(z) = e(2)f(z) = q(x) f*(2) = q(z) f(z) = e(z)
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ce qui implique que f(x) = e(x) . Ceci compléte la preuve.

Exemple 3.1.2 Soit C = (1 + 2> + 23 + 2*) un code cyclique dans
Ry = TFylz]/(x" — 1) , et considérons le polynome e(x) = 23(1 + 2 +
3+ at) =1+ 2% + 25 + 2% dans ce code.
e*(x)=(1+2>+2°+2°2=1+2%+ 23+ 2° = e(x), donc e(z) un
tdempotent.
Puisque,

g@)e(x) = (142 + 23 + ) (1 + 23 + 2° 4 29)

=142 +2°+2% + (2 + 22+ 1+ )
+(@3 + 2%+ 2+ 2?) + (' + 1+ 2? + 23)
=1+a2>+2° + 2

= g(x).
g(x) € (e(x)) et donc C = (e(x)). Alors e(x) est un générateur
tdempotent de C.

Théoréeme 3.1.2 Chaque code cyclique C' de longueur n sur le corps
F, ((n,q)=1) a un générateur idempotent e(x).

Preuve 3.1.2 Soit g(x) le polynome générateur du code cyclique C.
Alors

" — 1= g(x)h(x)

dans F[x]. Par notre hypothése sur n, 2" — 1 a n distinct facteurs
de sorte que

ged (g(), h(z)) =1
Par Ualgorithme euclidien, il y a polynomes a(x) et b(x) de sorte que
a(x)g(x) + b(x)h(z) =1

dans F,lz]. Poson e(x) = a(x)g(x). Il est Clairement que e(x) est
dans C.

Par conséquent
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a(r)g(z) = a*(2)g*(x) + a(x)b(z)g(z)h(x) = a*(x)g*(x)

a R, . Sic(x) est un mot de code quelconque en C, alors c(x) =
d(x)g(x) de sorte que

c(x) = az)g(z)c(z) + b(x)d(z)g(z)h(z)

dans F[x], et ceci est égal d a(x)g(x)c(z) dans R, . Dot c(x) =
e(z)c(x) de sorte que e(z) agit comme une unité pour C et ainsi
génere C.

Exemple 3.1.3 L’idempotent générateur pour le code cyclique zéro
{0} est 0, tandis que celui pour le code cyclique R,, est 1

Théoréme 3.1.3 Sie(x) est le générateur idempotent de C,alors le
polynome générateur g(x) de C est égal a

g(x) = ged(e(x), (2" — 1))

Preuve 3.1.3 En référence a (3.1), puisque " — 1 = g(x)h(x) et
e(r) = a(x)g(x), nous avons

ged(e(x), 2" — 1) = ged(a(x)g(x), h(x)g(x))

Mais, selon (3.1),a(x) et h(x) sont relativement premiers, donc c’est
égal a g(x).

Exemple 3.1.4 Le tableau suivant donne tous les codes cycliques
C; de longueur 7 sur Fy ainsi que leurs polynomes générateurs g;(x)
et leurs idempotents générateurs e;(x) ;
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i dim gi(z) ei(z)

0 0 1427 0

1 1 l14z+22+..4+2°5 14+2+22+...+2°
2 8 1+ 22+ 2% + 24 1+ a3+ 27+ 25
3 3 1+ 2+ 2%+ 2 l+ax+22+24
4 4 14+ o+ 23 r + 2? + 2

5 4 1+ 22+ a3 23 + 2° + af

6 6 14 T+ 2?4+ ...+ b
7 7 1 1

Théoréme 3.1.4 Soit C un [n,k|-code cyclique de polynéme idem-

i=0
potent e(x) = = e;x'. Alors la matrice :
o

€0 €1 €2 €n—2 €n—1
€n—1 €0 €1 e €Ep3 €p-2
€n—k+1 CEn—k+2 C€p—k+3 -+ CEp—k-1 Cn—k

est une matrice génératrice de C.

Preuve 3.1.4 Cela revient a dire que {e(z), xe(z), ...,2" te(x)} est
une base de C. Par conséquent il suffit de montrer que si a(x) € F,[z]
a un degré inférieur d k tel que a(x)e(x) = 0, alors a(x) = 0. Soit
g(x) le polynome générateur pour C. Si a(x)e(x) = 0, alors 0 =
a(x)e(x)g(x) = a(x)g(z) car e(x) est l'unité de C' par le théoréme
1), sauf si a(x) = 0.

51 Cy et Cy sont des codes de longueur n sur Iy, alors Cy + Cy =
{c1 4+ | 1 € Cy et co € Co} est la somme de Cy et Cy. Linter-
section et la somme de deux codes cycliques sont cycliques, et leurs
polynomes générateurs et générateurs d’idempotents sont déterminés
dans le prochain théoreme.

Théoréme 3.1.5 Soit C; un code cyclique de longueur n sur F, et
idempotent générateur e;(x) pouri =1 et 2. Alors :
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1. Cy C Oy si et seulement si e1(x)es(x) = e1(x),
2. C1NCy a polynome générateur lem(g1(x), go(x)) et idempotent
générateur ey (z)es(x).
3. C1 4 Cy a un générateur polynomial ged(gi(x), g2(x)) et idem-
potent générateur. ey () + ea(x) — e1(x)ea(x).
Preuve 3.1.5 On montre que la somme de deux codes cycliques est
cyclique.
Soit g(x) = pgcd(g1(x), g2(x)). Ca suit de lalgorithme euclidien que
9(x) = gi(x)ax) + g2(2)b(x)
pour certains a(x) et b(z) en Fy[z]. Donc g(x) € Cy + Cy. Puisque
C1 + Cy est cyclique, (g(z)) C Cy + Cy. D’autre part g(z)|g1(z),
qui montre que Cy C (g(z)) , de méme Cy C (g(x)) impliquant
C1+ Cy C (g(x)). Donc Cy + Cy = (g(x)). Puisque g(x)|(z" — 1) en
g(z)|g1(x) et g(x) est unique, Alors g(x) est le polynome générateur
pour Cy + Cs.

Sic(z) = c1(x) + c2(x) ot ¢i(x) € C; pouri =1 et 2, puis
c(z)(er(x) + ez(x) — ex(w)ex(r))
= c1(z) + c1(x)ea(x) — c1(x)es(x)
+eo(x)er(x) + co(x) — co(x)eqr ()
= c(x) .

De sort que e1(x) + es(x) — e(x)es(x) agit comme une unité pour
C1 4+ Cy et la génere aussi

Exemple 3.1.5 Cy = (q1) et Cy = (go) deux codes cycliques sur Fo
avec , gi(x) = (1 +2)(1 + 2+ 2°) et go(x) = (1 + 2)(1 + 2 + 2°)
et leurs idempotents générateurs ei(x) = 1+ 2% + 2° + 2% | ex(2) =
142+ 22 + .

Et soient c; € Oy et cy € Cy avec ¢ = (x+ax2+at) et ¢y = (v+a3+at)
1. Le code cyclique Cy + Cy a un polynome générateur g(x) avec
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9(x) = ged(g1(2), g2(2))
= ged((1+2)(1 4+ z + 2%), (1 + 2)(1 + 2 + 2%))
=(1+2)
On a
c1+ e = (22 +2%) = 2*(1 + x) = 2%g(x) € (C1 + Cy)
2. Soit e1 + e3 — eres = (1 + 2)(1 + 2% + 2) on a
(z(1+2)(1+ 2%+ 21))? = 2(1 + 2)(1 + 2% + )

Donc, e1 + es — e1eg est un générateur idempotent de Cy + Cy
D’autre part, (¢ +c2)(e1+ ez —eres) = (2% +2%)x(1+2)(1 + 22 +
=22+ 2% = (a1 + ).

Théoréeme 3.1.6 Soit C' un code cyclique dans R, de le polynome
générateur g(x) et idempotent générateur e(x). Alors g(x) et e(x) ont
exactement les mémes racines, dans le corps de décomposition pour
x" — 1, parmi les n-iéme racines de ['unité.

De plus, si f(x) est un idempotent dans R, qui a ezactement les
mémes racines que g(x) parmi les n-iéme racines de l'unité, alors
f(x) est lidempotent générateur de {g(x)).

Preuve 3.1.6 Soit o une nieme racine primitive d’unité. Puisque
e(r) = a(x)g(x), on en déduit que g(a') = 0 implique e(a’) = 0. Par
contre, si h(z) est le polynéme de contréle pour C, alors g(a') =0 si
et seulement si h(a') # 0. Par conséquent, par (1), e(*) = 0 implique
h(a®) # 0, ce qui implique que g(a') = 0.

Pour la deuxieme partie du théoreme, nous observons que puisque
chaque racine de g(x) est une racine de f(x), et puisque g(z) n'a
pas de racines multiples dans n’importe quelle extension, nous de-
vons avoir g(z) | f(x). De plus, comme les racines du polynome de
controle h(x) sont précisément les non-racines de g(x), parmi les n-
emes racines de l'unité, nous voyons que h(x) et f(x) n'ont pas de
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racines communes dans n'importe quelle extension. Par conséquent,
ils sont relativement premiers. Mais si D est le code cyclique dans
R.. avec génération idempotente f(x), alors par le théoréme 3, le
polynome générateur pour D est

ged (f(x), 2" = 1) = ged (f(x), h(z)g(x)) = g()
et donc D = C. Ainsi, f(x) est lidempotent générateur de C.

Théoréme 3.1.7 Soit C' = (e(x)) un code cyclique avec polynome
de controle h(z). puis le code cyclique (h(x)) a un idempotente géné-
rateur 1 — e(x) et le code dual de C, C*+ = (h*(x)) a un idempotent
générateur

[1 —e(z"1)] mod (" — 1)
Preuve 3.1.7 puisque
Wx)(1 - e(z)) = hz)(1 = a(z)g(z)) = h(z)
on voit que 1 — e(x) est lidentité dans (h(zx)). De méme,puisque
ht(z) = hyla*h(x~t) = hgla*h(2™ 1), nous avons
() (1 —e(z"1)) = bt (2) — hytath(a"e(z" )
= ht(z) — hytaFh(z" Ha(a™ 1) g(z" 1)
= hl(z)
et donc [1 —e(z™ )] mod (2" — 1) est l'identité dans C+ = (ht(x)).

Exemple 3.1.6 Le tableau suivant donne tous les codes cycliques C;
de longueur 7 sur Fy ainsi que leurs idempotents générateurs e;(x)
et les idempotents générateurs de leurs codes duauz.
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i dim e;(x) [1—e;(z™ 1] mod (2" — 1)
0 0 0 1

1 1 l+x+2>+... +ab x4+ a2+ ...+

2 8 1+ 2% 4+ 2° + 2° 23 4+ 25 + 2O

3 3 l+z+22+2* r+ 2% + 2

4 4 r+ 22+ 2t 14+ 2+ 2%+t

5 4 23+ 2% + 2f 1+ 23+ 254 2

6 06 r+al+ .+ 2" l+o+22+... +2a°

7 7 1 0

3.2 Lesidempotents primitifs dans R,, = F [z]/(x"—

1)

Définition 3.2.1 L’idempotent générateur d’un code cyclique mi-
nimal M; = (m;(z)) est appelé idempotent primitif et est noté

Théoréme 3.2.1 Soit0i(x),...,0:(x) des idempotents primitifs dans
R, Alors

1. 0;(x)8,(x) = 0 pouri # j,

2. 0;(x)+ ...+ 6;(x) =1,

3. L’idempotent générateur du code (m; m;,...m;, ) est
1— 911(33) — QZZ(LC) — ... 9%(1))

Preuve 3.2.1 1. D’apres le théoréme 3.1.5 0; (x )0;(z) mod (z"—1)
est Uidentité du code M; ﬂM Mais puisque M; et M sont minimaux,
leur intersection n’est constituée que du polynome zéro.

2. En utilisant le théoréeme 3.1.5 et la partie 1), nous déduisons
que

My + My + ...+ M, = [01(x) + ... + 0,(z)]
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Mais Ml + Mg + ...+ Ms =R, qui a l’élément d’identité 1.

3. Soit
" —1

mj, (2)my, (x)...mj, (x)

mjle---jr (33) —
Alors puisque

mjle---jr(x) - ngd(mjl (x)mjz (x)mjr (ZL’))
nous déduisons que
(Mj1jo g, (@) = M, + M, + .. + M, = [05,(2) + 05, (2) + ... + 0]
Si{iy,..,int ={1,....,s} — {1, -5}, puis la partie 2 donne
(mi, (x)mi, (x)...m; (2)) = [1 = 05, (x) — 0i,(x) — ... — 0;,(2)].

Passons maintenant a la question de savoir comment trouver des
tdempotents sans prendre en compte " —1. Nous limitons [’attention
dans cette sous-section au cas q = 2.

Dans Fy, nous avons f*(x) = f(z?), et donc un polynome e(x) =
eo+e1x+ ...+ e, 12" dans R, est idempotent si et seulement si

e(2?) = e(x)

Dans R, ,cela vaut si et seulement si a chaque fois e; # 0, alors
€2i(modn) 7 0. Il 8’ensuite que e(z) doit étre une somme de polynéomes
de la forme

. . d_l.
A LR RS s

ot les exposants forment une classe cyclotomique. Nous avons établi
ce qui suit.

Théoréeme 3.2.2 Soit ¢ = 2, Les idempotents dans R, sont préci-
sément les sommes des polynomes de la forme

. . d_1<
A LR RS b
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o C; = {i,2i,...,2971i} est un sous-ensemble cyclotomique pour 2
modulo n.

Exemple 3.2.1 Soitn =9, les classes cyclotomiques pour 2 modulo
9 sont

Co={0},C1 =1{1,2,4,8,7,5},C3 = {3,6}.

donc il y a 2° = 8 idempotents :
(2)
()

es(z) = 23 + af
(2)
(2)
()

es(x) = ea(x) + e3(x) + eq(x)
Les polynomes générateurs correspondant peuvent étre calculés en
utilisant le théoréeme 3.1.8. Par exemple, I’Algorithme Fuclidien donne

gs(x) = ged(eg(z),2” —1) =z —1

Exemple 3.2.2 Soitn =7, les classes cyclotomiques pour 2 modulo
7 sont :

Co ={0},Cy = {1,2,4},C5 = {3,5,6}

donc il y a 22 = 8 idempotents

es(x) = ea(x) + e3(x)
es(r) = ea(x) + eq(x)
er(x) = e3(x) + eq(x)

es(x) = ea(x) + e3z(x) + eq(x)
Les polynomes générateurs correspondant peuvent étre calculés en
utilisant le théoreme 3.1.3, Par exemple, I’Algorithme Fuclidien donne
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g3(z) = ged(es(z), 27 — 1) = 1+ z + 23

3.3 Une formule pour les idempotents primitifs

Lorsque nous avons acces aur n-iemes racines de l'unité sur F,,
nous pouvons obtenir une formule explicite pour les idempotents pri-
matifs. Considérons la factorisation :

" —1=1Im;(x)
de " — 1 en facteurs irréductibles sur ¥, ou

m;(x) = jg{@(aj —a’)

et C; = {i,qi,...,q" 1}, Nous avons besoin de quelques lemmes pré-
liminaires ,

Lemme 3.3.1 Soit o une racine n-ieme primitive de l'unité sur F,.
Alors pour vt =20,....,n — 1,

nil(Qz)] — n5i70
7=0

Preuve 3.3.1 Sii =0, le résultat est clair. Sii > 0, alors a? # 1,
et donc

Le lemme suivant montre comment récupérer un polynome de degré

n — 1 ou moins a partir de ses valeurs sur les racines n-emes de

['unité.

Lemme 3.3.2 Soit P(x) = p, + p1x + ... + pp_lm”’l un polynome

sur F, et soit o une racine n-ieme primitive de l'unité sur ;. Alors
1 n-1

pi=— % plad)av
n j=0
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Preuve 3.3.2 Nous avons

1 n-1 , 1 n—1n—1 : .
=S plad)aV = 2SS pradta
n j=0 n j=0 k=0

n k= 7=0

1 n—1

- Z pknékz,j

F,[z] est lidempotent primitif
dans R,. Puisque Oy(x) est
mod (z" — 1), et donc

Supposons maintenant que 0i(x) €
pour le code minimal M, = (mg(z))
idempotent, nous avons 0%(x) = Ox(x)

Oi(x) = Or(x) + f(x) (2" — 1)

pour certain polynome f(x). Par conséquent,
Oi(a’) = b1(c)

et ainsi 0,(a’/) = 0 ou 1. Mais le théoréme 3.1.6 dit que O(z) et
my(x) ont les mémes zéros parmi les n-ieme racines de l'unité, et

donc
(9(&]'): Zf]¢0k
b 1 if jeC,

-1 .
Si Op(x) = T_LZ e;x' . Nous pouvons appliquer le lemme 3.3.2 pour

obtenir
1 —1 1 g
n 7=0 n jeCk
Cela prouve ce qui suit.

Théoréme 3.3.1 Soit M, = (imy(x)) un code cyclique minimal

dans 'R, et supposons que
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mi(e) = 11 (o =)

Ou Cy est un classe cyclotomique. Alors l'idempotent primitif pour
Mk, est

Op(x) = lnil ( 2 Oz_ij> !
" i=0 \jeCy
Tous les calcules sont fait dans le corps de décomposition de x™—1
sur I¥,.

Exemple 3.3.1 Soit a la racine 7€ primitive de l'unité sur Fo.
Puisque les classes cyclotomiques de 2 modulo 9 sont :

C,={0},Cy ={1,2,4},C5 = {3, 5,6}
nous avons
Oo(z) =1+x+ ...+ af

01(x) =30 g(a"+ a2 +aH)2!
By(z) = 56 (a3 + a5 4 a~5)y

Le corps de décomposition de x"—1 surFy , est Fys, o s = ord;(2) =
3,

Les calcules des coefficients de 01(x) et O3(x) sont fait dans Fos .
puisque 8 = 23, nous considérons un polynéme binaire de degré 3
irréductible, par exemple f(x) =23+ 2+ 1l.on a :

fla)=0=a+a+l=0=’=a+1
on a donc :
Bd=a+lat=a’+a,a’=’+a+1,a8=a?>+1,a"=1

nous calculons maintenant les coefficients de 01(x)

coef dex’ :1+1+1=1
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coefdex! :al+a?+at=a+a’+ad =+’ +14+a%+
a+l+a+1=1

coefdex®> o +at+ad=a"+ad+al =1

coef de 23 : a3 +a +a 1?2 = a4+ a+a? = o®+ata+a®? =0

coefdez*:at+a B +a0=a3+al+a° =1

coefdex® a”+a W +aP=a’+a'+a=0

coef dexb :aC+a 2 +a=a+a’+a*=0
Donc,

01(z) =1+ z+ 2%+ 2*

Et
O3(z) = ¥8_ (a3 + a0 + o5z

—1+ (a3 +a+a %)z + (a8 +a 124 10),?
Fa®+a B4+ a )3+ (a2 + a2 4 o)t

Fa B+ a0+ a2)75 4 (a8 + o + 0 730)6
=1+ 234+ 2°4 25

Exemple 3.3.2 Soit o une 9éme racine primitive de unité sur IFs.
Puisque les classes cyclotomiques pour 2 modulo 9 sont :

C,={0},C, ={1,2,4,8,7,5},Cs = {3,6}
nous avons

Oo(z) =1+x+..+2°

bi(z) =P ga " +a P ot fa ¥ fa T oY)y

Os(x) = ¥5_o (a3 + a0z

Calculons 03(z). Le corps de décomposition pour x°—1 sur Fy , est
Fos, ot s = ordy(2) =6, c’est-a-dire Fgy De plus, si B est un élément
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primitif de Feu, alors a = 37 est une n-iéme racine primitive d unité.
En se référant a la table des corps pour Fgy en annexe, nous voyons
que les coefficients de 03(x) sont :

coef de 2° : 1 +1 =10
coef de #1 1 a3 + a0 = a® + b = g2 + 2 = 111010 +
111011 =1

coef de x? :af+a2=a3+a’=1
coefdex® :a®+a B=1+1=0

coef de z* a2 +a?=a+a=1
coef de 2° :a P +a ™ = +ab =1
coef deab :a B +a 0 =a3=14+1=0
coef dex” o' +a = +ad=1
coef de 28 o +a®=a3+a =1

Alors,
O3(x) =z + 2> + 2t + 2° + 27 + 28
qui est l'idempotent es3(x) dans [’exemple 3.2.1

Exemple 3.3.3 o Les codes cycliques irréductibles (minimaux) de
longueur 7 sur o

Code Dim I.P Polynome générateur

Co 1 1l+zxz+.. 42 l+2z+..+2a°
) 3 l4+az+22+2t 142+ 2% +a*
@ 3 14+ a2+ 2°+ b 4+t +1

e Les codes duaux des codes cycliques irréductibles de longueur 7 sur

[Fy
Code Dim IL.P Polynome générateur
Cy 6 x+x*+ .. +af 1+
cit z+ 2+t 1+x+ a3
Cs- 4 23 4+ 2° + 2O o3+ 2?41
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Conclusion

Dans ce travail nous avons présenté une cas particulier des géné-
rateurs des codes cycliques irréductibles (minimaux) qui s’appelle les

idempotents primitifs.

Nous avons montré que les idempotents primitifs peuvent étre
générés directement ces codes a partir des classes cyclotomiques.
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Résumé

Un code cyclique de longueur n sur le corps fini F, est un idéal principal de
Panneau quotient f2,, = ]Fq [CL’] / <£Cn — 1> ou IF,[z] est 'anneau des polynémes
a coefficients dans le corps fini F, et (2™ — 1) est I'idéal principal engendré par le
polynéme (z™ —1).

Dans ce projet on s’intéresse aux idéaux de I’anneau quotient R,, engendré par

les idempotents primitifs.

Abstract

A cyclic code of length n on the finite field I, is a principal ideal of the quotient
ring Rn = Fq [I} / <£L’n — 1> where [ [z] is the ring of polynomials with
coeflicients in the finite field F, and (z™ — 1) is the principal ideal generated by
the polynomial (2" — 1).

In this project we are interested in the ideals of the quotient ring R,, generated

by the primitive idempotents.



