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Introduction

En 1920, le philosophe polonais Jan Lukasiewicz introduisit la notion de la
logique multivalente, et comme tout développement dans la logique mathématique
s’associé en méme temps d’un développement de I'algebre

Moisil en 1940 introduisit la notion d’algebre de Lukasiewicz comme modele
algébrique de la logique de Lukasiewicz.

La logique floue débute officiellement en 1965, avec la publication de ’article
« Fuzzy sets » (ensembles flous), par Lotfi Zadeh dans la revue « information and
control ». Lotfi Zadeh actuellement professeur émérite a I’Université de Californie
a Berkeley. Donc la logique floue intervient dans la manipulation de connaissances
imparfaites.

Par la suite, Moisil dans son article : « Ensembles flous et logique a plusieurs
valeurs » (Université de Montréal, mai 1973), il a mis en lumiére les relations exis-
tantes entre les structures floues au sens de Zadeh et les algébres de Lukasiewicz.

Le but de ce mémoire est détudier I'algebre trivalente de Lukasiewicz et son
représentation par I’ensemble des parties floues.

Le mémoire est subdivisé en trois chapitres :

Dans le premier chapitre nous présentons quelques notions importantes de base
des treillis et des algébres de Boole, et on présente les définitions et I'illustration
des concepts utilisés dans les autres chapitres.

Dans le deuxiéme chapitre on étudie la sémantique de la logique de Lukasie-
wicz, la syntaxe de Wajsberg de la logique trivalente et l'algébre trivalente de
Lukasiewicz et ses propriétés fondamentales.

Dans le troisiéme chapitre nous avons présenter les structures floues, les parties
floues, les niveaux de flou et la relation d’ordre sur I’ensemble des parties floues.

En fin, la représentation des algébres trivalentes de Lukasiewicz est donné par
diférentes maniéres.



Chapitre 1

Généralité sur les treillis et
algébres de Boole

Dans ce chapitre, nous allons présenté quelques définitions du treillis, treillis

distributif, treillis complémenté, treillis de Boole et algebre de Boole.

1.1 Treillis

1.1.1 Définition d’un treillis

Définition 1.1 ( Demi-treillis )

Un ensemble ordonné X est un inf-demi-treillis si toute paire (x,y) de ses
éléments admet un infimum x A y. C’est un sup-demi-treillis si toute paire de ses
éléments admet un supermum z V. C’est un treillis si toute paire de ses éléments
admet un supermum et un infimum donc s’il est a la fois inf- et sup-demi treillis.

Un treillis sera souvent noté 17" = (X, <, A, V).

Définition 1.2 ( Treillis )
Un treillis est un ensemble ordonné (7', <) dans le quel tout pair d’éléments
(x,y) admet une borne supérieure noté x V y et une borne inférieure noté x A y :

Va,y € T sup{z,y} et inf {z,y} existent.

Exemple 1.1

(1) Soit (P(E),C), 'ensemble de toutes les parties d’'un ’ensemble E. L’ensemble

partiellement ordonné (P(F), C) forme un treillis. Pour tous A, B € P(E),
inf(A, B) = AU B.
sup(4,B) = AN B.



L’ensemble vide est contenu dans tous les éléments de P(FE), et ils sont tous

contenu dans F.

(2) L’ensemble des entiers naturels différente zéro muni de relation "divise" forme
un treillis, ot la borne supérieure est PPCM et la borne inférieur est

PGCD.
C’est un treillis borné (I’élément minimum est 1, et ’élément maximum
est 0).

Remarque 1.1 Soit X un ensemble non vide, alors P(X) est un treillis.

Proposition 1.1 Si (T, <) un treillis fini, alors T admet un plus grand et un

plus petit élément.
Proposition 1.2 /8]
Dans un treillis quelconque (T,<) : Y,y €T

T=xTAY
> <y
y=xVy

» Idempotence :
rVrx=xzetx Nz =2
» Commutativité :
csVy=yVrxetxrzANy=yANAx.
» L’associativité :
zV(yVz)=(@Vy)VzeazAyhz)=(xAy) Az
» L’absorption :
zV(zAhy)=zetxA(xVy) =z
Définition 1.3 ( treillis fermé )

Un treillis 7" est dit fermé s’il posséde un plus petit élément noté (0) et un plus

grande éléments noté (1).

Exemple 1.2

1. Le treillis D(30) = { L’ensemble de diviseur de 30 } est fermé (0) = 1 et
(1) = 30.
2. (P(E),Q) est fermeé (0) =¢ et (1) = FE.



1.2 Morphismes et isomorphisme de treillis

Définition 1.4
Soient E et T deux treillis f est une application de E dans T. On dit que f

est un morphisme de treillis si :
flany) = f@) A fy);

Ve,y e K
flxvy) = flz)V f(y)

Remarque 1.2

1. Un morphisme bijectif entre deux treillis est un isomorphisme de treillis.

1.3 Treillis remarquables

1.3.1 Treillis distributif

Définition 1.5  [4]
Un treillis T" est distributif si Vz,y,2 € T on a :
(P1) zV(yAz) = (zVy AxVz).
(P) zA(yVz) = (xAy)V(zAz).
Remarque 1.3
Les conditions (P;) et (P,) sont équivalentes. En effet, supposons que (P;) soit

vérifiée, on peut écrire :

GV AV = (V) AV (@vy)Az)
= zV((xVy) Az) (loi d’absorption)
= axV(@Az)V(yAz)

= xV(yAz) (loi dabsorption).

et (P) est aussi vérifiée.

La réciproque, supposons que (P,) soit vérifiée, on peut écrire :



@Ay V(enz) = (@Ay)Va)A((zAy)Ve2)
= A (z2V(zAy)) (loidabsorption)
= xA(zVz)A(2Vy)

= xA(yVz) (loi d’absorption).

Exemple 1.3
a) Toute chaine C est un treillis distributif

En effet, soient z,y, z € C,

min(z, max(y, z)) = max(min(z, y), min(zx, z)) (p2) .

b) Considérons le treillis £ = {1,2,3,5,30} ordonné par divisibilité
xVy=ppme(x,y) et x ANy = pged(z,y). Ce treillis n’est pas distributif, car

par exemple :

2A(BVDE)#(2A3)V(2A5).

En effet, 2A (3V5)=2A30=2et (2A3)V(2A5)=1V1.

De méme 2V (3A5) # (2V3)A(2V5).

En effet, 2V (3A5) =2V1=2et (2V3)A(2V5) =30A30=30

Théoréme 1.1 [7]
Pour qu’un treillis E soit distributif il faut et suffit qu’il vérifie, quels que soient
x,Y, 2, la condition :
TNz=YyNz

=z =y.
rVz=yVz

Preuve. ((x/\z:y/\zetx\/z:y\/z):?>(m:y)).



1.3.2 Treillis complémenté

Définition 1.6

C’est un treillis fermé T tel que pour chaque x € T il existe au moins

xAxr' =0 )
el / 2’ est dit complément de x.
zVa =1

Remarque 1.4 Dans un treillis distributif le complément s’il existe est unique.

zVa =xzVva' =1
En effet = 2’ =a".
s AN =zNAN2" =0

Exemple 1.4
1. Tout treillis (P(E), C) est complémenté, si X C E son complément (unique)

n’est autre que le complémentaire de X = (.

2. D(30) ={1,2,3,5,6,10,15,30} est complémenté

1.3.3 Treillis modulaires

Définition 1.7

Un treillis F est dit un treillis modulaire s’il vérifie, quels que soient les élément
x,v, 2, la condition :

r<y=xzV(yAz)=(xVy) Az (Une propriété plus faible que la distribu-

tivité).



Remarque 1.5

Tout treillis distributif est modulaire.

1.3.4 Treillis de Boole

Définition 1.8  [6]

Un treillis de Boole est un treillis distributif fermé et complémenté.

Exemple 1.5
1. (P(F),C,U,N) est un treillis de Boole.
2. La chaine U = {0, 1} est un treillis de Boole.

3. (D(6),1) =(1,2,3,6} est un treillis de Boole.

1.4 Filtres et idéaux dans un treillis

Définition 1.9 (Filtres)
Soit T" un treillis, on appelle filtre toute partie non vide F' de T vérifiants :
a) Size Fetax<y,alorsy€ F,

b) Siz e Fetye F,alorsx Ay € F.

Exemple 1.6
D(30) = {1,2,3,5,6,10,15,30}.
F1 ={2,6,10,30} est un filtres et F, = {2,10,30} n’est pas un filtres car,
2<6et6d P

Définition 1.10 (Ultrafiltre)
Un ultrafiltre est un filtres maximale pour l'ordre d’inclusion entre filtres

propre.
Proposition 1.3
Soit F' un filtre propre, les deux assertions suivantes sont équivalent :

1. F est un ultrafiltre ;

2. Pour tout x ¢ F, il existe y € F tel que v Ny = 0.

Exemple 1.7
D(30) = {1,2,3,5,6,10,15,30}.



(i) Les filtres propres sont {2, 6,10, 30}, {10, 30}, {6, 30}, {5, 10, 15,30}, {15, 30}, {3, 6, 15, 30},
{30}.
(ii) Les ultrafiltres sont {2, 6, 10,30}, {5, 10, 15,30}, {3, 6, 15,30} on constate que

tout les filtre propres sont inclus dans des ultrafiltres
Définition 1.11 (Idéal)
On appelle idéale d’un treillis E toute partie non vide I de E vérifiant :
a) Sizeletx>yalorsyel;
b) SizeletyeclalorszVyel.

L’idéal I est dit propre si I # T, et impropre dans le cas contraire.

1.5 Algéebre de Boole

Définition 1.12

Une algébre de Boole est un treillis distributif fermé et complémenté.

Exemple 1.8

1) Le treillis (P(E), C) est une algébre de Boole.

2) (D(6),1) est une algébre de Boole.

Définition 1.13
Soient B; et B, deux algébres de Boole. On appelle morphisme d’algebre de
Boole de By Dans B, toute fonction f : By — B telle que pour tout =,y € By

flxNy) = f(@) A fy).
f(0) =0.
f(@) = f(x).

(Ce égalités impliquent également que f(zVy) = f(z)V f(y) et f(1) =1)

Proposition 1.4 Dans une algébre de Boole on a :

11

2. ||z ==.
3. (xANy)=]zV]y et [(x Vy)=|zAly (lois de De Morgan,).



1vo=1
1AN0=0

JeAT(12) = 0
Jzvi(lz) =1
3. a) (x AY) A (JxV]y)

(z Ay) v (laV]y) =
Donc |(z Ay) =]xV]y
b) (zvy)V (Jzvly) =

(@vy)A(lenly) =
Donc |(z Vy) =]zAly =

Preuve.

Définition 1.14

= ¢ =|(lz)

(z AyAlz) vV (z AyAly)
(zV]z Vy) A (yV]aVly)

(zVyViz) A (zVyVly)
(zn]z Ay) vV (yAlzATy)

Soient z,y € T, on définit la somme = + y par :

z+y = (zAly)V(lzAy)

z+y = (laV]y) A(zVy).
[(z+y) = (zAy)V(JzAly).
[z+y) = (lzVy) A(zV]y).

1.5.1 Propriétés des algebres de Boole

Involution :

Le complément du complément de x est x, c’est-a-dire :

Formules de De Morgan

cVYyYy=TN7Y.
T ANYy=xV7Y.
Preuve. Soitu=zVyetov

&Il
I
8

=TAT.

(0OAY)V(xA0)
(lyv 1) A(lzvl)

(IVy A(z V1)
(ly AO)V (T2 A O)

Pour montrer que © = v, on va montrer que u A v =0 et que u Vv = 1.

10

ovo
1AT

1INl
0VvO.



uhNv = (xVy ATAY)

et

uvu = (@Vy)V(TAY)

= @V(@VyAFV(Vy)
(@va)vy) AMFVY) V)
= (Ivy) A(1Va)
1A1=1.

La deuxiéme formule se démontre de la méme fagon, en posant :
u=xANyetv=xVy.

et en montrant que uAv=0etuVov=1 n

1.6 Théoréme de représentation de stone

Théoréme 1.2 Tout algébre de Boole s’injecte dans une sous algébre de la forme

P(zx).

Preuve. On considére une algebre de Boole B, X :I'ensemble des ultrafiltres de
B,

o B — p(a)

o(z) ={U e X/x e U}

o homomorphisme si :

1. oxVy) = o(x)Uo(y)

2. olxNy) = o(x)no(y)

3. o(Jr) = Co(x)
Ona:

11



olzvy) = {UeX\zVvyeU}
= {UeX\zeUouyeU}

= o(z)Uo(y).
De méme :
olzny) = {UeX\zAyeU}

= {UeX\zeUetyeU}
= o(z)No(y).

o(]x) = {UeX\]zeU}
= {UeX\z¢U}

= Gy
o est injective :

r € Kero <= o(z)=¢
—r¢U,VUeX
—lrxelU, VU € X
|z enyU={1}
—lr=1

Donc o est injective.

o(lz) = Co(x)?

Ue€o(lx) lzeU

r¢U

U¢o(x)

UeCo(x)

o(]z) = Co(x).

Si B est fini alors o est surjective.

[

En effet, si B est finie tout filtre est principal F' = {ay,aq,...,a,},
a=ap,as,...,a, € F
F' est principal et engendre par a, 0 : B — P(z).
Soit y € P(X),y C X
iy = 6 = o(0)
Siy=zx=0(),y={U1,Us,..., Uy}, F=UNU;N...N U
F est principal, F' = B V a.
Y =o0(a)?
(=)

Soit U; ey — ael;

= U, €0(a)

— y€o(a)

12



(<)
Soit v € o(a) = a€cw

— FCv
Supposons que

v# U Vii=1---k = U Qyicr,p 0V, 3X\X; €U et X; ¢ v
Soit X = X, VXoV.. VX, — XeU,¥i=1,.. k

— XcF

= Xevw

contradiction il existe donc un ig\v = U,,, donc v € y, o(a) C y, o(a) =y

B algebre de Boole fini alors B ~ 2" =

13



Chapitre 2

Logique trivalente de Lukasiewicz

Dans ce chapitre, on étudie la sémantique de la logique de Lukasiewicz, la
syntaxe de wajsberg de la logique trivalente et ’algébre trivalente de Lukasiewicz

et ses propriétés fondamentales (voir [1] et pour [3], [5] plus de détails).

2.1 Sémantique

L’ensemble de valeurs de vérité est la chaine T' = {0, 3,1}

la négation
2 connecteurs —

implication
1. Négation

Définie négation N par la table :

r | N(x)
0 1
12| 1/2
1 0
Na

On remarque que N est décroissante et involutive dans I’ensemble {0,1/2,1}

ie. NNz = x.
2. Implication

L’implications notée par x — y est définie par la table :

14



—_
~
[\
—_
~
[\
—_
— = ||~

On constate que dans I'ensemble 7' = {0,1/2, 1} naturellement ordonné on a :
r<ys—=zr—y=1

3. Disjonction
Ce connecteur défini dans la logique trivalente de Lukasiewicz comme suit :
rVy=(x-—y) —y.
Et la table de vérité est :

Ny | 0 [1/2]1

0 |0 |1/2]1

1/2 | 1/2]1/2 |1

1 1 1 |1
zVy

Remarque 2.1 Dans une algebre de Boole on a :
(r—y)—y = J(zvyVy

(1(12)ATy) Vy

= (@Aly) vy

= (evy)r(lyvy)

= (xVy Al

= T Vy.
En peut également faire :

x Vy = sup(z,y)
r Ay =inf(x,y)
4. Conjonction

Lukasiewicz & défini la conjonction (x A y) par :
rANy=N(NzV Ny).

Et la table de vérité de la conjonction est :

2Ny [0]1/2] 1
0O |0] 0] O
1/2 | 0]1/21/2
1 o|1/2] 1
(zAy)

15



Dans une algebre de Boole on a :
N(NzV Ny) = N(Nz)A N(Ny)

= TAY
Lukasiewicz a défini 2 connecteurs supplémentaires unaires possibilité p et

nécessité v.
5. Possibilité et nécéssité

Le connecteur de posssipilité et nécéssité est défini comme suite :
pr = Nx — x, ve = NuNx

Et sa table de vérité du connecteur de possibilité est :

r | Nx | Nv — z | ux

0 1 0 0

1/2 | 1/2 1 1

1 0 1 1
()

Et la table de vérité du connecteur de nécéssité est :

x | N | uNxz | NuNz | vz

0 1] 1 0 0
1/2 | 1/2] 1 0 0
110/ 0 1 1

(vz)
6. Impossibilité et contingence

Dans le calcul propositionnel trivalent de Lukasiewicz que nous désignons dé-
sormais par Lg, on peut définir les connecteurs d’impossibilité (1) et de contingence
() :

nr = Nuxr = Nnz = ux;

vyr = Nvex = N~z = vx.

Qui puisse étre interpréter comme suit :

v : est nécessaire que.

- il est peut étre vraie que.

v : il est peut étre faux.

n : il est impossible que

Ce qui donne la table :

16



x nT

0 |1
1/2 | 0
1 |0

7. Implication faible

A Monteiro a introdui 'implication faible notés p M, q par :

pPNg | 0] 1/2 |1
0 |1] 1 |1
12 |1 1 |1
1 |o0]1/2]1
)

On pourra remarquer que : p — ¢ =yp V q

L’implication de Lukasiewicz se retrouve a partir de I'implication faible :

M M
p—q=(p—q) N(Nqg— Np).

2.1.1 Axiomatisation de Wajsberg (1931)

T YT

0 1

1/2 | 1

1 0
o

Le systéeme logique trivalente de Lukasiewicz est formalisable au moyen des

quatre schémas d’axiomes suivants :

W1 2z — (y — z),

W2 (2 —y) —((y —2) — (r—2)),

W3 ((;U—>N33) —>3§) — x,

W4 (Nx — Ny) — (y — ).

Tables de vérité de W1 et W4 :

zly|ly—a|r—(y — )
00 1 1
01 0 1
110 1 1
1)1 1 1

(W1)

17



z|ly|Ne|Ny|y— x| Nt — Ny | (N — Ny) — (y — z)
00| 1 1 1 1 1
01| 1 0 0 0 1
110 0 1 1 1 1
111] 0 0 1 1 1
(W4)

Remarque 2.2 : On remarque que ces quatre schémas d’axiomes sont des théses

dans le calcul propositionnel classique que nous désignons par Lo

2.2 Algeébres trivalentes de Lukasiewicz

Dans cette section on va parler sur les définitions des Li—algebres et nous

passons en revue quelque propriétés, et principe de détermination de Moisil.

Définition 2.1 [1] [5]
Une Lz—algebre est un systéme (L, V, A, 0,1, N, u) ou :

L;: (L,V,A,0,1) est un treillis distributif fermé.

Ls : N est une involution décroissante c¢’est-a-dire :

r<y=—= Ny < Nx, NNx=z, NO=1, N1 =0,

L3 : U'opération unaire ;1 est un endomorphisme sur L, idempotent extensif,
endomorphisme : u(z Ay) = (@) A uly), plz Vy) = p() vV u(y),
idempotent :pu(z) = p(z),

Extensif : u(x) > z,

Ly: NuNpx = e,
Ly: NxVuxr = 1,
Ls: ANz = px ANz

Cette algebre est notée : L3 algebre.

Exemple 2.1 [1]

1) T'={0,1/2,1} la plus petite L algebre.
2) Tout algebre dé Boole est une Lj algebre.

3) Soit B*={(z,y)/x € B et y € B} une algebre de Boole.

I'ensemble L(B) = {(z,y)/r < y} est un sous treillis de B?, cette ensemble

muni par les lois :

18



o(z,y) V(' y) = (V' yVy).
o(z,y) A\ (2, y)=(x N2,y NY).
oN(z,y) = (ly, |2)-
ou(z,y) = (y,y) = (z,9)
Est une L3 algebre car :
1. (0,0) € L(B) le plus petit élément de L(B), et (1,1) le plus grand élément de
L(B)fermé.
2. L(B) distributif car :

Soient (x,y), («',y'), (z”,y”) € L(B)

(@) VI, y) A @ y)] = (@, y) V"N Ay”)]
= (zV (@' Az”),yVv (Y Ay”))
= (@va)A(@va?),(yVy)A(yVy?))
= (V2 yVy)AN(zVa” yVy’)

= [y V(@ ¥ [(zy) V(@ y)]
donc

() V(@ y) A @ y")] = [(,y) V (@ )] A l(zy) V(@7 7))
3. N est une involution décroissante, car :

Ona: (z,y),(z/,y/) € L(B)
On suppose que (z,y) < (2/,9'), et on démontre que : N(z',y') < N(x,y)

<
ona: (z,y) < (o,y) =
y<y
et comme z,y € B algébre de Boole, donc :
128 < Jx
v < Ty

Donc (v, ]2") < (ly, |x) c’est-a-dire :N(2',y') < N(z,y)
Alors si (z,y) < (2/,y') = N(2,y') < N(z,y).

N(0,0) = (]0,]0) = (1,1).

N(1,1) = (]1,]1) = (0,0).

NN(z,y) = N(ly, 2) = (T, T1y) = (2,9).

Ainsi N est une involution décroissante.

R [ —

4. p endomorphisme :

w((z,y) V(2 y)) = wava,yvy)
= (WVvy,yVvy)
= Wy VvVy.y)
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wz,y) = (y,9)

=z, y) V(e y) = (y,y) vV (Y, Y).
w(z,y) =y, y)

Donc : p((z,y) A (2, y')) = pulz, y) A ', y).
p((z,y) A2 y)) = wland,yny)
= WAy, ynNY)

= Wy AW, Y).
wz,y) = (y,9)

w(z,y) =y, y)
Donc p((z,y) A (' y)) =z, y) A ', y).

= wz,y) Az, y) = (v,9) AW, Y).

5. i idempotent :

On a: u(p(z,y) = p2(z,y) = wz,y) = (v, v),

donc p est idempotent.

6. 1 est extensif :

w,y) = (v,y).
Ona: (z,y) € L(B) donc :

y>x

= (y,y) > (z,9),
y=y

c’est-a-dire : p(z,y) > (z,y).

Alors p est extensif.

7.
NuNp(z,y) = NpNp(y,y)
= Nu(ly, 1y)
= (v, 9)
= plx,y).
Donc NuNp(z,y) = p(z,y).
8.
Nz, y) Vp(z,y) = (ly12)V(y,9)
= (lyVvy lzVvy)
= (L]zvy)
= (L, —vy).
Et comme (z,y) € L(B), c’est-a-dire x < y
Et d’apres la propriété de 'implication suivante :

xr — y = 1 si et seulement si x <y
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Doncz — y=1,car (JrVy=1)
Alors N(z,y) V u(z,y) = (1,]zVy)
= (Lz—y)
= (1,1).
Ou bien |z <]z
r<y = JzVaz<lzVy
= 1<]jzvy<l1
= JzVy=1L1
Alors N(z,y) V u(x,y) = (1,1).
9.
(@, y) AN(z,y) = (z,9) Ay, |2)
= (#Aly, yA]).
Ona:z<y=]y<|retx <z
Donc zAly <0 et zAly > 0= 0 < zAly > 0 alors zA]y = 0.

Donc (z,y) A N(xz,y) = (zA]y,yA]z)
= (0,yA]x).
wz,y) AN(zy) = (y,9) ATy, 1)
= (yAly.yA]z)
= (0,yA]2).

Finalement on obtient : (z,y) A N(z,y) = u(z,y) A N(z,y).

2.2.1 Propriétés

Propriétés des Lz-algebre.

N vérifie les lois de De Morgan :
1/ N(zVy)=N(2) AN(y).
2/ N(zAy) = N(@)V N(y).

r<zVy N(z)> N(zVy)
On a =
y<aVy N(y) = N(z Vy)
— N Vy <N@)ANY)......... (1)
On veut montrer que N(z V y) > N(z) A N(y).
. z < N(x) Nz>zx
Soit 2 : — — xVy< Nz
z < N(y) Nz>vy
= 2 < N(z Vy).
N(z)AN(y) < N(z)
Et on a
N(z) AN(y) < N(y)



Donc N(zVy) > N@)AN(y)......... (2).
De (1) et (2) on obtient N(z Vy) = N(z) A N(y).
Et veut méme chose pour N(xz Ay) = N(x) VvV N(y).

3/ N(0)=1, N(1) = 0.

o N(1) Z0.
OnaVreL:N(z)>0
donc N(1) >0......... (1)
etonaVre L: N(x) <L
! >ivél) N(1)<O0......... 2)
de (1) et (2) : 0 < N(1) <0, donc: N(1)=0
o N(0) = 1.
Ona N(1)=0 = NN(1) = N(0)
= 1 = N(0)
4/ p(l) =1.

OnaVee L: u(x)>x, donc: p(l) >1
Et d’autre part : alors Vo € L : pu(x) <1 alors p(1) <1
pu(l) > 1et pu(l) <1 donc u(l) =1.
?
5/ n(0) = 0.
Ve € L: (Lg)Vx € L:xAN(x)=pu(z) AN N(z).

Pour x =0ona:

0OAN() = p(0)AN(0)
0Al =  p0)Al
0 = 1(0).
Donc : p(0) = 0.

6/ Np(r) < N(x) < pN(x)
Ona:Vrxe L:pulx)>x= N(z) > Np(x)......... (1).
D’autre par uN(x) > N(x) (u extensif )......... (2).
De (1) et (2) on obtient Nu(x) < N(x) < uN(z).

7/ Nu(Nz) < w < p(x)

En utilisant la propriété (6) on obtient :
Ona: Npu(xr) < N(x) = N(N(z)) < N(Np(z))



D’autre part : on a N(x) < uN(z)

De (1) et (2) on obtient NuN(z) <z < u(x).

8 v et ) sont des endomorphismes rétractants, idempotentes.

Np=n
On poseq uN =1~
NuN =v
1) v endomorphisme :
vizVy) = NupN(z Vy)
= Nu(Nz A Ny)
= N(uNz A pNy)(car p endomorphisme)
= NuN(z) vV NuN(y)
vz Vy) = v(x) Vv (y).
vizAy) = NuN(z Ny)
= Nu(Nz VvV Ny)
= N(uNzV uNy)
= NpN(z) NNpN(y)
I

Donc v endomorphisme.

2) v est une rétraction :

ver = NuN(z) < x (d’aprés la propriété 7)

vx < x, donc rétractent.
3) v idempotente :

vvx = NpN(NpNz)
= NuNN(uNx)
= Npp(Nz)
= NuNzx

= vx.
Donc v idempotente .

9/ n et 7 vérifiant les lois de De Morgan appelé dualités.

n(xVy) =nrAny.
n(x Ay)=nxVny.
En effet
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nzVy) = NpN(zVy)
= N(upzV py)
= Npzxz A Nuy
= nrAny.
Et veut méme chose pour n(x Ay) = nz V ny.
10/ nx < Nz < ~vzx.

On a v(z) <z < u(z), en remplagant x par Nz :

donc u(Nz) < Nz < v(Nz).

Alors nx < Nx < vz,

Les 6 opérateurs {I, N, u, Ny, uN, NuN} forment un monoide avec la table

suivante :
o| I |Nilulv|n
I | I | N|lpu|vin
NIN | T |n|~| p
By M /e
vivin|pvin|y
nin|yvin KoV
Yy HT KoV

Ce monoide est engendré par N et I'un quelconque de pu,v,n,7.

11/ L est équivalente a :

I-zVyr =1

2-nz V px = 1.

3-vx Vyr =1

4- px vV yxr = 1.
Preuve. :

o (Ls) = (1)

On suppose que : Nz V px = 1.
Remplagons z par Nx dans Ls,on obtient :
Nz V pr = NNxV uNz =1

=V uNzr=1lie zV~yr=1.

Donc ( Ls) = (1).

o (1) = ( Ly)

On suppose que : z V v = 1.
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En remplacant x par Nz,on obtient :
NxVyNzx =1= Nz V pxr = 1.
Donc ( Ls) <= (1)
e (1) = (2).
On suppose que :
xVyr =1.
En remplacant x par px :
xVyr =1.
= pr Vyur =1
— pxr Vnr=1.
Donc (1) = (2).
e (2) = (3).
Supposons que :
nr VvV pxr = 1.
En remplacant x par Nz
neVur = nNxVuNx
= vV yx

= 1.
Donc (2) = (3).
e (3)=(1)
Supposons que : vz V yr = 1.
OnavVvVre L :vx <uzx.
Donc vx Vyx < x V~yz alors x V yxr = 1.
ie. (3) = (1)
o (Ls) = (4)
Supposons que : Nz V pux = 1.
OnaVreL: Nz < uNx

Nz < o
Donc Nz V px < pz V yx.

= 1< px V.

= puxrVyr =1

Donc (Ls) = (4).

o (4) = (2).

On suppose que : pux V yxr = 1.
Remplacant x par px.
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prNoyr = ppr N ypr
= ur N nx
= 1.
Donc (4) = (2). m

12/ Ly est équivalente a :

1. pz Anz =0.
2. nx Nx =0.
3. nx Ave =0

4. yvr ANve = 0.
5. Nox Avxe = 0.

Preuve.
”
L] L5 - (1)
Ona Nz Vur=1.
Remplagant x par px :
NxVpur=1 = N(NzVpzr)=N(1)

- x A Npzx = 0.
Remplacer x par px :

pr A Nppr =0 = px Anz = 0.
Donc Ly = (1).

o (1) = (2)

prAnr =0 = nxAz=0.

Onaz <pur = nrAz<nrAux=>0.
Donc nx Az = 0.

Alors (1) = (2)

e (2) = (3)

ntANr=0 = nrAver=20
Onave<z = nrAver<nxAz=0.
Donc nz A vz = 0.

Alors (2) = (3)

«(3) = (4)

ntAve =0 = ~vyr Ave =0.
Nupx N NuNzx = 0.

Remplagant x par px :

Nppx AN NuN pz = 0,on obtient Nux A px = 0.
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Et en remplacant x par Nx :
NuNxz AN uNx =0 = ~vyx Ave = 0.
Alors (3) = (4).

o (4) = (5)

yeANve =0 = Nz Avz =0.
Ona Nz <~vyr = NrxAver<~vrAver=0
Donc Nx A vz = 0.

Alors (4) = (5).

o (5) = Ls

Nz Ave=0 = Nz Vpuxr=1.
NxAve=0 = N(NzAvz)=N(0)

- xrVuNz =1.
En remplacant x par Nz :

NxVyur=1 m
13/ Lg est équivalente a :
(1) ANz =a A~x.
(2) xV Nz =zVne.
(3) xVNz=vxV Nz

Preuve.
Ona:Lg=x2ANNz=puxANzx.
(1) Lg == (1).

On suppose © «— Nu.

pr AN Noe =puNx AN NNz =~z A z.

Donc Lg = (1).

(1) = L.

On suppose © «— Nu.

rANNx =Nx ANyNx = Nz A px.

Donc 1 = Lg.

(2) Ls <= (2).

(t NNz =px ANNz) <= N(xzANzx)=N(uxANzx)

— NxVzx=nzVuz.
?
(3) (1) < (3).
NxV NNx = NzV Nryzx.
NxVzx = NzVvz.
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Donc (1) <= (3). =
14/
a) ur AN Nz =z Ayz.
b) z Anz = Nz V.
a) ,u:zc/\Nx;x/\vx.

D’apré la propriété 13.1
rANyr=xANNx=px NNz.

b) x\/nx;Nm\/yx.

D’apré la propriété 13.2 et 13.3
xVnr=xV Nrx = NzxzV vz

Propriétés fondamentales :

Nz =nzV (z A\ vyx).
Preuve. : On sait que :

(x < px) dou x =x A px.

xV0 = zV (ux A nr)
= (xApx)V (uz Anx)
= px A (z V).
Etona:z=pxA(NzVuvx)...... (%)
Donc Nz = NupxV (NNz A Nvzx)
= nzV (x Ayz) .

2.2.2 Principe de détermination de Moisil

Proposition 2.1 /3]

HT = [y
= T =Y.
vr = vy
Preuve. :

Supposons que : uxr = uy et ve = vy.

D’apreés (k) :

cVy = pleVy) ANN@Vy)Ve(zVy)
= (uzVpy) N[(NzANy)V (va vy
=  ux AN (NxVuvx)Aupy A (NyVvy).
= TAY
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Donc:zVy=xAy.
cNy<z<zxzVy.
zVy<z<zVy.

— zVy=z MaiszVy=y.

— r=y. 1

Corollaire 2.1 :
pr < py
vr < vy

— z <.

Preuve.
Preuve par l’absurde : supposons que x f Y.

rLy<—=y<zoux|y (| appelé incomparable )

1¢¢ casy < x:

y<a :#>h' w(y) < p(x) et par hypothéses
enaomorphisme

ple) < ply) = wl@) =ply)...... (%)

y<zx -+ v(y) < wv(zx) et par hypothéses

endomorphisme

v(r) Svly) = viz) =
L pHx = 1y o ) S .
d’apres (%) et (xx) on a { = 1z =y (Principe de détermination de Moisil)

(Contradiction car y < x).

2°me cas x|y -

a<zw
rlly = zAy=a tq:{
a<y
PAy—a — plx Ay) = p(x) A ply) = pla)
vz Ny) =viz) Av(y) = via)
dautre part : (@) <ply) ) ma) Aply) =pl)
v(z) < v(y) v(z) ANv(y) = v(x)
— u) = pla) —> x = a (contradiction, car a < ). ®

2.3 Deuxiéme axiomatisations des L3 algébres

Dans cette section on va parler sur la 17 axiomatisation est du a Moisil
(1940)(voir [9] ) c’est & dire ’ensemble des axiomes L; a Lg est équivalent a la

suivante :

Une L3 algeébre est une structure (L, A, V, 0,1, u, v) tel que :
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L, : (L,V,A,0,1) est un treillis distributif fermé,
L, : 1, v sont des endomorphisme conservant 0 et 1,
Ly :pv=v,vp=v,
L,:v <y,
L; : p(@) = ply),v(z) =v(y) = v =y,
Lg : p,v sont chrysippiens : pu,v : L — CL = { des éléments complémentés
de L}.
La premiére axiomatisation est equivalente ( <= ) a la deuxiéme axiomati-
sation.
Preuve. 1 — 2
e Supposons que on a Ly, L) est donc vérifié.
e L/, pour cela il suffit de poser :
v=NuNz.
Donc Lj est vérifié.
e [so0na:
pyo = N pN
= NuNupuNN
= NuN
= v.
vk = NupNp

e [/ona:

ve < px d’apres 3 No < uNr = =z > NuNzx =ve,x < pr = vr < uz.
e L;( on va montrer par proposition 2.1 )
e L 1 est v sont chrysippiens :
(1 est chrysippiens ?
Nz V px =1 en utilisant 3 et en posant x = px.
Npz NV ppr =1 = NNpz A Nppx =0
— pxr AN Npux =0

Donc Npx vV pxr =1

Nupzxz N pxr =0
alors pux est complément est (chrysippiens) et son complément Npz = fix.
- v est chrysippiens ?

D’apres Ls, en utilisant 3 et on posant x = vz.
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NvzVve=1 =— NNvzANvr=0
— v ANNvr=0

Donc Nupz VvV pxr =1
Npx A pxr =0
Alors vx est complément est (chysippiens) et sont complément Nvz = vz.
2 =1
Supposons que j’ai les axiomes L} = L.
e [ est vérifie.
o [}, : Posant Nx = iz VV (x ADx) N est une involution décroissante.
N une involution NNz =Nz V (Nz AUNz).
Essayons d’exprimer 1 et 7
On pur Auzr =0 et uxr Vour =1.

En prenons I'image que p

px A ppx =0
px NV oppr =1
donc ppi = 1.
En remplacant x par px.
px A ppr =0
px NV ppr =1

on a fift = Npp = .

En prenant I'image que v

px A vpx =0
prVvpr =1
on obtient
-vp = NupuNNp
=  Nup
= 1.
Alors vii = [
-vv = NuNNNuN
= NuNupuN
= U.
vv = NNupuNNuN
= NNuN
= .

Donc pv =v, vp =, g = [, vv = v, i = v.

Alors Lyest vérifie.
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définissons N par :
Nz = ax V (x Avx)
NNz = 7uNzV (Nz AUNz).
Exprimons Nz, Nz, en terme de px, ve.
ANz = ppx A (fix V ivs)
= px A (ix V vex)
= px AmxV pr Ave)
= V.
UvNx = vpx A (vxV ovx)
= pz A (Dr V)
= Q.
NNz = a(Nz)V (Nz AT(Nx))
= vV (Nz A px)
= (veV Nx) A (ve V px)
= [vx Vix V (x ANTx)] A pa
= [(vzVazVz)A(veViaz Vo)A px
= (vx VazVx) A p
= (ax A pz) V (ve A pz) V (x A px)

= x.
On suppose vz V x = y.

py = plve V)
= urvrV ux
= vxVuzxr
= T
viy) = v(veVa)
= v(z)Vu(x)
= v(z)
p(x) = n(y) vy
v(z) =v(y)
e N est décroissante ?
Six<y — 7(y) < 7()
fily) < f(z)
1(Ny) < p(Nz) s N() < N()
v(Ny) <v(Nzx)
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w(Nz) = ppxV (uz A pve)
= nx V (pr A vx)
= (fz V ux) A (fz A\ vx)
= L.
p(Nz) = u(Ny)

v(x) = ()
e [3: i1 est un endomorphisme sur L, idempotent extensif.

On av < pdou

[ = [y VL= [
p < i

vr < Vpx

—> 1 < px donc est extensif.

e [, est vérifie i.e. NuNpux = px.
Npz = plpz) V (pz Av(pr))

= Az V (px A i)
= nx.

pi(x) = L.

Na(r) = F(E) V(s Av(E)
= px V (gx A vx)
= (pzVax) A (ux Vvr)

= 1A px
- T
NuNp = p.
o s Nz Vpur=1.
a(x)V(zAv(z))Vpr = 1
(i(x) V pz) vV (z AT(2) = 1V (zA7(2))
= 1.
e g x NNz = px N\ Nzx.
xANx = z A (fi(z) V (x AD(x)))
= (eAp@) Vv (z Az Av(z)))
= (znrp@)V(zAv(z)
= rANT(x
pur AN Nx = pa A (fi(z) V (x AT(x)))
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Chapitre 3

Représentation des algébres

trivalentes de Lukasiewicz

Dans ce chapitre on présenter la représentation des algebres trivalentes de Lu-
kasiewicz et représentation des algebres trivalentes par des partie floue, on étudie

a l’aide 'ensemble des parties floues.pour plus de détails voire [2]

3.1 Théoréme de représentation des algébres tri-

valentes de Lukasiewicz

L’objet de ce probléme est d’obtenir des Théoréme de représentation pour les

algebres trivalentes de Lukasiewicz.

3.1.1 Représentation d’un treillis distributif et fermé.

On considére un treillis L distributif et fermé. On désigné par C(L) le sous
treillis booléen des éléments complémentés (ou chrysippiens) de L, si z € C(L) on

note =’ son complément.

Proposition 3.1 :
Soit a un éléments fixé de L, on définit la relations binaire dans L, notée :
r=vy(a), par :a Nz =aAly.
(=) c’est une relation d’équivalence compatible avec les lois A et V. On pourra

définir le treillis quotient qui sera noté par L/ a.

Preuve. :
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e On montre que (=) est une relation d’équivalence on a :
La réflexivité :
aNr=a/ANr = z = x(a) donc zRx.
La symétrie :
rRy = yRuz.
r=yla) <= aANzx=aly
— aANy=alzx

—  y=uza).
La transitivité :

TRy ANyRz. — zRz.

Soit x,y,z € L.
T =yla alNT=al
y() < Y = a/ANT=alz.
y = z(a) aNy=alz

Donc x = z(a).
Donc (R ==) est relations d’équivalence.

e Compatibilité de R avec les lois A, V.

r AN’ Ry ANy
(xRy et ' Ry') — Jny
xVa'RyVy
sofent TRy aNT=alNy...... (1)
' Ry’ anNd' =any ...... (2)
. (OAN@2)<=an(zA2)=aN(yANY)
(1) v

(zVva') = (yVy)(a)
Alors (=) compatible avec A et V. m

Conclusion 3.1 :
Comme (=) est une relations d’égivalence sur le treillis (L, \,V) et compatible

avec les lois (A et V) alors L/ a treillis quotient.

Lemme 3.1 :

Soit a un éléments fizé de C(L),pour tout éléments x de L on notera T sa
classe dans L,/ a et * sa classe dans L a’.

On a L’application 6 définie par 0(z) = (T,T) est un isomorphisme du treillis

L sur le treillis produit L,/ a x L /a’.
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Preuve. :Onaf:L— L/ax L/d.
71— 8(z) = (7,7)

e () es morphisme de treillis.

-0z ny) = (@AyzAY)
= (TAG,TAY)
= 0(x) NO(y).

-bzvy) = (@VyzVy)
= (TVy,zVY)
= O(z)V(y).

Donc 6 est morphisme.
e 9(0) = (0,0)

=01 ax1/a'-
e 0(1) = (1,1)

=11 ax1/a-

e 0 bijective :

- 0 est injective :
)

Soient x,y € L%, 0(z) =0(y) = z=1y.

o _ T=7 aNT=aly
(z,7) = (y,y) = B —
=1 anNr=dANy
Donc
(anz)V(dANx) = (any)V(dANy)
zA(aVa) = yA(aVva)
T = y

donc 6 est injective.

?
- 0 est surjective : V (y) € L/ a x L/a’,3x € L tel que y = (7, 2).
On va résoudre ’équation 6(z) =y

0(z) =y = (7,7) = (¥, 2)

T=7 anNT=alNy...... (1)
= <~
T=7z dNr=adNz...... (2)
donc de (1) ou (2) on a
(anz)V(d ANzx) = (aNy)V(dAz)
zA(aVa) = (aNy)V(dAz)
T = (aAy)V(dANz)eL.

Donc 0(x) = y admet un solution, alors # est surjective.

Comme ¢ morphisme de treillis et bijective, alors # est isomorphisme de treillis.
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3.1.2 Complément sur Lj algébre

Définition 3.1 :

Soit (L,A,V,1,0, N, u) une Lz algébre (au sens de la premiére définition de
Moisil),on a y définit comme d’habitude les autres modalités 7,~,v. On définira
également deux nouveaux o et 7 par :

o(x) =v(z)Vn(x).

7(z) = p(z) Avy(z).

On pose les définitions suivantes :

e Un éléments = de L est dit possible si pu(x) = 1.

e Un éléments x de L est dit contingent si y(z) = 1.

e Un éléments x de L est dit centre s’il est & la fois possible contingent.

Proposition 3.2 Pour tout x € L, ©V N(x) est possible.

Preuve.
a) On a
p(xzV Nx) = w(@) vV p(Nw);
= p(z)Vy(z) ( d’apres propriétés 11 );
= 1.
Donc x V N(x) est possible m

Proposition 3.3 Pour tout x € L, x A N(z) est contingent.
Preuve. : On a
v AN(z)) =  uN(zANz)
= u(Nzx V x)
= wNz)V p(z)
= (@) Vple) =1
Proposition 3.4 :

Un centre s’il existe, il est unique

Preuve. Soient z,y deux centres, donc

() = ply) =1 () = puly) = 1.
v(@) =7(y) =1 Ny(z) = Ny(y) = 0.
w(x) = p(y). vy
v(z) = v(y).

Alors le centre s’il existe est unique. =
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Proposition 3.5 = centre <= x = Nz.

Preuve. (i) z centre = = = Nux.
x centre alors u(x) = 1,7(z) =1. Ona y A Ny = u(y) A N(y),Vy € L.
Siy=1r— x ANz =p(z)\NN(x)
Siy=Nz=—= zANzx=~(z)Az

t ANz =1AN(z) = N(z)
cANNx=1Nz==x
(ii)x:Nm:?>x centre.

pwz)VN@E)=1 = pulz)Ve=1(carz= Nz )

— pu(z) =1 (car x < p(x) )
— p(Nz) =
— V(z) =L

On a pu(z) =1 et y(x) =1 alors x centre. =

Proposition 3.6 :
Soit a € C(L), La relations (=) ( d’aprés la Proposition 2.1 ) est une relation

d’équivalence est compatible avec N,y :

Preuve. : La relations d’équivalence Compatible avec N :
r=y(a) <= N(z) = N(y)(a).
Soit (x,y) € L? tel que x = y(a) <= aAx =aly.

aV(aAx) = aVi(any)
(@ Va)N(dVz) = (dVa)A(dVy)
1A (dVx) = LA (dVy).

dVe=dVy = N({NaVz)=N(NaVy)

= aNN(z)=aANN(y).
Alors a A N(z) =a A N(y) <= N(z) = N(y)(a).

Donc

La relations d’équivalence est compatible avec y :

Onaz=y(a) <= ahz=aAly.

aNr=alNy — pulanz) = ula A y)
= pla) Ap(z) = pla) A ply)
=  aAu(z) = aAply) (commeae€ L : ula)=a);

Alors p(z) = p(y)(a). m

Corollaire 3.1 :
Comme (=) compatible avec (A, V, N, u) alors (L/a,<' N, V' ,N' 1) est un
L3 algébre quotient ( car L est un L3 algébre )
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Lemme 3.2 Si L est un Lz-algébre :
Papplication 6 définie comme suite 0 : L — L,/ a x L,/ d
r+— 0(z) = (7,7).

Est un isomorphe de L3 algébre.

Preuve. 1) par Lemme 3.1 6 est un isomorphisme de treillis fermé.
2) O(Nx) = N'0(z), 0(puz) = p'0(x).
e )(Nz)=(Nz,Nz) = N'(z,7)
= N'O(z).
Avec N’ est Vinvolution de Ls algébre L a x L/d'(N'(z,%) = (Nz, Nz)).
o 0(ur) = (u(w), u(x)) = 4(@7)

= uo(x).
Avec 1/ est de Lz algebre L a x L/d' (/' (Z,7) = (pz, ux)).

d’apres (1) et (2) 0 est isomorphisme de L3 algébre. m
Propriété 3.1 :
l. z € C(L) < 7(x) =0.
2. x € L est un centre <= o(z) = 0.
3. Ya € L, L est isomorphe (au sense des a Lj algebre) a L o(a) x L,/7(a).

Preuve. :
pour tout = de L, L est isomorphe & L “o(a) x L,/ 7(a). On montrons que o(a)
est complémente et sont complément est 7(a).

o(a) A7(a) =0

o(a)Vr(a) =1
eo(a)nT(a) = (n(a) Vv(a)) A (u(a) Avy(a))
= (n(a) A pla) Avy(a) V (u(a) Ay(a) Av(a))
= (0A~(a)) V (u(a) AO)
= 0.
eo(a)vr(a) = (n(a) V() V (ula) Avy(a))
= (u(a) Vnla) Vr(a)A(v(a) Vnla)Vr(a))
= (LA v(a)) A(n(a) V1)
= 1.

Donc o(a) est chrysippiens et sont complément est 7(a) par conséquence L est

isomorphe & L o(a) x L/7(a). m
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Lemme 3.3 :
Soit L une Lz algébre ayant un centre w et dont tous les autres éléments sont

chrysippiens, alors L est isomorphe a la chaine T = {1, %, 1}.

Preuve. : Soit = € L tel que = # w, donc z € C(L) si et seulement si p(z) = .
On pourra distinguer les deux cas possibles
a) xr Aw = w.
b) z ANw #w = (x Aw) € C(L).
o SizAw=w,alors u(z Aw) = u(w)

= p(x) Ap(w) = p(w)
= rApw) = pw)
- A1l = 1.

Donc z = 1 (car w centre p(w) = 1).
e Si(zAw)eC(L) <= 1(zAw)=0.

Donc
T(x A w) =

p(z Aw) Avy(z Aw) =
(@) A p(w) Ay(z) Ay(w) =
plx) ANTAy(xz) AL =

o o o o O

€T =

Finalement Vz € L tel que = # w.
Soit z =0, soit =1 donc L = {0,w,1} ® T ={0,%,1}. m

)9

3.1.3 Représentation de L3 algébre de la forme U? x TY.

Soit L un Lj algebre fini (|L| = n), alors L est isomorphe & un produit fini
UP xTp>0,q>0),oulU={0,1}, T ={0,3,1}.
Preuve. Par récurrence sur le cardinal de L(|L| = n)

eSi|L|=2 = L={0,1} =U.

Donc L &~ Ut x T°.

eSi|L|=3 = L={0,w,1}.

Donc L = U° x T,

On suppose la propriété de récurrence est valable jusqu’a n et on le démontre
pour n + 1.

Supposon |L| =n + 1, donc on a 3 cas possible :

i) Si L=C(L),L={0,1} = U”.
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Donc L = UP x T, Alors la propriété vraie.
ii) Si L = C(L) U{w} donc forcément w est le centre de L (par Lemme 3.4 )
on a
LaT={011}.
Donc L &= U° x T, Alors la propriété vraie.
iii) Si L posséde un éléments a tel que a n’est pas un centre et a € C(L).
onazx ¢ C(L) <= 7(x) # 0 (par Propriété 3.1.1) et comme 7(z) € C(L) donc
L est isomorphe a L o(a) x L,/7(a) (par Propriété 3.1.3 ).
Ona:|Ll=n+1let|L/7(a)l =nl, |L/0(a)| =n2, comme 7(z) # 0 alors :
nl<n-+1 nl <n;
n2<n+1 - n2 < n.
Et L/7(a) et L/ 0(a) sont des Lj algebre d’aprés ’hypothése récurrence
L/7(a) = UPt x T4
L/o(a) = UP? x T
Et comme L = L/7(a)x L/0o(a)

Up1+p2 X Tq1+q2

— L/T(a) X L/U(a) ~ [UPLHP2 ¢ Talta2.

!
donc L = UP1H+P2 x T+ — [JP! x T7

Pa . ~ /
Donc la récurrence vraie pour n+ 1 alors L U? x T7. m

3.1.4 Représentation booléenne

Soit L une L3 algeébre quelconques, ’application ¢ définie par :
sizeL:o(x)=(ve,px).

Preuve. : a) On montre que ¢ est une Ly monomorphisme de L dans L(C(L)).
1) L3 morphisme :

° 6z Ay) = Blx) A ly)
Soient x,y € L, donc
Pz ANy) = (v(z Ay),

Dot ¢(z N y) = o(x) A ¢(y).
o $(xVy) = 6(x)V bly).
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plxVy) = (v(zVy), ulzVy))

¢(Nz) = (v(Nw),u(Nz))
= (NuNNz,p(Nz))
= (Npx,u(Nx))

= N(u(x),v(z)).
Alors ¢(Nz) = No(z).

3) ¢(uz) = ().
o(pz) = (v(pz), p(p))
= (NpNp(z), p(z))
= (u@), u(x)).
po(z) = pv(z), w@))
)

= (), p(z)).
Alors ¢(ux) = pd(z).

4) ¢ injective 7

Soient (z,y) € L? tel que :
b(x) = dly) = = =y.

o(z) =¢ly) = (v(z),p=

( ) =

b) ¢ est un isomorphisme si et seul ment si L est une L3 algeébre centrée.

Jw € L centrée : pula) =1 — v(z) =0
v(w) =1 pla) =1
—)

Comme ¢ est un isomorphisme : L est unels algebre
(0,1) € L(C(L?)) et ¢ surjective.
e L : ¢(w) = (v(w), p(w)) = (0,1).
=0 =1
v(w) _ ) o)
plw) =1 plw) =1

= w contrée de L.
—)
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Comme L centrée, Jw € L
v(w) =0
p(w) =1
Soit (a,b) € L(C(L)),a < b.
r=aV(bAw);
o(x) = ((v(2), p()) = (a.b).
viz) = v(aV (bAw)
v(a)V (v(b) Av(w))

I
<
—~
S
~—
<
=}

Alors
¢(z) = ((v(z), u(x)) = (a,b).

Donc ¢ surjective. m
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3.2 Représentation des algébres trivalentes par

des partie floue

3.2.1 Rappelle sur les ensembles floues

Soit £ un ensemble non vide et P(F) I’ensemble des parties de E. P(E) muni
des opérations usuelles d’intersection (U),de réunion (N) et de complément (C) est
algebre de Boole.

Si 'on note par U l'ensemble a deux éléments U = {0,1} on sait qu’il y a
une correspondance (bijection) entre P(FE) et U¥ (ensemble des applications de F
dans {0, 1}) de la fagon suivante :

A chaque partie A de F on associe sa fonction caractéristiques
v4: P(E) — UPF définie par :

A - VA

(2) 1siz e A
Yal@ =

A 0sixz¢ A

A chaque application 6 : £ — U on associe la partie A=§%(1).
Dans tout ce qui suite nous conviendrons d’identifier chaque partie A avec sa
fonction v 4.

Ainsi on écrira aussi bien
r € Aou A(z) =1,

r ¢ Aou A(z) =0.

Par ailleurs I’ensemble U ordonné naturellement (0 < 1) est une algebre de
Boole ( en méme temps qu’'une chaine ) avec les opérations

a A =min(q, 5).

aV = max(q, 3).

la=1-a.

Il est identifier v4 & A (v, =~ A).

11 facile de voire que si A, B € P(F)

Yaus =74V VB

D’ou :

(AN B)(x) = A(z) A B(x), pour tout = € E.

(AU B)(z) = A(z) V B(x), pour tout = € E.

CA(z) =] A(z),pour tout = € E.

¢(x) =0, pour tout x € E.
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Structure J-floue :

Soit J un treillis distributif fermé, on appelle structure J—floue (E, J) tel que
J=1{0,1,1}.

Si E finie alors structure floue finie

Partie floue :

Dans une structure floue on appelle partie floue de F, toute application de £
dans J.

Les parties floues seront généralement notées g, B Y

L’ensemble des parties J—floues de E notée par JZ = P(E).

Si A€ JB(E),:U € E,g € J est la valeur d’appartenance de x a ﬁ, si A= «,

ou pourra notée x €, A

Parties nettes :

Soit 1'application A : E — U, U = {0,1} alors P(E) = {parties nettes de
E}, P(E) C P(E).

Niveaux de flou :

Posons J° = J — {0}, J' = J — {1}.

Soit A une partie floue dans une structure floue (E, .J).

Pour tout o € J on définit le niveau de flou de degré a comme étant ’appli-
cation N, : P(E) — P(E) définie par :

N, (A) = {z € E/A(z) > a}.

Niveau struct de flou strong a cut :

Pour tout o € J* on définit le niveau de flou de degré oo comme étant I’appli-
cation N/ : P(E) — P(E) définie par :
N'(A) = {z € E/A(z) > a}.(o cute )

Rolation d’ordre sur les parties floues :

VA,B € P(E) :si
AcC B si et seulement si pour tout z € E : A(x) < B(z).
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Proposition 3.7 :
A C B <= N,(A) C Nu(B),Va € J°
Preuve. : = ) Si AC B, Soitz € E,x € Ny(A) = A(z) >
Our A(z) < B(z).
Donc B(z) > o => z € Na(B).
<) Posons N,(A) C N.(B)
E'st-ce-que IZ C B?
Soit z € B, A(z) = A,
SiA=0,Bx)>\ =  A(z)< B(x).

SiA>0,x € Ny(A) = xr € Ny(B). u
—  B(z)>\=A(x).

Réunion et intersections :

L’union et l'intersection dans ﬁ(E) prolongent d’une maniere naturelle 1'union
et l'intersection dans P(E).

La réunion de deux partie floues ﬁ, B est définie par :

(AU B)(z) = A(z) V B(x).

I'intersection de deux partie floues g, B est définie par :

(AN B)(z) = A(z) A B(x).

Conclusion 3.2 :
. (IB(E), U,N,C, ¢, E) est un treillis distributif fermé
e P(E) est un sous treillis de Boole de P(E)
o CA(z) =1— A(z).

Propriétés

1. No(AN B) = N,u(A) N No(B)

Preuve.
N.ANB) = {z € E/(ANB)(z) > al.
= {z € E/(A(z) A B(z)) > a}.
— {z € E/A(z) > a et B(x) > a}. m
= {z e E/A(z)>a}n{zecE/Bz)>al.
NJANB) = No(A) N N.(B)

2. N,(AU B) = N,(A) U N,(B)
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Preuve. :

N (AUB) = {z € E/(AUB)(z) > a}.
= {z € E/(A(z)V B(z)) > a}.
= {z € EJA(z) > a ou B(z) > a}. u
= {ze€E/A(z)>a} U{zec E/B(z)>al.
N,(AuB) = N,AUN,(B).
3. Nu(¢) = ¢.
Preuve. : Soit o € J°.
Nol9) = {reE/¢(z) > a}
= {z€E/0>a}tellequeac {3 1} =
- o.
4. N, (F)=F
Preuve
N.(E) = {z€E/E(x)>a}
= {rz€E/1>a} =
= E.

3.2.2 Théoréme de représentation de L3 algébre

Lemme 3.4 :

Soit (L,A,V,0,1,u,v) un Ly algébre, J =T ={0,3,1} et J* = {5,1}.
X :lespace duale de C(L)(éléments chysippiens deL).
C(L) - P(X),0(z) = {U € X/x € U

0 est le monomorphisme de Stone.

R

On considére :
fLo— R,
r — f(z)=A,
La fonction f(x) définie par :

e )‘X—>T
flx)(U
0 siu(z) ¢ U;
s sip(z) €U etv(z) ¢ U;
x) €U etv(x) e U.
f0)=0¢
A /C(L) =0 = f(1):X

Preuve. :
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Sixz € C(L), on a: z est complémenté donc

r = p(r) =v(x).

Fa)0) = Ay = 4 OsieEU = Ug o)

lsizelU = U € i(z).

0siU ¢ d(x)
falt) = { 1siU € d(x)
Donc < 05 U ¢ 8(a) = f(z)(U) = d(z)(U)
\ D=1 G e s
Alors la restriction de f sur C'(L) est le monomorphisme de stonei.e. A, /C(L) =
f(0)=10
f1) =1
e Soit x € L pu(x),v(z) sont des éléments chysippiens donc
- flpz) =o(px) = {U € X/p(z) € U}
= {UeX/f(=)(U)= 3}
— N

- f(v(z) =b(w(x) = {UeX/v(z)eU}
= {UeX/f(=)(U) =1}
= Ni(f(2)).
flpz) = ' f = N1 (f(z)).
fvz) =v'f = N(f()).
(1) Soit x,y € L, on montrons que f est un morphisme de treillis fermé
o Ni(f(zVy)) = flulzVy)) = flu() V p(y))
= o(u(x) vV u(y))
= {U € X/u(z) Vv uly) € U}
= {U e X/u(z) e Uoupuly) e U}
= {UeX/ux) cUyU{U e X/uly) € U}
= flu() U fu(y))-

(
(

Dou f(z Vy) = f(z) U f(y).
o Ni(f(zVy)) = flvzVy)) = fv(z) v r(y))
= o(v(z) Vr(y))
= {U € X/u(x) VvV uly) € U}
= {U € X/u(z) € U ou uly) € U}
= {UeX/ulx) e UtU{U € X/uly) € U}
= fu(@)) U f(u(y)).

Donc f est une morphisme d’algebre trivalente de Lukasiewicz.
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e Montrons que f est injective.

Supposons f(z) = f(y)
Ny(f(@)) = No(flw) _ ] olul(@)) =
Ni(f(z)) = Ni(f ()

€Tr) =
ul@) = nly) — 1z = y (Principe de détermination de Moisil).
v(z) =v(y)

Donc f est injective. m
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Conclusion

Dans ce travail, nous avons traité quelques concepts de treillis et d’algébres de
Boole, ensuite on a étudie ’algebre trivalente qui accompagne la logique trivalente
de Lukasiewicz, et quelques de ces propriétés de ces notions.

Ensuite nous avons essayé de donner des représentations cette algebre. On donné
une représentation booléenne et une représentation de la forme UP x T9.

En fin, on a terminé par une a ’aide I’ensemble des parties floues.

50



Bibliographie

1]

2]

3]

[4]

[5]

[6]

A.AMROUNE, Logique multivalente de Lukasiewicz. Cour de master,
Université de M’sila, 2016.

A.AMROUNE, Représentation des algébre de Lukasiewicz. Cour de

master, Université de M’sila, 2016.

A.MONTEIRO, Sur la définition des algébres de Lukasiewicz triva-
lente, Universidad National del Sur Bahia Blanka.

B.A.Davey, H.A.Priestley, Introduction to lattices and order, Second edi-
tion, Cambridge University Press, Combridge, 2002.

D.BECCHIO, Logique trivalente de Lukasiewicz, Université de clermont-
Ferrand 2, tome 66, série Mathématiques, n® 16(1978), p.33-83.

D.M.MILLER and M.A.THORNTON, Multiples valued logique
concepts and représentations, University of Victoria, Canada, Southern

Medhodist University, USA.

D.Ponasse, J.C.CARREGA, Algébre et topologie booléennes, MASSON,
1979.

GARRETT BIRKHOFF, Lattice theory, American Mathematical Society,
1948.

V.BOICESCU, A.FILIPOIU, G.GEORGESCU, S.RUDEANU, Lukasiewicz
Moisil algebras, NORTH-HOLLAND-AMSTERDAM, NEW YORK, OX-
FORD, TOKYO, 1991.

o1



4:\3:\.‘4.:\)}fﬁﬁﬁ)&ﬁﬂ\@xdkuhujjédy)}njuw\aﬁ)b@@uy\HAM\QMMJJB)SM\@_

Al

Adlide (§ 5l O AFMN ) gaad) Sty Liad ) il

Résume :
Dans ce mémoire, nous avons étudié quelques notions de base de la théorie des treillis, et des algébres
de Boole, puis on a étudié la logique trivalente de £ukasiewicz en passant par I'algébrisation de cette

logique.
En fin, la représentation des algebres trivalentes de £ukasiewicz est donnée par trois différentes
manieres.

Abstract :

In this paper, we have studied some basic notions of lattice theory and Boolean algebras, and we have
studied the trivalent logic of £ukasiewicz by algebraizing this logic.

Finally, the representation of the trivalent algebras of £ukasiewicz is given in different ways.
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