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Introduction

La théorie plane de l’élasticité asymétrique est basée sur l’hypothèse que
l’interaction de deux parties d’un corps élastique se produit non seulement
par un vecteur de force comme dans l’élasticité classique, mais aussi par un
vecteur de moment. Ainsi, la déformation est décrite par les vecteurs du
déplacement et de la rotation u et ω, respectivement. Lors de la déformation
chaque particule du corps élastique subit un déplacement u et une rotation
ω, le corps élastique est donc constitué de points (particules) orientés. On
parle de milieu micropolaire.

L’élasticité asymétrique a été introduite par Voigt [18] pour parer l’in-
suffisance de la théorie classique de l’élasticité qui était inopérante pour dé-
crire, par exemple, le comportement des corps granuleux et multi-cellulaires,
comme par ex. les polymères. Il existe, en général, deux problèmes plans
d’élasticité asymétrique (voir [13]) :
(i) Le premier problème plan : les inconnues de ce problème sont le vecteur
de déplacement u = (u1, u2) et la rotation scalaire ω.
(ii) Le deuxième problème plan : les inconnues de ce problème sont le vecteur
de la rotation ω = (ω1, ω2) et le déplacement scalaire u.

Dans ce mémoire on va travailler avec le premier problème plan, on va
s’intéresser à la modélisation de l’effet d’une couche mince plane pour le
premier problème plan d’élasticité asymétrique en utilisant le concept de
condition aux limites d’impédance. On souligne que la résolution numérique
d’un problème posé dans un domaine fixe lié par une couche mince ne peut
être calculée avec précision lorsque l’épaisseur δ de la couche mince est assez
petite, en raison des instabilités numériques qui apparaissent (voir [4], [5], [6],
[10]), d’où la puissance de la condition d’impédance : elle sert à remplacer
le problème initial défini sur la partie mince de tout le domaine par une
condition aux limites définie juste sur la jonction entre le domaine fixe et la
couche mince. Ainsi, la condition aux limites d’impédance dépend fortement
du paramètre δ. Cette condition aux limites est donnée par un opérateur
appelé opérateur d’impédance qui est mieux connu dans la littérature anglaise
sous le nom "Dirichlet-to-Neumann operator (DtN)".
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Le plan de ce mémoire est le suivant :
Chapitre 1 : Dans ce chapitre, on présente certain nombre d’outils d’ana-

lyse fonctionnelle qui seront utilisés dans la suite des chapitres de ce mémoire.
Chapitre 2 : Dans ce chapitre on s’intéresse au problème d’élasticité

asymétrique linéaire : les tenseurs décrivant la déformation, les lois de com-
portement et les équations d’équilibre, on termine ce chapitre par la position
d’un problème modèle de transmission avec lequel on va travailler dans le
chapitre 3, et on prouve l’existence et l’unicité de sa solution

Chapitre 3 : Dans ce chapitre, on modélise d’une façon approchée l’effet
de la bande mince micropolaire Ωδ

+ = R × ]0, δ[, d’épaisseur δ sur le corps
Ω− = R×]−1, 0[, lorsque δ tends vers 0 par les techniques des développements
asymptotique avec changement d’échelle, ensuite on montre une estimation
d’erreur.

8



Chapitre 1

Éléments d’analyse fonctionnelle
pour les équations aux dérivées
partielles

Dans ce chapiter, on va rappeler un certain nombre d’outiles d’analyse
fonctionnelle que sera utilisé dans le suite. Pour plus de détails voir (voir [3],
[7], [16]).

1.1 Les espaces Lp(Ω), (1 ≤ p ≤ +∞)

Ω est un ouvert de Rn.

Définition 1.1.1 L’espace de Lebesgue Lp(Ω) est l’ensemble des fonctions
mesurables f : Ω→ R tell que

‖f‖Lp(Ω) < +∞ avec ‖f‖Lp(Ω) =

{
(
∫

Ω
|f(x)|p dx)

1
p si 1 ≤ p < +∞,

supessx∈Ω |f(x)| si p = +∞.

L’application v 7−→ ‖v‖Lp(Ω) ∈ Lp(Ω) définit une norme sur l’espace Lp(Ω) et
les espaces Lp(Ω) sont des espaces de Banach pour 1 ≤ p ≤ +∞, séparables
pour 1 ≤ p < +∞ et réflexifs pour 1 < p < +∞.

Proposition 1.1.1 Soient f ∈ Lp(Ω) et g ∈ Lq(Ω) avec 1 ≤ p < +∞ et
1
p

+ 1
q

= 1. Alors f.g ∈ L1(Ω) et

∫
Ω

|f(x).g(x)| dx ≤
(∫

Ω

|f(x)|p dx
) 1

p
(∫

Ω

|g(x)|q dx
) 1

q

.
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Théorème 1.1.1 Soient 1 ≤ p < +∞ et ϕ ∈ (Lp)′ . Alors il exsite u ∈ Lp′

unique,
(

1
p

+ 1
p′

= 1
)
, tel que :

〈ϕ, f〉 =

∫
Ω

ufdx, ∀f ∈ Lp(Ω),

de plus, on a
‖u‖Lp′ = ‖ϕ‖(Lp)′ .

1.2 Les espaces de Sobolev Wm,p(Ω)

Définition 1.2.1 On note par D(Ω) ou C∞c (Ω) à l’espace de toutes les fonc-
tions f de classe C∞ et à support compact, aussi appelé l’espace des fonctions
test.

Définition 1.2.2 Une suite (ϕn)n∈N de D(Ω) est dite convergente vers ϕ
dans D(Ω), s’il existe un compact K ⊂ Ω tel que : pour tout n ∈ N, on a

suppϕn ⊂ K et lim
n

sup
x∈K
|Dpϕn −Dpϕ| = 0,∀p ∈ Nn,

avec

Dpϕ =
∂|p|ϕ

∂xp1

1 ∂x
p2

2 . . . ∂xpnn
et |p| = |(p1, p2, . . . , pn)| = p1 + p2 + . . .+ pn.

Définition 1.2.3 Une forme linéaire T : D(Ω) → R est continue si pour
toute suite (ϕn)n∈N convergente vers ϕ dans D(Ω), on a

lim
n
T (ϕn) = T (ϕ).

Définition 1.2.4 Une distribution sur Ω est une forme linéaire continue sur
D(Ω).On note par D′(Ω) l’espace de toutes les distributions sur Ω.

Définition 1.2.5 On appelle dérivée d’une distribution T ∈ D′(Ω),d’ordre
m ∈ Nn, l’application

DmT : D(Ω) −→ R, ϕ 7−→ DmT (ϕ) = (−1)|m|(T,Dmϕ).

Définition 1.2.6 Soient Ω un ouvert de Rn et 1 ≤ p < +∞.

Définition 1.2.7 1. L’espace de Sobolev d’ordre 1 est l’ensemble

W 1,p(Ω) =

{
u ∈ Lp(Ω) : ∃g1, g2, . . . , gn ∈ Lp(Ω)∫

Ω
u(x)∂ϕ(x)

∂xi
dx = −

∫
Ω
gi(x)ϕ(x)dx,∀ϕ ∈ C∞c (Ω),∀i ∈ 1, n

}
.
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2. L’espace de Sobolev d’ordre m ∈ N est l’ensemble

Wm,p(Ω) =

{
u ∈ Lp(Ω) : ∀ |α| ≤ m,∃gα ∈ Lp(Ω)∫

Ω
u(x)Dαϕ(x)dx = (−1)α

∫
Ω
gαϕ(x)dx,∀ϕ ∈ C∞c (Ω)

}
.

Théorème 1.2.1 Pour 1 ≤ p < +∞, l’espaceW 1,p(Ω) est muni de la norme

‖u‖W 1,p(Ω) =

(
‖u‖Lp(Ω) +

n∑
i=1

∥∥∥∥ ∂u∂xi
∥∥∥∥
Lp(Ω)

) 1
p

.

Pour p = 2, on pose H1(Ω) = W 1,2(Ω). L’espace H1(Ω) muni du produit
scalaire

(u, v)H1(Ω) = (u, v)L2(Ω) +
n∑
i=1

(∂iu, ∂iv)L2(Ω),

est un espace de Hilbert et la norme associée a ce produit scalaire

‖u‖H1(Ω) =

(
‖u‖2

L2(Ω) +
n∑
i=1

∥∥∥∥ ∂u∂xi
∥∥∥∥2

L2(Ω)

) 1
2

.

Théorème 1.2.2 L’application v 7−→ ‖v‖W 1,p(Ω) ∈ W 1,p(Ω) définit une norme
sur l’espace W 1,p(Ω) et les espaces W 1,p(Ω) sont des espaces de Banach
pour 1 ≤ p ≤ +∞ et de Hilbert pour p = 2, séparables et réflexifs pour
1 < p < +∞.

Définition 1.2.8 Soit 1 ≤ p < +∞. W 1,p
0 (Ω) désigne la fermeture de

C∞c (Ω) dans W 1,p (Ω). On note

H1
0 (Ω) = W 1,2

0 (Ω) .

L’espace W 1,p
0 (Ω) muni de la norme induite par W 1,p (Ω) est un espace de

Banach séparable, il est réflexif si 1 < p < +∞. H1
0 (Ω) est un espace de

Hilbert pour le produit scalaire de H1 (Ω) .

Définition 1.2.9 Soit Ω un ouvert de Rn de frontière Γ. On dit que Γ (ou
Ω) est de classe Ck (k ∈ N), si pour tout x0 ∈ Γ, il existe une boule B (x0, r)
et une application bijective de B (x0, r) dans un ouvert V telles que :

1. Ψ : B (x0, r) −→ V est un k−difféomorphisme ,
2. Ψ (Ω ∩B (x0, r)) = V ∩ {x = (x′, xn) ∈ Rn : xn > 0} ,
3. Ψ (Γ ∩B (x0, r)) = V ∩ {x = (x′, xn) ∈ Rn : xn = 0} .
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Théorème 1.2.3 Soit Ω un ouvert de Rn.

— Si Ω = Rn, l’espace des fonctions tests D (Rn) est dense dans H1 (Rn) .
— Si Ω 6= Rn, l’espace des fonctions tests D (Ω) n’est pas dense dans

H1 (Ω) .

Théorème 1.2.4 (des traces) Soit Ω un ouvert de Rn de classe C1, de
frontière Γ. On a

1. C∞c (Ω) est dense dans H1(Ω).
2. L’application trace γ0 qu’est linéaire continue définie par

C∞c (Ω) −→ L2(Γ)
u 7−→ u|Γ

,

se prolonge par continuité en une application linéaire continue de H1(Ω)
dans L2(Γ)

γ0 : H1(Ω) −→ L2(Γ)
u 7−→ γ0(u) = u|Γ

.

Il existe une constante C > 0 ne dépendant pas de Ω telle que, pour toute
fonction v dans H1(Ω), on a

‖γ0(v)‖L2(Γ) ≤ C ‖v‖H1(Ω) .

Proposition 1.2.1 Les propriétés les plus importantes de la trace sont les
suivantes :

— Si u ∈ W 1,p (Ω), alors en fait u|∂Ω ∈ W 1− 1
p
, p (∂Ω) et∥∥u|∂Ω

∥∥
W

1− 1
p ,p(∂Ω)

≤ C ‖u‖W 1,p(Ω) ∀u ∈ W 1,p (Ω) ,

de plus l’opérateur trace u −→ u|∂Ω est surjectif de W 1,p (Ω) sur
W 1− 1

p
,p (∂Ω) .

— Le noyau de l’opérateur trace est W 1,p
0 (Ω), c’est-à-dire

W 1,p
0 (Ω) =

{
u ∈ W 1,p (Ω) , u|∂Ω = 0

}
.

Proposition 1.2.2 (Inégalité de Poincaré) On suppose que Ω est un ou-
vert borné dans une direction. Alors il existe une constante C ( dépendant
de Ω et p ) telle que

‖u‖Lp(Ω) ≤ C ‖∇u‖Lp(Ω) ∀u ∈ W
1,p
0 (Ω) , 1 ≤ p < +∞.

En particulier, l’expression ‖∇u‖Lp(Ω) est une norme surW 1,p
0 (Ω) qui équiva-

lente à la norme sur W 1,p (Ω). Sur H1
0 (Ω) l’expression

∫
Ω
∇u ∇v est un pro-

duit scalaire qui induit la norme ‖∇u‖L2(Ω) équivalente à la norme ‖u‖H1(Ω) .
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Proposition 1.2.3 (Inégalité de korn pour une fonction à support
compact) Soient Ω un ouvert régulier de Rn et u ∈ C∞c (Ω). Alors il existe
C > 0 telle que

‖∇u‖L2(Ω) ≤ C
n∑

i,j=1

∥∥∥∥1

2

(
∂ui
∂xi

+
∂uj
∂xj

)∥∥∥∥
L2(Ω)

.

Démonstration. Dans le premier membre de l’inégalité il y a toutes les
dérivées, par contre dans le second membre n’interviennent que des combi-
naisons particulières des dérivées. On a∫

Ω

|Diuj +Djui|2 dΩ =

∫
Ω

(Diuj)
2 dΩ +

∫
Ω

(Djui)
2 dΩ + 2

∫
Ω

DiujDjuidΩ.

Mais comme u ∈ C∞c (Ω), il vient par intégration∫
Ω

DiujDjuidΩ = −
∫

Ω

(DjDiuj)uidΩ =

∫
Ω

DiuiDjujdΩ,

et ainsi

4
n∑

i,j=1

∫
Ω

∣∣∣∣12
(
∂ui
∂xi

+
∂uj
∂xj

)∣∣∣∣2 dΩ =

[ ∑n
i,j=1

∫
Ω
|Diuj|2 dΩ +

∑n
i,j=1

∫
Ω
|Djui|2 dΩ

+2
∑n

i,j=1

∫
Ω
DiujDjuidΩ

]

=

[ ∑n
i,j=1

∫
Ω
|Diuj|2 dΩ +

∑n
i,j=1

∫
Ω
|Djui|2 dΩ

+2
∑n

i,j=1

∫
Ω
DiuiDjujdΩ

]
= 2

n∑
i,j=1

∫
Ω

|Diuj|2 dΩ + 2

∫
Ω

(
n∑
i=1

Diui

)(
n∑
j=1

Djuj

)
dΩ

= 2
3∑

i,j=1

∫
Ω

|Diuj|2 dΩ + 2

∫
Ω

(
3∑
i=1

Diui

)2

dΩ,

et ainsi
3∑

i,j=1

‖Diuj‖2
L2(Ω) ≤ 2

3∑
i,j=1

∥∥∥∥1

2

(
∂ui
∂xi

+
∂uj
∂xj

)∥∥∥∥2

L2(Ω)

.

Proposition 1.2.4 (Inégalité de Korn sur H1
0 (Ω)) Soit Ω un ouvert ré-

gulier de Rn. Alors il existe C > 0 telle que

‖∇u‖L2(Ω) ≤ C
n∑

i,j=1

∥∥∥∥1

2

(
∂ui
∂xi

+
∂uj
∂xj

)∥∥∥∥
L2(Ω)

, ∀u ∈ H1
0 (Ω).
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Théorème 1.2.5 (Formule de Green) Soit Ω un ouvert régulier. Si u et
v sont des fonctions de H1(Ω), elles viérifient∫

Ω

u(x)
∂v

∂xi
dx = −

∫
Ω

v(x)
∂u

∂xi
dx+

∫
∂Ω

u(x)v(x)ηi(x)ds,

avec η = (ηi)1≤i≤n est la normale unité extérieure à ∂Ω.

Proposition 1.2.5 On suppose que Ω est un ouvert borné de frontière Γ de
classe C1. Alors si u est une fonction de H2(Ω). L’application

C∞c (Ω) −→ L2(Γ)× L2(Γ)
u 7−→ (γ0(u), γ1(u)) = (u|Γ,

∂u
∂η |Γ

= ∇u.η|Γ) ,

se prolonge en une application linéaire continue de H2(Ω) dans L2(Γ)×L2(Γ).

Corollaire 1.2.1 Soit Ω est un ouvert borné de frontière Γ de classe C1.
Pour toute fonction u de H2(Ω) et v de H1(Ω), on a la formule suivante :∫

Ω

(∆u)vdΩ = −
∫

Ω

∇u∇vdΩ +

∫
Γ

γ1(u)γ0(v)dΓ.

Théorème 1.2.6 (Riesz) Soient H un espace de Hilbert muni d’un produit
scalaire noté (., .) et f une forme linéaire continue sur H. Alors

∃!y ∈ H, ∀x ∈ H, f(x) = (y, x).

Théorème 1.2.7 (Lax-Milgram) Soit H un espace de Hilbert et a(., .) une
forme bilinéaire continue et coercive. Alors pour tout ϕ ∈ H il exist unique
u ∈ H tel que

a(u, v) = (ϕ, v),

de plus si a est symétrique alors u est caractérisé par la propriété u ∈ H et

1

2
a(u, u)− (ϕ, u) = minv∈H

{
1

2
a(u, v)− (ϕ, v)

}
.

1.3 Les espaces de Hilbert H(div,Ω)

Définition 1.3.1 Soit Ω un ouvert régulier de Rn. On pose

H(div,Ω) =
{
ω ∈ [L2(Ω)]n; div ω ∈ L2(Ω)

}
.
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Proposition 1.3.1 Muni du produit scalaire

(u, v) = (u, v)[L2(Ω)]n + (div u, div v)L2(Ω),

L’espace H(div,Ω) est de Hilbert.

Une conséquence du théorème de Riesz est la caractérisation suivante du
dual de H(div,Ω).

Définition 1.3.2 Une forme linéaire F ∈ [H(div,Ω)]′ (dual de H(div,Ω))
si et seulement s’il existe f ∈ H(div,Ω) telle que

(F, ω)[H(div,Ω)]′×H(div,Ω) = (f, ω)H(div,Ω)×H(div,Ω), ∀ω ∈ H(div,Ω).

Proposition 1.3.2 Le sous espace [C∞c (Ω)]n est dence dans H(div,Ω).

Théorème 1.3.1 (de trace) Soit Ω un ouvert borné régulier de classe C1.
On définit une application γ1 par

γ1 : H(div,Ω) −→ H−
1
2 (∂Ω)

ω 7−→ γ1(u) = ω.η|∂Ω
.

L’application γ1 (la trace de la composante normale d’un élement de H(div,Ω))
est linéaire continue surjective de H(div,Ω) dans H−

1
2 (∂Ω). En particulier

il existe une constante C > 0 telle que, pour tout v dans H(div,Ω), on a∥∥v.η|∂Ω

∥∥
H−

1
2 (∂Ω)

≤ C ‖v‖H(div,Ω) .

Théorème 1.3.2 (Formule de Green) Soit Ω un ouvert borné régulier.
Si u ∈ H1(Ω) et θ ∈ H(div,Ω) une fonction vectorielle de [L2(Ω)]n, telle que
divθ(x) ∈ L2(Ω), alors∫

Ω

u(x)divθdx = −
∫

Ω

∇u(x)θ(x)dx+

∫
∂Ω

u(x)θ(x)η(x)ds.
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Chapitre 2

Quelques éléments sur la théorie
d’élasticité asymétrique

Dans ce chapitre, on s’intéresse au problème d’élasticité asymétrique li-
néaire : les tenseurs décrivant la déformation, les lois de comportement et les
équations d’équilibre, on termine ce chapitre par la position d’un problème
modèle de transmission avec lequel on va travailler dans le chapitre 3, et on
prouve l’existence et l’unicité de sa solution

2.1 Motivation pour la théorie de l’élasticité
asymétrique

Bien sûr le but de la théorie de l’élasticité classique c’est décrire les dé-
formations d’un corps élastique sous l’effet de force extérieur la déformation
d’un corps élastique est caractérisée par le tenseur des déformations symé-
trique eij qui est définie à partir des déplacements u = (u1, u2) par :

eij(u) =
1

2
(Diuj +Djui) , i, j = 1, 2.

A l’intérieur d’un corps élastique, il ya des contraintes de forces, elles ca-
ractérisent par le tenseur des contraintes symétrique σij lié par une loi de
comportement linéaire avec le tenseur des déformations eij comme suite :

σij (u) = 2µeij (u) + λ

(
2∑

k=1

ekk (u)

)
δji , i, j = 1, 2,

avec δji est le symbole de Kronecker et λ et µ sont les coefficients de Lamé,
ils vérifient :

µ ≥ 0 et λ > 0.
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Certain expériences montrent l’insuffisance de la théorie d’élasticité classique
pour décrire les déformations des corps granuleux, par exemple, c’est pour ça,
les frères E. et F.Cosserat ([8]) ont introduit une théorie complet sur l’élasti-
cité asymétrique dans laquelle la déformation d’un corps élastique est définie
non seulement à partir des déplacement u comme dans l’élasticité classique
mais aussi à partir des rotations ω, cette hypothèse conduit nécessairement
à l’asymétrie du tenseur des contraintes σij qui dépend de u et ω. Alors en
élasticité asymétrique les particules subit au cours de la déformation non
seulement un déplacement u mais aussi une rotation ω, donc de cette façon
on a décrit un milieu micropolaire dont ces points (particules) sont orientés.

2.2 Notations
On considère un corps élastique et homogène occupant dans le plan un

surface Ω ou Ω est un ouvert borné de R2 de frontière ∂Ω = Γ0 ∪ Γ1 avec Γ0

est de mesure non nulle (au sens de lebesgue).

Ce corps est supposé soumis à des forces de surface de densité f = (fi)1≤i≤2 et
à des moments de surface de densité g ainsi ce solide est supposé soumis à des
forces et à des moments sur Γ1 de densité h = (hi)1≤i≤2 et k respectivement

fi, g : Ω −→ R et hi, k : Γ1 −→ R
∀ i = 1, 2.
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Ce corps sous l’effect de ces forces subit une déformation qui peut ètre carac-
térisée par le champ des déplacements u (x) = (ui(x))1≤i≤2 et le champ des
rotations ω (x) au point x de Ω

ui : Ω −→ R et ω : Ω −→ R
∀ i = 1, 2.

Si on suppose que le corps est fixé sur la partie Γ0 de son bord, on considé-
rera donc des champs de déplacements et de rotations compatible avec cette
condition d’attache

ui = 0 sur Γ0 ∀ i = 1, 2 et ω = 0 sur Γ0.

2.3 Loi de comportement pour l’élasticité asy-
métrique

On designe par e (u, ω) = (eij (u, ω))1≤i,j≤2 le tenseur de déformations
défini par :

e11 (u, ω) = D1u1, e22 (u, ω) = D2u2,
e12 (u, ω) = D1u2 − ω, e21 (u, ω) = D2u1 + ω.

On note σ (u, ω) = (σij (u, ω))1≤i,j≤2 le tenseur asymétrique des contraintes.
Dans le cas d’un milieu isotrope, homogène le tenseur asymétrique des contraintes
est donné par la loi de comportement linéaire suivante :

σji (u, ω) = (µ+ α) eji (u, ω)+(µ− α) eij (u, ω)+λekk (u, ω) δij, i, j, k = 1, 2,

avec δij est le Kronecker delta symbole et µ, λ and α sont des constantes du
materiau vérifient les inégalités suivantes :

µ > 0, 3λ+ 2µ > 0, α > 0.

2.4 Problème stationnaire mixte pour l’élasti-
cité asymétrique

2.4.1 Position du problème

Le problème d’élastostatique (P ) dans le cas d’un milieu isotrope, homo-
gène consiste à déterminer le déplacement u et la rotation ω vérifiant :
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— Equations d’équilibre dans Ω
D1σ11 (u, ω) +D2σ21 (u, ω) = −f 1 dans Ω,
D1σ12 (u, ω) +D2σ22 (u, ω) = −f 2 dans Ω,
(ν + ε) ∆ω + σ12 (u, ω)− σ21 (u, ω) = −g dans Ω.

— Conditions aux limites sur Γ0

ui = hi sur Γ0 ∀ i = 1, 2 et ω = k sur Γ0,

— Conditions aux limites sur Γ1

2∑
i=1

σji (u, ω)nj = pi sur Γ1 ∀ i = 1, 2 et (ν + ε)
∂ω

∂n
= q sur Γ1,

avec η = (ηi)1≤i≤n est la normale unité extérieure à Γ1. Dans les ex-
pressions ci-dessus ν, ε - désignent les constantes du matériel. Les fonctions
(fi )1≤i≤2 désignent les composantes des forces de masse, tandis que g - le
moment des forces de masse. Les grandeurs (pi )1≤i≤2 et q désignent respec-
tivement, les composantes des vecteurs des forces et des moments extérieurs
sollicitant Γ1. Par les symboles (hi )1≤i≤2 et k nous allons désigner, respecti-
vement, les composantes des vecteurs des déplacements et des rotations sur
Γ0.

2.4.2 Equations variationnelles et l’existence et l’unicité
de la solution

Pour la formulation variationnelle du problème (P ), on va supposer que
les composantes des vecteurs du déplacement (ui)1≤i≤2 et de la rotation ω sur
Γ0 sont nulles. On note W (Ω) L’espace des déplacements-rotations (v, ϕ) =
(v1, v2, ϕ) appartient à l’espace de Sobolev (H1 (Ω))

3 et de trace nulle sur Γ0.

W (Ω) =
{

(v, ϕ) ∈
(
H1 (Ω)

)3
: v1 = v2 = ϕ = 0 sur Γ0

}
.

W (Ω) est un espace de Hilbert pour la norme naturelle :

‖(v, ϕ)‖W (Ω) =

(
2∑
i=1

‖vi‖2
H1

0 (Ω) + ‖ϕ‖2
H1

0 (Ω)

)1/2

La formulation faible du problème (P ) s’écrit :

Trouver (u, ω) ∈ W (Ω) : pour tout (v, ϕ) ∈ W (Ω) , on a :
a [(u, ω) , (v, ϕ)] = l(v, ϕ),
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avec

a [(u, ω) , (v, ϕ)] =

∫
Ω

[ ∑2
i,j=1 σij (u, ω) eij (v, ϕ)

+ (ν + ε)
∑2

i=1DiωDiϕ

]
dΩ,

et
l(v, ϕ) =

∫
Ω

(f. · v + gϕ) dΩ +

∫
Γ1

(p · v + qϕ) dΓ1.

On vérifie que a est une forme bilinéaire continue et coercive sur W (Ω). On
a

a [(u, ω) , (u, ω)] =

∫
Ω

[ ∑2
i,j=1 σij (u, ω) eij (v, ϕ)

+ (ν + ε)
∑2

i=1 DiωDiϕ

]
dΩ

=

∫
Ω

 λ (e11 + e22)2 + µ (e12 + e21)2

+2µ
(
(e11)2 + (e22)2)+ α (e12 − e21)2

+ (ν + ε)
(
(D1ω)2 + (D2ω)2)

 dΩ

≥ C

∫
Ω

[
(D1u1)2 + 1

2
(D1u2 +D2u1)2 + (D2u2)2

+
(
(D1ω)2 + (D2ω)2) ]

dΩ,

en utilisant l’inégalité de Korn et de Poincaré, on trouve

a [(u, ω) , (u, ω)] ≥ C
(
‖∇u‖2

L2(Ω) + ‖∇ω‖2
L2(Ω)

)
= C ‖(u, ω)‖2

H1
0 (Ω) .

On suppose que (f1, f2, g) ∈ (L2 (Ω))
3 et (p1, p2, q) ∈ (L2 (Γ1))

3, alors L (v, ϕ)
est une forme linéaire continue sur W (Ω) . On peut donc appliquer le théo-
rème de Lax Milgram : il existe une unique fonction (u, ω) ∈ W (Ω) solution
du problème

a [(u, ω) , (v, ϕ)] = l(v, ϕ), ∀v ∈ (v, ϕ) ∈ W (Ω) , (2.1)

de plus, comme la forme bilinéaire a (., .) est symétrique, on introduit la
fonctionnelle quadratique :

J (v, ϕ) = 1
2

∫
Ω

[ ∑2
i,j=1 σij (u, ω) eij (v, ϕ)

+ (ν + ε)
∑2

i=1DiωDiϕ

]
dΩ

−
∫

Ω
(f · v + gϕ) dΩ−

∫
Γ1

(p · v + qϕ) dΓ1.

(2.2)

La solution (u, ω) de (2.2) est caractérisée par :

J(u, ω) = min
(v,ϕ)∈W (Ω)

J (v, ϕ) .
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2.4.3 Interprétation mécanique d’équations d’équilibre
variationelle

On peut donc donner une interprétation mécanique des formulations
a [(u, ω) , (v, ϕ)] et l (v, ϕ). L’espace W (Ω) représente l’espace des déplace-
ments v et des rotations ϕ admissibles, la formulation variationnelle (2.1) ex-
prime le principe de travaux virtuels (voir [12], [13]). En effet si (v, ϕ)∈W (Ω),
alors

a [(u, ω) , (v, ϕ)] =

∫
Ω

[ ∑2
i,j=1 σij (u, ω) eij (v, ϕ)

+ (ν + ε)
∑2

i=1DiωDiϕ

]
dΩ,

représente le travail de déformation du corps élastique correspondant au dé-
placement v et à la rotation ϕ, tandis que

(v, ϕ) 7−→
∫

Ω

(f · v + gϕ) dΩ +

∫
Γ1

(p · v + qϕ) dΓ1,

représente le travail des forces et des moments extérieures. Le déplacement
et la rotation réels (u, ω) sont le déplacement et la rotation de W (Ω) pour
lesquels ces deux travaux sont égaux et ceci pour tout (v, ϕ)∈W (Ω). Alors le
déplacement et la rotation réels (u, ω) sont celui parmi tous les déplacements
et les rotations (v, ϕ)∈W (Ω) qui minimisent l’energie potentielle elastique :

J (v, ϕ) = 1
2

∫
Ω

[ ∑2
i,j=1 σij (v, ϕ) eij (v, ϕ)

+ (ν + ε)
∑2

i=1DiϕDiϕ

]
dΩ

−
∫

Ω
(f · v + gϕ) dΩ−

∫
Γ1

(p · v + qϕ) dΓ1,

cette énergie potentielle élastique J (v, ϕ) se compose de l’energie de défor-
mation :

1

2

∫
Ω

[ ∑2
i,j=1 σij (v, ϕ) eij (v, ϕ)

+ (ν + ε)
∑2

i=1DiϕDiϕ

]
dΩ,

et de l’energie potentielle des forces et des moments extérieures :(∫
Ω

(f · v + gϕ) dΩ +

∫
Γ1

(p · v + qϕ) dΓ1

)
.

2.5 Problème modèle de transmission pour l’élas-
ticité asymétrique

2.5.1 Problème de transmission dans un domain fixe
avec bande mince plane

Dans le troisième chapitre, on va travailler avec un problème modèle de
transmission dans le cadre de l’élasticité asymétrique, on va modéliser l’effet
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de la couche mince Ωδ
+ = R × ]0, δ[ sur le domaine fixe Ω− = R × ]−1, 0[

par une condition aux limite d’impédance définie sur la jonction entre Ω− et
Ωδ

+, cette condition aux limite d’impédance est défine à l’aide d’une opéra-
teur dite opérateur d’impédance qu’on va définir clairement dans le troisième
chapitre. Dans cette partie on va écrire la formulation faible du problème de
transmission et étudier l’existence et l’unicité de sa solution. On considére
alors une famille (P δ), où δ est un petit paramètre positif, de problèmes de
transmission bidimensionnels d’élasticité asymétrique linéaire dans un do-
maine Ωδ constitué de deux corps micropolaires liés Ω− et une couche mince
Ωδ

+. On suppose que Ω− et Ωδ
+ sont homogènes et isotropes. De tels problèmes

modélisent la propagation des ondes entre Ω− et la couche mince Ωδ
+. On li-

mite notre considération au cas élastostatique et un simple cas géométrique
( voir Figure 1). On prend

Ωδ = R× ]−1, δ[ , Ω− = R× ]−1, 0[ , Ωδ
+ = R× ]0, δ[

Γ− = R× {−1} , Σ = R× {0} , Γδ+ = R× {δ} .

Γ
−

Σ
x

1

x
2

Γ
+
δ

O

−1

δ

Ω
+
δ

Ω
−

Figure 2.1 – Géométrie du problème étudié

On considère le problème de transmission
(
P δ
)
pour le système de l’élasticité

asymétrique :
— Equations in Ω−

D1σ−11

(
uδ−, ω

δ
−
)

+D2σ−21

(
uδ−, ω

δ
−
)

= −f−1,
D1σ−12

(
uδ−, ω

δ
−
)

+D2σ−22

(
uδ−, ω

δ
−
)

= −f−2,
(ν− + ε−) ∆ωδ− + 2α−

(
D1u

δ
−2 −D2u

δ
−1

)
− 4α−ω

δ
− = −g−.

(2.3)
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— Equations in Ωδ
+

D1σ+11

(
uδ+, ω

δ
+

)
+D2σ+21

(
uδ+, ω

δ
+

)
= 0,

D1σ+12

(
uδ+, ω

δ
+

)
+D2σ+22

(
uδ+, ω

δ
+

)
= 0,

(ν+ + ε+) ∆ωδ+ + 2α+

(
D1u

δ
+2 −D2u

δ
+1

)
− 4α+ω

δ
+ = 0.

(2.4)

— Conditions aux limites sur Γ−{
uδ− = 0,
ωδ− = 0.

— Conditions aux limites sur Γδ+
σ+21

(
uδ+, ω

δ
+

)
= 0,

σ+22

(
uδ+, ω

δ
+

)
= 0,

(ν+ + ε+)D2ω
δ
+ = 0.

(2.5)

— Conditions de transmission sur Σ
uδ− = uδ+,
ωδ− = ωδ+,

σ−21

(
uδ−, ω

δ
−
)

= σ+21

(
uδ+, ω

δ
+

)
,

σ−22

(
uδ−, ω

δ
−
)

= σ+22

(
uδ+, ω

δ
+

)
,

(ν− + ε−)D2ω
δ
− = (ν+ + ε+)D2ω

δ
+,

où ν± et ε± sont des constantes positives dépendant de la nature du matériau
Ω± , f− et g− sont la force et le moment exercés sur Ω−respectivement, uδ±
et ωδ± sont les champs du déplacement et de la rotation, respectivement(

uδ±, ω
δ
±
)

=
(
uδ±1, u

δ
±2, ω

δ
±
)
,

γ±ji est le tenseur de déformation défini par :

γ±11

(
uδ±, ω

δ
±
)

= D1u
δ
±1, γ±22

(
uδ±, ω

δ
±
)

= D2u
δ
±2,

γ±12

(
uδ±, ω

δ
±
)

= D1u
δ
±2 − ωδ±, γ±21

(
uδ±, ω

δ
±
)

= D2u
δ
±1 + ωδ±,

et σ±ji est le tenseur de contrainte donné par la loi linéaire :ssion d’élasticité
asymétrique qui a été introduit dans la section précedente. On note

(u±, ω±) ≡ (u±1, u±2, ω±)

(v±, ϕ±) ≡ (v±1, v±2, ϕ±)

σ±ji = (µ± + α±) γ±ji + (µ± − α±) γ±ij + λ±γ±kkδij,

où δij est le symbole de Kronecker et µ±, λ±, α± sont des constantes maté-
rielles satisfaisant les inégalités :

µ± > 0, 3λ± + 2µ± > 0, α± > 0.
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2.5.2 Formulation faible du problème de transmission
et l’existence et l’unicité de sa solution

Ici, on écrit la formulation faible du problème de transmiet on introduit
l’espace V :

V =


(v±, ϕ±) ∈ H1 (Ω±)×H1 (Ω±) :
v− = 0 sur Γ−, ϕ− = 0 sur Γ−,

v+1 = v−1 sur Σ, v+2 = v−2 sur Σ,
ϕ+ = ϕ− sur Σ

 .

En multipliant par v± = (v±1, v±2) les deux prémières équations d’équilibre
des forces, l’équation d’équilibre du moement par ϕ±, et en effectuant la
somme des équations on trouve que le problème

(
P δ
)
formalement equivalent

au problème variationnel suivant :{
trouver

(
uδ±, ϕ

δ
±
)
∈ V , telle que ∀ (v±, ϕ±) ∈ V :

a−
[(
uδ−, ω

δ
−
)
, (v−, ϕ−)

]
+ a+

[(
uδ+, ω

δ
+

)
, (v+, ϕ+ )

]
= Lδ (v±, ϕ±) ,

avec

a−
[(
uδ−, ω

δ
−
)
, (v−, ϕ−)

]
=

∫
Ω−

[ ∑2
i,j=1 σ−ij

(
uδ−, ω

δ
−
)
e−ij (v−, ϕ−)

+ (ν− + ε−)
∑2

i=1Diω
δ
−iDiϕ−i

]
dΩ−,

a+
[(
uδ+, ω

δ
+

)
, (v+, ϕ+)

]
=

∫
Ωδ+

[ ∑2
i,j=1 σ+ij

(
uδ−, ω

δ
−
)
e+ij (v−, ϕ−)

+ (ν+ + ε+)
∑2

i=1Diω
δ
+iDiϕ+i

]
dΩδ

+,

et
Lδ (v±, ϕ±) =

∫
Ω−

(f− · v− + g−.ϕ−) dΩ−.

Pour tout ∀
(
uδ±, ω

δ
±
)
, (v±, ϕ±) ∈ V , on pose

a
[(
uδ−, ω

δ
−
)
, (v±, ϕ±)

]
= a−

[(
uδ−, ω

δ
−
)
, (v−, ϕ−)

]
+ a+

[(
uδ+, ω

δ
+

)
, (v+, ϕ+ )

]
Lδ (v±, ϕ±) =

∫
Ω−

(f− · v− + g−.ϕ−) dΩ−.

Lδ est une forme linéaire continue sur V , et grace à l’inégalité de Korn a (., .)
est une forme bilinéaire continue et coercive sur V.
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Chapitre 3

Impédance d’une couche mince
plane en élasticité asymétrique

3.1 introduction
Dans ce chapitre, on va modéliser d’une façon approchée l’effet de la

bande mince élastique micropolaire Ωδ
+ = R × ]0, δ[, d’épaisseur δ sur le

corps fixe Ω− = R × ]−1, 0[, lorsque δ tends vers 0 par les techniques des
développements asymptotique avec changement d’échelle, ensuite on montre
une estimation d’erreur.

3.1.1 Position du problème

On considère une famille (P δ), avec δ est un petit paramètre positif de
problèmes de transmission bidimensionnels de l’élasticité asymétrique. On
limite notre considération au cas des élastostatiques et un géometrie simple.
On pose :

Ωδ = R×]− 1, δ[, Ω− = R×]− 1, 0[, Ωδ
+ = R×]0, δ[ ,

Γ− = R× {−1} , Σ = R× {0} , Γδ+ = R× {δ} ,

et on considère le problème de transmission (P δ) :
(a) Inconnues : u± (x1, x2) = (u±1 (x1, x2) , u±2 (x1, x2)) champ des déplacements,
ω± (x1, x2) champ des rotations.
(b) Données : f− (x1, x2) champ des forces de masse et g− (x1, x2) champ des
couples de masse.
(c) La loi de comportement : Le tenseur asymétrique de contraintes σ±ji est lié
avec le tenseur de déformation asymétrique e±ji par la loi de comportement
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linéaire suivante :

σ±ji = (µ± + α±) e±ji + (µ± − α±) e±ij + λ±

(
2∑

k=1

e±kk

)
δij; i, j = 1, 2,

avec δij est le symbole de Kronecker et le tenseur asymétrique de déformation
e±ji est défini par :

e±11

(
uδ±, ω

δ
±
)

= D1u
δ
±1, e±22

(
uδ±, ω

δ
±
)

= D2u
δ
±2,

e±12

(
uδ±, ω

δ
±
)

= D1u
δ
±2 − ωδ±, e±21

(
uδ±, ω

δ
±
)

= D2u
δ
±1 + ωδ±,

avec Dj. ≡ ∂
∂
. est la dérivation par rapport à xj pour j = 1, 2 et µ±, λ± et

α± sont des constantes matérielles satisfaisant les inégalités :

µ± > 0, 3λ± + 2µ± > 0, α± > 0.

— Equations dans Ω−
D1σ−11

(
uδ−, ω

δ
−
)

+D2σ−21

(
uδ−, ω

δ
−
)

= −f−1,
D1σ−12

(
uδ−, ω

δ
−
)

+D2σ−22

(
uδ−, ω

δ
−
)

= −f−2,
(ν− + ε−) ∆ωδ− + 2α−

(
D1u

δ
−2 −D2u

δ
−1

)
− 4α−ω

δ
− = −g−.

(3.1)

— Equations dans Ωδ
+

D1σ+11

(
uδ+, ω

δ
+

)
+D2σ+21

(
uδ+, ω

δ
+

)
= 0,

D1σ+12

(
uδ+, ω

δ
+

)
+D2σ+22

(
uδ+, ω

δ
+

)
= 0,

(ν+ + ε+) ∆ωδ+ + 2α+

(
D1u

δ
+2 −D2u

δ
+1

)
− 4α+ω

δ
+ = 0.

(3.2)

— Conditions aux limites sur Γ−{
uδ− = 0,
ωδ− = 0.

— Conditions aux limites sur Γδ+
σ+21

(
uδ+, ω

δ
+

)
= 0,

σ+22

(
uδ+, ω

δ
+

)
= 0,

(ν+ + ε+)D2ω
δ
+ = 0.

(3.3)

— Conditions de transmission sur Σ :
uδ− = uδ+,
ωδ− = ωδ+,

σ−21

(
uδ−, ω

δ
−
)

= σ+21

(
uδ+, ω

δ
+

)
,

σ−22

(
uδ−, ω

δ
−
)

= σ+22

(
uδ+, ω

δ
+

)
,

(ν− + ε−)D2ω
δ
− = (ν+ + ε+)D2ω

δ
+.

(3.4)
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Il est bien connu (voir chapitre 2) que le problème de transmission (P δ) admet
une unique solution dans l’espace canonique de Sobolev

V =


(v±, ϕ±) ∈ H1(Ω±)×H1(Ω±) := (H1(Ω±)×H1(Ω±))×H1(Ω±);

v− = 0 sur Γ−, ϕ− = 0 sur Γ−,
v+1 = v−1 sur Σ, v+2 = v−2 sur Σ,

ϕ+ = ϕ− sur Σ.


Lorsque l’épaisseur δ de la couche Ωδ

+ est assez petite, la solution numérique
du problème de transmission (P δ) ne peut pas être calculée avec précision
en raison des instabilités numériques qui apparaissent. Alors, notre objectif
dans ce chapitre est de modéliser l’effet de la couche mince Ωδ

+ sur le do-
maine fixe Ω− par une condition aux limites d’impédance approchée sur Σ,
pour ramener le problème de transmission (P δ) à un problème aux limites
equivalent posé seulement dans le domaine fixe Ω−, c’est à dire, on remplace
le système d’équations dans Ωδ

+, les conditions de transmission sur Σ et les
conditions aux limites sur Γδ+ par une condition aux limites d’impédance sur
Σ, qui sera établi par une méthode basée sur la technique du développement
asymptotique avec changement d’échelle.

3.1.2 Définition formelle de l’impédance

Le paramètre δ est supposé être suffisamment petit, on va remplacer le
problème de transmission posé dans Ωδ par un problème posé seulement dans
le domaine fixe Ω−. Pour cela, on résout le problème aux limites suivant :

(
P δ

+

)
:


Equations (3.2) dans Ωδ

+,
Conditions aux limites sur Γδ+,
uδ+ = ψδ sur Σ, ωδ+ = φδ sur Σ.

Dans un espace adéquat, le problème
(
P δ

+

)
a une solution unique

(
uδ+, ω

δ
+

)
et alors on définie l’opérateur d’impédance Tδ comme suit :(
ψδ, φδ

)
7−→ Tδ

(
ψδ, φδ

)
:=
(
σ+21

(
uδ+, ω

δ
+

)
|Σ , σ+22

(
uδ+, ω

δ
+

)
|Σ , (v+ + ε+)D2ω

δ
+|Σ

)
,

en utilisant les conditions de transmission (3.4), on obtient(
σ−21

(
uδ−, ω

δ
−
)
|Σ , σ−22

(
uδ−, ω

δ
−
)
|Σ , (v− + ε−)D2ω

δ
−|Σ

)
= Tδ

((
uδ−, ω

δ
−
)
|Σ

)
,
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et le problème de transmission
(
P δ
)
est alors équivalent au problème d’im-

pédance suivant posé dans Ω− :

(P δ
−) :


Equations (3.1) dans Ω−,
uδ− = 0 sur Γ− et ωδ− = 0 sur Γ−, (σ−21

(
uδ−, ω

δ
−
)
|Σ , σ−22

(
uδ−, ω

δ
−
)
|Σ , (v− + ε−)D2ω

δ
−|Σ

)
= Tδ

((
uδ−, ω

δ
−
)
|Σ

)  .
L’opérateur d’impédance Tδ décrit exactement l’effet de la couche mince Ωδ

+

sur le domaine fixe Ω−. Comme l’opérateur d’impédance exact Tδ ne peut pas
être calculé, on va seulement prouver qu’il peut être approché par T∗δ = δT∗
avec T∗ est donné par :

T∗
(
ψδ, φδ

)
= (C1, C2, C3)

(
ψδ, φδ

)
,

ou

C1

(
ψδ, φδ

)
=

4µ+ (µ+ + λ+)

2µ+ + λ+

D2
1ψ

δ
1,

C2

(
ψδ, φδ

)
=

4α+µ+

µ+ + α+

D1

(
D1ψ

δ
2 − φδ

)
et

C3

(
ψδ, φδ

)
= (ν+ + ε+)D2

1φ
δ +

4α+µ+

µ+ + α+

(
D1ψ

δ
2 − φδ

)
.

La solution (uδ−, ω
δ
−) de (P δ) dans Ω− est alors approchée par la solution

(uδ−∗, ω
δ
−∗) du problème d’impédance approchée suivant

(
P δ
−∗
)
donnée par :

(
P δ
−∗
)

:



D1σ−11

(
uδ−∗, ω

δ
−∗
)

+D2σ−21

(
uδ−∗, ω

δ
−∗
)

= −f−1 dans Ω−,
D1σ−12

(
uδ−∗, ω

δ
−∗
)

+D2σ−22

(
uδ−∗, ω

δ
−∗
)

= −f−2 dans Ω−,
(v− + ε−)∆ωδ−∗ + 2α−(D1u

δ
−∗2 −D2u

δ
−∗1)− 4α−ω

δ
−∗ = −g− dans Ω−,

uδ−∗ = 0 sur Γ−, ωδ−∗ = 0 sur Γ−, (σ−21

(
uδ−∗, ω

δ
−∗
)
|Σ , σ−22

(
uδ−∗, ω

δ
−∗
)
|Σ , (v− + ε−)D2ω

δ
−∗|Σ

)
= T∗δ

((
uδ−∗, ω

δ
−∗
)
|Σ

)  ,
et on va prouver le théorème suivant :

Théorème 3.1.1 le problème (P δ
−∗) a une unique solution dans l’espace

V∗ =


(v−, ϕ−) ∈ H1(Ω−)×H1(Ω−);

(D1v−1, D1v−2) ∈ L2(Σ), D1ϕ− ∈ L2(Σ),
v− = 0 sur Γ−, ϕ− = 0 sur Γ−


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et on a l’estimation d’erreur suivante :∥∥uδ− − uδ−∗∥∥H1(Ω−)
+
∥∥ωδ− − ωδ−∗∥∥H1(Ω−)

≤ Cδ3/2,

avec C > 0 est une constante qui ne depend que de f− et g− et les coefficients
d’élasticité.

Ce chapitre est organizé comme suite dans la section 2, on calcule un impé-
dance approchée en utilisant le dévloppement de Taylor. Dans la section 3,
on utilise les techniques du développement asymptotique avec changement
d’échelle pour obtient la meme impédance approchée, ensuite on établit un
résultat de stabilité pour le problème de transmission. Dans la section 4, on
montre un réultat de stabilité pour le problème d’impédance approché. Enfin
dans la section 5, on estime l’erreur entre (uδ−, ω

δ
−) et (uδ−∗, ω

δ
−∗) dans l’espace

de Sobolev.

3.2 Dérivation d’une condition aux limites d’im-
pédance approchée en utilisant le dévelop-
pement de Taylor

Ici, on va considérer σ+21

(
uδ+, ω

δ
+

)
, σ+22

(
uδ+, ω

δ
+

)
et D2ω

δ
+ comme fonctions

des variables x1 et x2 avec (x1, x2) ∈ Ωδ
+, et on va construire une approxima-

tion d’ordre 1 de l’impédance en utilisant le développement de Taylor. Les
approximations de σ+21

(
uδ+, ω

δ
+

)
, σ+22

(
uδ+, ω

δ
+

)
et D2ω

δ
+ quand δ tends vers

0, donne
σ+21(x1, δ) = σ+21(0) + δD2σ+21(x1, 0) + . . . ,
σ+22(x1, δ) = σ+22(0) + δD2σ+22(x1, 0) + . . . ,
(v+ + ε+)D2ω

δ
+(x1, δ) = (v+ + ε+)D2ω

δ
+(x1, 0) + δ(v+ + ε+)D2

2ω
δ
+(x1, 0) + . . . .

(3.5)
La clé pour obtenir une condition aux limites approchée est le fait que les
dérivées normales de σ+21, σ+22 et D2ω

δ
+ sur Σ peuvent être exprimées expli-

citement en termes de traces sur Σ des contraintes σ+21, σ+22, le déplacement
uδ+ et la rotation ωδ+. Comme on a

σ+21 (x1, x2) =
[
(µ+ + α+)D2u

δ
+1 + (µ+ − α+)D1u

δ
+2 + 2α+ω

δ
+

]
(x1, x2) ,

σ+22 (x1, x2) =
[
(2µ+ + λ+)D2u

δ
+2 + λ+D1u

δ
+1

]
(x1, x2) ,

σ+11 (x1, x2) =
[
(2µ+ + λ+)D1u

δ
+1 + λ+D2u

δ
+2

]
(x1, x2) ,

σ+12 (x1, x2) =
[
(µ+ + α+)D1u

δ
+2 + (µ+ − α+)D2u

δ
+1 − 2α+ω

δ
+

]
(x1, x2) ,

29



il s’ensuite que

D2u
δ
+2 (x1, x2) =

[
1

2µ+ + λ+

(
σ+22 − λ+D1u

δ
+

)]
(x1, x2)

D2u
δ
+1 (x1, x2) =

1

µ+ + α+

[σ+21 − (µ+ − α+)D1u
δ
+2 − 2α+ω

δ
+] (x1, x2) ,

ce qui donne

σ+11 (x1, x2) =

[
4µ+(µ+ + λ+)

2µ+ + λ+

D1u
δ
+1 +

λ+

2µ+ + λ+

σ+22

]
(x1, x2) , (3.6)

et

σ+12 (x1, x2) =

[
4µ+α+

µ+ + α+

(D1u
δ
+2 − ωδ+) +

µ+ − α+

µ+ + α+

σ+21

]
(x1, x2) . (3.7)

En utilisant (3.2) et l’éxpressions (3.6) et (3.7) de σ+11 et σ+12, on obtient :
D2σ+21 = −4µ+(µ++λ+)

2µ++λ+
D2

1u
δ
+1 −

λ+

2µ++λ+
D1σ+22,

D2σ+22 = − 4µ+α+

µ++α+
(D2

1u
δ
+2 −D1ω

δ
+)− µ+−α+

µ++α+
D1σ+21,

(v+ + ε+)D2
2ω

δ
+ =

[
− 4µ+α+

µ++α+
(D1u

δ
+2 − ωδ+)− (v+ + ε+)D2

1ω
δ
+

+ 2α+

µ++α+
σ21.

] (3.8)

En utilisant (3.5), (3.8) et les condtions aux limites (3.3) sur Γδ+, on obtient
à l’order 1, l’ impédance approché T∗δ donné par sa formule dans la section
3.1.2 et ainsi on obtient le problème

(
P δ
−∗
)
posé dans Ω−.

3.3 Estimation d’erreur pour le problème d’im-
pédance approché

Ici, on va énoncer et prouver un résultat de stabilité pour le problème
(P δ
−∗) dans Ω−, ainsi on va déterminer les premiers termes du développe-

ment asymptotique de sa solution.

3.3.1 Formulation faible du problème d’impédance ap-
proché

L’espace pour étudier le problème d’impédance (P δ
−∗) est :

V∗ =


(v−, ϕ−) ∈ H1 (Ω−)×H1 (Ω−) ;

(D1v−1, D1v−2) ∈ L2 (Σ) , D1ϕ− ∈ L2 (Σ) ,
v− = 0 sur Γ−, ϕ− = 0 sur Γ−

 .
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Soit

a−
[(
uδ−∗, ω

δ
−∗
)
, (v−, ϕ−)

]
=

∫
Ω−


σ−11

(
uδ−∗, ω

δ
−∗
)
γ−11 (v−, ϕ−) +

σ−21

(
uδ−∗, ω

δ
−∗
)
γ−21 (v−, ϕ−)

+σ−12

(
uδ−∗, ω

δ
−∗
)
γ−12 (v−, ϕ−)

+σ−22

(
uδ−∗, ω

δ
−∗
)
γ−22 (v−, ϕ−)

+ (ν− + ε−)
(
D1ω

δ
−∗D1ϕ− +D2ω

δ
−∗D2ϕ−

)

 dΩ−,

et

aΣ

[(
uδ−∗, ω

δ
−∗
)
, (v−, ϕ−)

]
=

∫
Σ


4µ+(µ++λ+)

2µ++λ+
D1u

δ
−∗1|ΣD1v−1|Σ

+ 4µ+α+

(µ++α+)

(
D1u

δ
−∗2|Σ − ωδ−∗|Σ

) (
D1v−2|Σ − ϕ−|Σ

)
+ (ν+ + ε+)D1ω

δ
−∗|ΣD1ϕ−|Σ

 dΣ.

Le problème d’impédance approché
(
P δ
−∗
)
admit la formulation faible sui-

vante :
Trouver

(
uδ−∗, ω

δ
−∗
)
∈ V∗, tel que pour tout (v−, ϕ−) ∈ V∗ :

a−
[(
uδ−∗, ω

δ
−∗
)
, (v−, ϕ−)

]
+ δaΣ

[(
uδ−∗, ω

δ
−∗
)
, (v−, ϕ−)

]
=
∫

Ω−
f−.v− + g−.ϕ−.

3.3.2 Résultat de stabilité pour le problème d’impé-
dence approchée

L’existence et l’unicité de la solution du problème
(
P δ
−∗
)
dans l’espace V∗,

s’obtient et on a le résultat de stabilité suivant.

Théorème 3.3.1 Soit Lδ une forme linéaire continue sur V∗ tell que :

|Lδ(v−, ϕ−)| ≤ lδ

(
A
(
uδ−∗, ω

δ
−∗
)

+
√
δB (v−, ϕ−)

)
où lδ est une fonction de δ > 0, peut-être pas bornée quand δ tend vers 0. et

A
(
uδ−∗, ω

δ
−∗
)

= ‖v−‖H1(Ω−) + ‖ϕ−‖H1(Ω−) ,

B (v−, ϕ−) =


∥∥∥D1v

δ
−∗1|Σ

∥∥∥
L2(Σ)

+
∥∥∥Dδ

1ω
δ
−∗1|Σ

∥∥∥
L2(Σ)

+
∥∥∥D1v

δ
−∗2|Σ − ωδ−∗|Σ

∥∥∥
L2(Σ)

 .

Alors il exist C > 0 (indépendante de δ) telle que la solution
(
uδ−∗, ω

δ
−∗
)
du

problème{
Trouver

(
uδ−∗, ω

δ
−∗
)
∈ V∗, tel que pour tout (v−, ϕ−) ∈ V∗ :

a−
[(
uδ−∗, ω

δ
−∗
)
, (v−, ϕ−)

]
+ δaΣ

[(
uδ−∗, ω

δ
−∗
)
, (v−, ϕ−)

]
= Lδ(v−, ϕ−).

(3.9)
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satisfait les estimations suivantes :

A
(
uδ−∗, ω

δ
−∗
)
≤ Clδ (3.10)

B
(
uδ−∗, ω

δ
−∗
)
≤ Cδ

−1
2 lδ (3.11)

Preuve. On a

∀
(
uδ−∗, ω

δ
−∗
)
∈ V∗ : aΣ

[(
uδ−∗, ω

δ
−∗
)
,
(
uδ−∗, ω

δ
−∗
)]
≥ 0,

et par l’inégalité de Korn,A2
(
uδ−∗, ω

δ
−∗
)
est équivalente à a−

[(
uδ−∗, ω

δ
−∗
)
,
(
uδ−∗, ω

δ
−∗
)]

et on a
aΣ

[(
uδ−∗, ω

δ
−∗
)
,
(
uδ−∗, ω

δ
−∗
)]
≤ C B

(
uδ−∗, ω

δ
−∗
)
,

où C > 0 est une constante dépendant uniquement des coefficients d’élasti-
cité. Alors en prenant (v−, ϕ−) =

(
uδ−∗, ω

δ
−∗
)
dans la formulation faible (3.9),

on obtient avec une constante positive K > 0 indépendente de δ, l’estimation
suivante :

A2
(
uδ−∗, ω

δ
−∗
)

+ δ B2
(
uδ−∗, ω

δ
−∗
)
≤ Klδ

(
A
(
uδ−∗, ω

δ
−∗
)

+
√
δ B

(
uδ−∗, ω

δ
−∗
))
,

ce qui donne directement les estimations (3.10) et (3.11).

3.3.3 Développement asymptotique pour le problème
d’impédance approchée

On pose

uδ−∗ = u0
−∗ + δu1

−∗ + δ2u2
−∗ + ...,

ωδ−∗ = ω0
−∗ + δω1

−∗ + δ2ω2
−∗ + ....

En injectant ce développement asymptotique dans le problème d’impédance
approchée (P δ

−∗) et en identifiant les coefficients de même puissance de δ, on
obtient une hiérarchie d’équations et de conditions aux limites. A l’ordre 0
on obtient

D1σ−11

(
u0
−∗, ω

0
−∗
)

+D2σ−21

(
u0
−∗, ω

0
−∗
)

= −f−1 dans Ω−,
D1σ−12

(
u0
−∗, ω

0
−∗
)

+D2σ−22

(
u0
−∗, ω

0
−∗
)

= −f−2 dans Ω−,
(ν− + ε−) ∆ω0

−∗ + 2α−
(
D1u

0
−∗2 −D2u

0
−∗1
)
− 4α−ω

0
∗− = −g− dans Ω−.

u0
−∗ = 0 sur Γ−, ω

0
−∗ = 0 sur Γ−,(

σ−21

(
u0
−∗, ω

0
−∗
)
|Σ , σ−22

(
u0
−∗, ω

0
−∗
)
|Σ , (v− + ε−)D2ω

0
−∗|Σ

)
= O1×3 .

(3.12)
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A l’ordre 1, on obtient

D1σ−11

(
u1
−∗, ω

1
−∗
)

+D2σ−21

(
u1
−∗, ω

1
−∗
)

= 0 dans Ω−,
D1σ−12

(
u1
−∗, ω

1
−∗
)

+D2σ−22

(
u1
−∗, ω

1
−∗
)

= 0 dans Ω−,
(ν− + ε−) ∆ω1

−∗ + 2α−
(
D1u

1
−∗2 −D2u

1
−∗1
)
− 4α−ω

1
∗− = 0 dans Ω−,

u1
−∗ = 0 sur Γ−, ω

1
−∗ = 0 sur Γ−, (σ−21

(
u1
−∗, ω

1
−∗
)
|Σ , σ−22

(
u1
−∗, ω

1
−∗
)
|Σ , (v− + ε−)D2ω

1
−∗|Σ

)
= T∗

((
u0
−∗, ω

0
−∗
)
|Σ

)  .
(3.13)

3.3.4 Estimation d’erreur pour le problème d’impédance
approchée

On pose
u

(δ,1)
−∗ = u0

−∗ + δu1
−∗, ω

(δ,1)
−∗ = ω0

−∗ + δω1
−∗,

a−
[(
uδ−∗ − u

(δ,1)
−∗ , ω

δ
−∗ − ω

(δ,1)
−∗

)
, (v−, ϕ−)

]
+ δaΣ

[(
uδ−∗ − u

(δ,1)
−∗ , ω

δ
−∗ − ω

(δ,1)
−∗

)
, (v−, ϕ−)

]
= Lδ (v−, ϕ−) ,

et en utilisant les équations et des conditions aux limites satisfaites par
(u0
−∗, ω

0
−∗) et (u1

−∗, ω
1
−∗), on obtient

Lδ (v−, ϕ−) = −δ2aΣ

[(
u2
−∗, ω

2
−∗
)
, (v−, ϕ−)

]
et alors

|Lδ (v−, ϕ−)| ≤ Cδ3/2


∥∥vδ−∥∥H1(Ω−)

+
∥∥ϕδ−∥∥H1(Ω−)

+
√
δ
∥∥∥D1v

δ
−1|Σ

∥∥∥
L2(Σ)

+
√
δ
∥∥∥D1v

δ
−2|Σ − ϕδ−|Σ

∥∥∥
L2(Σ)

+
√
δ
∥∥∥D1ϕ

δ
−|Σ

∥∥∥
L2(Σ)

 ,

ce qui implique, par le résultat de stabilité (voir Thèorème 3.3.1), l’estimation
d’erreur suivante :∥∥∥uδ−∗ − u(δ,1)

−∗

∥∥∥
H1(Ω−)

+
∥∥∥ωδ−∗ − ω(δ,1)

−∗

∥∥∥
H1(Ω−)

≤ Cδ3/2. (3.14)

3.4 Construction d’une condition d’impédance
approchée par développement asymptotique
avec changement d’échelle

Une condition d’impédance approchée peut également être construite par
un développement asymptotique par rapport à l’épaisseur δ de la couche
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mince Ωδ
+ comme suit :

3.4.1 Changement d’échelle

Pour travailler dans un domaine fixe comme dans ([2]), on va effectuer le
changement d’échelle suivant dans la couche mince Ωδ

+. On pose :

x2 = δz avec z ∈]0, 1[ et Ω+ = R×]0, 1[, Γ+ = R× {1} ,

et on définit

ũδ− (x1, z) = uδ− (x1, z) , ω̃
δ
− (x1, z) = ωδ− (x1, z)

et

ũδ+ : Ω+ → R2

(x1, z) 7→
(
uδ+1 (x1, δz) , δuδ+2 (x1, δz)

)
ω̃δ+ : Ω+ → R

(x1, z) 7→ ωδ+ (x1, δz) .

et alors on a les dérivée suivantes :

D1u
δ
+1(x1, δz) = D1u

δ
+1(x1, x2) = D1ũ

δ
+1(x1, z),

D2u
δ
+1(x1, δz) = D2u

δ
+1(x1, x2) =

1

δ
D2ũ

δ
+1(x1, z),

D1u
δ
+2(x1, δz) = D1u

δ
+2(x1, x2) =

1

δ
D1ũ

δ
+2(x1, z),

D2u
δ
+2(x1, δz) = D2u

δ
+2(x1, x2) =

1

δ2
D2ũ

δ
+2(x1, z),

D1ω
δ
+(x1, δz) = D1ω

δ
+(x1, x2) = D1ω̃

δ
+(x1, z),

D2ω
δ
+(x1, δz) = D2ω

δ
+(x1, x2) =

1

δ
D2ω̃

δ
+(x1, z).

Les équations d’équilibre dans la couche mince Ωδ
+, les conditions aux limites

sur Γδ+ et les conditions de transmission sur Σ devient :
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— Equations d’équilibre dans Ω+ :

(E+1) D1

[
2µ+D1ũ

δ
+1 + λ+

(
D1ũ

δ
+1 +

1

δ2
D2ũ

δ
+2

)]
+

1

δ
D2

[
µ+

1
δ

(
D1ũ

δ
+2 +D2ũ

δ
1

)
−α+

1
δ

(
D1ũ

δ
+2 −D2ũ

δ
+1

)
+ 2α+ω̃

δ
+

]
= 0,

(E+2) D1

[
µ+

1
δ

(
D1ũ

δ
+2 +D2ũ

δ
+1

)
+α+

1
δ

(
D1ũ

δ
+2 −D2ũ

δ
+1

)
− 2α+ω̃

δ
+

]
+

1

δ
D2

[
2µ+

1

δ2
D2ũ

δ
+2 + λ+

(
D1ũ

δ
+1 +

1

δ2
D2ũ

δ
+2

)]
= 0,

(E+3) (ν+ + ε+)

(
D2

1 +
1

δ2
D2

2

)
ω̃δ+

+2α+
1

δ

(
D1ũ

δ
+2 −D2ũ

δ
+1

)
− 4α+ω̃

δ
+ = 0.

— Conditions aux limites sur Γ+ :

(BCΓ+1)
1

δ

[
µ+

(
D1ũ

δ
+2 +D2ũ

δ
+1

)
−α+

(
D1ũ

δ
+2 −D2ũ

δ
+1

) ]+ 2α+ω̃
δ
+ = 0,

(BCΓ+2) 2µ+
1

δ2
D2ũ

δ
+2 + λ+

(
D1ũ

δ
+1 +

1

δ2
D2ũ

δ
+2

)
= 0,

(BCΓ+3) (ν+ + ε+)
1

δ
D2ω̃

δ
+ = 0.

— Conditions de transmission sur Σ :

(TCΣ1) ũδ+1 = ũδ−1,

(TCΣ2)
1

δ
ũδ+2 = ũδ−2,

(TCΣ3) ω̃δ+ = ω̃δ−,

(TCΣ4) σ−21

(
ũδ−, ω̃

δ
−
)

=
1

δ

[
µ+

(
D1ũ

δ
+2 +D2ũ

δ
+1

)
−α+

(
D1ũ

δ
+2 −D2ũ

δ
+1

) ]+ 2α+ω̃
δ
+,

(TCΣ5)σ−22

(
ũδ−, ω̃

δ
−
)

= 2µ+
1

δ2
D2ũ

δ
+2 + λ+

(
D1ũ

δ
+1 +

1

δ2
D2ũ

δ
+2

)
,

(TCΣ6) (ν− + ε−)D2ω̃
δ
− = (ν+ + ε+)

1

δ
D2ω̃

δ
+.
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3.4.2 Développement asymptotique

On écrit le développement de la solution
(
ũδ, ω̃δ

)
du problème de trans-

mission en puissance de δ sous la forme

ũδ− = uδ− = u0
− + δu1

− + δ2u2
− + ...,

ω̃δ− = ωδ− = ω0
− + δω1

− + δ2ω2
− + ...,

ũδ+ = ũ0
+ + δũ1

+ + δ2ũ2
+ + ...,

ω̃δ+ = ω̃0
+ + δω̃1

+ + δ2ω̃2
+ + ...,

où ũk+, ω̃k+ , uk−, ω
k
− , k ≥ 0 sont indépendants de δ. En injectant ce dévelop-

pement asymptotique dans le problème de transmission aprés changement
d’échelle et en identifiant les coefficients de même puissance de δ, on obtient
la hiérarchie suivante de problèmes aux limites :

(EE+1)k−2 D1

[
2µ+D1ũ

k−2
+1 + λ+

(
D1ũ

k−2
+1 +D2ũ

k
+2

)]
+D2

[
µ+

(
D1ũ

k
+2 +D2ũ

k
+1

)
−α+

(
D1ũ

k
+2 −D2ũ

k
+1

)
+ 2α+ω̃

k−1
+

]
= 0 dans Ω+,

(EBCΓ+1)k−1 µ+

(
D1ũ

k
+2 +D2ũ

k
+1

)
− α+

(
D1ũ

k
+2 −D2ũ

k
+1

)
+ 2α+ω̃

k−1
+ = 0 sur Γ+,

(ETCΣ4)k−1 µ+

(
D1ũ

k
+2 +D2ũ

k
+1

)
− α+

(
D1ũ

k
+2 −D2ũ

k
+1

)
+ 2α+ω̃

k−1
+ = σ21

(
uk−1
− , ωk−1

−
)
sur Σ,

(ETCΣ1)k ũk+1 = uk−1 sur Σ,
(3.15)



(EE+2)k−3 D1

[
µ+

(
D1ũ

k−2
+2 +D2ũ

k−2
+1

)
+α+

(
D1ũ

k−2
+2 −D2ũ

k−2
+1

)
− 2α+ω̃

k−3
+

]
+D2

[
2µ+D2ũ

k
+2 + λ+

(
D1ũ

k−2
+1 +D2ũ

k
+2

)]
= 0 dans Ω+,

(EBCΓ+2)k−2 (2µ+ + λ+)D2ũ
k
+2 + λ+D1ũ

k−2
+1 = 0 sur Γ+,

(ETCΣ2)k−1 ũk+2 = uk−1
−2 sur Σ,

(ETCΣ5)k−2 (2µ+ + λ+)D2ũ
k
+2 + λ+D1ũ

k−2
+1

= σ−22

(
uk−2
− , ωk−2

−
)
sur Σ,

(3.16)
(EE+3)k−2 (ν+ + ε+)

(
D2

1ω̃
k−2
+ +D2

2ω̃
k
+

)
+ 2α+

(
D1ũ

k−1
+2 −D2ũ

k−1
+1

)
− 4α+ω̃

k−2
+ = 0 dans Ω+,

(EBCΓ+3)k (ν+ + ε+)D2ω̃
k
+ = 0 sur Γ+,

(ETCΣ3)k ω̃k+ = ωk− sur Σ,
(ETCΣ6)k−1 (ν+ + ε+)D2ω̃

k
+ = (ν− + ε−)D2ω

k−1
− sur Σ,

(3.17)
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avec

ũ−2
+ = ũ−1

+ = 0 dans Ω+, ω̃
−3
+ = ω̃−2

+ = ω̃−1
+ = 0 dans Ω+,

ω̃−1
+ = ũ−2

+1 = ũ−1
+1 = 0 sur Γ+, ω̃

−1
+ = ũ−2

+1 = ũ−1
+1 = u−1

−2 = 0 sur Σ,

σ21

(
u−1
− , ω

−1
−
)

= σ−22

(
u−2
− , ω

−2
−
)

= σ−22

(
u−1
− , ω

−1
−
)

= D2ω
−1
− = 0 sur Σ.

Notons que les équations dans Ω+ pour les problèmes (3.15)− (3.17) sont des
équations différentielles d’ordre deux par rapport à la variable x2. En inté-
grant ces équations et en prenant en compte les conditions de transmission
sur Σ et les conditions aux limites sur Γ+ , on peut exprimer ũk+, ω̃k+ en
fonction des traces de uk− et ωk− sur Σ. L’étude des problèmes (3.15)− (3.17),
donne les résultats suivants :
Pour k = 0, on obtient

ũ0
2+ = 0 dans Ω+,

ũ0
+1 = u0

−1|Σ dans Ω+,

ω̃0
+ = ω0

−|Σ dans Ω+.

Pour k = 1, on obtient

ũ1
+2 = u0

−2|Σ dans Ω+,

ω̃1
+ = ω1

−|Σ dans Ω+,

ũ1
+1 (x1, x2) = u1

−1|Σ −
x2

µ+ + α+

[
(µ+ − α+)D1u

0
−2|Σ

+2αω0
−|Σ

]
dans Ω+.

Pour k = 2, on obtient

ũ2
+2 (x1, x2) = u1

−2|Σ − x2
λ+

2µ+ + λ+

D1u
0
−1|Σ dans Ω+,

ũ2
+1 (x1, x2) = u2

−1|Σ −
x2

µ+ + α+

[
(µ+ − α+)D1u

1
−2|Σ

+2α+ω
1
−|Σ

]

+
1

µ+ + α+

 λ+(µ+−α+)
2µ++λ+

x2
2

2

+
(
x2 − x2

2

2

)
4µ+(µ++λ+)

2µ++λ+

D2
1u

0
−1|Σ dans Ω+,

ω̃2
+ (x1, x2) =

(
x2 −

x2
2

2

)[ 4µ+α+

(µ++α+)(ν++ε+)

(
D1u

0
−2|Σ − ω0

−|Σ

)
+D2

1ω
0
−|Σ

]
+ω2
−|Σ dans Ω+,

(2µ+ + λ+)D2ũ
2
+2 (x1, x2) + λ+D1ũ

0
+1 (x1, x2) = 0 in Ω+.
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Pour k = 3 le problème (3.17) donne la relation suivante :

(2µ+ + λ+)D2u
3
+2+λ+D1u

1
+1 = (1− x2) 4µ+α+

(µ++α+)

(
D2

1u
0
−2|Σ −D1ω

0
−|Σ

)
dans Ω+.

Alors le développement asymptotique des équations d’équilibre dans Ω−, les
conditions aux limites sur Γ− et les conditions de transmission (TCΣ4) −
(TCΣ6) sur Σ donnent les problèmes aux limites suivants dans Ω− :

D1σ−11

(
u0
−, ω

0
−
)

+D2σ−21

(
u0
−, ω

0
−
)

= −f−1 dans Ω−,
D1σ−12

(
u0
−, ω

0
−
)

+D2σ−22

(
u0
−, ω

0
−
)

= −f−2 dans Ω−,
(ν− + ε−) ∆ω0

− + 2α−
(
D1u

0
−2 −D2u

0
−1

)
− 4α−ω

0
− = −g− dans Ω−,

u0
− = 0 sur Γ−, ω

0
− = 0 sur Γ−,(

σ−21

(
u0
−, ω

0
−
)
|Σ , σ−22

(
u0
−, ω

0
−
)
|Σ , (v− + ε−)D2ω

0
−|Σ

)
= O1×3,

(3.18)
ce qui signifie qu’à l’ordre zéro, la couche mince Ωδ

+ n’a aucun effet sur Ω−.
A l’ordre un l’effet de la couche mince Ωδ

+ sur Ω− se traduit par des forces
et des moments de forces s’exerçant sur Σ.

D1σ−11

(
u1
−, ω

1
−
)

+D2σ−21

(
u1
−, ω

1
−
)

= 0 dans Ω−,
D1σ−12

(
u1
−, ω

1
−
)

+D2σ−22

(
u1
−, ω

1
−
)

= 0 dans Ω−,
(ν− + ε−) (D2

1 +D2
2)ω1

− + 2α−
(
D1u

1
−2 −D2u

1
−1

)
− 4α−ω

1
− = 0 dans Ω−,

u1
− = 0 sur Γ−, ω

1
− = 0 sur Γ−, (σ−21

(
u1
−, ω

1
−
)
|Σ , σ−22

(
u1
−, ω

1
−
)
|Σ , (v− + ε−)D2ω

1
−|Σ

)
= T∗

((
u0
−, ω

0
−
)
|Σ

) 
(3.19a)

3.4.3 L’impédance approché d’ordre 1

La fonction inconnue définie par (uδ−∗, ω
δ
−∗) = (u0

− + δu1
−, ω

0
− + δω1

−) sa-
tisfait (σ−21

(
uδ−∗, ω

δ
−∗
)
|Σ , σ−22

(
uδ−∗, ω

δ
−∗
)
|Σ , (v− + ε−)D2ω

δ
−∗|Σ

)
= δT∗

((
uδ−∗, ω

δ
−∗
)
|Σ

)
− δ2T∗

((
u1
−, ω

1
−
)
|Σ

)
.


Si on néglige les termes d’ordre deux par rapport à δ, on retrouve l’impédance
obtenue par le développement formelle de Taylor dans la section 3.1.2.
Remarque. D’aprés (3.12), (3.13), (3.18) et (3.19a), on remarque que les
termes (u0

−∗, ω
0
−∗) et (u0

−, ω
0
−) (respectivement (u1

−∗, ω
1
−∗) et (u1

−, ω
1
−)) du dé-

veloppement asymptotique de (uδ−∗, ω
δ
−∗) et (uδ−, ω

δ
−) sont des solutions du

même problème aux limites à l’ordre zéro (respectivement à l’ordre un). Alors
par l’unicité de la solution, on a

(u0
−∗, ω

0
−∗) = (u0

−, ω
0
−) et (u1

−∗, ω
1
−∗) = (u1

−, ω
1
−).
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3.5 Estimation d’erreur pour le problème de
transmission

Ici, on va énoncer et prouver un résultat de stabilité pour le problème de
transmission (P δ), pour cela on doit écrire sa formulation faible dans le do-
maine fixe Ω = R2× ]−1, 1[ puis l’utiliser pour établir un estimation d’erreur
entre la solution du problème de transmission dans Ω− = R2× ]−1, 0[ et son
approximation d’ordre 1.

3.5.1 Formulation faible du problème de transmission
dans le domane fixe

L’espace canonique pour l’étude du problème de transmission (P δ) dans
la jonction des domaines Ω− et Ω+ est : (voir [3], [7])

Vδ =


(v±, ϕ±) ∈ H1 (Ω±)×H1 (Ω±) ;
v− = 0 sur Γ−, ϕ− = 0 sur Γ−,

v+1 = v−1 sur Σ, 1
δ
v+2 = v−2 sur Σ,

ϕ+ = ϕ− sur Σ

 ,

et sa formulation faible s’écrit :{
Trouver

(
ũδ±, ϕ̃

δ
±
)
∈ Vδ, tel que ∀ (v±, ϕ±) ∈ Vδ :

a−
[(
ũδ−, ω̃

δ
−
)
, (v−, ϕ−)

]
+ a+

[
δ;
(
ũδ+, ω̃

δ
+

)
, (v+, ϕ+ )

]
= Lδ (v±, ϕ±) ,

avec

a−
[(
ũδ−, ω̃

δ
−
)
, (v−, ϕ−)

]
=

∫
Ω−


σ−11

(
ũδ−, ω̃

δ
−
)
γ−11 (v−, ϕ−)

+σ−21

(
ũδ−, ω̃

δ
−
)
γ−21 (v−, ϕ−)

+σ−12

(
ũδ−, ω̃

δ
−
)
γ−12 (v−, ϕ−)

+σ−22

(
ũδ−, ω̃

δ
−
)
γ−22 (v−, ϕ−)

+ (ν− + ε−)
(
D1ω̃

δ
−D1ϕ− +D2ω̃

δ
−D2ϕ−

)

 dΩ−,

a+[δ; (ũδ+, ω̃
δ
+), (v+, ϕ+)] = δa+

1

[(
ũδ+, ω̃

δ
+

)
, (v+, ϕ+)

]
+ a+

0

[(
ũδ+, ω̃

δ
+

)
, (v+, ϕ+)

]
+1
δ
a+
−1

[(
ũδ+, ω̃

δ
+

)
, (v+, ϕ+)

]
+ 1

δ3a
+
−3

[(
ũδ+, ω̃

δ
+

)
, (v+, ϕ+)

]
,

a+
+1

[(
ũδ+, ω̃

δ
+

)
, (v+, ϕ+)

]
=

∫
Ω+

[
(λ+ + 2µ+)D1ũ

δ
+1D1v+1

+ (υ+ + ε+)D1ω̃
δ
+D1ϕ+ + 4α+ω̃

δ
+ϕ+

]
dΩ+,

a+
0

[(
ũδ+, ω̃

δ
+

)
, (v+, ϕ+)

]
=

∫
Ω+

2α+

[
ω̃δ+ (D2v+1 −D1v+2)

+
(
D2ũ

δ
+1 −D1ũ

δ
+2

)
ϕ+

]
dΩ+,
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a+
−1

[(
ũδ+, ω̃

δ
+

)
, (v+, ϕ+)

]
=

∫
Ω+


α+

(
D1ũ

δ
+2 −D2ũ

δ
+1

)
(D1v+2 −D2v+1)

+µ+

(
D1ũ

δ
+2 +D2ũ

δ
+1

)
(D1v+2 +D2v+1)

+λ+

(
D1ũ

δ
+1D2v+2 +D2ũ

δ
+2D1v+1

)
+ (υ+ + ε+)D2ω̃

δ
+D2ϕ+

 dΩ+,

a+
−3

[(
ũδ+, ω̃

δ
+

)
, (v+, ϕ+)

]
=

∫
Ω+

(λ+ + 2µ+)D2ũ
δ
+2D2v+2 dΩ+,

et
Lδ (v±, ϕ±) =

∫
Ω−

(f−v− + g−.ϕ−) dΩ−.

3.5.2 Résultat de stabilité pour le problème de trans-
mission

On va énoncer et prouver un résultat de stabilité pour le problème de
transmission (P δ).

Théorème 3.5.1 Soit Lδ une forme linéaire continue sur Vδ telle que

|Lδ (v±, ϕ±)| ≤ lδ

[
A (v−, ϕ−) +

√
δB (v+, ϕ+)

+ 1√
δ
C (v+, ϕ+) + 1

δ
√
δ
D (v+, ϕ+)

]
où lδ est une fonction de δ > 0, peut-être pas bornée quand δ tend vers 0, et

A(v−, ϕ−) = ‖v−‖H1(Ω−) +
∥∥ϕ−δ∥∥H1(Ω−)

,

B(v+, ϕ+) =
∥∥D1v

δ
+1

∥∥
L2(Ω+)

+
∥∥D1ϕ

δ
+

∥∥
L2(Ω+)

+
∥∥ϕδ+∥∥L2(Ω+)

,

C(v+, ϕ+) =

[ ∥∥D1v
δ
+2 +D2v

δ
+1

∥∥
L2(Ω+)

+∥∥D1v
δ
+2 −D2v

δ
+1

∥∥
L2(Ω+)

+
∥∥D2ϕ

δ
+

∥∥
L2(Ω+)

]
,

D(v+, ϕ+) =
∥∥D2v

δ
+2

∥∥
L2(Ω+)

.

Alors il existe C > 0 (ne dépend pas de δ) telle que
(
ũδ±, ω̃

δ
±
)
la solution du

problème

a−
[(
ũδ−, ω̃

δ
−
)
, (v−, ϕ−)

]
+ a+

[
δ;
(
ũδ+, ω̃

δ
+

)
, (v+, ϕ+ )

]
= Lδ (v±, ϕ±) (3.20)

satisfait les estimations

A
(
ũδ−, ω̃

δ
−
)
≤ C lδ, (3.21)

B
(
ũδ−, ω̃

δ
−
)
≤ C δ−1/2lδ, (3.22)

C
(
ũδ−, ω̃

δ
−
)
≤ C δ1/2lδ, (3.23)

D
(
ũδ−, ω̃

δ
−
)
≤ C δ3/2lδ. (3.24)
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Preuve. L’expression A2
(
ũδ−, ω̃

δ
−
)
est équivalente à a−

[(
ũδ−, ω̃

δ
−
)
,
(
ũδ−, ω̃

δ
−
)]
,

et on a

a+
−1

[(
ũδ+, ω̃

δ
+

)
,
(
ũδ+, ω̃

δ
+

)]
≤

[
(υ+ + ε+ + µ+ + α+) C2

(
ũδ+, ω̃

δ
+

)
+2λ+ (B·D)

(
ũδ+, ω̃

δ
+

) ]
,

a+
0

[(
ũδ+, ω̃

δ
+

)
,
(
ũδ+, ω̃

δ
+

)]
≤ 4α+ (B·C)

(
ũδ+, ω̃

δ
+

)
,

4α+ (B·C)
(
ũδ+, ω̃

δ
+

)
≤ 2α+

[
δB2

(
ũδ+, ω̃

δ
+

)
+

1

δ
C2
(
ũδ+, ω̃

δ
+

)]
et

2λ+
1

δ
(B·D)

(
ũδ+, ω̃

δ
+

)
≤ λ+

[
δB2

(
ũδ+, ω̃

δ
+

)
+

1

δ3
D2
(
ũδ+, ω̃

δ
+

)]
.

Alors en prenant (v±, ϕ±) =
(
ũδ±, ω̃

δ
±
)
dans la formulation faible (3.20), on

obtient l’éstimation suivante :[
A2
(
ũδ−, ω̃

δ
−
)

+ δB2
(
ũδ+, ω̃

δ
+

)
+1
δ
C2
(
ũδ+, ω̃

δ
+

)
+ 1

δ3D2
(
ũδ+, ω̃

δ
+

) ] ≤ Clδ

[
A
(
ũδ−, ω̃

δ
−
)

+
√
δB
(
ũδ+, ω̃

δ
+

)
+ 1√

δ
C
(
ũδ+, ω̃

δ
+

)
+ 1

δ
√
δ
D
(
ũδ+, ω̃

δ
+

) ]
où C > 0 est une constante positive indépendante de δ. Ce qui conduit à les
estimations (3.21)− (3.24).

3.5.3 Estimation d’erreur pour le problème de trans-
mission

On pose

u
(δ,1)∗
− = u0

− + δu1
−, u

(δ,1)∗
+ = ũ0

+ + δũ1
+ + δ2

(
0, ũ2

+2

)
,

ω
(δ,1)∗
− = ω0

− + δω1
−, ω

(δ,1)∗
+ = ω̃0

+ + δω̃1
+.

Le choix de
uδ∗+2 = ũ0

+ + δũ1
+ + δ2ũ2

+2

a été effectué afin de satisfaire la condition de transmission uδ∗+2 = δuδ∗−2 sur Σ

et donc on a
(
u

(δ,1)∗
± , ω

(δ,1)∗
±

)
dans l’espace Vδ. En utilisant les problèmes à

l’ordre zéro et à l’ordre un satisfaits par
(
u0
−, ω

0
−
)
et
(
u1
−, ω

1
−
)
et aussi les

problèmes (3.15)− (3.17) pour k ∈ {0, 1, 2, 3}, on obtient

Lδ (v±, ϕ±) = a+
−3

[(
ũ3

+, ω̃
3
+

)
, (v+, ϕ+)

]
+ δa+

−1

[(
0, ω̃2

+

)
, (v+, ϕ+)

]
− δ2a+

+1

[(
ũ1

+, ω̃
1
+

)
, (v+, ϕ+)

]
− δ2a+

0

[((
0, ũ2

+2

)
, (0, 0)

)
, (v+, ϕ+)

]
+ δ

∫
Ω+

(µ+ + α+)D2ũ
2
+1D2v+1 − δ

∫
Ω+

[
(µ+ + α+)D1ũ

2
+2

−2α+ω̃
1
+

]
D1v+2,
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où
a−
[(
ũδ− − u

(δ,1)∗
− , ω̃δ− − ω

(δ,1)∗
−

)
, (v−, ϕ−)

]
+a+

([(
ũδ+ − u

(δ,1)∗
+ , ω̃δ+ − ω

(δ,1)∗
+

)
, (v+, ϕ+)

])
= Lδ (v±, ϕ±)

et donc

|Lδ (v±, ϕ±)| ≤ Cδ3/2

[
A (v−, ϕ−) +

√
δB (v+, ϕ+)

+ 1√
δ
C (v+, ϕ+) + 1

δ
√
δ
D (v+, ϕ+)

]
,

ce qui implique par le résultat de la stabilité (voir Théorème 3.5.1) l’estima-
tion d’erreur suivante :∥∥∥ũδ− − u(δ,1)∗

−

∥∥∥
H1(Ω−)

+
∥∥∥ω̃δ− − ω(δ,1)∗

−

∥∥∥
H1(Ω−)

≤ Cδ3/2. (3.25)

où C est une constante positive indépendante de δ.

3.6 Estimation d’erreur entre le problème de
transmission et le problème d’impédance

Maintenant, on se concentre sur l’estimation d’erreur entre la solution
du problème de transmission

(
P δ
)
et la solution du problème d’impédance

approchée
(
P δ
−∗
)
. Comme à l’ordre un, le développemnt asymptotique de la

solution du problème de transmission dans Ω− et le développement asymp-
totique de la solution du problème d’impédance est le même, on peut écrire∥∥ũδ− − uδ−∗∥∥H1(Ω−)

+
∥∥ω̃δ− − ωδ−∗∥∥H1(Ω−)

≤
∥∥ũδ− − u0

− − δu1
−
∥∥
H1(Ω−)

+
∥∥ω̃δ− − ω0

− − δω1
−
∥∥
H1(Ω−)

+
∥∥uδ−∗ − u0

−∗ − δu1
−∗
∥∥
H1(Ω−)

+
∥∥ωδ−∗ − ω0

− − δω1
−
∥∥
H1(Ω−)

,

et en vertu de (3.25) et (3.14), on trouve∥∥ũδ− − uδ−∗∥∥H1(Ω−)
+
∥∥ω̃δ− − ωδ−∗∥∥H1(Ω−)

≤ Cδ3/2,

où C > 0 est une constante positive dépendant uniquement de f−, g− et des
coefficients d’élasticité.
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Conclusion

Dans ce mémoire on a considéré un problème d’élasticité asymétrique posé
dans le domaine fixe Ω− = R×]− 1, 0[ avec la couche mince Ωδ

+ = R×]0, δ[.
Le sujet de notre mémoire concerne la modélisation approchée de l’effet de la
couche mince élastique micropolaire Ωδ

+ sur le corps Ω−. L’effet de la couche
mince Ωδ

+ à été modélisé grâce a la notion de l’impédance. On a dérivé une ap-
proximation du premier ordre de la condition aux limites d’impédance. Cette
approximation a été obtenue dans un premier temps par une approximation
de Taylor et dans un second temps par un développement asymptotique avec
changement d’échelle dans la couche mince. Notre objectif dans tout cela est
de réduire ou de supprimer la couche mince Ωδ

+ et de rendre l’erreur entre la
solution du problème avec la couche mince et la solution du problème sans
la couche mince trés faible ou totalmement inexistant.
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Résumé

Dans ce mémoire, on a considèré une famille (P δ), où δ est un petit positif
paramètre, de problèmes de transmission bidimensionnels d’élasticité asymé-
trique linéaire dans un domaine Ωδ constitué de deux corps micro polaires
liés : Ω− et une couche mince Ωδ

+. On a supposé que Ω− et Ωδ
+ sont homo-

gènes et isotropes. De tels problèmes modélisent la propagation des ondes
entre Ω− et la couche mince Ωδ

+. Notre objectif est de modéliser l’effet de
la couche mince Ωδ

+ sur le domaine fixe Ω− par des conditions aux limites
d’impédance en utilisant les technniques du développement asymptotique
avec changement d’échelle. Le problème de transmission est alors approché
par un problème aux limites d’impédance posé dans le domains fixe Ω−, et
on a prouvé alors une estimation d’erreur entre la solution du problème du
transmission dans Ω− et la solution du problème d’impédance approché.

Mote clés : Millieu micro polaire, couche mince, opérateur d’impédance,
élasticité asymétrique.

46



Abstract :

In this Memory, we have considered a family (P δ), where δ is a small po-
sitive parameter, of two-dimensional transmission problems of linear asym-
metric elasticity in a domain Ωδ consisting of two bonded micrppolar bodies :
Ω− and a thin layer Ωδ

+. It has been assumed that Ω− and Ωδ
+ are homo-

geneous and isotropic. Such problems model for instance wave propagation
between Ω− and the layer Ωδ

+. We have restricted our consideration to the
case of elastostatics and a simple geometry. We have modeled the effect of
the thin layer Ωδ

+ on the fixed domain Ω− by an impedance boundary condi-
tion using techniques of asymptotique expansion. The transmission problem
is then approached by an approximate impedance problem set in the fixed
domaine Ω−, and we have proved an error estimate.

Keywords : Micro polaire body, thin layer, impedance operator, asym-
metric elasticity.
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84 
 

 :الملخص

)في مذكرتنا إعتبرنا عائلة  )P،  حيث من مسائل الإنتقال في  ،وسيط حقيقي موجب وصغير بالقدر الكافي
الجسم  :مكون من جسمين قطبيين متصلين هما  نطاقللمرونة الخطية غير المتناظرة في  2البعد 

  والطبقة
 سميكةال

أن كلا من الجسمين  . فرضنا
  و

 نتشار إهذا النوع من المسائل ينمذج  .ومتماثلا متجانسا
الموجات بين الجسمين 

  و

قتصرنا في دراستنا على مسألة المرونة غير التطورية وفي حالة هندسة بسيطة . إ
لنطاق المسألة. نمذجنا تأثير الطبقة السميكة 

  على
 مع  بمؤثر مقاومة وذلك بإستعمال تقنية النشر التقاربي

لك فقط. قمنا كذ نتقال بمسألة مقاومة تقريبية مطروحة على مسألة الإ بإستبدالتغيير السلم مما سمح لنا 
نتقال في النطاق بتقدير الخطأ بين حل مسألة الإ

 لة المقاومة التقريبية.وحل مسأ 
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