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Introduction

La théorie plane de I'¢élasticité asymétrique est basée sur I’hypothése que
I'interaction de deux parties d'un corps élastique se produit non seulement
par un vecteur de force comme dans I’élasticité classique, mais aussi par un
vecteur de moment. Ainsi, la déformation est décrite par les vecteurs du
déplacement et de la rotation u et w, respectivement. Lors de la déformation
chaque particule du corps élastique subit un déplacement u et une rotation
w, le corps élastique est donc constitué de points (particules) orientés. On
parle de milieu micropolaire.

L’¢élasticité asymétrique a été introduite par Voigt [18] pour parer l'in-
suffisance de la théorie classique de I’élasticité qui était inopérante pour dé-
crire, par exemple, le comportement des corps granuleux et multi-cellulaires,
comme par ex. les polymeéres. Il existe, en général, deux problémes plans
d’élasticité asymétrique (voir [13]) :

(i) Le premier probléme plan : les inconnues de ce probléme sont le vecteur
de déplacement u = (u1,uz) et la rotation scalaire w.

(ii) Le deuxiéme probléme plan : les inconnues de ce probléme sont le vecteur
de la rotation w = (wy,ws) et le déplacement scalaire w.

Dans ce mémoire on va travailler avec le premier probléme plan, on va
s’'intéresser a la modélisation de l'effet d’'une couche mince plane pour le
premier probléme plan d’élasticité asymétrique en utilisant le concept de
condition aux limites d’impédance. On souligne que la résolution numérique
d’un probléme posé dans un domaine fixe lié par une couche mince ne peut
étre calculée avec précision lorsque 1’épaisseur ¢ de la couche mince est assez
petite, en raison des instabilités numériques qui apparaissent (voir [4], [5], [6],
[10]), d’ou la puissance de la condition d’impédance : elle sert a remplacer
le probléme initial défini sur la partie mince de tout le domaine par une
condition aux limites définie juste sur la jonction entre le domaine fixe et la
couche mince. Ainsi, la condition aux limites d’impédance dépend fortement
du parameétre 0. Cette condition aux limites est donnée par un opérateur
appelé opérateur d’impédance qui est mieux connu dans la littérature anglaise
sous le nom "Dirichlet-to-Neumann operator (DtN)".



Le plan de ce mémoire est le suivant :

Chapitre 1 : Dans ce chapitre, on présente certain nombre d’outils d’ana-
lyse fonctionnelle qui seront utilisés dans la suite des chapitres de ce mémoire.

Chapitre 2 : Dans ce chapitre on s’intéresse au probléme d’élasticité
asymétrique linéaire : les tenseurs décrivant la déformation, les lois de com-
portement et les équations d’équilibre, on termine ce chapitre par la position
d’un probléme modeéle de transmission avec lequel on va travailler dans le
chapitre 3, et on prouve 'existence et 'unicité de sa solution

Chapitre 3 : Dans ce chapitre, on modélise d'une fagon approchée I’effet
de la bande mince micropolaire Qi = R x ]0,d[, d’épaisseur § sur le corps
Q_ =Rx]—1,0[, lorsque ¢ tends vers 0 par les techniques des développements
asymptotique avec changement d’échelle, ensuite on montre une estimation
d’erreur.



Chapitre 1

Eléments d’analyse fonctionnelle
pour les équations aux dérivées
partielles

Dans ce chapiter, on va rappeler un certain nombre d’outiles d’analyse
fonctionnelle que sera utilisé dans le suite. Pour plus de détails voir (voir [3],

7], [16]).
1.1 Les espaces LF(Q), (1 <p < 4o0)

) est un ouvert de R".

Définition 1.1.1 L’espace de Lebesque LP(2) est ’ensemble des fonctions
mesurables f: 2 — R tell que

(Jo |[f@)Pdx)?  si 1< p<+oo,

1 oy < oo avee  [If|loq) = { supessqeq | f(1)]  si p = +oo.

L’application v — ||v|| 1q) € LF(2) définit une norme sur Uespace LP(S2) et
les espaces LP(S)) sont des espaces de Banach pour 1 < p < +o0, séparables
pour 1 < p < 400 et réflexifs pour 1 < p < 4o00.

Proposition 1.1.1 Soient f € LP(Q2) et g € LU(Q) avec 1 < p < 400 et
%—I— % = 1. Alors f.g € L'(Q) et

[1satnan < ([ If(ﬂf)\”dﬂf); (f rg<x>|qcza:);.



Théoréme 1.1.1 Soient 1 < p < +oo et p € (LP)". Alors il exsite u € L
unique, G’ + z% = 1) , tel que :

(o0 f) = /Q wfde, Yf € I7(Q),

de plus, on a
[l o = llll Loy -

1.2 Les espaces de Sobolev WP ((2)

Définition 1.2.1 On note par D(2) ou C°(Q2) a l’espace de toutes les fonc-
tions f de classe C'*° et a support compact, aussi appelé [’espace des fonctions
test.

Définition 1.2.2 Une suite (pn)neny de D(Q2) est dite convergente vers ¢
dans D(Q), sl existe un compact K C ) tel que : pour tout n € N, on a

suppp, C K et limsup |DPp, — DPp| = 0,Vp € N,
n zeK

avec

@'p‘ap

DPp =
LR T R

et |p| =|(p1,p2;- - Pn)| =P1+ D2+ ...+ Dn

Définition 1.2.3 Une forme linéaire T : D(2) — R est continue si pour
toute suite (@n)nen convergente vers ¢ dans D(S2), on a

T (pn) = T(p).

Définition 1.2.4 Une distribution sur ) est une forme linéaire continue sur
D(Q).0n note par D'(Q2) l’espace de toutes les distributions sur €.

Définition 1.2.5 On appelle dérivée d’une distribution T € D'(§2),d’ordre
m € N, Uapplication

DT : D(Q) — R, ¢+ D™T(p) = (=1)™(T, D™p).
Définition 1.2.6 Soient Q un ouvert de R" et 1 < p < +oc.
Définition 1.2.7 1. L’espace de Sobolev d’ordre 1 est l’'ensemble

w€ LP() : 3g1,92,- .., 9n € LP(Q)

1,p N
W Q) = { fQ u(x)ag—g)dx = — fQ gi(z)p(x)de, Yo € CX(Q), Vi€ 1,n

10
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2. L’espace de Sobolev d’ordre m € N est I’ensemble

o u E Lp( ) Vel <m,3g, € LP(Q)
W) { Jo ul v)dr = (=1)* [, gatp(z)dz, Vo € CZ() }

Théoréme 1.2.1 Pourl < p < +oo, l'espace WP(Q) est muni de la norme

1
P
LP(Q)> '

Pour p = 2, on pose H'(Q) = W2(Q). L’espace H'(2) muni du produit
scalaire

HU’HWLP(Q) = (HUHLP(Q)

(u,v) @) = (4, v) 120 —1—2 (Oiu, 0v) L2(0

est un espace de Hilbert et la norme associée a ce produit scalaire

1

2

||u”H1(Q) - ( ) :
Q)

Théoréme 1.2.2 L’application v — |[v][y1(q) € WhP(Q) définit une norme
sur lespace WYP(Q) et les espaces W'P(Q) sont des espaces de Banach
pour 1 < p < 400 et de Hilbert pour p = 2, séparables et réflexifs pour
1 <p<4o0.

Définition 1.2.8 Soit 1 < p < +o0. Wol’p (Q) désigne la fermeture de
C> () dans WP (Q). On note

H3 (Q) = Wi ().

L’espace Wy (Q) muni de la norme induite par W' (Q) est un espace de
Banach séparable, il est réflexif si 1 < p < +oo. H} () est un espace de
Hilbert pour le produit scalaire de H' ().

Définition 1.2.9 Soit Q un ouvert de R" de frontiére I'. On dit que I' (ou
Q) est de classe CF (k € N), si pour tout o € I, il existe une boule B (xq, 1)
et une application bijective de B (xg,r) dans un ouvert V telles que :

1. W : B(zg,7) — V est un k—difféomorphisme ,
2. U (2N B(xg,7)) =Vn{zx= (a2, € R" : 2, > 0},
3. U (I'N B (xg,7)) =Vn{zx= (a2, € R": 2, =0} .

11



Théoréme 1.2.3 Soit ) un ouvert de R™.

— SiQ = R", I'espace des fonctions tests D (R") est dense dans H' (R").
— Si Q # R", 'espace des fonctions tests D (€2) n’est pas dense dans
H'(Q).

Théoréme 1.2.4 (des traces) Soit Q un ouvert de R de classe C', de
frontiere I'. On a

1. C2(Q) est dense dans H'(9).
2. L’application trace vy qu’est linéaire continue définie par

C>®(Q) — L¥(T)
U ——>ur

se prolonge par continuité en une application linéaire continue de H*(§2)
dans L*(T)
Yo @ HY(Q) — L*(T)
u— Yo(u) =upr
Il existe une constante C' > 0 ne dépendant pas de ) telle que, pour toute
fonction v dans H*(2), on a

o)l 2y < C vl gy -

Proposition 1.2.1 Les propriétés les plus importantes de la trace sont les
sutvantes :

1

— Siu e W (Q), alors en fait upg € W' 7 7 (9Q) et

Hulaﬁnwlf%m(am <C HUHWLp(Q) Yu € WP (€2,

de plus Popérateur trace u — ujpq est surjectif de W (Q) sur
WP (09).
— Le noyau de Popérateur trace est Wy (Q), ¢’est-a-dire

Wy (Q) = {ue W (Q), uon=0}.

Proposition 1.2.2 (Inégalité de Poincaré) On suppose que S est un ou-
vert borné dans une direction. Alors il existe une constante C ( dépendant
de Q) et p ) telle que

lull oy < ClIVUll o) Vu € Wo (2),1<p < +o0.

En particulier, Uexpression || Vul|;,q) est une norme sur WyP (Q) qui équiva-
lente & la norme sur W'? (Q). Sur Hj (Q) Ueapression [, Vu Vv est un pro-
duit scalaire qui induit la norme ||Vu|2q) équivalente a la norme [[ul| g (g, -

12



Proposition 1.2.3 (Inégalité de korn pour une fonction a support
compact) Soient Q) un ouvert régulier de R™ et u € C°(QY). Alors il existe

C > 0 telle que
ou; 8uj
Ox; (9.%]-

Démonstration. Dans le premier membre de I'inégalité il y a toutes les
dérivées, par contre dans le second membre n’interviennent que des combi-
naisons particuliéres des dérivées. On a

IVl 20

L) '

’L]_

Mais comme u € C2°(Q2), il vient par intégration

Q Q Q

et ainsi
2 n n
1 <8u2 8uj) d0 = [ Zi,j:l fQ |Diujn|2 d€2 + Zi,jzl fQ ’Djui|2d9 }
5 Jal2 \0x;  Ox; +23 75 o1 Jo Diu DjuidS
_ [ ZZ]‘:1 fQ |Diuj|2 d§) + ZZ]‘:I fQ ’Djui|2 dS2 ]
+2>7 =1 Jo DiwiDju;dS2
1,j=1 =1 Jj=1
3 2
= zz / | Dju,|? dQ+2/ (ZDiuZ) s
2,j=1 =1
et ainsi )
1 (‘3uZ ou;
| D7 ) <2 = ( ]) .
Uzl Rty ”21 2 8:51 89@ 12(Q)

Proposition 1.2.4 (Inégalité de Korn sur H}(Q2)) Soit Q un ouvert ré-
gulier de R™. Alors il existe C' > 0 telle que

(9uz an
ox; &Uj

13
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Théoréme 1.2.5 (Formule de Green) Soit ) un ouvert régulier. Si u et
v sont des fonctions de H'(Q), elles viérifient

/Qu(:v) g;i dr = —/Qv(x)g;tdx + /ag u(x)v(z)n;(x)ds,

avec ) = (1;)1<i<n €st la normale unité extérieure a OS).

Proposition 1.2.5 On suppose que €2 est un ouvert borné de frontiere I' de
classe Ct. Alors si u est une fonction de H*(Q). L’application

0>(Q) — L*(T) x L*(T)
ur— (yo(uw), m(w)) = (ur, 2—:;,F = Vunr)

se prolonge en une application linéaire continue de H*(Q) dans L*(T') x L*(T").

Corollaire 1.2.1 Soit Q est un ouvert borné de frontiere I' de classe C*.
Pour toute fonction u de H*(Q) et v de H (), on a la formule suivante :

/Q(Au)de = —/QVqudQ—ir/nyl(u)’yO(v)dF.

Théoréme 1.2.6 (Riesz) Soient H un espace de Hilbert muni d’un produit
scalaire noté (.,.) et f une forme linéaire continue sur H. Alors

dye H, Yee H, f(z)=(y,x).

Théoréme 1.2.7 (Laz-Milgram) Soit H un espace de Hilbert et a(.,.) une
forme bilinéaire continue et coercive. Alors pour tout ¢ € H il exist unique
u € H tel que

a(u,v) = (¢,0),

de plus si a est symétrique alors u est caractérisé par la propriété u € H et

Sl ) — (p,u) = mincr {%a(m v) = (¢, v)} -

1.3 Les espaces de Hilbert H(div,?)

Définition 1.3.1 Soit Q2 un ouvert régulier de R™. On pose

H(div, Q) = {w € [LX(Q)]"; divw e LXQ)} .

14



Proposition 1.3.1 Muni du produit scalaire
(U, U) = (u,v)[Lz(m]n + (dZU u, div U)LQ(Q),
L’espace H(div,Q)) est de Hilbert.

Une conséquence du théoréme de Riesz est la caractérisation suivante du
dual de H(div, ).

Définition 1.3.2 Une forme linéaire F' € [H(div,?)|" (dual de H(div,?))
si et seulement s’il existe f € H(div, Q) telle que

(F, W) [H(div,)) x H(div.2) = (f, W) H(div,0)x H(div,0), Yw € H(div, ).
Proposition 1.3.2 Le sous espace [C>°(Q)]" est dence dans H(div, ).

Théoréme 1.3.1 (de trace) Soit Q un ouvert borné régulier de classe C*.
On définit une application v, par

v H(div, Q) — H2(89)
wr— 1(u) =wnen

L’application v, (la trace de la composante normale d’un élement de H(div,(2))
est linéaire continue surjective de H(div, Q) dans H=2(09). En particulier
il existe une constante C' > 0 telle que, pour tout v dans H(div,Q), on a

HUWI@QHH—%(@Q) <C ||U”H(div,Q) )
Théoréme 1.3.2 (Formule de Green) Soit ) un ouvert borné régulier.

Siue HY Q) et 0 € H(div, Q) une fonction vectorielle de [L*(Q)]", telle que
divf(z) € L*(Q), alors

/Q w(z)divbds = — /Q Vu(2)0(z)dz + /8 ufe)0(a)n(a)ds.

15



Chapitre 2

Quelques éléments sur la théorie
d’élasticité asymétrique

Dans ce chapitre, on s’intéresse au probléme d’élasticité asymétrique li-
néaire : les tenseurs décrivant la déformation, les lois de comportement et les
équations d’équilibre, on termine ce chapitre par la position d'un probléme
modele de transmission avec lequel on va travailler dans le chapitre 3, et on
prouve l'existence et I'unicité de sa solution

2.1 Motivation pour la théorie de 1’élasticité
asymétrique

Bien stir le but de la théorie de 1’élasticité classique c’est décrire les dé-
formations d’un corps élastique sous 'effet de force extérieur la déformation
d’un corps élastique est caractérisée par le tenseur des déformations symé-
trique e;; qui est définie a partir des déplacements u = (uy, ug) par :

1 . o
eij(u) = 2 (Dyu; + Dju;), i,5 =1,2.

A Tintérieur d’'un corps élastique, il ya des contraintes de forces, elles ca-
ractérisent par le tenseur des contraintes symétrique o;; lié par une loi de
comportement linéaire avec le tenseur des déformations e;; comme suite :

2
0ij (u) = 2pes; (u) + A <Z Chk (U)> o, i, =1,2,

k=1

avec (517 est le symbole de Kronecker et A et u sont les coefficients de Lamé,

ils vérifient :
w>0 et A>0.

16



Certain expériences montrent I'insuffisance de la théorie d’élasticité classique
pour décrire les déformations des corps granuleux, par exemple, ¢’est pour ¢a,
les fréres E. et F.Cosserat ([8]) ont introduit une théorie complet sur 1'élasti-
cité asymétrique dans laquelle la déformation d’un corps élastique est définie
non seulement a partir des déplacement u comme dans 1’élasticité classique
mais aussi a partir des rotations w, cette hypothése conduit nécessairement
a I'asymétrie du tenseur des contraintes o;; qui dépend de u et w. Alors en
élasticité asymétrique les particules subit au cours de la déformation non
seulement un déplacement u mais aussi une rotation w, donc de cette fagon
on a décrit un milieu micropolaire dont ces points (particules) sont orientés.

2.2 Notations

On considére un corps élastique et homogéne occupant dans le plan un
surface Q ou € est un ouvert borné de R? de frontiére 9Q = I'y UT; avec I
est de mesure non nulle (au sens de lebesgue).

Ce corps est supposé soumis a des forces de surface de densité f = (f;), <i<o €t
a des moments de surface de densité g ainsi ce solide est supposé soumis a des
forces et a des moments sur I'; de densité h = (h;)1<;<2 et k respectivement

fi,g - Q—R et hi,k:T7 — R
Vi=1,2.

17



Ce corps sous effect de ces forces subit une déformation qui peut étre carac-
térisée par le champ des déplacements u (z) = (u;(2)),;, €t le champ des

rotations w (z) au point = de Q

u;, : Q@ —R et w: N —R
Vi=12.

Si on suppose que le corps est fixé sur la partie I'y de son bord, on considé-
rera donc des champs de déplacements et de rotations compatible avec cette
condition d’attache

uy=0surl'g Vi=1,2 et w=0surl,.

2.3 Loi de comportement pour 1’élasticité asy-
métrique

On designe par e (u,w) = (e;; (u,w)) le tenseur de déformations

défini par :

1<i,j<2
e11 (u,w) = Diuy, e9s (u,w) = Douy,
e12 (u,w) = Diug — w, eg (u,w) = Doug + w.

On note o (u,w) = (0 (u,w)),; ;<, l& tenseur asymétrique des contraintes.
Dans le cas d’un milieu isotrope, homogéne le tenseur asymétrique des contraintes
est donné par la loi de comportement linéaire suivante :

oji (u,w) = (p+ a) ej; (u, w)+(p — @) e;j (u,w) + Negr, (w,w) 045, 1,7,k = 1,2,

avec 0;; est le Kronecker delta symbole et 1, A and o sont des constantes du
materiau vérifient les inégalités suivantes :

w>0, 3\+2u >0, a>0.

2.4 Probléme stationnaire mixte pour 1’élasti-
cité asymétrique

2.4.1 Position du probléme

Le probléme d’élastostatique (P) dans le cas d’un milieu isotrope, homo-
géne consiste & déterminer le déplacement u et la rotation w vérifiant :
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— Equations d’équilibre dans €2

Dyo11 (u,w) + Daogy (u,w) = —f 1 dans €,
Dy (u,w) + Dayogg (u,w) = —f o dans €,
(v +6€) Aw + 013 (u, w) — 091 (u,w) = —g dans Q.

— Conditions aux limites sur I'y
u="h; surl'y Vi=1,2 et w=£k surl,

— Conditions aux limites sur I';

2
13}

E oji(u,w)n; =p; surI'y Vi=12 et (V—i—E)a—w:q sur I'y,
n

i=1

avec 1 = (7;)1<i<n est la normale unité extérieure a I'y. Dans les ex-
pressions ci-dessus v, € - désignent les constantes du matériel. Les fonctions
(fi ){<ij<o désignent les composantes des forces de masse, tandis que g - le
moment des forces de masse. Les grandeurs (p; )1952 et ¢ désignent respec-
tivement, les composantes des vecteurs des forces et des moments extérieurs
sollicitant I'y. Par les symboles (h; ),;, et k nous allons désigner, respecti-
vement, les composantes des vecteurs des déplacements et des rotations sur
Io.

2.4.2 Equations variationnelles et ’existence et ’unicité
de la solution

Pour la formulation variationnelle du probléme (P), on va supposer que
les composantes des vecteurs du déplacement (u;), ., et de la rotation w sur
Ty sont nulles. On note W (€2) L’espace des déplacements-rotations (v, ) =
(v1, 02, ) appartient a Pespace de Sobolev (H! (Q2))” et de trace nulle sur T

W(Q)z{(v,gp)e (Hl(Q))3:U1:U2:g0:OSur Iy }

W () est un espace de Hilbert pour la norme naturelle :

9 1/2
2 2
||(U>S0)||W(Q) = (Z ||Ui||H3(Q) + ||90||H3(Q))
i=1

La formulation faible du probléme (P) s’écrit :

Trouver (u,w) € W () : pour tout (v,p) € W(Q), on a:
a [(u7 W) ) (U7 gp)] = l(U, 90)7
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avec

ol(ww), (0] = [

Q

[ St i1 03 (u,w) €5 (v, 9) } 4O
2 )
+ (7/ + 6) Zi:l DZ(UDZ(,O

l(vaw)—/ﬂ(f.-wrgso)dQJr/F (p-v+qp)dly.

On vérifie que a est une forme bilinéaire continue et coercive sur W (£2). On
a

N ARt st il

Aenn + e22)” + o (€12 + e1)’?
= / +2u ((enn)” + (622)2)2+ o(er — en)” | dQ2
@ + (v +€) ((D1w)” + (Daw)?)

(D1U1)2 + % (Drug + DQU1)2 + (D2U2)2
- C/Q { + ((D1w)? + (Dyw)?) } -

en utilisant I'inégalité de Korn et de Poincaré, on trouve
2 2 2
al(u,w), (u,w)] > C <||VU||L2(Q) + ||VW||L2(Q)> = C [ (u, )l @) -

On suppose que (f1, f2,9) € (L? (Q))5 et (p1,p2,q) € (L? (Fl))g, alors L (v, )
est une forme linéaire continue sur W (€2). On peut donc appliquer le théo-
réme de Lax Milgram : il existe une unique fonction (u,w) € W (£2) solution
du probléme

al(u,w), (v, )] =l(v,9), Vv e (v,0) € W(Q), (2.1)

de plus, comme la forme bilinéaire a(.,.) est symétrique, on introduit la
fonctionnelle quadratique :

J(v,0) =1 . >t i i (w,w) e (v, ) 40
ORI p (vt ) X, DiwDig (2.2)
— Jo (f-v+g0)d2— [ (p-v+qp)dly.
La solution (u,w) de (2.2) est caractérisée par :

J(u,w)= min J(v,9).
(u,w) o (v, )
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2.4.3 Interprétation mécanique d’équations d’équilibre
variationelle

On peut donc donner une interprétation mécanique des formulations
al(u,w), (v,p)] et [ (v,p). L'espace W (2) représente l'espace des déplace-
ments v et des rotations ¢ admissibles, la formulation variationnelle (2.1]) ex-
prime le principe de travaux virtuels (voir [12], [13]). En effet si (v, ) €W (Q2),

alors
ol o0l = [ [ | m

représente le travail de déformation du corps élastique correspondant au dé-
placement v et a la rotation ¢, tandis que

(v,w)H/gz(f-ergso)dQJr/F (b- v+ qp) dl's,

représente le travail des forces et des moments extérieures. Le déplacement

et la rotation réels (u,w) sont le déplacement et la rotation de W (€2) pour

lesquels ces deux travaux sont égaux et ceci pour tout (v, ) €W (Q). Alors le

déplacement et la rotation réels (u,w) sont celui parmi tous les déplacements

et les rotations (v, @) €W () qui minimisent I'energie potentielle elastique :
2

1 > i =100 (V) €55 (v, )
Te)=2la { +(v+e) i, DipDip ] *
—Jo(f-v+gp)d— [ (p-v+qp)dl,

cette énergie potentielle élastique J (v, ¢) se compose de I'energie de défor-

mation : )
1/ [ ZZ‘7]‘:1 O (U, 90) €ij (Ua 90) :| dQ
2 Jol +(w+e) X, DipDip ’

et de I'energie potentielle des forces et des moments extérieures :

(/Q(f-v—irggo)dQ—l—/Fl(p~v+qg0)dF1).

2.5 Probléme modéle de transmission pour ’élas-
ticité asymétrique

2.5.1 Probléme de transmission dans un domain fixe
avec bande mince plane

Dans le troisiéme chapitre, on va travailler avec un probléme modéle de
transmission dans le cadre de 1’élasticité asymétrique, on va modéliser 1'effet
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de la couche mince Q) = R x ]0,d[ sur le domaine fixe Q_ = R x |—1,0]
par une condition aux limite d’impédance définie sur la jonction entre _ et
Qi, cette condition aux limite d’impédance est défine a 1’aide d’une opéra-
teur dite opérateur d’impédance qu’on va définir clairement dans le troisiéme
chapitre. Dans cette partie on va écrire la formulation faible du probléme de
transmission et étudier l'existence et 'unicité de sa solution. On considére
alors une famille (P%), ot § est un petit paramétre positif, de problémes de
transmission bidimensionnels d’élasticité asymétrique linéaire dans un do-
maine €9 constitué de deux corps micropolaires liés €2_ et une couche mince
Qi. On suppose que §2_ et Qi sont homogeénes et isotropes. De tels problémes
modélisent la propagation des ondes entre €)_ et la couche mince Qi. On li-
mite notre considération au cas élastostatique et un simple cas géométrique
( voir Figure 1). On prend

Q=R x]-1,4, Q- =R x]-1,0[, Q5 =R x]0,d]
I =Rx{-1}, =R x {0}, T4 =R x {5} .

\ %o
d
r+
5 e
)
Q® .
o) N X
a s
-1 AN
-

FIGURE 2.1 — Géométrie du probléme étudié

On consideére le probléme de transmission (PJ) pour le systéeme de 1’élasticité
asymétrique :
— Equations in 2_

Dio_11 (U(S_,wé_) + Dyo_o <u5_7w6_> = _f—17
D10',12 (u‘i,wi) —+ DQO',QQ (uf,w‘i) = —J-2, (23)
(V- + e-) Aw’ 4+ 2a_ (Dyuly — Dot ) — da_w® = —g_.

(=2
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. . 6
— Equations in Q¢

Dyoin Ug,wg) + D20401 (Ugng) =0,
Diot12 U+,W+) + Do0 29 (u+,w+) 0,
(Vs + e2) Awl + 20 (Druly — Dotlyy) — doiwd =0
— Conditions aux limites sur I'_
uw =0,
W =0.
— Conditions aux limites sur ',
0121 (ui,w+) = 07
0422 ui,w+) 0

=0, (2.5)
(Vs + €1) Do = 0.

5
5.0
022 (uf,wi

ou V4 et e4 sont des constantes positives dépendant de la nature du matériau
Q. , f_ et g_ sont la force et le moment exercés sur _respectivement, uS,
et wi sont les champs du déplacement et de la rotation, respectivement

5 5

(ui’wi) (uilv Uypg, wi)u

V+ji est le tenseur de déformation défini par :

§ 5\ 5 5 5 5
Y+11 (Uiywi) = Dyuly, Y422 (uj:awj:> = Dauly,
5 5 — b s s 5\ 5 s
Y12 (U’iawi) = Diuly — wi, Y42 (uiawi) = Douyy +wy,
et o4j; est le tenseur de contrainte donné par la loi linéaire :ssion d’¢lasticité
asymétrique qui a été introduit dans la section précedente. On note

(Us, ws)

(Ui, @i)

(Uﬂ, U2, Wﬂ:)

(szla V42, Sﬁi)

Oiji = (M + o) Vaji + (Ut — @) Yaij + A Yrrdij,

ol d;; est le symbole de Kronecker et iy, Ay, ax sont des constantes maté-
rielles satisfaisant les inégalités :

[L:t>0, 3)\i+2ui>0, ag > 0.
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2.5.2 Formulation faible du probléme de transmission
et ’existence et ’unicité de sa solution

Ici, on écrit la formulation faible du probléme de transmiet on introduit
I’espace V :

(vt, ) € H' Q1) x H' (Q4) -
v_o=0sur'_, p_=0surl'_,
Uyl = U_q SUT X, Vg9 = U_g SUT X,
Yy = _sur x

En multipliant par v4 = (v4, v12) les deux prémiéres équations d’équilibre
des forces, I’équation d’équilibre du moement par ., et en effectuant la
somme des équations on trouve que le probléme (P‘S) formalement equivalent
au probléme variationnel suivant :

{ trouver (ul, %) €V, telle que V (vs, ps) €V :

a” [(u,w), (v, o)) +at [(ud, W), (s, 04 )] = Ls (v, 04),

avec

[ 2 5,6
_ ) 4 . Zi, 1 O-fij (uf, (,L)i) e*ij (U,, 907)
a [(ul,wl), (v, )] = / +](l/_ A NNy o,

) -
Zi,jil O +ij (Ui, (;5_) €tij (U—a (10—) dQ(S
+ (4 +er) 3o Diwl Digps o

at [(uf,0}), (v4, 04)] = /m
et

Lg(vi,goi):/ (F v +g ) dO .

Pour tout V (ui,wi) , (ve,01+) €V, on pose

al(ul, ), (ve,p2)] = a [(u2, ), (v 0)] +a® [(ud,0f), (vr, 01 )]
Ls (v, p5) = / (fo v+ g o) dO.

Ljs est une forme linéaire continue sur V, et grace a 'inégalité de Korn a (., .)
est une forme bilinéaire continue et coercive sur V.
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Chapitre 3

Impédance d’une couche mince
plane en élasticité asymétrique

3.1 introduction

Dans ce chapitre, on va modéliser d’une fagon approchée l'effet de la
bande mince élastique micropolaire % = R x ]0,d[, d’épaisseur § sur le
corps fixe 2 = R x ]—1,0[, lorsque ¢ tends vers 0 par les techniques des
développements asymptotique avec changement d’échelle, ensuite on montre
une estimation d’erreur.

3.1.1 Position du probléme

On considére une famille (P?), avec § est un petit paramétre positif de
problémes de transmission bidimensionnels de 1’élasticité asymétrique. On
limite notre considération au cas des élastostatiques et un géometrie simple.
On pose :

Q% =Rx] —1,4[, Q- =Rx] —1,0[, Q% = Rx]0,4[ ,
- =Rx{-1}, E=Rx {0}, I', =R x {4},

et on considére le probléme de transmission (P?) :

(a) Inconnues : uy (z1,x2) = (uxy (21, x2) , uxs (21, 22)) champ des déplacements,
w4 (21, z9) champ des rotations.

(b) Données : f_ (x1,x2) champ des forces de masse et g_ (z1, x2) champ des
couples de masse.

(c) Laloi de comportement : Le tenseur asymeétrique de contraintes o j; est lié
avec le tenseur de déformation asymétrique ey j; par la loi de comportement
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linéaire suivante :

2
orji = (e +ay)ewsi+ (pe —ag) e + Mg (Z ej:kk) 0ij; 1,7 = 1,2,
=1

avec 0;; est le symbole de Kronecker et le tenseur asymétrique de déformation

e+;; est défini par :

& 8 — ) 8 — B
€+11 (uj:awj:) = Dyuly, €12 (Ui>wi) = Doul,,
§ 0\ ) ) § 0\ s )
€+12 (Ui, Wi) = Diufy —wi, ein (Ui, Wi) = Douly +wi,

avec D;. = a est la dérivation par rapport a x; pour j = 1,2 et pui, Ay et

a4 sont des constantes matérielles satisfaisant les inégalités :
M+ > 0, 3)\i—|—2ui >0, ar > 0.
— Equations dans Q2_

DlO' 11 (U(S w ) + DQU 21 (u5 w‘s) = —ffl,
Dyo_1o (U w ) + Dyo_99 (U(Z,w‘;_) = —f_o, (3.1)
(v_+e) Aw_ +2a_ (Dyuly — Dol ) — 4w’ = —g_.

: 5
— Equations dans Qf

Do ngwi) + Dy0 40 (Ugawi) =0,
D101 u+,w+) + Dyo 9o (u+,w+) =0, (3.2)
(V4 + €4) AwS + 20y (Dyudy — Dotdyy) — 4w’ =0

— Conditions aux limites sur I'_

— Conditions aux limites sur Ffr

0o (1, w)) =0,
0122 (U, W) =0, (3.3)
(V+ + €+) DQWi = 0

— Conditions de transmission sur 2 :

w = ui,
W=,
o o1 (U ,w’) =0, ui,wi ; (3.4)
022 Eu‘i,w‘s_% = U+22 étﬁ,wi;
4



Il est bien connu (voir chapitre 2) que le probléme de transmission (P?) admet
une unique solution dans ’espace canonique de Sobolev

(Ui,gOi> c H1<Qi> X Hl(Qi) = <H1<Qi) X H1<Qi)) X Hl(Qi),
v_=0sur'_,po_=0surl_,
Vi1 = VU_q SUT X, Uyo = V_o SUT X,
Y4 = p_ sur 2.

Lorsque I’épaisseur o de la couche Qi est assez petite, la solution numérique
du probléme de transmission (P%) ne peut pas étre calculée avec précision
en raison des instabilités numériques qui apparaissent. Alors, notre objectif
dans ce chapitre est de modéliser l'effet de la couche mince Qi sur le do-
maine fixe {2_ par une condition aux limites d’impédance approchée sur 3,
pour ramener le probléme de transmission (P?) & un probléme aux limites
equivalent posé seulement dans le domaine fixe 2_, c’est a dire, on remplace
le systéme d’équations dans Q‘i, les conditions de transmission sur X et les
conditions aux limites sur Fi par une condition aux limites d’impédance sur
>, qui sera établi par une méthode basée sur la technique du développement
asymptotique avec changement d’échelle.

3.1.2 Définition formelle de 'impédance

Le parameétre § est supposé étre suffisamment petit, on va remplacer le
probléme de transmission posé dans € par un probléme posé seulement dans
le domaine fixe €2_. Pour cela, on résout le probléme aux limites suivant :

Equations 1' dans Qi,
(P?) : { Conditions aux limites sur I,
ui = sur X, wi = ¢ sur 3.

Dans un espace adéquat, le probléme (Pji) a une solution unique (ui,wi)
et alors on définie I'opérateur d’impédance T5 comme suit :

('QD(S, ¢5) — T(S (¢6, ¢§) = <0‘+21 (ui,chi)'E’ (o)) (Ui_,bdi)‘z, (U+ + €+)D2Wj_‘z> 5

en utilisant les conditions de transmission (3.4), on obtient

<0'721 (uiuwi>|2 , 0-22 (ui7wi)|27 (U, + 67)D2wi‘2> = T6 ((Ui,(ﬂi)‘z) )
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et le probléme de transmission (P‘S) est alors équivalent au probléme d’im-
pédance suivant posé dans €)_

Equations . ) dans €)_,

w =0sur[_ et w® =0surI_,

(P34 T (oman (8 8) s 0 (0008 (- + e ) D)
=T <(u w5)|2>

L’opérateur d’impédance Ts décrit exactement 'effet de la couche mince Qi
sur le domaine fixe €2_. Comme 'opérateur d’impédance exact Ts ne peut pas
étre calculé, on va seulement prouver qu’il peut étre approché par T,s = d7,
avec T, est donné par :

T, (¥°,4°) = (C1,Ca,Cs) (v°,6°)

ou
Apy (s +A4)
5 48\ _ + (M +) 12,6
Cl (w 7¢) - 21u++)\+ Dlwb
dovy pu
Cy (0, ¢%) = —22 D (D g
2<¢ ¢) e+ an 1( @DQ ¢)
et

4o
Gy (47, 6") = (vy + ) DI’ + ——E (Dyyg — o).
Py + Oy
La solution (u®,w’) de (P°) dans Q_ est alors approchée par la solution

(u®,,w’,) du probléme d’impédance approchée suivant (P‘S ) donnée par :

*7

( D10'_11 (ui*, i*) + DQO' 21 (U(S w5 ) = _f—l dans Q_,

D10'_12 (Ué_*, 0 ) + DQO’ 29 (u‘i*,cf ) = —f 2 dans Q_,

(v_ + e,)Aw_* + 20 (Dl .y — Dyul ) —4a_w’, = —g_ dans Q_,
(P‘S ) w,=0sur ', ¥, =0 surI'_,

<U—21 (ué_*a wé_*) | y 022 (U(S_*’ wa_*) |0 (U— + 6—)D2w5_*|2>

=15 <(U§*’ CL)5**)|2> |

et on va prouver le théoréeme suivant :

\

Théoréme 3.1.1 le probleme (P°,) a une unique solution dans [’espace

(v-, ) € HN(Q) x H'Y(Q-);
‘/* = (Dl’U_l,Dl’U_Q) c LQ(Z), Dl(,D_ S LQ(E),
vo=0surl'_;o_ =0 surl'_
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et on a l'estimation d’erreur suivante :

é

[ ul — u**HHl(Q_)

e = ) < OO,

avec C' > 0 est une constante qui ne depend que de f_ et g_ et les coefficients
d’élasticité.

Ce chapitre est organizé comme suite dans la section 2, on calcule un impé-
dance approchée en utilisant le dévloppement de Taylor. Dans la section 3,
on utilise les techniques du développement asymptotique avec changement
d’échelle pour obtient la meme impédance approchée, ensuite on établit un
résultat de stabilité pour le probléme de transmission. Dans la section 4, on
montre un réultat de stabilité pour le probleme d impédance approché. Enfin
dans la section 5, on estime I'erreur entre (v, w’) et (u’,,w®,) dans I'espace

de Sobolev.

3.2 Dérivation d’une condition aux limites d’im-
pédance approchée en utilisant le dévelop-
pement de Taylor

Ici, on va considérer oo (ui,wi) , 0199 (ui,wi) et Dgwi comme fonctions
des variables 1 et x9 avec (1, x9) € Q‘i, et on va construire une approxima-
tion d’ordre 1 de I'impédance en utilisant le développement de Taylor. Les
approximations de 091 (u‘i, wi) , 0199 (ui,wi) et Dgwi quand ¢ tends vers
0, donne

U+21(JI1, 5) = O'+21(0) + 5D20'+21(LL’1, O) 4+ ... >
04+92(x1,0) = 0492(0) + 6 D20 429(1,0) + . . .,

(v + €4)Dow’ (21,60) = (vs + €4) Dow’ (21,0) + 0(vy + €4)D3ws (21,0) + ...

(3.5)
La clé pour obtenir une condition aux limites approchée est le fait que les
dérivées normales de 0,91, 0195 €t Dgwi sur Y peuvent étre exprimées expli-
citement en termes de traces sur 3 des contraintes 0,91, 0199, le déplacement
ui et la rotation wi. Comme on a

) (14 + a)Doulsy + (g — ag)Dyudy + 20403 | (21, 25)
) [(2/L+ + /\+ D2U+2 + /\+D1U_‘_J (ZL’l, 1’2) s

r1,22) = [(2p4 + Ay)Drudy + A Douly] (w1, 22)
) = [

pry + ap) Dyl + (g — ag)Doulyy — 20501 (21, 25)
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il s’ensuite que

1
Doty (21, 15) = [m (0422 — MDlui)] (21, 2)
1
D2uj-1 (xb :EQ) — —M+ . [0+21 - (M—i— - Oé+>D1Ui-2 - 2a+wi] (371, 272) >

ce qui donne

Aps (s +A4) 5 +
7 = | =T "D + , , 3.6
o (o) = |PEER pg o A ). (0
et
dpgay s s Hy — 04
0412 (ZL‘l,Ig) = |: (Dlu — W ) + ———— 04921 (Il,l’g) . (37)
Py + Oy Ty +ay
En utilisant (3.2)) et 'éxpressions (3.6) et (3.7) de 0411 et o412, on obtient :
Dy0191 = —%D%Uil - Q”j—erDlgwm
Dro 422 = _%(D%ufﬂ — Diwy) — hitay D10+21, (3.8)
—Aurar (ot — W) — (v + e ) D28 '
(0, + ey DRt = | vt (D115 ~8) = (s ) D
+M++O¢+ ga1-

En utilisant (3.5)), |D et les condtions aux limites || sur Fi, on obtient
a lorder 1, I’ impédance approché T,s donné par sa formule dans la section
3.1.2 et ainsi on obtient le probléme (Pf*) posé dans 2_.

3.3 Estimation d’erreur pour le probléme d’im-
pédance approché

Ici, on va énoncer et prouver un résultat de stabilité pour le probléme
(P°,) dans )_, ainsi on va déterminer les premiers termes du développe-
ment asymptotique de sa solution.

3.3.1 Formulation faible du probléme d’impédance ap-
proché

L’espace pour étudier le probléme d’impédance (P°,) est :

(v-,p-) € H' () x H' (Q);
‘/* = (Dl’U_l, D1U_2) € ]L2 (Z) s D1g0_ € L2 (E) s
vo=0surl'_, ¢p_ =0surl'_
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Soit

7wi*) Y-11 (U*7 ()0*) +
% W‘S_*) Yoo (v, )
(u(s—w wé—*) V-12 (U*7 90*) de?
- 099 (U, w0,) Y22 (v, 02)
+ (I/_ + 6_) <D1W6_*D190— + DZW(S_*DQSO—>

Apy (P +A4)
2p4 Ay

D1U6_*1|2D1U—1\2
as [(Ui*awi*) ) (U—7 SO—)} = / + Aot (Dlui*mz — WE*|E> (D17172\E - SO*|Z) dX.
b

(py+ay)
+ vy +e) D’ s Dip s

Le probléme d’impédance approché (Pf*) admit la formulation faible sui-
vante :

Trouver (u‘S w‘s*) € V., tel que pour tout (v_,p_) €V, :

— %) —

a [(uiwwé—*) ) (U_, 90—)} + 50{; [(ué—*vw(s—*) ; (U—7 90—)}
= Jo fov_+g_p_.

3.3.2 Reésultat de stabilité pour le probléme d’impé-
dence approchée

L’existence et 'unicité de la solution du probléme (Pf*) dans ’espace V.,
s’obtient et on a le résultat de stabilité suivant.

Théoréme 3.3.1 Soit Ls une forme linéaire continue sur V, tell que :
Lo, o) < ls (A (u02,) + VOB (0, 0))

ot ls est une fonction de 6 > 0, peut-étre pas bornée quand & tend vers 0. et
A (u‘i*,w‘s_*) = ||U—||H1(Q,) + ||90—||H1(Q,) ;

) 8,0
HDlvf*l\E‘ Dlw—*l\E‘

!

L2(s
é 0
+ HD1U7*2|E — Wy 12

B (U,, 90*) = L)

(=)

Alors il exist C > 0 (indépendante de §) telle que la solution (u‘s_*,w‘s_*) du
probléme

{ Trouver (u‘s_*,w‘s_*) € V., tel que pour tout (v_,p_) €V, :

a - [(Ui*awi*) ) (U—v 90—)} + 6a2 [(u‘i*,wi*) ) (U—v 90—>] = L5(U—7 90—)'
(3.9)
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satisfait les estimations suivantes :

A (u‘i*,w‘i*) Cls (3.10)
B (u5 w

5) < C67s (3.11)

—%) —%

IN

Preuve. On a

V(u,, ) eV as [(u,,0,), (v, ,0’,)] >0,

—x) M —x

et par I'inégalité de Korn, A? (u‘i*, w5_*) est équivalente a a~ [(u‘s_*, wi*) , (u5 w? )]
et on a

as [(ué W0 ) , (ua wé*)] <CB (ui*,wg*) ,

—% V% —xy M
ou C > 0 est une constante dépendant uniquement des coefficients d’élasti-

cité. Alors en prenant (v_,¢_) = (u5 w5*) dans la formulation faible 1)

on obtient avec une constante positive K > 0 indépendente de 9, I’estimation
suivante :

A? (u‘i*,w‘i*) + 6 B2 (u‘i*,w‘i*) < Kl (A (u‘i*,w‘i*) +V0 B (u‘i*,w‘i*)) ,
ce qui donne directement les estimations et .

3.3.3 Développement asymptotique pour le probléme
d’impédance approchée

On pose

u’, u, 4 out, + 2P, + .

W, = WO, 40w, + 8%, + ...

— % —

En injectant ce développement asymptotique dans le probléme d’impédance
approchée (P°,) et en identifiant les coefficients de méme puissance de §, on
obtient une hiérarchie d’équations et de conditions aux limites. A 1'ordre 0
on obtient

( Dio_1; (Ug*vwo_*) + Dyo 9 (U9*7W0—*) = —f1 dans Q_,
Dyo_y9 (U9*7W9*) + Dy0_9 (ug*,wg*) = —f_p dans Q_,

v_+e )AL, +2a_ (D1u’,, — Dou® ) — da_w? = —g_ dans Q_.
( ) * *2 *1 * g
wl, =0surI'_, W% =0surl_,

\ <0721 (ugwwg*)‘E’ 0-22 (ug*,wg*)|2, (v_+e€) D2w(1*‘2> = O1x3 .
(3.12)
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A T'ordre 1, on obtient
( Dyo_1q (u1 wi*) + Dyo_g; (ul*,wl ) =0 dans €_,

—%)

Dio_15 (ul_*,wi*) + Dyo_99 (ul_*,wi*) =0 dans €)_,

(v +e) Awl, + 20 (Dyul,y — Doul 1) — 4w} =0 dans Q_,
wl,=0surI'_, w!, =0sur_,

<0—21 (ulwh,) g, o (ul, wh) o, (v +e) Dgwl*m)

=T, ((uo WO >|2)

—%7 —%

(3.13)

3.3.4 Estimation d’erreur pour le probléme d’impédance
approchée

On pose
(6,1)

—x%

a |:<U6_* - U(f:kl)a wé_* - w@:kl)> ) (U—a 90—):|
+ 5@2 [(Ui* - u(—(s;l)7w6—* - ngkl)) ) (/va 90*)] = L5 (/077 90*) )

et en utilisant les équations et des conditions aux limites satisfaites par

(u®,,w?,) et (ul,,w!,), on obtient

Ly (v-sp) = =8%ax [(u2,,02,) (v )]

1 6,1 1
=u’, +6ul,, w(_* ) = WP, + dw!

et alors

”UiHHl(Q,) + H(‘OiHHl(Q,) +/0 HD1U6—1\2

L2(%)
VB[ Dty =@ sl| VDt

|Ls (v, p_)| < C&*?

L3( L2(%)

ce qui implique, par le résultat de stabilité (voir Théoréme 3.3.1), estimation
d’erreur suivante :

(6,1)
—u

—x%

+ Hw‘i* — w(_d;l)

< 082, (3.14)

H(Q_) HY(Q_)

3.4 Construction d’une condition d’impédance
approchée par développement asymptotique
avec changement d’échelle

Une condition d’impédance approchée peut également étre construite par
un développement asymptotique par rapport a l’épaisseur 0 de la couche
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mince % comme suit :

3.4.1 Changement d’échelle

Pour travailler dans un domaine fixe comme dans ([2]), on va effectuer le
changement d’échelle suivant dans la couche mince Qi. On pose :

e =0z avec z €]0,1] et Qy = Rx]0,1[, 'y =R x {1},

et on définit

ai (Il,Z) = ui (l’l,Z), @i (Il,Z) = Wi ($172>

et

~5 .
UJr. Q+

~J .
w+. Q+

— R?

= (U (21,02), 0uly (11, 02))
— R

= Wl (21,02).

et alors on a les dérivée suivantes :

Dy’ (21,62) =
Dottlyy(21,62) =
DluiQ(xl, dz) =
Doty o(21,62) =
Dyl (71,02) =

Dgwi(xl, dz) =

Les équations d’équilibre dans la couche mince Q2 . les conditions aux limites
+

D1Ui_1<x1a 5172) = Dlﬂil(fﬂh 2)7

1
DQUil(xlaxQ) = 5D2Ui1(4’717 z),

1
DluiQ(:vl, {23'2) = 5D1Ui2(1’1, Z),

1 ~
DQUiQ(Il, Ig) e §D2Ui2(«r17 Z)?

Dlwi(ﬂvla $2) = Dlai(%, 2’),

1
D2wi(a:1, To9) = —Dgwi(arl, z).

J

sur I“i et les conditions de transmission sur Y. devient :
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— Equations d’équilibre dans €2, :

(E+1) D1 |:2,U/+D16i1 + )\+ <D1 +1 + (5 D2U+2>:|

1 /L+l (Dlﬂ5 + DQﬂé)
+=D o Tl UV s | =0,
57 [ —Chr% (DluiQ — Dguil) + 20, &%,

~4

(Ey2) Dy “+5 (D15 + Dyt
* +04+5 (D1u+2 DQUH) 20w

+5D2 {2M+ 52 D2u+2 + AL <D1u+1 + 52 D2u+2>} =0,

1 ~
(Eys)  (v4 +€q) (D% + §D§> i

1 - - -
+20[+5 (D1Ui2 — DQUil) — 4a+w§r = 0.

— Conditions aux limites sur I'; :

1 1% (D1ﬂ5 + DQQAI: ) ~5
BCT,,) = + 12 + +2 = 0,
( +1) ) [ —O (Dl’l,LiQ D2u+1) O+t

1
(BCT42) 2M+52D2U+2 + At <D1U+1 + 52 D2U+2> = 0,

1
~Doi% = 0.

(BCTys) (v4 +ey) 5

— Conditions de transmission sur X :

(TC%) U+1 = @,
1 ~5

(TC%,) 5“+2 = U_y,
(TCY;) &) = &,

~5 ~5y _ L[ e (D1, + Dol )
(TCYy) -9 (u_,w_) =5 [ o, (Dlaig D2u+1) + 2a+w+,

1 - 1
(TCZ5) 0_99 <U6 w ) = 2[&_;,. 52 D2U+2 + )\+ (D1u+1 + 52 D2U+2) 5

1.
—Dgtdj_

(TCS6) (v- +€_) Do’ = (vy +¢;) 5
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3.4.2 Développement asymptotique

On écrit le développement de la solution (27‘5, Z}‘S) du probléme de trans-

mission en puissance de d sous la forme

0 =ud =u® +oul 4+ 6%k + .,

&0 =w? =w® 4+ dwl + %W + ...,

u‘i =) + oul + 8% +

wi —w++5w+ 5%5_%—1—

on ¥, @k wF, Wk k>0 sont indépendants de d. En injectant ce dévelop-
pement asymptotique dans le probléme de transmission aprés changement
d’échelle et en identifiant les coefficients de méme puissance de 9, on obtient
la hiérarchie suivante de problémes aux limites :

( (EE41),., D [2u+Dlﬂﬁ? + A (Dla’;—f;r Dyut,)]
puv (Drtly + Dot _
+D2 —a, (Dla]j_2 D2u+1) + 2a+~k 1 = 0 dans Q+,
+ 20, 0"t =0sur Iy,
(ETCE4)]€,1 [y (Dl’ljliz + D{d’jl) — Oy (Dlﬂig — D2ﬂi1)
+ 2a+§)_’f1 = 091 (u'ﬁ_l,w’i_l) sur X,
| (ETCYy), uk, =uf, sur X,

(3.15)

( p (D1i5” + Dai?)

EEDs D1l o, (Diit? = Dyity?) - 20,4
+ Dy [2p4 Dok, + A (Dlu M+ D2u+2)} =0 dans Q,
(EBCT42),_ (24 + Ay) Dottty + A Dyut7% = 0 sur I'y,
(ETCY,), , tt,=u"}' sar %,
(ETC%s),_y (2p4 + Ay) Dotthy 4+ Ay Dyl
=0_9 (u’i‘g, wli_2) sur 3,

(3.16)
(EE4s), o (V4 +ep) (D%&ﬁ_z + D%‘:}ﬁ-)
+ 204 (Dlﬂ’f&l — Dgﬂill) 4o, @k? = 0 dans Q,,
(EBCTy3), (v4 +e€:) Dok =0 sur I'y,
(ETCY;), &% =w” sur 3,
(ETCS), | (vi+ep) Dow® = (V- + ¢_) Dow® ! sur 3, -
3.17
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avec

~2 _ ~1_ ~3_ ~-2_ ~-1_
u,”=u, =0dans Oy, w,;”= w,”= w, = 0dans Q,
~1_ ~2_ ~1_ ~ 1 _ ~2 _ ~1_  -1_
wy =ug=u,,=0sur 'y, w" =u,]=u =u_;=0surl,

091 (u:l,w:l) = 0_99 (u:Q,w:Q) = 0_99 (u:l,wjl) = Dow™ ! =0 sur X.

Notons que les équations dans €2, pour les problémes ((3.15)) — (3.17]) sont des
équations différentielles d’ordre deux par rapport a la variable x,. En inté-

grant ces équations et en prenant en compte les conditions de transmission
sur X et les conditions aux limites sur I'y |, on peut exprimer flﬁ_, oF en
fonction des traces de u* et w® sur ¥. L’étude des problémes - ,
donne les résultats suivants :

Pour k = 0, on obtient

~0 o
tuy, = 0dans €,

~0  _ 0

Uy = u_yy dans Oy,
~0 _ 0

Wy = w_jy dans Q.

Pour k£ = 1, on obtient

~1  _ .0

Uy = U_gy dans Oy,
~1 _ 1

wy = w_py dans Q4

_ x (py —ay) Dyu®
u}&-l (z1,29) = ul—1|2 - 2 [ i N 2

E— dans €2, .
py + g —|—2aw9|2 } e

Pour k = 2, on obtient

At

—= D’ |, dans
2+ 1U_q)y; dans 324,

Wy (w1, 22) = U£2|z — T2

N x py — o) Dyut
Wy (1, 20) = ulyjg — - {< Fo e 2|E}

iy Oy +20wl g

1 At (ps—ay) 23
2p,+ +)\+ 2

2

2p4 Ay
2
T
~9 . 2
Wi (@1, 22) = (:L’2 — 7)

(2114 + Ay) Doy (1, 2) + Ay D1l (21, 79) = 0 in Q.

2.0
DiuZ, 5 dans €,

dproy Dl 0
u w
(ptag)(vetey) 1222 —|=

+w? |y, dans Q.
+D%wo_|2 = *
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Pour k = 3 le probléme (3.17) donne la relation suivante :

(2414 + M) Dotid oyt Ay Dyulyy = (1 — ) (0 <D2 0 s — D1 |z) dans Q.

Alors le développement asymptotique des équations d’équilibre dans €2_, les
conditions aux limites sur I'_ et les conditions de transmission (T'CY,) —
(T'C%g) sur ¥ donnent les problémes aux limites suivants dans Q_ :
( DlO' 11 (UO w )+D20’ 21 (UO w_ )——f 1 dans Q_,

D10' 12 (u(l,w ) + DgO’ 29 (u(l,w ) = —f_g dans Q_,

(v- +e) Aw® + 20 (Dyuly — Do) — 4a_w? = —g_ dans 0,

w =0surI'_, w® =0sur I'_,

L (O—Ql (U(i,wo_)‘z ;, 0-922 (ungg)|2 ; (U— + E—) DQWQ‘E) - Ol><37

(3.18)
ce qui signifie qu’a l'ordre zéro, la couche mince Q‘i n’a aucun effet sur _.
A Tordre un l'effet de la couche mince er sur )_ se traduit par des forces
et des moments de forces s’exercant sur .

( DlO',H (ul wW_ ) +D20’ 21 (U w ) =0 dans Q,
Dio_19 (ul w ) +D2cr 22 (u1 w ) =0 dans Q_,
(v- +e-) (D} + D3) wk + 20 (Dyuly — Doul ) — da_w! = 0 dans Q_,
ul =0surI'_, w! =0sur'_,
<U—21 (ul_,wi)lz, 0_22 (Ul_ wi)‘z , (v +e) D2w1_|2>

=T. ((u wo)m)

(3.19a)

3.4.3 L’impédance approché d’ordre 1

La fonction inconnue définie par (u’,,w?,) = (u® + dul,w® + dw!) sa-
tisfait

(0o (w002,) s 7o (002,) o, (0 + ) Do)

=0T, ((u02,) ) = T ((uh,w) )

Si on néglige les termes d’ordre deux par rapport a §, on retrouve I'impédance
obtenue par le développement formelle de Taylor dans la section 3.1.2.
Remarque. D’aprés (|3.12|), (3.13), (3.18) et (|3 19aD on remarque que les
termes (u®,,w?,) et (u®,w?) (respectlvement ( towh) et (ul wh)) du de-
Veloppement asymptothue de (u®,,w’,) et (u®,w’ ) sont des solutions du
méme probléme aux limites a 'ordre zéro (respectlvement al'ordre un). Alors
par 'unicité de la solution, on a

(ul., ) = (ul,wl) et (ul, wl,) = (ul,wl).

38



3.5 Estimation d’erreur pour le probléme de
transmission

Ici, on va énoncer et prouver un résultat de stabilité pour le probléme de
transmission (P?), pour cela on doit écrire sa formulation faible dans le do-
maine fixe Q = R?x ]—1, 1] puis l'utiliser pour établir un estimation d’erreur
entre la solution du probléme de transmission dans 2 = R?x |—1,0[ et son
approximation d’ordre 1.

3.5.1 Formulation faible du probléme de transmission
dans le domane fixe

L’espace canonique pour 1’étude du probléme de transmission (P°) dans
la jonction des domaines 2_ et Q0 est : (voir [3], [7])

(vs,px) € H' (Qx) x H' (Q);

Vs — vo=0surl'_, p_=0surl'_, ’

Vi1 = V_q Sur X, %U_,_Q = V_o SUr 2,
Yp = p_ sur X

et sa formulation faible s’écrit :

{ Trouver (ﬂi, gEft) € Vs, tel que V (vy, pr) € Vi :
a” [(W, &%), (v, o )] +at [6; (W, &), (v, 01 )] = Ls (va, ),

avec

o_11 (ﬁ,,wi) Y-11 (v, o)

+0_921 (ﬂ‘s ,Wé) Y-21 (U—a ¥- )
a” [(ﬁ‘i,@é) (v_, )} / +0_1o (175 ,w‘s) Y12 (V_, p_) dasy_,
Q. +0_2o (275_7 @i) Y-22 (V-, )
+ (V, + € ) (Dlw DlgO, + DQCJ{DQQD,)

a*[6; (ﬂia@i) (v+, 1)) = daf [(ui,&?i) (U+790+)] +ag [(aia@i)a(%m@r)]
5aly (@85, (vn,04)] + grals (@05, (0ns04)]

vy +€4) Di@ Dipy + 4o DS oy

~5
~§5 ~& . (,LJJr (D2U+1 — D11)+2)
ag [(@%, @), (ve, 1)) = /Q+ 200, { + (Do, — DiTiy) oy d€dy,

5 ~ A +2u4) Dyl D
133 v = [ Qe R ae,
+
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oy (Dlﬁgg — Dgag_&l) (D11)+2 — DQU+1)
ot [(@.3) (o] = [ | T (Drily + D) (Divsa + Davia) |

Uy, Wy +X¢ (D1, Davis + Do’y Dyvy)
Q. + (v4 + €4) Do’ Dogp
o3 () vep)] = | O 200) DADars
+

et
Ls (vs, p5) = / (fooo +g_p) dO_.

3.5.2 Résultat de stabilité pour le probléme de trans-
mission

On va énoncer et prouver un résultat de stabilité pour le probléme de
transmission (P?).

Théoréme 3.5.1 Soit Ls une forme linéaire continue sur Vs telle que

Av,p )+ VOB (vy,04) }

Ls (v, <l
|Ls (v, 02)| < I [ +%C(v+,¢+)+ﬁgﬂ)(v+a¢+)

ot ls est une fonction de § > 0, peut-étre pas bornée quand § tend vers 0, et

Alv_,p ) = HU—Hﬂl(Q,) + ||90—5HH1(Q,) 7
_ 5 8 ?
]B(U+7 §0+) = ||D1U+1HL2(Q+) + ||D190+HL2(Q+) + H%FHLQ(QH ’
| Divds + Dovd| oo, +
Clu,, _ (24) ’
(V4 04) [ HDlviz - DQUilHLz(Q+) + HD290§0-||L2(Q+)

D(vy, ) = HDﬂizHL?(m) :

Alors il eziste C > 0 (ne dépend pas de §) telle que (05, &%) la solution du

probléme

0 [(@.5) (oo )] + aF [6 (@,30) , (va s )] = L (vs, ) (3.20)

satisfait les estimations

A@,&°) <C s, (3.21)
B(w,&’) < C 62, (3.22)
C(a,a%) < C 672, (3.23)
D (@ ,&%) < C 62, (3.24)

W
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Preuve. Lexpression A? (0’ , & ) est équivalente a o~ [(a2,&°) , (u?,&°)],

et on a
[ (U+ + €4 + M+ + Oé+) (C2 (Ui,&i) :|

IN

oty [(@. 1), (a2, @)] 12\, (BD) (@, 37)
af [(@, 1), (@,@%)] < day (BC) (@,55),
day (BC) (T,5°) < 2a, [(naaz (i) + 12 (. Ni)]
1 5 ~5 _ o~ 1 s
2)\+5 (B-D) (ui,er) <Ay {5183 (ui,wi) + 53D2 (ui,wi)} :

Alors en prenant (v, ¢4) = (ui,wi) dans la formulation faible (3 , on
obtient l’éstimation suivante :

A? (@, &%) + oB? (@5, &%) }<Cla[ A (w8, &%) + VOB (W, %) }
HIC (@5 + 50 (@,50) | =0 | +5C@.2) + 25D (@, 5)

ou C > 0 est une constante positive indépendante de §. Ce qui conduit a les

estimations (3.21]) — (3.24)).

3.5.3 Estimation d’erreur pour le probléme de trans-

mission
On pose
uV = ut, OV =38 4 sut + 62 (0,72,)
WO = W0 + dw!, fl) ++5
Le choix de

ox 2~2
ulhy = Ul + ouy + 8°uc,

a été effectué afin de satisfaire la condition de transmission u%5 = du’, sur ¥
et donc on a (u(f’l)*, w(“ > dans l'espace V. En utilisant les problémes a
lordre zéro et a l’ordre un satisfaits par (ug,w_) et (u_,w_) et aussi les
problémes — pour k € {0,1,2,3}, on obtient
Ls (vg, pr) = a’y [(Uiawi) (vis )] + 0ay [(0,&7) , (vy, 4]

=, (L) (0rep0)] — 82 [((0.725) 4 0.0) (01 )]

~ + oy ) Dyu?
+ 5/ (/L+ + Oé+) DQU?HDQU_H — (5/ |: (M-F _2a+)wll +2 D1U+27
Q4 Q4 +H
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ou
a- [(a&_ - u(—(571)*7 &i - W@J)*) ) (U—v 90—):|

+a* <|:(ﬂi - uf71)*7c~ui - w((g’l)*) ) <U+7 §0+):|) = Ls (v:b Qpﬂ:)

et donc

A (v, ) + V0B (vy,p4) }

Ls (v , < 053/2[
| Ls (vs, p2)| < +\/LS(C (vg, 04) +ﬁ3D (v4, ¢4)

ce qui implique par le résultat de la stabilité (voir Théoréme 3.5.1) l'estima-
tion d’erreur suivante :

~ 6,1
fr e

< 052, (3.25)

+ Hfua_ — O

H(Q_) H(Q)

ou (' est une constante positive indépendante de 9.

3.6 Estimation d’erreur entre le probléme de
transmission et le probléme d’impédance

Maintenant, on se concentre sur l’estimation d’erreur entre la solution
du probléme de transmission (P‘S) et la solution du probléme d’impédance
approchée (Pf*). Comme a l'ordre un, le développemnt asymptotique de la
solution du probléme de transmission dans €2_ et le développement asymp-
totique de la solution du probléme d’impédance est le méme, on peut écrire

[@t —ul, m(Q) T [ HY(Q)
< a2 -l = oul g+ 02 -l = 0wl
== o =~
et en vertu de et (3.14), on trouve
a2 — w2, i) T @2 = w2, o) S Co™,

ou C' > 0 est une constante positive dépendant uniquement de f_,g_ et des
coefficients d’élasticité.
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Conclusion

Dans ce mémoire on a considéré un probléme d’élasticité asymétrique posé
dans le domaine fixe _ = Rx] — 1,0[ avec la couche mince €} = Rx]0, 4.
Le sujet de notre mémoire concerne la modélisation approchée de 'effet de la
couche mince élastique micropolaire Q‘i sur le corps €)_. L’effet de la couche
mince Qi a été modélisé grace a la notion de I'impédance. On a dérivé une ap-
proximation du premier ordre de la condition aux limites d’impédance. Cette
approximation a été obtenue dans un premier temps par une approximation
de Taylor et dans un second temps par un développement asymptotique avec
changement d’échelle dans la couche mince. Notre objectif dans tout cela est
de réduire ou de supprimer la couche mince Q‘i et de rendre I'erreur entre la
solution du probléme avec la couche mince et la solution du probléme sans
la couche mince trés faible ou totalmement inexistant.
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Résumé

Dans ce mémoire, on a considéré une famille (P°), ot § est un petit positif
parameétre, de problémes de transmission bidimensionnels d’élasticité asymé-
trique linéaire dans un domaine 2 constitué de deux corps micro polaires
liés : 2_ et une couche mince Qi. On a supposé que )_ et Qi sont homo-
génes et isotropes. De tels probléemes modélisent la propagation des ondes
entre ()_ et la couche mince Qi. Notre objectif est de modéliser I'effet de
la couche mince Qi sur le domaine fixe )_ par des conditions aux limites
d’impédance en utilisant les technniques du développement asymptotique
avec changement d’échelle. Le probléme de transmission est alors approché
par un probléme aux limites d’impédance posé dans le domains fixe 2_, et
on a prouvé alors une estimation d’erreur entre la solution du probléme du
transmission dans 2_ et la solution du probléme d’impédance approché.

Mote clés : Millieu micro polaire, couche mince, opérateur d’impédance,
élasticité asymétrique.
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Abstract :

In this Memory, we have considered a family (P?), where ¢ is a small po-
sitive parameter, of two-dimensional transmission problems of linear asym-
metric elasticity in a domain ©° consisting of two bonded micrppolar bodies :
Q_ and a thin layer Qi. It has been assumed that €2 and Qi are homo-
geneous and isotropic. Such problems model for instance wave propagation
between 2_ and the layer Q% . We have restricted our consideration to the
case of elastostatics and a simple geometry. We have modeled the effect of
the thin layer Qi on the fixed domain €2_ by an impedance boundary condi-
tion using techniques of asymptotique expansion. The transmission problem
is then approached by an approximate impedance problem set in the fixed
domaine €2_, and we have proved an error estimate.

Keywords : Micro polaire body, thin layer, impedance operator, asym-
metric elasticity.
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