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Notations

' La fonction potentiel de vitesse.

 La fonction de courant.
�!
V La vitesse d�une particule de �uide.
�!r ,

��!
grad

�
@
@x
; @
@y

�
.

� Laplacien:
���!
rot(v)

�!r ^�!v :

div(
�!
v)

�!r .�!v .

p La pression du �uide.

� La densité de �uide.

V La vitesse de �uide.

K Courbure de la surface libre.

U La vitesse de référence.

� Argument de la vitesse complexe.

T Tension de surtace .

We Nombre de Weber.

� Inverse de nombre de weber
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Introduction

La mécaniques des �uides est la science des lois de l�écoulement des �uides, elle est la

base du dimensionnement des conduites des �uides et des mécanismes de tranfert des

�uides. Les problèmes d�écoulement à surfaces libres se représentes dans beaucoup

d�applications industrielles et urbaines, sont étudiès d�une façon trés intensive. Ce

type d�écoulement fait l�object d�un grand nombre d�études thèorique, qui doivent

étre trouvée comme faisant partie de la solution. Dans notre mémoire on se propose

l�écoulement à surface libre d�une obstacle au fond d�un canal est pris en compte, le

�uide est supposé ètre non visqueux est incompressible et l�écoulement est stable et

irrotationnel. Le plan des variables (x; y) d�écoulement est identi�e au plan de la

variable complexe z = x + iy, en négligent les forces de gravités, et on peut trouvé

la solution numérique en utilisant la méthode d�intégro-di¤erentielle. Ce problème a

été étudié précédement par Dias.F, Vanden-Broeck , Forbes et aussi S.N.Hanna.

Notre travail est organisé en trois chapitres :

Le premièr chapitre est réalisé dans le cadre de présenter les concepts généraux de

mécanique des �uides, et l�analyse complexe et en décrivant les propriétés d�écou-

lement, et on parle aussi sur les potentiels complexe des vitesses et l�équation de

bernoulli.

Dans le second chapitre on a étudie les transformations conformes telles que la

transformation d�hodographe et la transformation de Schwartz-Christo¤el.

Dans le dernier chapitre on traite le problème d�un écoulement potentiel, bidimen-
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Introduction

sionnel d�un �uide incompressible et non visqueux passant au dessus d�une depression

de forme triangul. Si les e¤ets de la tension super�cielle n�est pas négligeable, dans

ce cas, le problème sera caractérise par de nombre de Weber We. Nous adoptons la

méthode numérique d�équation intégro-di¤érentielle, ce problème est réduit à un sys-

tème algébrique de N équations non linéaires. On constate que l�algorithme converge

pour tout We > 0. On détermine la solution pour chaque valeur de nombre de

Weber We > 0.

2



Chapitre 1

Notation préliminaires et

dé�nitions sur la mécanique des

�uides

1.1 Introduction

Ce chapitre est réalisé dans le cadre de présenter les concepts généraux de mécanique

des �uides, et l�analyse complexe et en décrivant les proprietés d�écoulement .

1.2 Les �uides

Un �uide est un corps dont les molécules ont peu d�adhésion et peuvent glisser

librement les unes sur les autres (liquides) ou se déplacer indépendamment les unes

des autres (gaz). Les �uides n�ont pas de forme propre (à la di¤érence des solides),

donc ils se déforment facilement. Quand vous introduisez un �uide dans un récipient,

ce dernier en épouse les formes.

Généralement, les �uides sont répartis en deux groupes :

3



Notation préliminaires et dé�nitions sur la mécanique des �uides

� Les liquides : Corps peu compressibles et dont la masse volumique est importante

(eau, huile, etc.). Les liquides occupent des volumes bien dé�nis et présentent des

surfaces libres.

�Les gaz : Corps très compressibles et même extensibles (dioxyde de carbone, air,

etc.). Les gaz se dilatent jusqu�à occuper toutes les parties du récipient qui les

contient.

Pour les liquides, on distingue deux classes :

�Les liquides parfaits : Un �uide parfait est un �uide dont les molécules glissent les

unes sur les autres sans aucun frottement.

�Les �uides réels : Un �uide réel est un �uide dont les molécules glissent les unes sur

les autres avec frottement.

1.2.1 La densité

La densité d�un corps est le rapport entre la masse volumique de ce corps et la

masse volumique d�un corps de référence.

d =
masse volmique du �uide

masse volmique d�un �uide de référence
=

�

�ref
(1.1)

Les deux masses volumiques sont déterminées dans les mêmes conditions de tempé-

rature et de pression.

�Pour les liquides, cette dé�nition se traduit par la relation suivante :

dl =
masse volmique du �uide

masse volmique d�un �uide d�eau
=

�

�eau
(1.2)

�Pour les gaz, cette dé�nition se traduit par la relation suivante :
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Notation préliminaires et dé�nitions sur la mécanique des �uides

dg =
masse volmique du �uide

masse volmique d�un �uide gaz
=

�

�gaz
(1.3)

1.2.2 La masse volumique

La masse volumique est le rapport entre la masse m d�une matière et son volume

v. Généralement elle est exprimée en Kg
m3 :

� =
Masse

V olmue
=
m

v
(1.4)

Pour les liquides la masse volumique varie trés peu avec la pression, mais plus sen-

siblement avec la température. Les liquides sont appelés des �uides incompressibles

.

Contrairement à celle des liquides, la masse volumique des gaz varie avec la pression

et la température. Les liquides sont appelés des �uides compressibles.

1.2.3 L�écoulement �uide est à deux dimensions

Les caractéristiques de l�écoulement dans un plan sont les mêmes que dans tout plan

parallèle. Ceci permet de ne considérer qu�un plan que nous prendrons pour plan des

Z. Les �gures construites dans ce plan seront considérées comme les sections droites

de cylindres in�nis à génératrices perpendiculaires au plan considéré.

1.2.4 Le vecteur vitesse dérive d�un potentiel

Si vx et vy désignent les composantes de la vitesse du �uide en (x; y) selon les axes

des x et y, il existe une fonction � appelée potentiel des vitesses tell que

vx =
@�

@x
; vy =

@�

@y
(1.5)
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Notation préliminaires et dé�nitions sur la mécanique des �uides

De façon équivalente, si C est une courbe fermée simple quelconque du plan de la

variable z et si vt désigne la composante tangentielle de la vitesse sur C

I
C

vtds =

I
C

vxdy � vydx = 0 (1.6)

L�une ou l�autre des intégrales 1.6 est appelée la circulation du �uide le long de C.

Quand la circulation est nulle sur toute courbe C, le �uide est dit irrotationnel.

1.3 Type des écoulement de �uide

Écoulement uniforme

Un écoulement bidimensionnel a surface libre est dit uniforme si la vitesse d�écou-

lement est constante.

A1 = A2

Où A1 et A2 deux sections transversales quelconques.

Fig. 1.1 �reprsentation de la vitesse dans un écoulement uniforme

6



Notation préliminaires et dé�nitions sur la mécanique des �uides

Écoulement permanent

On dit aussi stationnaire, si ses composantes de vitesse sont indépendantes de la

variable temps

@�!v
@t

= 0 (1.7)

Écoulement irrotationnel

Un écoulement est dit irrotationnel si :

�!
rot(�!v ) = 0 (1.8)

en tout point du �uide.

Écoulement incompressible

Un �uide est incompressible si le volume de chaque particule �uide ne varie pas

au cours de mouvement se traduit par l�équation

�!r :�!u = 0

Écoulement parfait

Un écoulement parfait est une approximation utilisée dans les cas où les e¤ets

visqueux sont négligeables. Cela signi�e que le �uide est considéré comme ayant une

viscosité rigoureusement nulle.

La relation entre un �uide parfait et un écoulement parfait est la suivante :

Fluide parfait =) Écoulement parfait
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Notation préliminaires et dé�nitions sur la mécanique des �uides

Écoulement stationnaire

Un écoulement stationnaire, ou écoulement permanent, est un type d�écoulement

où toutes les caractéristiques quantitatives, notamment la vitesse du �uide, sont

indépendantes du temps. Cela signi�e que les propriétés de l�écoulement à un point

donné restent constantes au cours du temps.

@v(x1; x2; x3)

@t
= 0

Cette équation signi�e simplement que les lignes de courant (ou lignes d�écoulement)

ne changent pas au cours du temps. En d�autres termes, dans un écoulement sta-

tionnaire, les lignes de courant sont �xes et ne varient pas, ce qui implique que la

con�guration de l�écoulement est stable et invariante dans le temps.

1.3.1 Fonction de courant

Dans un domaine D, on appelle écoulement plan (ou bidimensionnel) si en tout

point de ce domaine, à l�instant t, le vecteur vitesse �!v est parallèle à un plan

div(�!v ) = 0 (1.9)

Pour toutes les pointes de ce domaine

@u

@x
+
@v

@y
= 0 (1.10)

Cela implique que la forme di¤érentielle udy � vdx est, à t �xé, la di¤érentielle

totale d�une certaine fonction  :

9 (x; y; t); d( ) = udy � vdx (1.11)

8



Notation préliminaires et dé�nitions sur la mécanique des �uides

On a donc immédiatement

8><>: u = @ 
@y

v = �@ 
@x

(1.12)

 s�appelle la fonction de courant, car elle permet un calcul simple des lignes de

courant.

Les lignes  (x; y; t) = c(t) sont les linges de courant. De plus, la proprieté de

l�écoulement irrotationnelle pour un écoulement plan entraine :

�!r ^�!v = 0 =

0B@ @
@x

@
@y

1CA ^
0B@ u = @ =@y

v = �@ =@x

1CA = �@2 =@2x� @2 =@2y = 0 (1.13)

=) � = 0 , est véri�e aussi l�équation de laplace.

1.3.2 Lignes de courant

Dé�nition 1.3.1 La description eulérienne conduit elle aussi à une representation

du chanp de vitesse ,à un instant t, sous la forme d�une famille de lignes tangentes

en chaque point au vecteur vitesse, que l�on appelle lignes de courant. L�équation

des lignes de courant se déduit directement de cette dé�nition en écrivant que : un

petit déplacement
�!
dx sur la ligne de courant est colinéaire au vecteur vitesse :

�!v ^ �!dx = 0

en explicitant cette relation, on obtient :

9



Notation préliminaires et dé�nitions sur la mécanique des �uides

8>>>><>>>>:
v2dx3 � v3dx2 = 0

v3dx1 � v1dx3 = 0

v1dx2 � v2dx1 = 0

(1.15)

les lignes de courant sont donc les integrales du système di¤érentiel :

dx1
v1(
�!x ; t) =

dx2
v2(
�!x ; t) =

dx3
v3(
�!x ; t) (1.16)

Où t la valeur �xée.

1.3.3 Équation de bernoulli

Le théorème de Bernoulli est une application de la conservation de l�énergie dans le

cas des �uides en mouvement. Pour un �uide laminaire, visqueux et incompressible,

en négligeant les e¤ets de la gravité, on obtient la relation suivante :

P +
1

2
�v2 + �gh = constante (1.17)

Où :

P est la pression du �uide,

� est la densité du �uide,

v est la vitesse du �uide,

g est l�accélération due à la gravité,

h est la hauteur relative dans le champ gravitationnel.

Si

Le �uide non visqueux dans ce cas l�équation de bernnoullé est devient comme suite :

10



Notation préliminaires et dé�nitions sur la mécanique des �uides

p+
1

2
�v2 = constante (1.18)

1.4 Potentiel complexe pour les écoulements plans

Les �ux plans se distinguent des autres �ux bidimensionnels, caractérisés par deux

variables indépendantes, du fait que ces dernières, x et y, peuvent être combinées en

une seule variable complexe.

z = x+ iy, i2 = �1 (1.19)

1.4.1 Fonction d�une variable complexe

Dé�nition 1.4.1 La fonction complexe f(z) = �(x; y)+ i (x; y) est dite analytique

dans un ensemble ouvert G � C, s�il est di¤érentiable en tout point z 2 G:

Théorème 1.4.1 Soit f(z) = �(x; y)+ i (x; y) une fonction dé�nie dans un voisi-

nage d�un point z, de plus en ce point les fonctions � et  sont di¤érentiables. Alors,

pour que la fonction de la variable complexe f(z) soit di¤érentiable au point z, il faut

et il su¢ t que l�on ait, en ce point, les relations

@�

@x
=
@ 

@y
et

@�

@y
= �@ 

@x
(1.20)

Ces équations s�appellent conditions de Cauchy-Riemann

Si les dérivées partielles sont continues dans G � C, alors les conditions de Cauchy-

Rieman sont des condition su¢ santes pour que f sont analytique dans G. Les

fonction � et  sont souvent appellées fonctions conjuguées

11



Notation préliminaires et dé�nitions sur la mécanique des �uides

Théorème 1.4.2 Soit 
 est un ouvert de R2 et f : 
! R Si les dérivées partielles

secondes @2f
@x@y

et @2f
@y@x

sont continues au voisinage de (x0;y0) 2 
 alors

@2f

@x@y
(x0;y0) =

@2f

@y@x
(x0;y0) (1.21)

Cet théorème s�appelle le théorème de Schwartz.

Fonctions harmoniques

Les conditions Cauchy-Riemann 1.20 et 1.21 impliquent que le partie réelle et

imaginaire de la fonction doivent satisfaire les équations de Laplace :

@2�

@2x
+
@2�

@2y
= 0 et

@2 

@2x
+
@2 

@2y
= 0 (1.22)

Ou

�� = 0 et � = 0 (1.23)

Ces équations sont les formes cartésiennes de l�équation de Laplace. Les parties réelle

� et imaginaire  de la fonction sont appelées fonctions harmoniques dans la région

G.

1.4.2 Potentiel complexe

On voit d�aprés 1.22 que le potentiel des vitesse et harmonique, véri�e l�équation

de laplace

@2�

@2x
+
@2�

@2y
= 0 (1.24)

12



Notation préliminaires et dé�nitions sur la mécanique des �uides

On en déduit qu�il existe une fonction harmonique conjuguée  (x; y) tel que :

f(z) = �(x; y) + i (x; y) (1.25)

Soit analytique, on a d�àprés 1.20 par dérivation :

df

dz
= f 0(z) =

@�

@x
+ i

@ 

@x
=
@ 

@y
� i

@�

@y
= vx � ivy (1.26)

La vitesse (appelée quelque fois vitesse complexe ) est donc donnée par :

V = vx � ivy = df=dz = f 0(z) (1.27)

et a pour module

q = jV j =
q
v2x + v2y =

���f 0(x)��� = jf 0(z)j (1.28)

Les points pour aux quels la vitesse est nule, f 0(z) = 0 sont appelées points d�ar-

ret(ou point de stagnation), la fonction f dont l�mportance fondamentale dans la

caractérisation d�un écoulement est appelée le potentiel complexe.

Exemple 1.4.1

On considére l�écoulement plan dé�ni en variable d�Euler par :

u = 2y et v = 2x

L�écoulement irrotationnel car :

rot(�!u ) =
�
@v

@x
� @u

@y

�
�!ez =

�!
0

13



Notation préliminaires et dé�nitions sur la mécanique des �uides

Fonction de courant  est :

d = udy � vdx

@ 

@x
= �v = �2x et @ 

@y
= u = 2y

En intégrant la première équation par rapport à x, nous obtenons :

 = �x2 +z(y) F est une fonction arbitraire de y

On dérive ce résultat par raport à y et on l�identi�e avec la seconde équation :

z0(y) = 2y d�ou z(y) = y2 + k1; avec k1 est une constante.

La fonction de courant est donc

 = �x2 + y2 + k1

Fonction de potentiel des vitesses � est :

d� = udx+ vdy

@�

@x
= u = 2y et

@�

@y
= v = 2x

En intégrant la première équation par rapport à x, nous obtenons :

� = 2xy +G(y) G est une fonction arbitraire de y

On dérive ce résultat par raport à y et on l�identi�e avec le seconde équation :

14



Notation préliminaires et dé�nitions sur la mécanique des �uides

G0(y) = 2y d�ou G0(y) = 0 et G(y) = k2; avec k2 est une constante.

� = 2xy + k2

La fonction de potentiel complexe de l�écoulement est donc

f(z) = �iz2 + k2 + ik1; z = x+ iy

Formule de Cauchy

Soit une fonction f(z) analytique dans à l�intérieur d�un contour fermé C; et si z0

est un point à l�intérieur de ce contour, alors la formule intégrale de Cauchy s�énonce

comme suit :

f(z0) =
1

2�i

I
C

f 0(z)

z � z0
dz (1.29)

15



Chapitre 2

Applications et transformations

conformes

Dans ce chapitre, nous allons introduire les transformations conformes, une classe

importante de fonctions en analyse complexe qui préservent les angles. Nous présen-

terons quelques propriétés fondamentales de ces transformations et nous examinerons

deux transformations spéci�ques : la transformation hodographique et la transfor-

mation de Schwarz-Christo¤el.

2.1 Transformations conformes

Dé�nition 2.1.1 L�ensemble des équations

u = u(x; y) v = v(x; y) (2.1)

Dé�nit, en général, une transformation ou une cartographie, qui établit une cor-

respondance entre les points des plans uv et xy. les équations (2.1) sont appelées

équations de transformation. Si à chaque point du plan uv correspond un et un seul

16



Applications et transformations conformes

point du plan xy; et inversement on parle d�une transformation ou d�une cartogra-

phie biunivoque. Dans ces cas, un ensemble des points dans la plan xy (comme un

courbe ou une région) est mappé dans un ensemble de points dans le plan uv (courbe

ou région) et inversement.

2.1.1 Forme complexe d�un transformation

Un cas particulièrement intéressant se présente lorsque u et v sont les parties réelle

et imaginaire d�une fonction analytique de la variable complexe z = x + iy, c�est-

à-dire w = u + iv = f(z). Dans ce cas, le jacobien de la transformation est donné

par :

@(u; v)

@(x; y)
= jf 0(z)j2 (2.2)

Il s�ensuit que la transformation est conforme dans les domaines où f 0(z) 6= 0: Les

points pour lesquels f 0(z) = 0 sont appelés points critiques.

2.2 Quelques transformations conformes

Dans les exemples suivants �; � et 
 sont des constantes complexes, et a et �0 sont

des constantes réelles.

Translation w = z + �

par cette tranformation les �gures du plan z sont déplacées ou translatées dans la

direction du vecteur �:

Rotation w = ei�0z

par cette transformation les �gures du plan z subissent une rotation d�angle �0:

17



Applications et transformations conformes

Homothétie w = az

par cette transformation les �gures sont dilatées (ou contractées) si a > 1 (si

0 < a < 1). On considére la contraction comme un cas particulier de dilatation .

Inversion w = 1
z

Pour z non nul transformée les cercles en cercles = droites, les lignes en droites =

cercles selon que l�objet passe ou non par l�origine .

Transformation lineaire w = �z + �

ou � et � sont des constantes complexes est appelée une transformaion linéaire. Etant

donné que l�on peut .Ecrire w = �z + � au moyen des transformation successives

w = � + �; � = ei�0� ; � = �z;

� = aei�0 on voit que la transformation linéaire la plus générale s�éxprime sous la

forme de produit de la transformation telles que translation, rotation, homothétie.

Transformation bilinéaire ou fractionnelle

la transformation

w =
az + b

cz + d
(2.3)

Aveca; b; c; d des complexes. Transformées les cercles en droites est respectivement.

2.3 La transformation de Schwartz -Christo¤el

Considérons un polygone[�gure 2.4.1] dans le plan des w ,ayant pour sommets

w1; w2; :::wn et pour angles intérieurs respectivement 1,2,..3.Soit w1; w2; :::wn les poits
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Applications et transformations conformes

correspondant respectivement x1; x2; :::xnde l�axe réel du plan des Z 2.1

Fig. 2.1 � transformation conforme de l�intérieur d�un polygone sur le demi-plan
supérieur

Une transformation qui représente l�intérieur R d�un polygone considéré sur le demi-

plan supérieur d�un plan Z; et la frontière d�un polygone sur l�axe réel, est donné

par :

dw

dz
= A(z � x1)

�1=��1(z � x2)
�2=��1:::(z � xn)

�n=��1 (2.4)

Alors

w = A

Z
(z � x1)

�1=��1(z � x2)
�2=��1:::(z � xn)

�n=��1dz +B (2.5)

Où A et B sont des constantes complexes .

1. Parmi les points x1; x2; :::xn on peut en choisir trois arbitrairement .

2. Les constantes A et B déterminent la taille, l�orientation et position du polygone

.

3. Il est commode de choisir un point ,par exemple xn, à l�in�ni, cas dans lequel le
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Applications et transformations conformes

dernier facteur de 2.4 et 2.5 n�existe pas .

4. Des polygones in�nis non fermés peuvent être considérés comme des cas limites

de polygones fermés.

2.4 Représentation sur le Demi-Plan

w = exp(
�z

a
)

Fig. 2.2 �Transformer un canal avec une source en un demi-plan supérieur

w = cosh(
�z

a
)

Fig. 2.3 �Semi-in�nite canal avec une source en un demi-plan supérieur
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Applications et transformations conformes

2.4.1 Transformation hodographe

La théorie des lignes de courant est étudié le probléme d�écoulement potentiel et

bidimen-sionnel,bornés par des parois rectilignes et des linges de courant libre de

forme inconnue, sur lesquelles la pression est supposée constante. Cette transfor-

mation est utilisée par Kirchho¤ 1986 pour trouver la solution exacte. L�idée est

d�intriduire la fonction complexe 
 dé�nie par :


 = log

�
U

df=dz

�
(2.6)

= log

�
U

u� iv

�
= log(

U

q
) + i�:

Où f = �+ i ; df
dz
= u� iv et q =

p
u2 + v2; (u; v) sont les composantes du vecteur

vitesse suivant les directions de l�axe des x et l�axe y, respectivement. � est l�angle

que fait le vecteur vitesse avec l�horizontale et U est la vitesse de référence qui peut

être considérée comme unité de vitesse.

Fig. 2.4 �Transformation d�Hodographe
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Applications et transformations conformes

On note que la fonction 
 possède les propriétés suivantes :

-La partie réelle de
 est constante sur chaque ligne de courant libre, c�est à dire log
�
U
q

�
=

const:

-La partie imaginaire de 
 est constante sur chaque paroi rigide rectiligne,c�est à

dire � = const:

Par conséquent, dans le plan 
 , le domaine d�écoulement est présenté par une �gure

plane de cotés rectilignes (polygone ) .

C�ést aussi le cas de la transformation f , qui transforme le plan physique z en poly-

gone. Il est vient que, si nous pouvons transformer le plan 
 vers la moitié supérieure

(reps.inférieure) d�une certaine variable complexe �;alors la relation entre z et f ou

entre df=dz et f est paramétriquement déterminées.

2.4.2 Applications à l�écoulement des �uides

Exemple 2.4.1 Considérons le cas d�un jet sortant d�un ori�ce (�g 2.5.3). Encore

un fois, on e¤ectue d�abord la transformation hodographique.

Q = ln(
U

df=dz
) = ln(q) + i� (2.7)

Où U est la vitesse uniforme du liquide sur les linges de courant libres qui se séparent

les bords de l�ori�ce, et c�est aussi la vitesse à l�intérieur du jet loin en aval de l�ori�ce

ou les lignes de courant sont droites et parallèles.

Cartographies conformes pour un jet émergeant d�un ori�ce

On e¤ectue maintenant la transformation de Schwartz-Christo¤e

dQ
d�
= c(� + 1)�

1
2 (� � 1)� 1

2
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Applications et transformations conformes

Fig. 2.5 �Le plan physique : z = x+ iy

Fig. 2.6 �Le plan : Q = ln q + i�

Donc

Q = c

Z
d�p
�2 � 1

(2.8)

Qui, en utilisant la méthode des variables complexes8><>: � = �1 : Q = 0

� = 1 : Q = ��i

devient

Q = cosh�1� � �i (2.9)

cette transformation transforme le �ux donné en celui illustré à la �gure 2.5.3. Le

potentiel complexe pour ce dernier est donné par

F (�) = � ln �
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Applications et transformations conformes

Fig. 2.7 �le plan : � = � + i�

Notons que, sur la linge de courant libre BC(�gure 2.5.3), ona

ds = d� = �d�
�
= �d[cosh(i� + i�)]

cosh(i� + i�)
=
d(cos �)

cos �
= � tan �:d�

d�où

dx = sin �:d�; dy = �sin
2 �

cos �
d� (2.11)

Ainsi, la ligne de courant libre BC est donnée par :

x =
�

2
� cos � ; y = sin � � ln

����tan(�2 + �

4
)

���� (2.12)

le coe¢ cient de contraction du jet est donc donné par

2xc
2xb

=
�

� + 2
(2.13)
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Chapitre 3

L�écoulement dans un canal ouvert

avec un forme triangulaire

immergée

3.1 Introduction

Considérons un écoulement �uide stable et bidimensionnel avec une surface libre

dans la demi plan supérieur, au-dessus d�un obstacle triangulaire incliné à un angle


 par rapport à l�horizontale, avec 0 < 
 < �
2
. Le �uide est supposé incompressible

et non visqueux, et l�écoulement est uniforme et non turbulent à une vitesse U et

une élévation H à l�in�ni 3.1.

Sans tenir compte de la gravité ou de la tension de surface, nous pouvons obtenir une

solution explicite à ce problème en utilisant la méthode des lignes de courant et des

transformations conformes [4] pour décrire la forme de la surface libre de manière

paramétrique. Cependant, lorsque nous incluons l�e¤et de la tension de surface, le

problème devient plus complexe en raison de la présence d�un terme non linéaire

dans la condition aux limites de la surface libre. Dans ce cas, la résolution nécessite
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L�écoulement dans un canal ouvert avec un forme triangulaire immergée

une approche numérique.

Nous adoptons une méthode d�intégrale développée par S.N. Hanna et M.N. Abdel-

Malek [5], Frédéric Dias et Vanden-Broeck [6], pour résoudre numériquement ce

problème d�écoulement à surface libre sur une dépression de forme triangulaire, en

prenant en compte l�e¤et de la tension de surface.

Fig. 3.1 �Le plan complexe z = x+ iy, la forme de la surface libre EF

Les paramètres suivants seront utilisés pour décrire le �ux. Le nombre de Weber, re-

présenté parWe est dé�ni comme :

We = �U2H
T

Où U est la vitesse d�écoulement à l�in�ni, H est l�élévation à l�in�ni, � est la densité

du �uide et T est la tension de surface. Ce nombre de Weber est un indicateur de

l�importance relative de la force inertielle par rapport à la tension de surface dans le

système d�écoulement.
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L�écoulement dans un canal ouvert avec un forme triangulaire immergée

3.2 Formulation du problème

Considérons un écoulement bidimensionnel et irrotationnel sur un plan horizontal

XOY d�un �uide incompressible et non visqueux, s�écoulant au-dessus d�un creux

triangulaire. Les cotès BC et CD du triangle forment un angle 
 avec l�axe des

OX où 0 < 
 < �
2
: La ligne de courant libre est EGF (voir FIG 3.1). Supposons

que lorsque X tend vers l�in�ni, la vitesse s�approche de la vitesse uniforme U1 et

l�élévation de H. Le plan XOY du couple (X; Y ) sera considéré comme un plan de

variable complexe Z = X+ iY . Soit V = (U(X; Y ); V (X; Y )) le champ de vecteurs

vitesse de l�écoulement. Nous introduisons la fonction potentielle de vitesse � et la

fonction de courant 	, alors les conditions de Cauchy-Riemann sont données.

8><>: U = @�
@X
= @	

@Y

V = @�
@Y
= � @	

@X

(3.1)

la fonction potentielle comolexe F dé�nie par :

F = �(X; Y ) + i	(X; Y )

La relation (3.1) implique que la fonction complexe V = U � iV la fonction po-

tentielle F sont des fonctions analytiques de variable Z = X + iY . On trans-

forme le plan de l�écoulement réel dans le plan complexe Z (FIG. 3.1) au plan

de l�écoulemant F tels que les points :A; E;G et F dans plan complexe Z se

transforement aux points A = E = �1; G = 0 et F = +1 dans le plan F .

Sans perte de généralité, on choisit � = 0 au point G et 	 = 0 sur la sur-

face libre EGF . Il s�ensuit que 	 = �U1H sur la ligne de courant ABCDF .

Les e¤ets de la tension de surface et non négligeable. Dans ce cas, la condition de
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L�écoulement dans un canal ouvert avec un forme triangulaire immergée

Bernoulli sur la surface libre est donneé par :

1

2
eq2 + epe� = 1

2
U21 +

ep0
�
= const sur EF (3.2)

Où eq = p
U2 + V 2 et ep; ep0 désignent respectivement la pression du �uide sur la

surface libre, le module de vitesse et la pression atmosphérique qui est constante au

dessus de la surface libre. La relation entre epet ep0donnée par la loi de Laplace :
ep� ep0 = eTeR = eK eT (3.3)

Où eK est la courbure de la surface libre, eR est le rayon de courbure et eT dénote
la tension de surface. Par convention de signe, eR est négatif si le centre rayon

de coubure est en dehors du �uide et de signe positif dans le cas contraire . Dans

notre cas, eK est de signe négatif. Avant de résoudre le problème, nous allons écrire

l�équation (3.2) en variable non dimensionnelles, pour cela, on choisit U comme unité

de vitesse et H comme unité de longueur et on pose

u =
U

U1
, v =

V

U1
, K = eKH, x = X

H
, y =

Y

H
, f = �+ i (3.4)

Où � =
�

U1H
,  =

	

U1H

En substituant (3.3) et (3.4) dans (3.2) on trouve :

1

2
(u2 + v2) + �K =

1

2
où � =

1

We
(3.5)

Avec les conditions :
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L�écoulement dans un canal ouvert avec un forme triangulaire immergée

Fig. 3.2 �Le plan complexe f = �+ i 

8><>: v = 0 sur  = �1 et�1 < � < �B et �D < � < +1

v = u tan 
 sur  = �1 et �B < � < �C et �C < � < �D

(3.6)

On note par : � le vecteur de vitesse où � = U
U1

� i V
U1

= u � iv, comme � est

analytique dans le domaine de l�écoulement, � peut s�écrire sous forme :

� = u� iv = e��i� (3.7)

Où � désigne l�angle entre le vecteur de vitesse et l�horizontale et e� = q: Avant

d�écrire l�équation (3.5) par les nouvelles varaibles � et �, nous montrons que :

K = 1
R
=
��� d�d���� e�

En e¤et, désignons par �!� le vecteur de vitesse de cocrdonnées( e� cos �; e� sin �):

En coordonnées intrinséques on a :

�!� = �!eT j�!� j = j�j �!eT
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L�écoulement dans un canal ouvert avec un forme triangulaire immergée

Où �!eT est le vecteur unitaire tangentiel, on déduit que

�!eT = cos �
�!
i + i sin �

�!
j

On a aussi par dé�nition :

d�!eT
ds
= K

�!
N = 1

R

�!
N

Où
�!
N désigne le vecteur unitaire normal à la courbe et élément de longueur d�arc

de la ligne de courant EF donc :

1 = R
�����!deTdt dt

ds

��� = R
�����!deTdt ��� 1

j�!� j

C�est à dire
1

R
=

����d�!eTdt
���� e�� (3.8)

D�autre part

���d�!eTdt ��� = ����d�
dt
sin �

�!
i + d�

dt
cos �

�!
j
���

=
��d�
dt
e�i�

��
Ce qui implique

���d�!eTdt ��� = ��d�dt ��

En substituant l�expression ci -dessus dans (3.8) on trouve :

1
R
=
��d�
dt

�� e��
comme
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L�écoulement dans un canal ouvert avec un forme triangulaire immergée

d�
dt
= d�

dx
dx
dt
+ d�

dy
dy
dt

= d�
d�

h
d�
dx

dx
dt
+ d�

dy
dy
dt

i
= d�

d�
e2�

Sur la surface libre (EF ).

comme

d
��!
OM
dt

= �!� = dx
dt

�!
i + dy

dt

�!
j = e� cos �

�!
i + e� sin �

�!
j

Donc :

K = 1
R
= �

��� d�d���� e�
Comme K est de signe négatif.

On a : q = j�!� j = e, alors la condition de Bernoulli (3.5) en variables non dimension-

nelles sur la ligne de courant libre EF s�écrit :

e2� � 2�e� @�
@�

= 1 sur EF (3.9)

Le domaine occupé par le �uide dans le plan de variable f est une bande in�nie

dans la région �1< < 0 et -1 < � < +1: La transformation conforme d�une

bande in�nie dans le plan f au demi plan supérieur d�un autre plan complexe � est

donnée par la relation :

� = �+ i� = e��f = e��(�+i ) = e���(cos(� )� i sin(� )) (3.10)

on a :

31



L�écoulement dans un canal ouvert avec un forme triangulaire immergée

8><>: � = e��' cos(�� )

� = e��' sin(�� )

si  = 0 8><>: � = e��'

� = 0

si  = �1 8><>: � = �e��'

� = 0

les points plan f plan �

A � = �1;  = �1 � = �1 ; � = 0

B � = �B;  = �1 � = �e���B ; � = 0

C � = 0;  = �1 � = �1; � = 0

D � = �D;  = �1 � = �e���D ; � = 0

F � = +1;  = �1 � = 0; � = 0

G � = 0;  = 0 � = 1; � = 0

E � = �1;  = 0 � = +1; � = 0

F � = +1;  = 0 � = 0; � = 0

Le plan complexe �est donnée dans la �gure(FIG3.3)

Les conditions aux limites (3.6) dans le plan � deviennent alors :
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L�écoulement dans un canal ouvert avec un forme triangulaire immergée

Fig. 3.3 �Le demi plan supérieur � = �+ i�

8>>>>>>><>>>>>>>:

� = 0; � = 0;�1 < � < �B < 0 et �D < � < 0

� = 
; � = 0; �B < � < �C < 0

� = �
; � = 0; �C < � < �D

� = inconnue ; � = 0; 0 < � < +1

(3.11)

Nous cherchons �(�; �) qui véri�e l�équation (3.9) avec les conditions (3.11). Ce qui

termine la formulation du probléme.

3.3 L�équation integro-di¤erentielle

L�équation (3.9) a été dérivée par des nouvelles variables complexes � et � sur la

surface libre. Maitenant,une équation intégrale est dérivée. L�équation di¤érentielle

dé�nira une équation qui sera résolue numériquement. Le domaine d�écoulement du

problème a une région d�image constituée de la moitié supérieure du plan complexe

�. Une équation intégrale en variables � et � doit ètre établé en utisant la théorème
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L�écoulement dans un canal ouvert avec un forme triangulaire immergée

de cauchy dans le plan�: Soit l�intégral de la forme :

I
�(�; �)� i�(�; �)

� � �0
d� (3.12)

Où �0 est une image point d�un point sur la surface libre, c�est -à-dire �0 2 EF . Le

chemin � consiste un grand arc �R de rayon R, centrée à l�origine ,( Voir (FIG.3.4))

Fig. 3.4 �Le chemin �dans � plan

En décomposant l�intégrale (3.12) sur le contour � on trouve :H �(�;�)�i�(�;�)
���0 d� =

R
�R

�(�;�)�i�(�;�)
���0 d�+

R

0

�(�;�)�i�(�;�)
���0 d�+

R R
�R

�(�;0)�i�(�;0)
���0 d� (3.13)

La premiere intégrale est une intégrale d�une fonction analytique sur le chemain

fermé �: Donc,le théoréme de cauchy implique que l�intégrale du coté gauche de

(3.13) est égale à zéro. L�équation (3.13) devient alors :R
�R

�(�;�)�i�(�;�)
���0 d�+

R

0

�(�;�)�i�(�;�)
���0 d�+

R R
�R

�(�;0)�i�(�;0)
���0 d� = 0 (3.14)

Commencons par la deuxième intégrale sur 
0:On pose � = �0+ re
i� et d� = irei�d�

,alors :
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8><>:
R

0

�(�;�)�i�(�;�)
���0 d� =

R 0
�
�(�0+r cos�;r sin�)�i�(�0+r cos�;r sin�)

rei�
irei�d�

=
R 0
�
[�(�0 + r cos�; r sin�)� i�(�0 + r cos�; r sin�)]id�

(3.15)

Lorsque r �! 0; alors :

i(�(�0; 0)� i�(�0; 0))

Z 0

�

d� = ��i(�(�0; 0)� i�(�0; 0)) (3.16)

En remplacant ce résultat dans (3.14), on obtient :

(�(�0; 0)� i�(�0; 0)) = 1
�i

R
�R

�(�;�)�i�(�;�)
���0 d�+ 1

�i

R R
�R

�(�;0)�i�(�;0)
���0 d� = 0 (3.17)

La limite de (3.14), lorsque R �! 1; alors, la troisiéme intégrale du coté droite de

(3.14) devient :

lim
R�!1

1

�i

Z R

�R

�(�; 0)� i�(�; 0)

�� �0
d� =

1

�i

Z 1

�1

�(�; 0)� i�(�; 0)

�� �0
d� (3.18)

Les intégrales des coté droits de (3.14) et de (3.15) sont les valeurs principales de

cauchy. Comme R �!1; j�j �! 1: A partir de (3.7),on constate que � �! �1:

Comme � �! �1; l�écoulement est uniforme avec une vitesse non dimentionnelle

tend vers à 1, c�est-à-dire u�iv �! 1. Dans (3.14), ceci implique que ��i� �! 0: Par

conséquent,la limite de la premiére intégrale du coté droit de (3.14),lorsque R �!1;

devient :

lim
R�!1

Z
�R

�(�; �)� i�(�; �)

� � �0
d� = 0 (3.19)

Maintenant (3.14) se réduit à :

�(�0; 0)� i�(�0; 0) =
1

�i

Z 1

�1

�(�; 0)� i�(�; 0)

�� �0
d� (3.20)
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En pernant le partie réelle de (3.20), la relation intégrale entre � et �, sur la surface

libre EF, s�écrit alors

�(�0) = �
1

�

Z 1

�1

�(�)

�� �0
d� (3.21)

Où �(�) = �(�; 0) et �(�) = �(�; 0) sont utilisée pour simpli�er la notation. En

utilisant les conditions aux limites (3.11), l�intégrale (3.21) est séparée en cinq parties,

on a alors :

�(�0) = � 1
�

hR �B
�1

�(�)
���0d�+

R �c
�B

�(�)
���0d�+

R �D
�C

�(�)
���0d�+

R 0
�D

�(�)
���0d�+

R +1
0

�(�)
���0d�

i
En utilisant (3.11), on obtient :

�(�0) = �



�
log

�����1� �0
�B � �0

����+ 


�
log

�����D � �0
�1� �0

����� 1

�

Z +1

0

�(�)

�� �0
d� (3.23)

Cette équation est dé�nie sur li long de surface libre, donc en utilisant (3.10) ,avec

 = 0;on a :

� = e���; �0 = e���0 (3.24)

En substituant (3.24) dans (3.23) on trouve :

� 0(�0) = � 

�
log
��� 1+e���0
e���B+e���0

���+ 

�
log
��� e���D+e���01+e���0

���+R +1�1 b�(�)e���
e����e���0 d� (3.25)

avec � 0(�0) = � (e���0) et b�(�) = �(e���) . La condition de Bernoulli (3.9) s�écrit

maintenant en termes de � 0 et b�, comme
1

2
e2r

0 � �e�
0

�����@b�@�
����� = 1

2
sur EF (3.26)

Ensuite nous calculons la valeur de y sur la surface libre EF en utilisant la relation

(3.10) et la relation :
dz

df
=

1

u� iv
= e��+i� (3.27)
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Par intégration, on obtient

y(�) = 1� 1

�

Z �

0

e��(�0) sin �(�0)d�0
�0

d�0 pour 0 < � < +1 (3.28)

En utilisant (3.24), on réecrit (3.28) comme :

by(�) = 1 + Z �

�1
e��

0(�0) sin b�(�0)d�0 (3.29)

Où -1 < � < +1 et by(�) = y(e���):

En substituant (3.29) dans (3.26),on dé�nit une équation intégro-di¤érentielle non

linéaire en fonction de l�inconnue b� donnée par :
1

2
A2 exp

 
2

Z +1

�1

b�(�)e���
e��� � e���

d�

!
� �A exp

 Z +1

�1

e�(�)e���
e��� � e���

d�

!�����@b�@�
����� = 1

2

Où

A =

����(e���B + e���0)((e���D + e���0)

(1 + e���0)(1 + e���0)

����


�

(3.31)

3.4 Procedure numerique

3.4.1 Calcul numérique de �

On cherche la solution du problème numériquement puisque l�équation integro-

di¤érentielle est non linéaire et présence de force de la tension de surface. Les points

de la surface libre dans le plan potentiel complexe f sont représentés par  = 0

et �1 < � < +1: En discrétisant l�intervalle ]�a; a[ en N points, où a > 0 un

nombre assez grand .

�I =

�
�(N � 1)

2
+ (I � 1)

�
�h; I = 1; :::; N (3.32)
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Où �h > 0 est le pas de discrétisation. Soit l�intégrale dans (3.25) suivant :

Z +1

�1

b�(�)e���
e��� � e���0

d� (3.33)

pour calculer cette intégrale, on utilise la règle de trapèse avec une sommation sur

�1 telle que �0 est le point milieu d�un sous-intervalle qui est dé�ni comme suit :

�M =
�I+1 + �I

2
; I = 1; :::; N � 1 (3.34)

Tout d�abord, (3.25) peut étre réécrite comme :

�MI = � 

�
log
��� 1+e���M
e���B+e���M

���+ 

�
log
��� e���D+e���M

1+e���M

���+ R +1�1 b�(�)e���
e����e���M d�

Où �MI = � 0(�M) pour simpli�er la notation. Ensuite, l�utilisation de la régle de

trapèze donne :

�MI = �

�
log

���� 1 + e���M

e���B + e���M

����+
� log
����e���D + e���M

1 + e���M

����+ NX
j=1

�je
���j!j�h

e���j�e���M
; I = 1; :::; N�1

(3.35)

wj est la fonction de poids, telle que :

wj =

8><>:
1
2
si j = 1; N

1 sinon
(3.36)

et �j = b�(�j): En substituant (3.35) dans (3.26), on obtient un système de N

équations non linéaires à N inconnues �I pour I = 1; :::; N; donné par :

hI(�1; �2; :::; �N) =
1

2
e2�

M
I � �e�

M
I
�I+1 � �I
�h

� 1
2
= 0; I = 1; :::; N (3.37)
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Où la dérivée , @b�
@�
;aux points de milieu (3.34), est approximée par une di¤érence �nie

par :

@b�
@�
t �I+1��I

�h
; I = 1; :::; N � 1

pour résoudre ce système on utilise la méthode de Newton .

3.4.2 Forme de la surface libre

Pour déterminer la forme de la surface libre, on utilise la relation suivante :

@x
@�
+ i @y

@�
= ��1 = e��+i�

Ce qui est équivalent à :

8><>:
@x
@�
= e�� cos �

@y
@�
= e�� sin �

(3.38)

Ainsi, la forme de la surface libre est obtenue en intégrant numériquement les rela-

tions (3.37) et en utilisant la méthode d�Euler ce que donne8><>: y1 = 1

yI+1 = yI +�he
��M sin �M ; I = 1; :::; N � 1

Et 8><>: x1 = assez g rand

xI+1 = xI +�he
��M cos �M ; I = 1; :::N � 1

Où �M = �I+1+�I
2

: Les résultats présentés ici sont obtenus pour N = 201:
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­8 ­6 ­4 ­2 0 2 4 6 8
1

1.005

1.01

1.015

1.02

1.025
We=infini
We=20
We=4

Fig. 3.5 �Forme de la surface libre pour quelques valeurs de nombre de webre We

3.5 Resultats et discussion

On utilise la méthode de résolution décrite ci-dessus pour résoudre le système non

linéaire (3.26) pour di¤érentes valeurs des deux paramètre de nombre de Weber We

et l�angle 
: On trouve la solution du problème pour chaque valeurs des nombre

We = 4 , 20 , 1. Nous signalons que la plus part de ces résultats ont été obtenus

pour N = 201;�h = 0:07 et 
 = �
4
: Dans le �gure 3.5, on observe l�in�uence de

la tension de surface sur la con�guration de la surface libre, dans un contexte où

la force gravitationnelle est considérée comme négligeable. Le �gure 3.6 illustrent la

représentation de la surface libre dans les situations suivantes :

pour les angles 
 = �
6
; �
4
; �
3
et We = 20:
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­8 ­6 ­4 ­2 0 2 4 6 8
1

1.005

1.01

1.015

1.02

1.025
gamma=pi/3
gamma=pi/6
gamma=pi/4

Fig. 3.6 �Forme de la surface libre pour quelques valeurs d�angle 
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Conclusion

Dans ce mémoire, on a étudièr le problème non linéaire qui est un écoulement po-

tontiel, bidimensionnel d�un �uide parfait dans un canal ouvert avec un forme trian-

gulaire immergée,les e¤ets de la tension de surface est non néglegeable .

Les objectifs principaux de ce travail :

� Analyser le comportement de la surface libre : comprendre comment la tension de

surface a¤ecte la forme et le comportement d�un surface libre, en particulier dans

conditions di¤érentes.

� De chercher la solution numériques dans le cas ou l�e¤et de la tension de surface

est existe,en utilisant la technique d�integro-di¤erentielle et d�étudier l�in�uence de

la tension de surface sur la forme du jet
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 الملخص

 الهدف من هذا العمل، هو دراسة التدفق المحتمل لمائع غٌر قابل للضغط

 وغٌر لزج، وٌكون التدفق فً قناة مفتوحة ذات شكل مثلث مغمور بالمٌاه، مع

المستخدمة للحصول على الحلالتركٌز على الأسطح الحرة، تعتمد المنهجٌة   

.العددي على الطرٌقة التكاملٌة  

.سطح حر، التدفق المحتمل، توتر سطحً: الكلمات المفتاحية  

 

Résumé 

Le but de ce travail, est d’étudier l’écoulement potentiel d’un  

Fluide incompressible et non visqueux dans un canal ouvert  

Avec un forme triangulaire immergée, en se concentrant sur  

Les surfaces libres. La méthodologie utilisée pour obtenir la  

Solution numérique et repose sur la méthode d’intégrale.   

Mots clés : surface libre, Ecoulement potentiel, tension de surface 

 

 

Abstract 

The aim of this work, is to study the potential of incompressible  

and non-viscous fluid in an open channel with an immersed tri- 

angular shape, focusing on the free surface. The methodology 

used to obtain the numerical solution is based on the integral  

method. 

Key words: Free surface, potential flow, surface tension 
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