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Introduction

La théorie des treillis est née de ’étude de Richard Dédekind sur la distributivité.
Richard Dédekind, autour des années 1890, a considéré la question suivante : Soit trois
sous -groupes, d’'un groupe abélien. Combien de sous-groupes différents peut - on obtenir
en utilisant que les opérations d’intersection et la somme de sous-groupes. ?

La théorie des treillis intervient autant en théorie des groupes, en algébre abstraite
et en topologie générale. Les treillis les plus connus sont les algebres de Boole.

Un treillis est une classe particuliére d’ensembles ordonnées ot on prend en considé-
ration la notion d’inférieur et supérieur des éléments.

Ce travail est reparti en trois chapitres :

- Dans le premier chapitre on rappelle des définitions essentielles sur les relations d’ordres

et on donne quelques propriétés de I’ensembles.

- Dans le deuxiéme chapitre, nous allons définir la notion de treillis, et nous allons présen-
ter quelques notions et résultats de la théorie des treillis, ensuite donner la définition

de l'algébre de Boole et quelques propriétés.

- Finalement, dans le troisiéme chapitre on étude quelques théorémes de représentation

des treillis.



Chapitre 1

Généralités sur les ensembles

ordonnés

Résumé

Dans ce chapitre on va rappeler les notions essentielles sur les ensembles ordonnés et

donner quelques propriétés de ces ensembles.

Contenu
1.1 Fonctions caractéristiques.
1.2 Ensemble des parties.
1.3 Relations binaires.
1.3.1 Généraliteés.
1.3.2 Représentation matricielle d’une relation d’ordre.
1.4 Relations d’ordres.
1.4.1 Ensembles ordonnés.

1.5 Eléments remarquables.



1.1 Fonctions caractéristiques

Définition 1.1
Soit F un référentiel et A un sous-ensemble de F, on définit la fonction caractéristique

de A, notée 1, comme suit :

14: E — {0,1}
1, sixz € A

0, siz¢ A
On note par ailleurs par y(FE) ensemble des toutes les fonctions caractéristiques

T —

des sous ensembles de E .

1.2 Ensemble des parties

Définition 1.2

Soient F un ensemble. On appelle ensemble des parties de E 1’ensemble noté P(FE)
constitué des sous-ensembles de E.

On remarquera que les éléments de P(E) sont des ensembles, on a le cardinal de P(E)

est 217! si F est fini.

1.3 Relations binaires

1.3.1 Généralités

Définition 1.3
Soient A et B deux ensembles non vides, le produit cartésien A x B est I’ensemble

des couples ordonnés (z,y) on z € Aet y € B.



Définition 1.4

Soient E et F' deux ensembles. On appelle relation binaire de E vers F' toute partie
R du produit cartésien £ x F' . Si un couple (z,y) € R alors on dit que z est en relation
avec y et on note cela xRy ou R(x,y).

On écrit (z,y) ¢ R ( ou 1RY) dans le cas contraire.

Dans le cas particulier ot £ = F' on dit que R est une relation binaire définie sur F.

Exemples 1.1

1) F =R, et Ry <= x < y est une relation binaire.

2) E et F deux ensembles et f: E — F. Le graphe de f est une relation binaire, on a

alors Ry <=y = f(x).
Notationl.1

1. Soient R une relation binaire de E vers F' et S une relation binaire de F' vers GG. La
composée T de R et S est une relation binaire de E vers G notée T' = SoR est

définie par :

V(z,y) € E X G,2Ty <= Jz € F tq xRz et 25Yy.

2. Soit R une relation binaire de E vers F. On appelle relation réciproque de R et on

note R~! la relation binaire de F' vers F définie par :

V(z,y) € E x F,yR 'z <= xRy.

Exemple 1.2

<plus petit que > et < plus grand que > sont des relations réciproques l'une de

Pautre.



Définition 1.5

Soit £ un ensemble et R une relation binaire sur E, on dit que R est :

1.

2.

3.

4.

5.

Réflexive, si xRx,Vx € E.

Symétrique, si t Ry = yRx,Vx,y € E.
Antisymétrique, si (zRy et yRr) = (z = y),Vz,y € E.
Transitive, si (zRy et yRz) = (¢Rz),Vx,y,z € E.

Irréflexive, si (x,z) ¢ R,V € E.

Exemple 1.3

1) Dans un ensemble FE, la relation d’égalité © = y est a la fois réflexive, symétrique,

antisymétrique et transitive.

2) Larelation d’inclusion A C B est une relation binaire sur I’ensemble P(E) des parties

d’un ensemble E. Elle est réflexive, antisymétrique et transitive.

1.3.2 Représentation matricielle d’une relation binaire

Définition 1.6
On appelle matrice booléenne d’ordre n, toute matrice n x n a coefficient dans {0, 1} .
Définition 1.7

Soit £ = {x1,zg, ...... , T, } un ensemble fini et R une relation binaire sur £. On appelle

matrice associé & R la matrice Mp = (@i j)1<ij<n

o 1 si @;Rxj;
V1<i,j<n a;=
0 sinon.



1.4 Relation d’ordre

1.4.1 Ensemble ordonné

Définitions 1.8

Soit £ un ensemble et R une relation binaire sur £. On dit que R est :

1. Un ordre sur F, si R est réflexive, transitive et antisymétrique.
2. Un ordre strict sur F, si R est irréflexive et transitive.
Définitions 1.9
Soit £ un ensemble non vide et R une relation d’ordre sur E. Alors le couple (E, R)
est appelé un ensemble ordonné.
Usuellement R est remplacé par le symbole < .
Exemple 1. 4
1) (R, <) est un ordre strict.
P(FE),C) est un ordre.
N*, /) est un ordre.
)

N, <) est un ordre.
Notations 1.2

1. Si E est un ensemble muni d’une relation d’ordre <, on dira que deux éléments

peuvent étre comparables si on a au moins une des relations : * < y ouy < z.

2. Si tous les éléments d'un ensemble E peuvent étre comparés avec la relation < ,

cet ensemble est dit une chaine ou un ensemble totalement ordonné.

3. Dans le cas contraire, 'ordre est partiel, et ’ensemble (F,<) est dit ensemble

partiellement ordonné.

4. On dit que y couvre x (Ou que x est couvert par y) et on écrit x < y s’il n’existe

pas d’éléments entre eux, ie:r <z <y=— xr = 2.



5. Si E un ensemble ordonné fini, son diagramme de Hasse est le graphe dont les
sommets sont les éléments de E et les arétes représentées du bas vers le haut sont

les couples (z,y) ot y couvre z.
Exemples 1.5

1) L’ensemble (N, <) est totalement ordonné.

2) L’inclusion C est une relation d’ordre partiel sur ensemble des parties d’un ensemble

a 3 élements {z,y, z}.

N
Ky.2Z)

@
R
Figure 1.1.Ensemble ordonné

3) La relation de divisibilité est un relation d’ordre partiel sur ’ensemble des diviseurs

de 30.

La figure suivante représente le diagramme de Hasse de 1’ensemble (D(30), /).



[-J
L

Figurel.2.Ensemble ordonné

1.5 Eléments remarquables

Soit (E, <) un ensemble ordonné, A C FE et a € E. On dit que a est :

1. Un majorant (resp, minorant) de A si

Ve € A,z < a( resp, a < x).

2. Un élément maximal(resp, minimal) de A, si a € A et si

Ve e Aja <z =z =a(resp,z < a =z = a).

3. Un plus grand élément ( resp, plus petit élément) de A, si a € A et si

Vo € A,z < a(resp,a < ) noté par 1g( resp, Og).

4. Une borne supérieure (resp, inférieure ) de A, si a est le plus petit des majorants

(resp, le plus grand des minorants ).
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Notation 1.3

Soit (£, <) un ensemble ordonné. L’ensemble des minorants (resp, I’ensemble des ma-

jorants ) de x € E se note (z[={t € E:t < x}(resp, |z) ={t € E: x < t}).
Définition 1.10 (Eléments irréductibles)

Soit (F, <) un ensemble ordonné.

1. € E est sup-irréductible s’il n’est borne supérieure d’aucune partie ne le
contenant pas. De maniére équivalente, x est sup-irréductible s’il n’est pas

borne supérieur de la partie (z].

2. x € F est inf-irréductible s’il n’est borne inférieure d’aucune partie ne le
contenant pas. De maniére équivalente, x est inf-irréductible s’il n’est pas

borne inférieure de la partie |x).

3. x € F est dit irréductible s’il est sup ou inf-irréductible ; il est dit doublement

irréductible s’il est sup et inf-irréductible.

On notera respectivement Sg ou S(E), Ig ou I(F),IRg ou IR(E) et DIRg ou DIR(E)
I’ensemble des éléments sup-irréductibles, inf-irréductibles, irréductibles et double-
ment irréductibles d’un ensemble ordonné F. On notant S, I’ensemble des sup-
irréductibles inférieures ou égaux a x, et [, ’ensemble des éléments inf-irréductibles

supérieurs ou égaux a x.

11



Exemple 1.6

d € f

L [

)

Figure 1.3. E est un ensemble ordonné

Pour I'ensemble ordonné F, tous les éléments sauf 0 et e sont sup-irréductibles tandis
que d, e, f sont les inf-irréductibles.

Proposition 1.1[3]

Pour tout élément x d'un ensemble ordonné F, on a x = V.S,.

Définition 1.11 (parties commengantes, parties finissantes)

Soit (E, <) un ensemble ordonné. Une parties C' de E est une partie commengante
si, pour tout t € F et y € C,t < y implique t € C. Une partie F' de E est une partie
finissante si, pour tout t € E et y € F,y <t implique t € F.

On note C(E)( resp, F'(E)) 'ensembles des parties commencantes ( resp, finissantes)
de E.

Propriété 1.1

Dans le cas d’ensemble ordonné fini on a :

1. L’union et I'intersection des parties commencantes (resp, finissantes ) sont des par-

ties commencantes (resp, finissantes).

2. Le complémentaire dans un ensemble ordonné £ d’une partie commengante (resp,

finissante ) est une partie finissante (resp, commengante).

12



Exemple 1.7

Soit 'ensemble ordonné E = (X, <) ou X = {a,b,¢,d, e, } et < Pordre suivant sur X

<= {(a,b),(a,¢),(c,b), (¢, d), (¢, ¢), (d, €), (a,a), (b,D), (¢, ¢), (d, d), (e, ) }

{a,c,d} est un partie commengante de E.
Définition 1.12

Soient (E7, <1) et (Es, <) deux ensembles ordonnés et f : £} — F, une application

. On dit que f est croissante si

Vo,y € By, o <y <= f(x) <z f(y)

Définition 1.13
Soit (E, <) un ensemble ordonné, on dit que E est inductif si toute chaine X C E

admet un majorant.

Lemme de Zorn

Tout ensemble inductif admet un élément maximal.
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Chapitre 2

Classe d’ordres partiels : Treillis

Résumé

Dans ce chapitre, nous allons s’intéresser spécialement au cas d’une classe d’ordre
partiel (les treillis), et nous allons présenter quelques notions et résultats de la théorie
des treillis. Il existe deux définitions de treillis, I'une d’elle est algébrique et I'autre fait

appel a la notion d’ordre.

Contenu
2.1 Définitions.
2.1.1 Définition par une relation d’ordre.
2.1.2 Définition algébrique d’un treillis.
2.2 Isomorphisme de treillis.
2.3 Treillis remarquables.
2.3.1 Treillis distributifs.
2.3.2 Treillis complémentés.
2.3.3 Treillis de Boole.

2.4 Filtres et idéaux dans un treillis.
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2.5 Algebre de Boole.
2.5.1 Définition.
2.5.2 Exemples d’algebre de Boole.
2.5.3 Propriétés des algebres de Boole.
2.5.4 La structure d’algebre de Boole.

2.6 Théoréeme de représentation de Stone
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2.1 Définitions

On peut donner deux définitions des treillis :

2.1.1 Définition par une relation d’ordre

Définition 2.1
Un ensemble ordonné (7', <) est un inf-demi-treillis si pour tout couple (x,y) € T?,
la partie {z,y} admet une borne inférieure.

Exemple 2.1

Figure 2.1. Un inf-demi-treillis
Définition 2.2
Un ensemble ordonné (T, <) est un sup-demi-treillis si pour tout couple (z,y) € T?,
la partie {z,y} admet une borne supérieure.

FExemple 2.2

.

Figure 2.2. Un sup-demi-treillis

16



Définition 2.3

Un treillis (7, <) est un ensemble partiellement ordonné dans lequel chaque couple
d’éléments (z,y), la partie {x,y} € T admet une borne supérieure et une borne inferieure.

Autrement dit s’il & la fois inf et sup-demi-treillis.

Notation 2.1

1. Si (T, <) est un treillis et si z,y € T, on note :

x Ay = inf({z,y})

zVy = sup({z,y}).

2. Un treillis sera souvent noté (7', <,V, A).

Remarque 2.1

Un treillis est dit fermé s’il posséde un plus petit élément (noté 0) et un plus grand
élément (noté 1).

Corollaire 2.1

Si (T, <) un treillis fini, alors 7" admet un plus grand et un plus petit élément .

Exemples 2.4

1. (P(E),C,N,U) est un treillis, avec

XVY=XUY
XNY =XnNnY

(est un treillis fermé : 0 = ¢,1 = E ).

2. Toute chaine est un treillis, avec

zVy=max{(zr,y)}
Ay =min{(z,y)}.

3. (N*,/,V,A) est un treillis, avec

17



x Vy = ppem(z,y)
x ANy = pged(z,y)
(n’est pas fermé ).
4. L’ensemble des entiers naturels N, muni de son ordre habituel forme un inf-demi-
treillis. Ce n’est pas un treillis car N n’admet pas de borne supérieure.
Propriétés 2.1
Dans un treillis quelconque (7, <) :

lL.a<{ys=ar=cN Ny y=xVy.

tNT ==
2. Vx e T, Idempotence.
TN =2
rVy=yVao ..
3. Ve,yeT, Commutativité.
TNANYy=yNzx.

zrVyvz)=(xVy) Ve
4. Ve, y,z €T, yva)=(evy) Associativité.
cA(YyNz)=(xAy)Az.
zV(rAy) =z . .
5. Vx,yeT, Lois d’absorption.
rAN(xVy) =z

2.1.2 Définition algébrique d’un treillis

Un treillis (T, V, A) est un ensemble muni de deux opérations binaires V et A, qui sont
associatives, commutatives, idempotentes et ces deux lois vérifient la loi d’absorption.

Proposition 2.1

Les deux définitions de treillis sont équivalentes, c’est-a-dire, (T, <) est un treillis si
et seulement si (7, V,A) est un treillis, ou inf(z,y) = 2 Ay et sup(z,y) =z V y.

Démonstration

1. Soit(7, <) un treillis. Posons inf(z,y) =z Ay et sup(x,y) =z V y.

Montrons que les lois V et A sont idempotentes, commutatives et associatives, puis

qu’elles vérifient la loi d’absorption. Il est bien connu que :

18



1. (a) sup(z,z) = x et inf(x,z) = z. (Idempotente)
(b) sup(z,y) = sup(z,y) et inf(z,y) = inf(z, y). (Commutative)

(¢) sup(sup(z,y), z) = sup(z,sup(y, 2)) et inf(inf(x, y), z) = inf(z, inf(y, 2)). (As-

sociative)
(@) sup(e, inf(w,)) = @ et inf(z, sup(z,y)) = .

On a donc que (T, A, V) est bien un treillis.

2. Soit (T, A, V) un treillis. Supposons que = < y <= xAy = z et montrons que (T, <)
est un treillis. Démontrons d’abord que (7, <) est un ensemble partiellement ordonné.

(a) Puisque A est idempotent, on a bien que < est réflexive.

(b) Soit z <yety <z Onaz=zxzAyety=yAzx. Commel'opération intersection
est commutative, on obtient z =z Ay = y Az = y. Ainsi, z = y, d’ou 'antisymétrie.

(c)Soit x <yety<z Onaz=zAyety=yAz Onobtient doncz =z Ay =
xA(yAz). Comme l'opération intersection est associative, on obtient z = (xAy)Az = xAz.
Donc on a bien que z < z, d’ou la transitivité. On conclut que (T, <) est un ensemble
partiellement ordonné.

Montrons maintenant que les bornes supérieures et inférieures existent en prouvant
que inf(x,y) =2 Ay et sup(z,y) = x Vy. Soit z Ay < x et soit (z Ay) A z. Comme ces

lois sont idempotentes, associatives et commutatives, on obtient :

(xAy)ANx = xzA(yAz)
= zA(xAy)
= (zAhz)Ay

= TANy.

On fait de méme pour z Ay < y et on obtient (z Ay) Ay =x Ay. Soit z < zetz<y

tel que z Ax = z et 2z Ay = z. On veut montrer que z <z Ay. On a :

19



2AN(xANy)=(zZANa)Ny=zAy==z.
Ainsi, z <z Ay et donc inf(z,y) =z Avy.
Soit z < xVyety<axzVy.Envertu de la loi d’absorption, on a :

r=xAN(xVy ety=yA(xVy).

Soit r <zety<ztelquex=xAzety=yA~z On veut montrer que zVy < z.

On a par la loi d’absorption :

(xVz) = (zANz)Vz=2

et (yVz) = (yAz)Vz=z

Finalement, on obtient

(xVy)ANz = (xVy A(zV2)
= (@Vy A @V(yVz2)
= @Vy A ((zVy)Vz2)

= zVy.

Ainsi, z Vy < z, ce qui fait que sup(z,y) =z V y.
D’ou (T, <) est un treillis.

De ceci nous avons donc les égalités suivantes :

sup(z,y) = xzVy

inf(z,y) = zAv.

20



2.2 Isomorphisme de treillis

Définition 2.4
Soient F et T deux treillis et f est une application de £ dans T. On dit que f est un

morphisme de treillis si

Définition 2.5

Un morphisme bijectif entre deux treillis est un isomorphisme de treillis.

2.3 Treillis remarquables

2.3.1 Treillis distributifs

Définition 2.6
Un treillis T est distributif si Va,y,2 € T on a :

cA(yVz)=(@xAy)V(zAz);

zV(yAz)=(xVy) AV 2).

C’est-a-dire qu’un treillis est distributif si et seulement si on a la distributivité de
I'opération A par rapport a ’opération V ou la distributivité de 'opération V par rapport
a 'opération A.

Supposons que 7T distributif alors :

(Vy)AN(xzVz)=[(zVy) Az|V[(xVy) Az].

21



Soit par application de loi d’absorption

(xVy)AN(xVvz) = zV(xAz)V(yAz)
= zV(@xAz)V(yAz)

= xzV(yAz).

La réciproque s’établit de maniére analogue en montrant que :

rAyVz)=(@Ay)V(cAz).

Propositions 2.2[3]

Dans un treillis distributif, on peut simplifier les propriétés algébriques suivantes :

TNANz=yANz,
Ve,y,z €T, et —xr=y.

rVz=yVz

Théoréme 2.1[3]
Un treillis T est distributif si et seulement si il vérifie 'une quelconque des propriétés

suivantes :
1. Pour tous z,y,z € T,z A (yV 2) = (x Ay) V (x A 2).
2. Pour tous z,y,z € T,xV (yANz)=(xVy) Az V=z).
3. Pour tous z,y,z € T, (x Ay)V(yAz)V(zAz)=(xzVy A(yVz)A(zVz2).
4. Pour tous s € S7, X C T, s < VX implique s < z pour au moins un élément z € X.
5. Pour tout z,y € T, on a Spyy = Sz U S,.

6. Pour tous i € I+, X CT,i > AX implique ¢ > x pour au moins un élément r € X.

22



2.3.2 Treillis complémentés

Définition 2.7
Dans un treillis possédant un élément plus grand que tous les autres (que ’on notera
1) et un élément plus petit que tous les autres ( que 'on notera 0), le complément d’un

élément x € T' est un élément =z € T' tel que

1

&I

rVxr=
ANz =0.

Kl

Définition 2.8

Un treillis dans lequel tout élément a au moins un complément est un treillis complé-

menté.
Remarque 2.2

Dans un treillis distributif le complément d'un élément s’il existe est unique(Propositions 2.2).

2.3.3 Treillis de Boole

Définition 2.9

Un treillis distributif fermé et complémenté est un treillis de Boole.
Exemples 2.5

1) (P(E),C,U,N) est un treillis de Boole.

2)Toute chaine est un treillis de Boole.

3) (D(6),/) est un treillis de Boole.
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2.4 Filtres et idéaux dans un treillis
Définition 2.10
Soit T" un treillis, on appelle filtre toute partie non vide F' de T vérifiant :
l.sizxe Fetx<yalorsy € F}
2.size FetyeF alors (xAy) € F.

Le filtre F' est dit propre si F' # T', et impropre dans le cas contraire.

D’une maniére duale un idéal est une partie I non vide de T' vérifiant :
l.sizelety<zalorsyel;
2. pour tout z,y € I alors (x Vy) € I.

L’idéal I est dit propre si I # T, et impropre dans le cas contraire.

Remarque 1.3

1. Un filtre F' (resp.un idéal I ) est propre si et seulement si 0 ¢ F' (resp.1 ¢ I).

2. Soit 1 le plus grand élément (resp. 0 le plus petit élément ) de T, alors {1} est le

plus petite filtre (resp. {0} le plut petit idéal) de T
3. Si(F})ier est une famille de filtres dans E, alors N{F},i € I} est un filtre.

Filtres et idéaux principaux

Soit a € T, 'ensemble F, définie par F, = {x € T'/x > a} est un filtre engendré par

a (filtre principal). Et ensemble I, = {z € T'/x < a} est un idéal engendré par a (idéal

principal).
Exemple 2.6

Dans le treillis (D(30),/) on a : le filtre principal Fz = {6,30}, et I'idéal principal

Iy = {1,2,3,6}.
Filtre engendré par G

C’est I'intersection de tous les filtres contenant GG, c’est -a - dire le plus petit

filtre (au sens de I'inclusion) contenant G, il sera noté Fi.
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Fe={xe€T/z>a1Nasg A ... \Nay,a; € G}

La partie vide engendre le filtre {1}(F} = {1})(plus petit filtre de 7).
Définition 2.11

Soit F' un filtre propre alors :

1. F est premier si Vx,y € FalorszVye F=x€ Fouy€F.

2. I est irréductible, s’il n’existe pas de filtres propres Fi et Fy tels que :

F=FNF,avec FF # F) et F # F.

Proposition 2.3

Il existe des filtres propres maximaux pour ’inclusion, ils seront appelés des ultrafiltres
Définition (Ultrafiltre) 2.12

Soit(T', <,V, A) un treillis, un ultrafiltre U est un filtre de 7' qui est maximal

c’est-a-dire : §’il existe un filtre F' tel que U C F'; alors U = F

Lemme
Soit B une algebre de Boole, alors tout filtre propre de B est contenu dans un ultra-

filtre.

Proportion 2.4

Si U C B est un ultrafiltre, on a
NexANyeU<=zeclUetyclU;
2Q)zVyelU<=zecUouyelU;

)siztelU<=x¢U.
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2.5 Algébre de Boole

2.5.1 Deéfinitions

Définition 2.13
Une algebre de Boole est une treillis distributif et complémenté.
Caractérisation algébrique
On peut voir une algébre de Boole comme un ensemble muni de deux éléments par-
ticuliers 0 et 1, de trois lois de composition interne :
-deux opérations binaires : V et A (inf et sup),
-une opération unaire : — (complément)
qui satisfont les axiomes d’associativité, de commutativité, d’absorption, de distribu-
tivité et complémentation, en ce sens que toute structure (B,0,1,—,V,A) qui satisfait
les axiomes ci dessus est induite par un treillis distributif complémenté dont la relation

d’ordre est donné par

Ty acsNy=r<=cVy=1y.

Définition 2.14
Soient B; et By deux algebres de Boole. On appelle un morphisme d’algebres de Boole

de B; dans Bs tout fonction f : By — Bs telle que pour tous z,y € B; on a:

(Ces égalités impliquent également que f(z Vy) = f(z)V f(y) et f(1) =1.)
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Sous-algebres de Boole
Etant donnée une algebre de Boole B, on dit qu’un sous-ensemble C' C B est une

sous-algébre de Boole de B si C' contient 0 et est close par les opérations —, V, A.

2.5.2 Exemples d’algébre de Boole
L’algébre de Boole dégénérée

Elle contient un seul élément. Sa relation d’ordre est 1’égalité, qu’ est un ordre dans
un ensemble & un seul élément.

Le diagramme de Hasse est réduit & un sommet isolé :

Algeébre de Boole binaire

Elle contient deux éléments, 0 et 1 avec la relation d’ordre 0 < 1.

Le diagramme de Hasse est réduit a un arc :

Ensemble des parties d’un ensemble

On sait que P(FE), muni de l'inclusion, est un treillis distributif fermé et complémenté.
Les opérations V et A sont respectivement ’union, I’'intersection et le complémentaire par

rapport a F. Les éléments 0 et 1 sont I’ensemble vide ¢ et ’ensemble F.
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2.5.3 Propriétés des algébres de Boole
Involution

Le complément du complément de x est z, c’est-a-dire

8l
I
]

Preuve

Soient = € 3, % son complément, Z le complément de Z :

rVIT = zVIi=1
T AT = TAT=0
r = sANl=ax=xA(ZV72)

= 0V (zAT)

= TAZ
r = x/\i:xﬁi
T = xv§7:>§§a:

Les formules de De Morgan

8
<
<
Il
8
<

8
>
<
I
Sl
<
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Preuve
Soitu=aVyetv=xAy

Pour montrer que u = v, on va montrer que u Av =0 et que u Vv =1

(@ Vy) Az Ay)

= (@A@AY)VYA(EAY)
((@Az) Ay) v ((y Ay) Ax)
( )

OAyY)V(0OAT

uNv =

= 0v0=0.

zVy)V(x

)

V(@ Vy)AlyV(zVy))
(
)

uVuv =

(z V) Vy)A

(
(x
( (yVy) V)
(

Ivy)A(lve
= 1vli=1.
La deuxiéme formule se démontre de la méme facon, en posant :

u=xAyetv=xVy

et en montrant que uAv=0et uVv=1.

2.5.4 La structure d’algébre de Boole

Nous pouvons maintenant dégager un certain nombre de structures dont on pourra

voir qu’elles sont intimement liées.
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La structure d’anneau de Boole

Un anneau de Boole est un anneau (unitaire) 5 qui vérifie pour tout élément x €
identité 22 = .

Un anneau de Boole 3 vérifie les propriétés suivantes :

- Pour tout x de fonaxz+ 2z =0.

- L’anneau 3 est commutatif.

La structure de treillis de Boole

Un treillis de Boole 3 est un ensemble, ayant au moins deux éléments, ordonnés qui

pour tout couple d’élément x et y admet une borne supérieure x V y et une borne

inférieure x A y

est doublement distributif (chacune des deux lois V, A est distributive par rapport a

Pautre )

admet un plus grand élément noté 1 et un plus petit élément noté 0

est complémenté, c’est-a-dire que pour tout z il existe un unique élément x tel que

rVr=1letxAzx=0.
Nous allons voir qu'un anneau de Boole a naturellement une structure de treillis de
Boole et réciproquement.
Un anneau de Boole est un treillis de Boole

Soit B un anneau de Boole. Définissons alors une relation d’ordre < sur B de la
maniére suivante

(z<y) = (zy=2)

il est alors facile de voir qu’on a pour tout couple d’élément une borne supérieure et
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une borne inférieure en posant

ztVy = z+y+zy
et

TNy = 29

que la double distributivité est réalisée.
On voit que I’élément neutre de I’addition 0 est le plus petit élément et que 1’élément
neutre de la multiplication 1 est le plus grand élément.

Enfin tout élément posséde un unique complémentaire obtenu en posant
r=1+ux.

Un treillis de Boole est un anneau de Boole

Soit maintenant B un treillis de Boole. Définissons alors

r+y = (aAy) V(T AY)
et

Ty = TAY.

On montre qu’on obtient ainsi un anneau de Boole. L’élément neutre de ’addition
est le 0 du treillis de Boole et I’élément neutre pour la multiplication est le 1 du treillis

associé a cet anneau est le treillis dont on est parti.
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2.6 Théoréme de représentation de Stone

Théoreme 2.3

Toute algebre Booléenne B est monomorphe & une sous algebre Booléenne de la forme
P(X)

Preuve

Soit B une algébre de Boole. Soit X = UltB, ’ensemble des ultrafiltres de B

pour tout r € B

posons o(x) ={U € X/x € U}.

o est un homomorphisme d’algébre de Boole injectif de B dans UltB

Uco(-x)&e el

sSr¢lU

U ¢ o(x)

& U € Cop

& o(—z) = Co)

oz Ny) =o(x)Noly)

UcolxNy) e zyelU

sSrelUetyelU

s Ueco(z)No(y)

oz Ny)=o(z)No(y)....(1)

De méme

oxVy)=o0(x)Uo(y).....(2)

o injectif <= ker o = ¢...(3)

x € ker o< o(r)=¢

& Cor) =X

S -xelUVU e X

& w € UQXU = {1}

S wv=1

S x=0
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Donc o est un monomorphisme qu’on appelle monomorphisme de Stone. X est
appelé espace de Stone ou ’espace dual de B.

Remarque 2.4

Si B est fini alors o est un surjection.

Preuve

c:B—PX)ouo(x)={UCX:xeU},

si F' un filtre de B alors F' est principale (F' =1 a) car F' est fini, F' = {ay, as, ...ax} .
Soit a =alANa2A..Nak ,ona,a € Fdonc F=BVa={ye€ B:y=xVa,x € B}.
Soit Y € p(X)

ou bien Y = ¢, donc Y = ¢(0)

ou bien Y = X, donc Y = o(1)

ou bien ¢ # Y clest -a-dire Y G X, doncY = {uy, uy, ..., uz } tel que 0 < k <n

F= ﬁlui, alors F est principal. Donc F'= B V a tel que a = min F.

On démontre que Y = o(a)

-Soit

w, €Y — a € yy;

— u; € o(a)

=Y Co(a)

-Soit

veo(a) = acw

— F'Cv

- ﬁlui Ccv

supposons que v # u; Vi = 1,2, ... k. = Vi, dx; € u; et x; ¢ v
soitz=x1VaaV..Vag,alorse >z, Vi=1,2,..,. k= zx€cu;,Vi=12,...k. =
xeiélui:F:>x€F2>x€v.

mais x = 1 V23 V .... Vo € v, donc Ji/xi € V (v est un ultrafiltre) , contradiction
—veyY

= o(a) C Y alors o(a) =Y.
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Donc o est surjectif.

Conséquences
1. Le nombre d’éléments d’une algébre de Boole B finie est de la forme 2n, ot n

représente exactement le nombre d’ultrafiltre deB.
Exemple 2.7
D(6) ={1,2,3,6} CardD(6) = 22 donc il y a 2 ultrafiltres.
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Chapitre 3

Représentation des treillis

distributifs

Résumé

Dans ce chapitre nous allons donner quelques théorémes de représentation des treillis

distributifs.
Contenu

3.1Théoréme de Birkhofl.
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Nous énoncons le théoreme fondamental de représentation des treillis distributifs da
a Birkhoft.

Rappelons que pour tout élément = d’un treillis 7', S, = {s € Sr: s < x}.

3.1 Théoréme (Birkhoff 1933)

Soit 7" un treillis distributif. L’application x — ¢(x) = S, est un isomorphisme entre
T et le treillis C'(Sr) des parties commengantes de ’ensemble ordonné Sy des éléments
sup-irréductible de T'. I'isomorphisme inverse entre C'(St) et T est 'application C' — VC'

Preuve

Considérons I’application f définie dans I’énoncé du théoréme. Il est d’abord clair
que S, est une partie commengante de Sy et on sait (proposition 1.1) que z = V.S,. De
cette égalité, on déduit immédiatement que f est injective et que = < y si et seulement
si S, € S,.Pour une partie commencante C' de Sy, possons z = VC. On a donc C' C S,.
Soit s un sup-irréductibles de T tel que s € S,. Puisque s < x = VC, il résulte de la
caractérisation (4) des treillis distrubitif du Théoréme (5.1) que s est inférieur ou égal a
un élément de la partie commencante C. Donc s € C,C = S, et f est surjective, donc
un isomorphisme. Finalement on a les deux égalités © = V.S, et C' = ¢(VC).

Remarque 3.1

On a vu que l'application f qui a tout z de T, associe I’ensemble S, des sup-
irréductible inférieurs ou égaux & x est inf-morphisme. Le théoréme précédent montre
que, si T" est un treillis distributif, elle est aussi un sup-morphisme, i.e que pour tous x,y
€T, ona Sy = 5, US,. Cette égalité résulte aussi immédiatement de la caractérisation
(4) des treillis distributif du théoréme (5.1), puisque s < z V y implique s < x ou s < y.

La figure 3.1 donne un exemple de la représentation d’un treillis distributif 7" par

C(Sr) et du treillis dual de T" par F'(Ir)
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(a) T (b) C(ST) (c) F(Ir)

Figure 3.1.(a) un treillis 7', (b) le treillis C'(St) et (c) le treillis F'(Ir)

Théoreme

Soit T" un treillis. Alors les propositions suivantes sont équivalentes :

(i) T est distributif;

(ii) Etant donné un idéal J de T et un filtre ' de T avec J N F' = ¢, alors existe un
idéal principal I telque J C T et I NF = ¢;

(iii) Etant donné a,b € T avec a £ b, existe un idéal principal I tel que a ¢ I et b € I;

(iv) Papplication n : @ — X, = {I € L,(T)/a ¢ I} est un monomorphisme de T
dans P(L,(7T));

(v) T est isomorphe & un treillis des ensembles.

Preuve

Les implications (iv)==(v)==-(i) sont insignifiants et (i)==-(ii) est le rapport que le
(DPI), se tient pour 7.

Pour prouver (ii)==-(iii) prendre J =| b et F' =1 a (DPI). Puisque le 7 est un
homomorphisme.

Pour montrer que (iii)=(iv), il est assez pour prouver que a < b = X, ¢ X,. Cest

vrai puisque idéal principal I assuré par le (iii) appartient au X,\Xj.
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Résumé

Dans ce mémoire d'étude de treillis, nous débuterons par des rappels de notions
préliminaires sur les treillis distributif. Ensuite, nous rappelons des théorémes de
représentations des treillis. Comme il est connu les treillis jouent un role trés

important dans plusieurs domaines scientifiques.

Abstract

In this memory, we give some notions on the distributive lattices and we recall
the representations theorems of lattices. It's well known that the lattices play a very

important role in several scientific fields.
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