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Introduction

Depuis le papier célebre " Fuzzy Sets " présenté en 1965 par le Professeur L. A.Zadeh, la
théorie d’ensembles flous a fait de progreés considérable. Elle a exercé une influence terrible
sur la science moderne et technologie tel que mathématiques, science naturelle, science
de la gestion, sociologie, philosophie de I’économie, psychologie, linguistique, médecine,
théorie du controle, traitement de signal, ..etc.

Le but de ce travail est d’assimiler les concepts et les résultats de Monsieur Branimir
Seselja et Andreja Tepavcevi¢, présentés dans leur article (Fuzzifying Closure Systems
and Fuzzy lattices) d’une part d’autre part d’assimiler également les concepts et les
résultats de Monsieur Mustafa Demirci présentés dans son article (A theory of vague
lattices based on many-valued equivalence relations-I : general representation results).

Commencons par le travail de Monsieur Branimir. Seselja, ce dernier introduit la
notion de systéme de fermeture comme ensemble flou, il a montré ensuite que tout treillis
flou complet est représentable par un systéme de fermeture fuzzifier.

Le travail de Monsieur Mustafa Demirci introduit une nouvelle théorie générale de
relations d’ordres et de treillis basés sur des relations d’équivalence multivalentes sous le
nom relations d’ordre vague et treillis vagues.

Dans le cadre des concepts cités ci-dessus, nous avons essayé de détailler la démons-
tration de certains théorémes et de démontrer certains théorémes non démontrés dans
ces travaux. Notre mémoire est réparti en quatre chapitres.

Le premier chapitre donne quelques définitions de base concernant les relations d’ordre



classiques, les ensembles ordonnés, semi-treillis, treillis et les systémes de fermeture clas-
siques. Enfin nous montrons le théoréme classiques que tout treillis complet L est iso-
morphe a un systéme de fermeture C, constitué par tous les idéaux principaux engendrés

par les éléments de L (n’est pas démontré dans Darticle).

Dans le deuxiéme chapitre de ce mémoire, on présente un apercu général sur les
relations floues, la fuzzification d’un treillis (treillis complet), la fuzzification d’un systéme
(sous systéme) de fermeture et la fuzzification d’une famille des systémes (sous systémes)
de fermetures. On rappel la notion d’isomorphisme avec l'introduction des structures
d’ordres flous. Soient (M, <), (N, <) et (L, <) des treillis dont L est complet et soient
M — Letv: N — L deux L-sous poset flou ordonné de M et N respectivement.
On dit que p et v sont isomorphes, s’il existe un isomorphisme ) : M — N tel que pour
tout a € L la restriction de ¢ a p,, (o — coupes) est un isomorphisme de p, dans v,.

Dans le troisiéme chapitre, on donne tout d’abord quelques définitions concernant les
relations d’équivalence multivalentes, les opérations vagues et leurs propriétés, on donne
également la définitions des ordres flous -basés sur une similarité (relation d’équivalence)
et leurs représentations sur la base d'un iccqm-treillis en générale, M = (L, <, x) [8].

Le quatriéme chapitre est basé sur ’étude de la notion des treillis vagues comme la
théorie requise de treillis classiques, et étudie leurs propriétés élémentaires. Les notions
de minorants, majorants, le plus grand des minorants, le plus petit des majorants, le plus
grand des éléments et le plus petit des éléments d’un ensemble classique dans la théorie
classique des treillis seront prolongées aux approches vagues [8]. Par la suite une étude

de représentations et de constructions des treillis vagues sera faite [8].



Chapitre 1

Notions de base sur les relations

d’ordre et les systémes de fermeture

Résumé

Dans ce chapitre, nous donnons quelques définitions de base concernant les relations
d’ordre classiques, et les ensembles ordonnés et semi-treillis, en se basant sur les treillis
et les systémes de fermeture classiques. Enfin, nous montrons que tout treillis complet
L est isomorphe & un systéme de fermeture C', constitué par tous les idéaux principaux

engendrés par les éléments de L.

Contenu

1.1. Relations d’ordre

1.2. Ensembles ordonnés
1.3. Applications résiduelles
1.4. Semi-treillis et treillis
1.5. Systémes de fermeture



1.1 Relations d’ordre

Définition 1.1.1 Soit X et Y deux ensembles non vides, une relation binaire R entre
deuz ensembles X et Y est une partie de X x Y. Pour (x,y) € R C X XY, on note
TRy ou R (z,y) = 1.
Définition 1.1.2 Une relation binaire R sur un ensemble non vide X est une partie de
X x X.

Propriétés d’une relation binaire sur un ensemble X

Définition 1.1.3 Soit R une relation binaire sur un ensemble non vide X.
R est réflexive & Vo, v € X = xRe.
R est symétrique & Ve,ye X, xRy = yRx.
R est antisymétrique < Vz,y € X, (zRy et yRz) =z =y.
=

R est transitive Va,y,z € X, (xRy et yRz) = zRz.

Définition 1.1.4 Une relation R qui est réflexive, antisymétrique et transitive est dite
une relation d’ordre sur X. On la note <. S’il existe au moins deux éléments x,y € X
tel que v £ y et y & x lordre est dit partiel. Si pour tout z,y € X,z < y ouy < x
lordre est dit linéaire et que X est linéairement ordonné.
Définition 1.1.5 Soit R est une relation sur X. Le dual de R est la relation R? définie
comme suit, pour tout (z,y) € X2, xR < yRu.
Théoréme 1.1.6 Soit R une relation sur un ensemble non vide X, et R? son dual.
R est une relation d’ordre, équivaut ¢ R est une relation d’ordre.
Preuve. (=)
Soit R une relation d’ordre sur un ensemble non vide X, on va montrer que R? est
une relation d’ordre.
(1) La réflexivite,
R est réflexive <= Vre X :(z,z) € R
< VreX:(r,r)e R4

<« R? est réflexive



(2) Lantisymeétrie,
R est antisymétrique < Va,y € X, ((z,y) € Ret (y,2) e R) =z =1y
& Vr,ye X, ((z,y) € Rlet (y,2) e RY) ==y
& RY est antisymétrique.
(3) La transitivité,
R est transitive < Vr,y,z€ X :[((z,y) € Ret (y,2) € R) = (z,2) € R].
& Vr,y,z€ X: ((y,z) € RPet (2,y) € RY) = (2,2) € R

< RY est transitive.

1.2 Ensembles ordonnés

Notation 1.2.1 Un ensemble non vide muni d’une relation d’ordre <, est dit poset.
Définition 1.2.2 Soit (X, <) un ensemble ordonné. Un sous-ensemble E de X est dit
décroissant si et seulement si pour tout v € E, y < z, alors y € E. Un sous-ensemble
croissant est défini dualement.

Définition 1.2.3 Soit (X, <) un ensemble ordonné et © € X. L’ensemble | = =
{y € X/y <z} section commengante (ensemble principal décroissant). La section finis-

sante est défini d’une fagon duale Tx ={y € X / y > x}(ensemble principal croissant).

Théoréme 1.2.4 Soient E, F deux ensembles ordonnés, et f : E — F une application,
alors les conditions suivantes sont équivalentes :

i) f est croissante.

i1) L’image inverse de tout ensemble principal décroissant de F' est un ensemble décrois-
sant de F.

iii) L’image inverse de tout ensemble principal croissant de F' est un ensemble croissant
de F.

Preuve. i) = i)

On suppose que f : E — F est une application croissante.



Soit y € F,

A= 1y
= {zeE/f(z)ely}
= {eeE/ f(x) <y}

Si A = ¢ le probléme est résolu, (Car I'ensemble vide est un ensemble décroissant) .
Si A # ¢, soit © € A donc pour tout t € K
t<z = f{)<[f(z)<y

— f(t) <y

— f(t)ely

= (€A
Donc A est décroissant

On veut montrer que si 1’'image inverse de tout ensemble principal décroissant de F' est
un ensemble principal décroissant de F, alors f : E — F est croissante.
Soit w € B, {1 (1 f (2) = {t € B/f (t) €| f(x)} = {t € B/ (t) < f ()}
On sait que z € f~1(| f(2)).
Soit y € F,
y<x = ye f (] f(x) (car f71(| f(x)) est décroissant)
— fy) el f(z)
= fy) < [f(2).

Donc f est croissante.
Soit f : F — F une application croissante, montrons que l'image inverse de tout

ensemble principal croissant de F' est un ensemble principal croissant de E.

Soit y € F,
A= 1y
= {zeE/f(z) €Ty}

= {reE/f(x) =y},

Si A = ¢, le probléme est résolu, (Car I’ensemble vide est un ensemble croissant) .

Si A # ¢, soit © € A donc pour tout t € £



te A
Donc, A est croissant.

On veut montrer que si l'image inverse de tout ensemble principal croissant de F' est un
ensemble principal croissant de E, alors f : E — F' est croissante.
Soit @ € B, f~1 (1 f (@) = {t € E/f (t) €] f (2)} = {t € B/f (t) = f (x)}.
On sait que : z € f71(] f (x)).
Soit y € F,
y>x = ye f1(1f(x) (car f71(T f(x)) est croissant)
— )€l f(2)
— fy) = [f(z).

Donc f est croissante.

Diow, i) < i) < iii). m

1.3 Applications résiduelles

Pour définir I'application résiduelle, nous avons besoin du théoréme suivant :
Théoréme 1.3.1 Si E, F deux ensembles ordonnés et f : E — F une application,
alors les conditions suivantes sont équivalentes :
i) L’image inverse de tout ensemble principal décroissant de F' est un ensemble principal
décroissant de FE.
i1) f est croissante et il y a une application croissante g : F' — E tels que : go f > idg
et fog<idp.
Preuve. i) = i)

D’aprés le théoréme 1.2.4 f est croissante, donc Vy € F,(3x € E), fY(| y) = «

(d’apres 7)), donc pour tout y € F| il existe un élément unique x de F, tel que



/Y] y) =] z, alors on défini,
g:F — B

Yy — T
On va montrer que g est croissante.

Soient y1,ys € F, alors Jx1, 29 € E tel que f (1) =41 et f(22) = yo.
Si T < Ty — f(Il) < f(l‘g)

— < 1Y2.
Par contra posé on a :

Y1 > Y2 = T3 = T2

— g (1) > g (y2),donc g est croissante.
On a:

lgly) = =

= [y
On sait que ¢ (y) €] g (y), alors
(

g elgly) = gyef 'y
= (fog)(y)€ly

= (fog)(y) <y

= fog<idp.
D’autre part on a :

TP f@)] = iy
= |z
= lg(y)

= lyglf(@)].
Alors,

ze fHl f(x)] = x€lglf(a)
— =< g[f(2)]

— 1dg < gof.
i1) = i) évident d’apres le théoreme 1.2.4. m

Définition 1.3.2
Soit E, F deux ensembles ordonnés, f : E — F une application, [ est dite résiduelle si

elle vérifie 'une des conditions du théoréme 1.3.1.
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1.4 Semi-treillis et treillis

Théoréme 1.4.1 Si E un ensemble ordonné, les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Pour tout x € E l'injection canonique i, de | x — E est un résiduelle.

(13) L’intersection de deux ensembles principaur décroissants est un ensemble principal

décroissant.

Preuve. (i) < (i1)

Pour tout x € FE soit i, :| + — E l'injection canonique.

Donc (i) équivalant a pour tout z,y € Filexisteuna € Ftelquea =max{t €|z /t =i, (t) <y},

donc il est clair qu’il existe un « € E tel que | 2N | y =| « ce qui équivalant a (7). m

Définition 1.4.2 Si E est un ensemble qui vérifie l'une des deux conditions du théoréme

1.4.1 alors on note o par x Ny tel que | xN | y =] « et on dit que E est un inf-semi-

treillis, de méme facon on peut définir un V-semi-treillis.

Définition 1.4.3 Un treillis est un ensemble ordonné (E, <) qui est inf-semi-treillis et

sup- semi-treillis.

Définition 1.4.4 Un inf-semi-treillis est inf-complet si et seulement si tout sous-ensemble

{zo/a € A} posséde une borne inférieure notée N x,, dune fagon analogue on dé-

fini sup-semi-treillis sup-complet. Un treillis est dazf Acomplet sl est inf-complet et sup-

complet.

Théoréme 1.4.5 Un inf-semi-treillis inf-complet est un treillis complet si et seulement

sl posséde une borne supérieure.

Preuve. =)

Soit L un inf-semi-treillis inf-complet tel que 1 est le plus grand élément de L.

Soit X = {z,/a € A} un ensemble non vide de L. \/ X existe car I’ensemble des ma-

jorants de T X de X, tel que T X = {mg/f € B} est non vide car 1 €] X, alors

/\ mg existe (car L est A —complet), il est claire que z, < z3,Va € A,V € B, donc

iiBg N\ mp, Yoo € A VB € B, alors \ mg €] X, par définition on a sup X = A mg
BeB BEB BeB

D’ou L est un treillis complet.

<)
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Cette implication est clair, car L est complet, donc L est inf-semi-treillis inf-complet
et sup-semi-treillis sup-complet et la borne supérieure \/ L existe. m
Définition 1.4.6 Un treillis L est un ensemble partiellement ordonné tel que tout en-
semble de deux éléments {a,b} C L admet une borne supérieure notée a\'b et une borne
inférieure notée a \'b, on le note (L, < A,V ).
Définition 1.4.7 Un treillis L est fermé s’il posséde un plus grand élément noté 1 et
un plus petit élément noté Oy .
Proposition 1.4.8 Soit (L, <,A\,V) un treillis et soient a,b,c et d € L. Si a < b et
c<d, alorsaNc<bANdetaVc<bVd.
Preuve. Soient a,b,c et d € L.
1)Sia<betc<d alors (anc)A(bAd) = (aAb)A(cAd)=aAc
D'ou (aAc) < (bAd).
2)Sia<betc<d,ona: (avVc)V(bvd) = (aVb)V(cvd) = bVd.
Dot,aVe<bVd m

Beaucoup d’ensembles ordonnés peuvent étre représentés au moyen de diagramme de

Hasse. En représentant les éléments par des points et interprétant a < b par

« b

/

wd

Exemple 1.4.9 Soit D(12) = {1,2,3,4, 6,12} '’ensemble de diviseurs positifs de 12. (D(12), /) est
un treillis tel que z/y (x divise y ).

Exemple 1.4.10 S = {a,b,c}, (P(S),C) est un treillis.

Définition 1.4.11 Un treillis L est dit complet si et seulement si tout sous -ensemble de

L admet une borne supérieure et une borne inférieure dans L.

Proposition 1.4.12 Si (L, <, A, V) Un treillis fermé, alors N¢ =1 et \/ ¢ = 0.

Preuve.
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Pour tout x € L, x est un majorant de ¢. Car Vz € L, (y € ¢) = (y < x).

Donc, \/¢ = A{z,vr€L} = AL = 0,alors\/¢=0.

De méme pour tout x € L, x est un minorant de ¢.

Donc, A¢p = \/{z,z€L} = \VL = 1,alors ANp=1. m

Théoréme 1.4.13 Tout treillis complet est fermé.

Preuve. Evident. m

Définition 1.4.14 Soit (L, <,A\,V) un treillis fermé, un idéal dans L est une partie

non-vide I de L tel que,
Veel,y<x=—vyecl;

VeeletVyel —= xVyel.
Définition 1.4.15 Soit x un élément d’un treillis complet L, l’idéal principal engendré

par x sera noté par : | x ou | x ={y € L)y < x}.
Proposition 1.4.16 Soit (L, A, V,<) un treillis complet, pour toute famille {z;/i € I}

on a, | </\Iz> =M1
icl iel
Preuve. Soit a un élément de L,

a €] (/\a:l) sa< ANy a<ay,VielSaelp,VielSae )] .
iel iel iel
Alors, | (/\ xz) =Nlz. =
iel iel
Dans tout ce qui suit, (L, <, A, V) est un treillis complet, dont le plus grand élément

est noté 1 et le plus petit élément est noté 0 (dans certains cas on note 17, et 0r).

1.5 Systémes de fermeture

Définition 1.5.1 Un systéme de fermeture est une famille C' de sous ensembles d’un
ensemble non vide S, vérifiant les conditions suivantes :

1) SecC.

2) Pour toute famille {X; € C/i€ I}, ona (1 X; € C.

Exemple 1.5.2 Soit S = {a, b, ¢}, <

1) P(S) est un systéme de fermeture.

13



2) Cy = {A, S} est un systéme de fermeture.

3) C ={{a},{b,c},{a,b,c}} n’est pas un systéme de fermeture.

Exemple 1.5.3

1) La famille d’ensembles fermés d’un espace topologique est un systéme de fermeture.
2) La famille d’idéaux principaux des éléments d’un treillis complet est un systéme de
fermeture.

lemme 1.5.4

(1) Tout systéme de fermeture est un treillis complet ordonné par 'inclusion.

(17) Chaque treillis complet L est isomorphe & un systéme de fermeture C, constitué par
tous les idéaux principaur engendrés par les éléments de L.

Preuve.

(7) Soit C un systéme de fermeture sur un ensemble non vide S. Montrons que (C, C, A, V)
est un treillis.

Pour tout C1,C5 € C,
CiNCy =CiNCy

et

CivCy=n{CeC/C;uCy CC}.
1)Ona:CiyANCy e Cet CyV Oy € C (par définition) , alors (C, C, A, V) est un treillis.

2) On va montrer que (C,C,A,V) est un treillis complet. Soit {C;},.; une famille de
parties de C, alors A {C;} = N C;, () Ci € C. (Car C est un systéme de fermeture)
Donc C' est A semil—et;eillis A Z:%Imple‘fl

Ona:S e CetC estinf-semi-treillis inf-complet, alors d’apreés le théorémel.4.5 C est
un treillis complet.

(17) Si L est un treillis complet, montrons que L est isomorphe a C, tel que
Cr={lz/xeL}.

Soit ¢ une application de L dans C, tel que, pour tout x € L, p(x) =] =.

Montrons que ¢ est un isomorphisme.

1) Soient =,y € Lz # y =] = #] y = ¢(x) # ¢(y). Alors ¢ est une application

injective.

14



2) Soit |y € Cp ,37x € L tel que p(z) =] y.
| y € Cp par définition | y = ¢(y), il suffit de prendre x = y, donc ¢ est surjective.
D’ou, ¢ est bijective.
Soient z,y € L, p(z Ay) =] (z Ay) =l 20 | y = o(x) N p(y) = o(@)Ap(y).
Car pour tout a € L,
a€l(xhy) & a<zAy

& a<lzeta<y
&S a€lreta€ly

&S a€lan|y.
Montrons que pour tout z,y € L,p(xVy) =] (xVy) =l 2U | y=] 2V | y.

Ona:lav]y=n{lceCy/ l2zUlyClc}eCy
Dong, il existe un | m € Cp tel que, | m=nN{lceCy/ | 2U |y C| c}

On a : pour tout =,y € L,

r<zVy lz <l (xVy)
et — et = |zUlycCl (zVy).
y<azVy ly<l(zVy)
alors | m C| (zVy) (1)

(Car | (xVy) € Cp contenant (| zU | y)).
D’autre part | xU | y C| m.

Donc,
lzClm relm
et - et
lyclm yelm

— xzVye|lm (Car | m est un idéal)

= | (zVy) Clm. (2)
Del)et2)ona: | (xVy) =]zV|y.

D'ot, p(z Vy) = p(x)Ve(y), on a :alors, ¢(1;) = |1 = L = lg, .
Par conséquent ¢ est un isomorphisme.

D’otu, L isomorphe & C', . m

15



Chapitre 2

Généralités sur les ensembles Hous

et les ordres flous

Résumé

Dans ce chapitre on donne un apergu général sur les relations floues, la fuzzification
d’un treillis (Treillis complet), et la fuzzification d’un systéme (sous systéme) de fermeture
et la fuzzification d’une famille de systémes (sous systémes) de fermeture.

On définit la notion d’isomorphisme avec 'introduction des structures d’ordres flous.
Soient (M, <), (N, <) et (L, <) des treillis dont L est complet, et soient p: M — L et
v: N — L deux L-sous poset flou ordonné de M et N respectivement. On dit que u et
v sont isomorphe, s’il existe un isomorphisme ¢ : M — N tel que pour tout o € L la

restriction de ¥ & p,, (v — coupes) est isomorphisme de p, dans v, [15].

Contenu

2.1. Compléments sur les ensembles flous

2.2. Relations d’ordre flou

2.3. Treillis flous

2.4. Topologies floues

2.5. Fuzzification d’un systéme (sous systéme) de fermeture
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2.6. Fuzzification d’une famille de systéme (sous systéme) de

fermeture

2.7. Isomorphisme entre structures floues ordonnée (systéme
de

fermeture, treillis complet)
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2.1 Compléments sur les ensembles flous

Dans tout ce qui suit, L est un treillis complet dont le plus grand élément noté 1 et
le plus petit élément noté 0.

Sous -ensemble flou
Définition 2.1.1 Soit S un ensemble non vide. Un sous-ensemble flou de S est une
application 1 : S — L.

Un sous-ensemble classique est un cas particulier d’un sous-ensemble flou défini comme
suit p: S — {0,1}.

Opérations ensemblistes sur les sous-ensembles flous
Soient p: S — L, v : S — L deux ensembles flous de S.
Définition 2.1.2 pNv =9, tel que pour tout x € S, § (x) = p
Définition 2.1.3 pUwv = n, tel que pour tout x € S, n(x) = p(x) Vv (x).

Définition 2.1.4 (¢ C v) < pour tout x € S, p(x) <v(x).
Définition 2.1.5 (1 = v) < pour tout x € S, u(z) =v(x).

Ensembles ordinaires associés 4 un sous-ensemble flou
Définition 2.1.6 Soit i un ensemble flou sur un ensemble non-vide S. Un a-coupe de
1 est un ensemble classique de S défini comme suit :

o ={zx €S /u(r) > al,a e L.
Un a-coupe strict de p est un sous ensemble classique de S défini comme suit :
po ={x e S /ulx)>a},ac L.

Propriétés 2.1.7
Soient : S — L et v:S — L deux ensembles flous et soient o, 3 € L
1)a§ﬁ<:>uﬁgua.

2) (L), =ty NVa, (RUV), = 1y U Vq.

3)SipnCv=pu, Cr,.

Théoréme 2.1.8 Si j1: S — L un ensemble flou, alorsVr € S : p(z) = sLuz?O} (i, ().
a€l—

Preuve. Soit z € S, on pose () = a tel que a € L-{0} On a,

18



Donc, apu, (x) = a = p(x
Dlow,  sup (ap, (r)) = p(x) (1)
acL—{0}

D’autre part on a :

fo (z) =1 si p(z)>a;

Va € L-{0}

o () =0 s pu(z)<a.
Alors,

)=o) za

ap, () =0 sio p(x) <a
On remarque dans les deux cas que : ay, () < p(x), Va € L-{0}.
Do, sup (optq (2)) < 1 (). @)

aceL—{0}
De (1), (2)ona:VzeS:pu(x)= sup (a.pu,(z)). m
acL—{0}

2.2 Relations d’ordre floues

Définition 2.2.1 Une relation floue p entre n ensembles Sy, S, .....

cation p de Sy X Sy X .... X S, dans L (dite relation n-aires).
Cas particuliers

1) Sin =2 on dit que p est une relation binaire entre Sj, S.

, S, est une appli-

2) Sin=2et S; =Sy =5 on dit que p est une relation binaire floue sur S, on 'appelle

aussi relation floue L-valente.

Composition de deux relations floues

Définition 2.2.2 La composition de deuz relations floues p, sur X xY et p, sur'’Y x Z

est une relation floue R = py o py sur X x Z définie par :
v (I’, Z) € X X Z7 R (ﬂf, Z) = SU'}I/) (mlIl {pl (J"a y) ) P2 (y> Z>})
ye
Propriétés particuliéres des relations binaires floues

Les a-coupes d’une relation floue

Définition 2.2.3 Soit p: X? — L, une relation floue L-valente. Un a-coupe de p est
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un sous-ensemble classique p,, de X°, tel que :

1 s op(ny)> a;
Po (T,y) = .
0 si p(z,y) < a.

lemme 2.2.4 Soit p une relation floue sur X. Alors pour tout z,y € X et o € L-{0},

p(r,y) = sup ap, (,y).
aceL—{0}
Preuve.
Evedant d’apres le théoréme 2.1.8. m

Définition 2.2.5 Une relation floue p, L-valente sur S est dite :
Reéflexive & Ve el p(r,z)=1.

Symétrique < Vr,ye S, p(r,y) =p(y,x).
Antisymétrique < Vr,y €S, x#y= p(x,y) Ap(y,z)=0.

Transitive & Vr,y,z€ 8, plx,z) > plx,y) Ap(y,2).
Définition 2.2.6 Une relation floue p, L-valente est un ordre flou, si et seulement st

p est réflexive, antisymétrique et transitive.
Théoréme 2.2.7 Une relation p : X? — L est un ordre floue si et seulement si, tous les
a-coupes (sauf le 0-coupe) sont des ordres classiques.
Preuve.
(=)
Soit p : X% — L une relation d’ordre floue.
(7) Montrons que p, est réflexive.
Soit € L-{0} et x € X.
Ona:p(z,x)=1> ¥z € L, donc (z,z) € p,, alors p, est réflexive.
(77) Montrons également que p,, est antisymétrique.
Soient o € L -{0}, z,y € X.
(,y) € po €t (y,2) € po = plz,y) =2 et ply,z) > a

= plz,y) Aply, =) = o
= p(z,y) A p(y,z) # 0 (Car p est antisymétrique)
= T =Y.

Alors p,, est antisymétrique.
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(#4) On va montrer la transitivité de p,,.
Soit aw € L-{0} et soient x,y,z € X,
(2,9) € pa et (y,2) € po = plo,y) 2 acet ply,2) >
= plz,y) Aply,2) =«
= p(x,z) > a (Car p est transitive)

= (x,2) € p,-
Donc, p,, est transitive. Alors, p, est une relation d’ordre classique.

(<)
Inversement on suppose que Yo € L-{0}, les a-coupes de p sont des relations d’ordres
classiques et montrons que p est une relation d’ordre floue.
(a) La réflexivité,
soit @ € L-{0} et soit x € X,
(x,z) € p, = p(x,z) > aVa € L-{0}, donc p(z,x) = 1, donc p est réflexive.
(b) L’antisymeétrie,
soit & € L-{0} est soient =,y € X,
r#y = (2,y) & pyou(y,x) & py,Va e L —{0}
= plr,y) <aoup(y,z) <aVae L—{0}
= plx,y) A p(y,z) < a,Va € L — {0}

= p(z,y) Aply,z) = 0.
Alors p est antisymétrique.

(¢) La transitivité, soit a € L-{0} et soient z,y,z € X. On a : p(z,y) € L et p(y,z) €
L, alors p(z,y) A p(y, z) € L (L est un treillis complet). On pose p(z,y) A p(y, z) = a, on

a .

plx.y) Ap(y,2) =a = p(z,y) > aet p(y,2) >

= (7,y) € po €t (y,2) € p,

= (x,2) € p, (Car p, est transitive)
= plz,2) >«

=

p(x,z) = p(z,y) A ply, 2) (Car p(z,y) A ply, 2) = ).
Donc, p est transitive.

D’ot, p est une relation d’ordre floue. m
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2.3 Treillis flous

Si M est un treillis, L est un treillis complet, alors p : M — L est un treillis flou

sur M (Sous treillis flou sur M ) si pour toute z,y € M on a :
u(zAy) = p(z) A ply) ;
et

w(@Vy) > p(x) A py).
Ou les opérations A,V du coté gauche sont les opérations de M et celles de droite sont

les opérations de L et > est 'ordre dual de L [15].
Théoréme 2.3.1 Soit M un treillis et L un treillis complet, o : M — L est un treillis
flou si pour tout o € L, p,, est un sous-treillis classique de M.
Preuve.
Soit M un treillis et soit L un treillis complet. On a pour tout o € L, p,, est un treillis
de M.
Montrons que pour tout z,y € M,
plany) = (@) Ap(y) ;
et

p(@Vy) > p() Aply) -
Soient x,y € M, on a u(xz) € Let u(y) € L, alors u(z) A pu(y) € L (L est un treillis).

On pose i () A p(y) = a. Alors
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p(r) > a T € [l

et - et

py) > a Y € pg

N/

TAY € fig

— et (i, est un treillis)

2VY € fi,

N/

p(zAy) >
- et

v

p(xvy) > o

w(@Ay) > p(x) Ap(y);
- et

| w(@Vy) = (@) Ap(y).
Donc p est un treillis flou. m

~\/~

Treillis flous complets [15]

On utilise ici la notion de treillis flou complet comme une application p d’un treillis
complet M dans un treillis complet L. On dit que p est un treillis complet si, pour toute
famille {x;, i€ I} C M,on a:

( M(/\%‘) > N\ (i) ;

el i€l
et
" (v ) > A ).
L = iel

Théoréme 2.3.2 Soient M, L deux treillis complets, p : M — L sera un treillis flou
complet, st pour tout o € L, i, est un sous-treillis classique complet de M.

Preuve.

Soient M, L deux treillis complets et p1 : M — L, vérifiant pour tout o de L, p1,, est un
treillis complet de M.

Montrons que pour toute famille {z; ,i € I} C M,
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i An) = Ante

el iel
et
p (\/ iUz) 2 /\M(l’i)-
L el iel
Soit {z;, 1 € I} C M on sait que Vi € I : u(x;) € L, alors /\M(%) € L, (Car L est un
iel
treillis complet), on pose /\ i (x;) = a, donc,
iel
( /\% € Uy
icl
Viel :x, €p, = et (Car p,, est un treillis complet)
\/l’i € gy
\ el
(
Iz (/\ xz) > Qg
il
= et
1 (\/ xz) > q.
> el
m (/\ :c) =NAVAEHE
i€l iel
- o (Car A\ () = )
iel
p (\/ fﬁ'z) > /\N(%’)-
\ iel iel

Donc p est un treillis flou complet sur M, de plus on a, A¢ = 1, donc u(l) > 1 et
(car p(1) <1).
Dou, pu(1)=1. =

Pour une autre fuzzification des structures classiques, y peut étre un sous treillis flou

complet de M.
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2.4 Topologies floues

On conclu avec la notion de topologie floue suivante, pour les ensembles flous intervalle-
value [15]. Soit S un ensemble non vide et 7' une application de p (S) (I’ensemble des
parties de S) dans un treillis complet L. Alors T' est une fuzzification topologique si les
trois conditions suivantes sont vérifiées :

1. T(S) =1,

2. Pour tout Xl,XQ S @(S), T(Xl N XQ) > T(Xl) VAN T(Xg),

3. Pour toute famille {X;, i € I} C p(5), T (U{X;,i e I}) > AT (X,).

iel

La fuzzification topologique est un cas particulier de topologie lisse, car la topologie

lisse est une application d’ensemble des parties floues dans un treillis complet. (Ici nous

avons une application de @ (S) vers un treillis complet).
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2.5 Fuzzification d’un systéme (sous-systéme) de fer-
meture

Fuzzification d’un systéme de fermeture [15]
Soit S un ensemble non vide et L un treillis complet. Un systéme de fermeture flou
sur S est une application ¢ : p(S) — L, telle que pour toute famille {X;/i € I} C p(95),

on a :

A 0(Xi) <o( ) Xo). (2.1)

iel iel
lemme 2.5.1 §(S) =1 ou 1 est le plus grand élément de L.
Preuve.
11 est claire que 6(5) < 1.
Montrons que 6(S) > 1.
En effet, d’aprés 2.1, quand nous considérons la famille vide, I'infimum (inf) du coté
gauche de la famille vide est égal au plus grand élément du treillis L, donc 1. D’ autre
part, I'intersection de la famille vide & droite égale a S, donc nous obtenons §(S) > 1. m
Il est Claire qu’'une fuzzification de systéme de fermeture sur X est une fuzzification
de sous systéme de fermeture sur o (S5).
Théoréme 2.5.2[15]
Soit § : p(S) — L une application. & est un systéme de fermeture flou si et seulement
si pour tout o € L, §,(a-coupe) est un systéme de fermeture classique sur S.
Preuve.
(=)
Soit 0 : p(S) — L un systéme de fermeture flou. On veut montrer que pour tout
a € L), est un systéme de fermeture classique sur S.
1) 6(S) =1, alors § (S) > a,Va € L.
Donc, S € d,.
2) Soit a € L{X;/i € I} C §,, on veut montrer que (] X; € d,.

icl
On sait que Vi € I : X; € §,, alors §(X;) > «, Vi € I.
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Donc, A 0(X;) = a (Car L est complet et () X;) = A 6(X;)).
Alors, Z(Se(lﬂ X;) > a. < “
Donc, ﬂlg({z € g
D’on, ‘é’g € L, 0, est un systéme de fermeture classique.
(<)
On a pour tout a € L, §, est un systéme de fermeture classique.
On veut montrer que ¢ : p(S) — L un systéme de fermeture flou.
Soit {X;/i € I} C p(S) une famille de p(.5).
Ona:Viel iX;) € L.
Donc, A 6(X;) € L. On pose o = /\ 6(X;).
Alors oilela :Viel,0(X;) > a. <
Donc, Vi € I, X; € d,.
Alors, ﬂ X; € 0, (Car §, est un systéme de fermeture).
Donc, Se(lﬂ X;) > a.
iel

Il s’ensuit que 6( () X;) = A 6(X;) <Car a= )\ 6(Xi)> :
D’ou, § est un sy;iéme de lfg"meture flou. m “

Fuzzification d’un sous systéme de fermeture [15]
Soit C' un systéme de fermeture classique sur un ensemble non vide S et L un treillis
complet. Un sous systéme de fermeture flou de C' est une application o : C' — L telle

que, pour toute famille {X;/i € I} C C on a :

A o(X,) < o( () X)), (2.2)

i€l i€l

Remarque 2.5.3 Comme dans le lemme 2.5.1 on peut démontrer que dans un sous-
systéme de fermeture flou 0 : ¢ — L on a o(S) = 1.

Remarque 2.5.4 1l est clair qu’un systéme de fermeture flou sur S est un sous systéme
de fermeture flou de p(.5).

Théoréme 2.5.5 [15] Soit C' est un systéme de fermeture classique sur un ensemble non
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vide S et 0 : C — L une application. o est un sous-systéme de fermeture flou de C si
et seulement si pour tout o € L, o, (a—coupe de o) est un sous-systéme de fermeture
classique.
Preuve.
(=)Soit 0 : C' — L un sous-systéme de fermeture flou. On veut montrer que pour tout

a € L, o, est un systéme de fermeture classique.

1) 0 (S) =1, alors o (S) > a,Va € L.

D’ou, S € 0,.

2) Soit a € L et {X;/i € I} C 0,. On veut montrer que ﬂ X, € 0,.

On sait que, Vi € I, X; € 0,, alors 0(X;) > a,Vi € I, !

donc A o(X;) > a (car L est complet),

alors o (X)) > a (Car o( (1 X)) > A o(X,)). done (] X; € 0.
i€l iel il iel

D’ou, Vo € L, 0, est un systéme de fermeture classique.

(<)

On a : pour tout o € L, o, est un systéme de fermeture classique. On veut montrer que
0 : C — L un sous-systéme de fermeture flou.

Soit {X;/i € I} C C une famille de C. On a : Vi € I,0(X;) € L. Donc, A o(X;) € L.
On pose a = A o(X)). “

Alors on a : ‘v’zzele I, 0(X;) > a.

DoncViel: X; € o,.

Alors, () X; € 0, (Car 0, est un systéme de fermeture).

i€l
Donc, o( (] Xi) > a.
icl
Donc, o( () Xi) > A\ o(X;) (Car a = A o(X))).
iel iel iel

D’ot, o est un sous-systéme de fermeture flou sur S. m

Exemple 2.5.6 Soit L un treillis complet tel que, et S = {a,b,c}
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i o

&

¢ {a} {b} {c} {a,b} {a,c} {b;c} {a,b,c}

1 ¢ S t P P q 1
J est systéme de fermeture flou sur S, car §, (Les a-coup de ) sont des systémes de

5:

fermeture classiques.

En effet :

01 ={¢,{a,b,c}} est un systéme de fermeture sur S.

3, = {o,{a},{c},{a,b},{a,c} ,{a,b,c}} est un systéme de fermeture sur S.

9y = {0, {b}.{b,c},{a,b,c}} est un systéme de fermeture sur S.

0, ={¢,{a},{b},{c},{a,b,c}} est un systéme de fermeture sur S.

ds = {9, {b},{a,b,c}} est un systéme de fermeture sur S.

0 = {o,{a},{c},{a,b,c}} est un systéme de fermeture sur S.

do = {o, {a},{b},{c},{b,c},{a,b}, {a,c},{a,b,c}} est un systéme de fermeture sur S.

29



2.6 Fuzzification d’une famille de systémes de ferme-
ture

Les théorémes qui suivent concernent la fuzzification d’une familles de systémes de
fermeture.
Théoréme 2.6.1 [15] Soit F une famille de systémes de fermeture sur le méme ensemble
non-vide S, fermé par Uintersection tel que p(S) € F. Alors il y a un treillis L et un
systéme de fermeture flou § : p(S) — L, tel que la famille F est la famille des a-coupes
de 0, c’est-a-dire F = {0, a € L}.
Preuve.
Soit L I’ensemble partiellement ordonné (F, <), tel que" < 7 est le dual de I'inclusion
des ensemble.
On va montrer que L = (F, <, A\, V) est un treillis complet.
On a : pour tout X,Y € F, X A\Y = X NY € F (Par définition). Donc, Fest inf-semi-
treillis.
Soit {X;, i € I} € Fona, \ X; = (1 X; CF (Par définition) et on a : Fest A-semi-
treillis A-complet et @ (9) Zeeslt le plilesl grand élément de F alors d’aprés le théoréeme
1.4.5 F est un treillis complet.
On défini 0 : p(S) — L tel que, pour tout X C S: 0 (X)={g€ F/X € g}.
On va montrer que ¢ est un ensemble flou c’est-a-dire, § est une application de p(5) dans
L.
Soient X,Y € p(9).
SiX=Yalors, M{{geF/Xegt=N{geF /Y eg}.
Alors, § (X) =6 (Y).
D’ou, 0 est une application.
Maintenant on va montrer que l’ensemble des a-coupes de § est bien F.
Soit o € F et 0, le coupe qui correspond & .

Pour y un élément arbitraire de p (S) on a :
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Y€l ooy >asi(yy CasN{gyeFlycgtCasyea
Donc : 6, = a.
Ainsi 'ensemble des a-coupes de 0 est bien I'ensemble F. De plus I’ensemble flou ¢ est
un systéme de fermeture flou. (D’apres le théoréeme 2.5.2). m

De la méme fagon (En utilisant les mémes constructions) on peut prouver que pour
une fuzzification de sous-systéme de fermeture d’un systéme de fermeture classique C.
Théoréme 2.6.2 [15] Soit C' un systéme de fermeture sur un ensemble non vide S et
F une famille de sous-systémes de fermeture fermé pour lintersection, tel que C' € F.
Alors il existe un treillis L, et un systéme de fermeture flou o : C — L tel que F soit
la famille des a-coupes de o.
Preuve.
Soit L ’ensemble partiellement ordonné, on considére la structure (F, <), tel que < dé-
note le dual de l'inclusion ensembliste. L = (F, <, A,\/) défini comme dans le théoréme
précédent est un treillis complet. On défini 0 : C' — L par : X € C,
o(X)=N{g € F/X € g}. De la méme fagon que dans le théoréme 2.6.1, on montre que
o est un ensemble flou et que I'’ensemble des f-coupes de o est bien F.
Soit f € F et soit oy son f-coupe.
Si y un élément arbitraire de C', on a :
yeorealy)>feoy)SfeN{yeFlyegtCfeyef
Donc oy = f , alors I'ensembles des f-coupes de o est bien ’ensemble F, de plus I'en-
semble flou o est un sous-systéme de fermeture flou de @ (S) car (D’apres le théoréeme

2.5.5 tous les f-coupes sont des systémes de fermetures classiques). m

Dans ce qui suit en se basant sur la connection entre les systémes de fermeture fuzzifier
et les treillis flous. Soit (M, <) un treillis, (L, <) un treillis complet et @ : M — L une
application tels que pour tout o € L, le a-coupe de pu, (u,) est un treillis avec ordre
induit par celui de M, sachant que p est un treillis-sousposet flou ordonné de M, si les
treillis M et p, Yo € L sont des treillis complets, alors le treillis-sousposet flou ordonné p

est dit complet. On remarque que tout sous-treillis flou de M est un treillis-sous-poset flou
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ordonné de M. De plus la notion ci-dessus est définie au moyen des termes ensemblistes
purs, comme dans le cas classique un treillis est un ensemble ordonné. Par conséquent
nous n’avons pas besoin des a-coupes comme des sous-treillis de p. (Un sous-treillis est
une notion algébrique, il n’est pas une notion de la théorie des ensembles). Donc, un
treillis-sous-poset flou ordonné n’est pas en général, un sous treillis lou du méme treillis
classique.

Théoréme 2.6.3 [15] Soit S un ensemble non vide, C un systéme de fermeture sur S
et (L, <) est un treillis complet, alors :

i) Tout systéme de fermeture flou § : p(S) — L sur S est un treillis-sousposet flou
ordonné complet du treillis (p(S), Q).

i1) Tout sous-systéme de fermeture flou o : C' — L de C' est un treillis-sousposet flou
ordonné complet du treillis (C,C).

Preuve. Conséquence direct des théoréme 2.5.2 et théoréme 2.5.5. tout systéme de fer-
meture classique est un treillis complet ordonné par l'inclusion. En effet :

i) Soit 0 : p (S) — L (S # ¢) un systéme de fermeture sur S. Alors d’aprés le théoréme
2.5.2 tout les a-coupes de ¢ sont des systémes de fermeture classiques, sachant que tout
systéme de fermeture classique est un treillis complet. D’ot, § est un treillis-sousposet
flou ordonné complet du treillis (p (5), Q).

i7) Soit C' un sous-systéme de fermeture sur un ensemble non-vide S, et ¢ : C' — L
un sous-systéme de fermeture de C. Alors, d’apres le théoreme 2.5.5 (Tous les a-coupes
de o sont des sous-systéme de fermeture classique) et sachant que tout sous systéme de
fermeture classique est un treillis complet du treillis (p (5), C).

D’ot, o est un treillis-sousposet flou ordonné complet. m

Exemple 2.6.4 1l est facile de vérifier que les 9, de 'exemple 2.5.6 sont des treillis
complets, donc (§,C) est un treillis-sousposet flou ordonné (treillis de sous ensembles
flous partiellement ordonnes) complet du treillis boolien (p (S5),C).

Proposition 2.6.5 Un systéme de fermeture flou 0 : o (S) — L est un treillis flou

complet si et seulement si 0 est une topologie floue.
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Preuve.

(=)

Soit 0 : p (S) — L un systéme de fermeture flou sur un ensemble non vide S. On suppose
que ¢ est un treillis flou complet. On veut montrer que ¢ est une topologie floue.

i) D’apres le lemme 2.5.1 on a: §(5) = 1.

i1) Soient X, Xy € p(5), par définition du treillis flou complet on a : § (X; N Xy) >
0 (X1) N0 (Xa).

i1i) Soit {X;/i € I } une famille de S, donc par définition du treillis flou complet on a :
5 (Uies X = A6 (X0).

i€l
D’apres, i), i), iii) ¢ est une topologie floue.
(<)
Soit ¢ : p(S) — L un systéme de fermeture flou sur un ensemble non-vide S. On

suppose que 0 est une topologie floue.

(i) Pour toute famille {X;/i € I} de S, ¢ <ﬂ Xz-) > A0 (X;) (De la définition du
iel i€l
systéme de fermeture flou).

(i) Soit {X;/i€ I} C o(S) On a: (U, Xi) > Ad(X;) (De la définition de la
i€l
topologie floue).

D’apres, (i) , (ii),d est un treillis flou complet. m
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2.7 Isomorphisme entre structures floues ordonnées
(systéme de fermeture, treillis complet)

Dans ce qui suit, nous définissons la notion d’isomorphisme avec I'introduction des
structures d’ordre flou. Soient (M, <), (N, <) et (L, <) des treillis, dont L est complet et
soient y: M — L et v: N — L deux L-sousposets flous ordonnés de M et N respec-
tivement. Alors, on dit que p et v sont isomorphe, s’il y a un isomorphisme ¢ : M — N
tel que pour tout « € L la restriction de v sur p,(a-coupes) est un isomorphisme de f,,
dans v,. Comme un treillis flou est un cas particulier de L-sous-poset flou ordonné.

La notion d’isomorphisme ci-dessus reste vraie pour le cas des treillis flous [15].

Théoréme 2.7.1 [15] Soient (M,<),(L,<) deux treillis complets et Cys le systéme
de fermeture constitué de tous les idéaux principauxr engendrés par les éléments de M
(Comme dans le lemme.1.5.4), et soit p : M — L un L-treillis flou complet, alors
Uapplication ¢ : Cyy — L définie par : pour tout v € M, ¢(| x) = p(x), est un sous
systéme de fermeture de Cyy. De plus ¢ est isomorphe a p (Treillis flou).
Preuve.
Soit p: M — L un L-treillis flou complet et ¢ : Cpy — L tel que ¢ (| ) = p(x), ¢
est bien définit car pour tout =,y € M,

le=ly = 2=y = p)=ply) = olz)=e¢l)
Soit {X;/i € I} une famille de Cy,. Il est claire que X; =| x; pour une famille
{z;/i € I} C M. Alors,

Ae(Xi) = Aol i)

el el

= A p ()

< p(Nerzi)

= ol (Nierz;))

= @((Nier | 7)) (Car | (Nier@i) = Nier | i)
= ¢ ((Mier X)) -

Donc, ¢ est sous-systéme de fermeture flou de C'y;. De plus, dans un treillis flou complet
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ona: (p(ly)=1.) < (¢ (M) =1). Pour démontrer la deuxiéme partie, on remarque
que Papplication f de M dans Cj; défini comme suit, f () =] = pour tout = € M
est un isomorphisme de M dans le systéme de fermeture C);, qui est un treillis complet
ordonné par l'inclusion (D’aprés le lemme 1.5.4). Pour tout o € L la restriction de f a
Ly, ( f/ ua) est un isomorphisme de p, dans ¢,,.

En effet :

1) Montrons que f/,  est injective.

Pour tout 2,y € o, w4y — La#ly = [/ (@)% [fu ().

Alors, f/,. est injective.

2) Montrons que f/, est surjective.

Pour tout | y € ¢, : 372 € p, tel que f/, (x) =] y.

Soit |y €wo, flu (x)=ly & laz=ly & z=y.

On va montrer que y € .

lyep, & olly)za & puly)>a & yEp,.

Il suffit Donc de prendre x = y, alors f/, est surjective.
De 1), 2) f/,. est bijective Vo € L.

Montrons que

flus@ny) = flu @ NS/, (@) ;

et

Fluge@Vy) = f/u, @)V f/u, ().
Soit x,y € u,, alors, t Ay € p,, xVy € u, (Car u, est un treillis).

Alots, f/, (zAy) = L(xAy) = Lanly = flu @) NF/u (y). et
flua(@Vy) = | (zVy)

= {lcelCu/laulyclcl

= lazVly

= J/ua @N [/u, W)

eton a:

Iy €pgetVael, f/, (1y) = |1y = M = 1l¢, € ¢, Va e L.

Donc, f/,. est un isomorphisme de y,, dans ¢, pour tout a € L, par conséquent p est
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isomorphisme a v. m

Corollaire 2.7.2 Pour tout treillis flou complet i, il y a un systéme de fermeture C' tel
que [ soit isomorphe a un sous-systéme de fermeture flou.

Preuve.

Soit p : M — L un treillis flou complet et C' un systéme de fermeture. On prend
C=Cy ={l z/z € M}, donc il y a un sous-systéme de fermeture flou

oc: Cy — L

r — o(lx)=p(x)
D’apres le théoréme 2.7.1 il y a un isomorphisme f : y — o tel que f (z) =] =.

D’ot, i est isomorphisme & 0. =
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Chapitre 3

Relations d’équivalence
multivalentes et relations d’ordre

vagues

Résumé

On donne tout d’abord quelques définitions concernant les relations d’équivalence
multivalentes, les opérations vagues et leurs propriétés. Nous définirons les ordres flous
-basé sur une similarité (relation d’équivalence). Leurs représentations, ont complétement
été considérées sur la base d'un treillis en particulier (iccqm-treillis), ([0, 1], <, x)(voire
[5], [6]). Dans cette section, nous donnons 'ordre floue et quelques résultats centraux

dans un iccqm-treillis générale, M = (L, <, %) [8].

Contenu

3.1. Définitions et propriétés

3.2. Relations d’équivalence multivalentes

3.3. Relations d’ordre vagues basés sur des relations d’équiva-
lence multivalentes
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3.1 Définitions et propriétés

On appelle un quasi monoid-treillis intégrale, commutatif et complet (briévement

iccgm-treillis), le triplet M = (L, <, x) vérifiant les ariomes suivants :

1. (L, <, A, V) est un treillis complet avec un plus petit élément noté 0 et un plus grand

élément noté 1, avec 0 # 1.
2. (L, *) est un monoide commutatif avec I’élément d’identité est 1.

3. L’opération x vérifie l'implication suivante :
(va17a2751752 € L) [(041 < aget 51 < 52) = (al * 61 < gk 62)] :

Dans la section qui suit, on suppose que le triplet fite M = (L,<,x) représente un
iccqm-treillis qui forme la base de la logique multivalente de la théorie des treillis vagues
[7]. On note par A,V,0,1 pour Uinf (infimum) , sup (supremum), le plus petit élément et
le plus grand élément respectivement. Un iccqm-treillis M = (L, <, ) enrichi d’un opéra-
teur binaire (—) sur L (appelé opérateur résiduel) vérifiant la propriété de ’adjonction.
(AD)axf < v a < —v,Va,B,v € L, est appelé un intégral commutatif cl-monoide
(brievement iccl-monoide) [11]. Dans un iccl-monoide M = (L, <,x) l’opération monoi-
dal x est distributive sur des supremums arbitraires c’est-a-dire pour tout sous ensemble
{B8,/i € I} de L, et pour tout o € L on a 'égalité, o * (Vie1B;) = Vier (v x ;) .

Dans un iccl-monoide M = (L,<,x) la propriété d’adjonction garantit l'unicité de
lopérateur résiduel, et l'opérateur résiduel — est explicitement donné par,
a—f=V{yeL/axy<p}Va,p € L.

Les deux relations suivantes sont les deux propriétés les plus utilisées dans ce qui est
suit,

N)a—-p=1a<pVapfeL.

2)a=1—aVac L.

Proposition 3.1.1 [3],[11] Dans un iccl-monoide, M = (L, <,x) les propriétés suivantes
sont valides :

(1) a*x(a— )< B Va,p € L.
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(17) L’opérateur résiduel — n’est pas croissant dans le premier cas et n’est pas décroissant
dans le second cas, car pour tout oy, as, 31,85 € L,

[ Sy = (2 = By <ar— fy)] et [By < fy = (a0 — By S ou — fy)].

(17i) (a = B)xy < a— (B*v) Va,B,v € L.

Si (L, <, %) satisfait la propriété additionnelle de divisibilité ou les lois algébriques de De
Morgan fortes au sens [11], alors on a,

(iv) ax(BAY)=(a*xpB)A(axy) Va,B,v € L.

Preuve.

)Ona:Va,fela—pf<a—f = (a=pflxa<h = ax(a—f) <8

it) On va montrer que Yoy, az,8, € L, ay <ay = (g — B, < ag — ).

Soient ay, g, 8, € L tel que a3 < ap,0n a :
ay < Qo

et = ap*x7y < Qg x7.

v<7
Soit, v € {y € L/ ag xy < B}, alors, ap xy < 5, done, oy ¥y < agxy < 3y

Diot, v € {7 € L/ a7 < B}

Alors, {y € L/ apxy < 81} C{y € L/ arxv < By}

Done, V{y € L/ azxy < 1} S V{y € L/ an v < B}

Do, (ag — f; < a3 — ().

On va montrer que Vo, 31,8, € L, 3, < B, = (a1 — f; <oy — By).
Soient v, 31,85 € L, tel que B, < By, et soit y € {y € L/ ay xv < 3},
alors oy %y < ) < f,, donc, v € {y € L/ay v < fB,},

alors {y € L ay +7 < B} € {y € L ay 7 < o}

alors V{y € L/ oy xy < 1} S V{y € L/ arx7 < By}

Dou, (a1 — 1 < a1 — ().

i7) On va montrer que (a — ) v < a — (8 *7v) Vo, 5,7 € L.

Soient «, 5,7 € L.

D’apreés (i) on a: a*x (o — () < [, alors (ax (o — §)) %y < B %7,

donc ((a — ) xy) * a < %7 car(* est associative)
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Don, (¢ = B)xy<a— (Bxv). (Dapres (AD)).
(iv) [11]. =

3.2 Relations d’équivalence multivalentes

Dans tout ce qui suit, on prend un iccqm-treillis particulier M = ([0,1], <, %) tel
que, < est ordre usuel dans R et x une t-norme. Pour un ensemble non vide X, une
fonction p : X — L est appelé un sous-ensemble flou sur X. L’ensemble de tous les
sous-ensembles flous sur X est noté par L~. La fonction caractéristique 1,4 de I’ensemble

classique A de X est donnée par

1 size A
14(z) =1 et
0 sixz ¢ A

14 est un cas particulier d’un ensemble flou de X. Pour deux ensembles non vides X
et Y, un ensemble flou p € L**Y est appelé une relation floue de X vers Y ou simplement
relation floue. Une application E : X x X — L (Un L-ensemble flou de X x X) est
appelée une relation M-équivalence sur X, [7] si est seulement si les trois axiomes suivants
sont vérifiés :

(E1) E(xz,x)=1,Vr € X,
(E2) E(z,y)=E(y,z)Yo,y € X,
(E3) E(v,y)*x E(y,2z) < E(z,2),Vx,y,z € X.

Une relation M-équivalence F sur X est dite séparable (c’est a dire M- égalité) si
I'implication suivante est vérifiée :

E(z,y) =1= x =y pour tout =,y € X.

En particulier, si M = (L, <, %) est un iccqm-treillis, une relation M-équivalence
sur X est aussi appelée une relation de similarité, M-valente sur X [10],ou une M-
équivalence ou une relation d’égalité sur X au sens de la relationx. L’égalité classique sur

X est caractérisée par la M-égalité £ : X x X — {0,1} donné par,
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1 siz=uy;
ES (z,y) = et

0 sixz#y.
pour tout z,y € X. Et E% est la plus petite M-égalité. Pour une relation d’équivalence

E sur X donnée et v € X, 'ensemble L-flou [z], de X défini par, [z|; (y) = E(z,y)
Vy € X, est appelé hall extensionnel de x au sens de la relation E.

Définition 3.2.1 [7] Soient E et F deux relations M -équivalence sur X et Y respecti-
vement.

(i) Une fonction ordinaire f : X — Y est dile extensionnelle au sens de la relation
E et F si et seulement si E (z,y) < F(f(x),f(y)) Vz,y € X.

(it) Une relation floue p € LX*Y est appelée une fonction floue forte de X vers Y au
sens de la relation E et F, si et seulement si p satisfait les conditions suivantes :
(F1)Vee X, JyeY tel que p(z,y) = 1.

(F.2) p(x,y)*p(a,y)« E(x,2") < F(y,y), Vo, o’ € X,Vy,y €Y.

(ii1) Une relation floue p € LX*Y est appelée une fonction floue parfaite de X vers Y
au sens des relations E et F, si et seulement si p vérifie les conditions suivantes :
(F1)Vexe X, JyeY tel que p(z,y) =1,

(EX.1) p(x,y)« E(x,2") < p(a',y) (Extensionalité de p au sens de la relation F),
(EX.2) p(x,y) = F(y,y) < p(x,y") (Extensionalité de p au sens de la relation F),
(PF) p(z,y)*p(z.y) < F(y,y),

pour tout x,x! € X et Vy,y €Y.

(1v) Pour une fonction donnée f : X — Y extensionnel au sens des relations E et F, la

fonction floue parfaite p € LX*Y

au sens des relations E et F donnée par la formule,
p(x,y) = F(f(x),y) Ve € X,Vy €Y, est appelée E-F description vague de [ et notée
par vag (f).

(v) Pour une fonction floue forte donnée p € L**Y au sens des relations E et F. La

fonction ordinaire f : X — Y est extensionnel au sens des relations E et F, satisfait

les conditions suivantes :
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p(f(z),z)=1et p(x,y) < F(f(z),y),Vo € X,Vy €Y est appelée une description or-

dinaire de p. L’ensemble de toutes les descriptions ordinaires de p est noté par ORD (p) .

Une fonction floue p de X dans Y au sens des relations M-équivalence E sur X et F'

sur Y, peut étre définie comme une relation floue p € LX*Y satisfaisant (F.2) et (F.17)
tel que :
(F.17) Pour tout x € X Jy € Y : p(x,y) > 0. Puisque la condition (F.1) est plus
forte que (F.17). Une fonction floue forte est clairement une fonction floue. Cette réalité
justifie le sens de la fonction floue forte, donc la fonction floue forte possede plus de
propriétés mathématiques souhaitables que les fonctions floues [7]. Nous nous intéressons
aux fonctions floues fortes au lieu des fonctions floues, donc les fonctions floues parfaites
forment une sous-classe de fonctions floues fortes et different de fonctions floues fortes
seulement par la condition (£ X.2) [7]. Une relation floue p de X vers Y associe a tout
élément = € X 'ensemble flou p, de Y définie par : p, (y) = p(z,y), Yy € Y.

Dans la définition 3.2.1, et pour éviter la possibilité de confusion sur les descriptions
ordinaires de fonctions floues fortes, de temps en temps, il est utile de mentionner les
relations M-équivalence E et F' sur la description ordinaire de la fonction floue forte.
Pour cette raison une description ordinaire de p sera appelée une description ordinaire
de p au sens des relations E et I et ORD (p) sera représentée comme ORD . . (p).
Parallelement le E-F description floue (vag (f)) sera notée par vag, ., (f). Une relation

floue p € LY

satisfait la condition suivante : Pour tout x € X, Jy € Y, p(z,y) = 1,
sera appelée une M- fonction de X dans Y. La notation M- fonction p € LX*Y de
X dans Y est un peu faible que F-fonction, (p une relation floue de X dans Y vérifie
la condition suivante : pour tout x € X, Jly € Y : p(x,y) = 1). Soit p € L**Y une
M-fonction de X dans Y et E une relation M-équivalence sur X. Il est facile de trouver
une fonction ordinaire f : X — Y avec la propriété suivante, p (x, f (x)) = 1 pour tout

r € X. De plus étant donné la relation M-équivalence 1y y sur Y et puisque la fonction

f: X — Y est extensionnelle au sens des relations F et 1y .y nous tirons directement
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de [[7] — théoréme4.10 | que p est une fonction floue forte au sens des relations E et
lyyy et la fonction f : X — Y est une description ordinaire du M-fonction au sens
de la relation 1ly.y c’est-a -dire f € ORD@1, ) (p). Ainsi tout M-fonction est un
genre spécial d’une fonction ordinaire. Pour une fonction ordinaire f : X — Y vérifie
la condition p (z, f (z)) = 1 pour tout x € X est appelée la partie classique de p, et
'ensemble de toutes les parties classiques de p sera noté par CR (p) .

Remarque 3.2.2

LX*Y au sens des relations F et F posséde une unique

() Si une fonction floue forte p €
description ordinaire on la note simplement par ordg r) (p) c’est-a-dire ORD , ., (p) =
{ord( E,F) (p)} Etant donné une fonction floue forte p € L*X*Yau sens des relations £
et F, si la relation M-équivalence F' sur Y est séparable alors p posséde une unique
description ordinaire ordg ) (p) au sens des relations E et F', [7].

LX*Y au sens des relations E et F, une fonction

(77) Soit la fonction floue forte p €
extensionnelle g : X — Y au sens des relations E et F telle que p(z,g(x)) = 1,
Vz € X, donc g est une description ordinaire de p au sens des relations E et F' c’est-a-dire
g€ ORD . (p)[[7], théoréme 4.10]. De plussi p € L**Y est une fonction floue parfaite
au sens des relations F et F, il est facile d’obtenir p = vag(g,r) (¢) [[7], théoréme 4.11].
Définition 3.2.3 [§]

(1) Une M-fonction 6 de X x X dans X est appelé une opération binaire sur X.

(17) Pour une relation M -équivalence p sur X x X, une fonction floue forte (fonction floue

parfaite) 6 de X x X vers X au sens des relations p et E est appelée une M -opération

binaire vague (M -opération binaire vague parfaite) sur X au sens des relations p et E.

Une M-opération binaire o sur X est clairement une M-opération binaire vague sur X,
au sens de tout relation M-équivalence p sur X x X et la relation M-équivalence 1y x
sur X, c’est-a -dire il existe une opération binaire classique o sur X avec la propriété
o€ ORD(MXXX) (0), c’est-a -dire 0 € C'R (0). Dans le présent travail, pour une relation

L(X><X)><X

floue 0 € sur X et pour tout x,y, z € X, pour simplifier, I'élément o ((z, ) , 2)
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de L sera noté par 6 (x,y, z).
Définition 3.2.4 [8] Pour une relation M -équivalence P sur X x X et E sur X, soit
0 une M-opération binaire vague sur X au sens des relations p et E. Alors
i) 0 est associative si et seulement si 0 vérifie
(VAS) (Va,b,c,d,m,q;w € X),
((0(b,c,d)*x0(a,d,m)*06(a,b,q) *06(q,c,w)) < E(m,w)).
i1) 0 est dite abélienne (commutative) si et seulement si 0 satisfait,
(VCM) (Va,b,m,w € X) o(a,b,m)*0o(a,b,w) < E(m,w).
iii) 0 est dite abélienne forte (commutative forte) si et seulement si 6 satisfait I’égalité,
(SCM) o6(a,b,m) = 06(b,a,m) (Va,b,m € X).

Dans le cas classique, I’associativité et la commutativité sont données par les impli-
cations suivantes :
(AS)(Va,b,c,d,m,q,w € X)(boc=detaod=metaob=qget goc=w)=m=w.
(CM) (Va,b,m,w e X) (aob=metboa=w)=m=w.

La commutativité de o peut s’exprimer a ’aid une bi-implication.

(CM'") (Va,b,m,e X) (aocb=m < boa=m).
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3.3 Relations d’ordre vagues basés sur des relations
d’équivalence multivalentes

L’ordre flou -basé sur une similarité et sa représentation est étudié sur la base d’un
treillis en particulier (iccqm-treillis), ([0,1],=<,*). Dans cette section, l'ordre flou et
quelques résultats essentiels en [5], [6] sont étendu en un général (iccqm-treillis),

M = (L, <, %) [8].

Définition 3.3.1 [8] Soit E une relation M -équivalence.

i) Une relation floue < € LY sur X est dite une relation d’ordre partiel vague sur X,
au sens de la relation M -équivalence E (briévement M-E-ordre partiel sur X) si elle
satisfait les conditions suivantes :

(VP1) E(z,y) < < (z,y)Vz,y € X (E-réflexivité),

(VP2) < (z,y) * < (y,x) < E(z,y)Va,y € X (E-antisymétrie),

(VP3) < (x,y) * < (y,2) < < (y,2)Va,y, 2 € X (transitivité).

i) Si une relation flove < € L**X sur X satisfait seulement les conditions (V P1) et
(V P3) elle est dite M-E-préordre sur X.

iii) Un M-E-ordre partiel < € LY sur X est dite ordre linéaire vague sur X, au Sens

de la relation M -équivalence E (briévement M-E-ordre linéaire sur X )si et seulement

st la condition suivante est satisfaite :

(VP4) <(x,y) =1 ou < (y,z) =1 Vz,y € X.
(iv) Un M-E-ordre partiel (linéaire) sur X donné alors le couple ordonné (X,<) est dit
une ensemble M-E- partiellement (linéairement) ordonné.

Dans le cas particulier M = ([0, 1], <, %), un M-E-ordre partiel sur X est appelé une
«-E-ordre sur X [5],[6]. Si on remplace I'opération monoidal * sur L par 'opération A
sur L dans la condition (V P2), alors on obtient une autre version de la condition de
Iantisymétrie appelé la condition de I’antisymeétrie forte c’est-a-dire,

(Pantisymétrie forte < < (z,y) A< (y,2) < E (z,y),Vz,y € X).

Si le iccqm-treillis M est entiché est devenu un iccl-monoide et si la relation M-
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€ LX*X sur X qui vérifie

équivalence F est une M-égalité sur X alors la relation floue <
les conditions (V P.1), (V P.3) et le E-antisymétrie forte est appelé un M-ordre sur X [3].
En réalité La E-antisymétrie forte donne la E-antisymétrie, un M-ordre sur X est un
cas particulier de M-FE- ordre partiel sur X.

Dans la définition 3.3.1 (i¢) la condition (V P.4) implique la condition
(VP4 < ( ,Y) V (y, x) =1 Vz,y € X, mais l'inverse n’est pas vrai en général. Pour
M = ([0,1], <,%) la condition (V' P.4") implique aussi la condition (V P.4) c’est-a-dire
(VPA4) est équivalent & (VP.4'). Donc un M-FE-ordre linéaire sur X n’est qu'un x-FE-
ordre linéaire fort sur X [5], [6].

Dans le cas bivalent L = {0, 1} la relation M-équivalence F sur X et la relation floue
<sur X correspondent & une relation d’équivalence =~ et une relation binaire classique
< sur X respectivement et les axiomes (V P.1,V P.2,V P.3,V P.4) deviennent respective-
ment :

(Plz~y=z<yVrye X,

(P2) (zxyetysa)=a~yVo,ye X,

(P3) (zxyety=xz2)=x=<x2Vr,yzeX,

(P4)xgyouy=<zx,Vr,y € X.

Les conditions (P.3), (P.4) sont les propriétés de transitivité et de linéarité de relations
binaires classiques respectivement. De plus les propriétés (P.1), (P.2) généralisent les
propriétés de la réflexivité et de 'antisymétrie dans la version des relations binaires clas-

siques respectivement, ou la relation d’égalité classique =" est remplacé par

» g
Etant donné une relation d’équivalence =~ sur X, une relation binaire classique < sur
X satisfait les conditions (P.1) et (P.3) (respectivement (P.1 — P.3) et (P.1 — P.4)) est
appelé un ~-préordre respectivement un =-ordre partiel et un ~-ordre linéaire) sur X.
Pour une relation d’équivalence ~ donnée et une relation binaire classique < sur X, la
condition (P.1) et antisymétrie de < dans le sens classique implique la réflexivité de <

dans le sens classique et la condition (P.2) respectivement, mais I'implication inverse est

”

valable seulement pour le cas out "~” est "=". Donc si "~” est ”=" alors un ~-préordre
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(respectivement un ~-ordre partiel et un ~-ordre linéaire), n’est qu'un préordre clas-

b

sique (respectivement un ordre partiel et un ordre linéaire). Si "~” n’est pas =" mais
seulement une relation d’équivalence sur X, alors un =-ordre partiel défini un préordre
classique mais pas un ordre partiel classique. Un ~-ordre partiel < donne une relation
d’équivalence ~_sur X définit par :

(zriy) e (@=xyety=xa)Vr,yeX,

il est clair que ~,coincide avec ~ . Si < est un ~-préordre, alors ~_sera aussi une
relation d’équivalence, mais il donne seulement l'inclusion ~C~,c’est-a-dire ~4 n’est pas
égale & ~ en général. Un ~-ordre partiel (linéaire) peut étre représenté par un ordre partiel
(linéaire) classique et la relation d’équivalence =~ (voire le corollaire 3.3.12 et la remarque
3.3.16). Puisque I'=-ordre partiel (linéaire) correspond & un cas particulier de M-E-
ordre partiel (linéaire), premiérement on introduit les propriétés de M-FE-ordre partiel
(linéaire), et puis appliqué ces résultat sur ~-ordre partiel (linéaire). Pour cet raison il
est nécessaire de donner le concept de comparabilité du relation d’équivalence flou avec
un ordre partiel classique [5], [6], pour le cas général d’un iccqm-treillis M = (L, <, x).
Définition 3.3.2 [8] Soit E une relation M -équivalence sur X et < une relation d’ordre
partiel classique sur X, la relation E est dite compatible avec < si est seulement si
limplication suivante :

(CP) Vo,y,ze X)(x sy 2= E(2,2) < E(z,y) N E(y,2)) est vérifiée.

Dans le cas bivalente L = {0, 1}, la compatibilité d’une relation d’équivalence ~ avec
un ordre partiel classique, peut étre exprimer explicitement comme la satisfaction de
I'implication :

(Vo,y,2€ X) (zxy <2) = [ar2)=(zry) et (y=2)].
Définition 3.3.3 [Jacas et recasens [12]] Soit M = ([0, 1], <, ).
i) Un sous-ensemble flou pu de R est un nombre flou si et seulement si il existe a € R tel
que p(a) =1 et p est mon décroissante sur |—oo,al et non croissante sur |a, oo|.
it) une relation M -équivalence E sur R est dite admissible si et seulement si pour tout

z € R, la classe d’équivalence [z], de x au sens de la relation E définie par :
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[z]g(y) = E(x,y),Yy € R, est un nombre flou.

Remarque 3.3.4 Soit M = ([0,1],=<,%). Une relation M-équivalence E sur R est

compatible avec ’ordre usuel < sur R si et seulement si F est une relation M-équivalence

admissible sur R.

Théoréme 3.3.5 [8] Soit < un M-E-ordre partiel sur X. Le noyau <z de < est défini

par : v 4z y < i(m, y) = 1,Va,y € X, est un préordre classique sur X. De plus, 2 est

un ordre partiel classique sur X si et seulement si E est séparable. Si E est séparable

<z est un ordre linéaire classique sur X si et seulement si % est un M-E ordre linéaire

sur X.

Preuve.

i) Montrons que < < est un préordre classique sur X.

Soient z,y € X, v Jdz y & i(x,y) =1l,ona:

<(x,2) > E (x,2) =1, donc < (z,z) = 1, alors <z x, donc Iz est réflexive.

Montrons que <z est transitive.

Soient x,y, z € X,

rdz yetydz z = < (x,y) =
= 1
= < (x,2) =1

= x dz z, donc <z est un préordre.
ii) E séparable < (Jzest un ordre partiel).

(=)
On suppose que E est séparable, on veut montrer que < cest antisymétrique.

Soient =,y € X,

rdzyetydzz = i(:v,y)zleti(y,w)zl
= 1=<(z,9)*<(y,z) < E(z,y) (car < est E-antisymétrique)
= F(z,y)=1

= x =y, (car E est séparable).
Done, <z est antisymétrique, d’ou <z est un ordre partiel.

(<)
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On va montrer que F est séparable.
E est séparable & [E(z,y)=1=z2=y| S [z #y= E(z,y) #1].
Soient z,y € X, E(z,y)=1=2z=y. Ona: 1= E(z,y) < <(z,y), donc
i(x,y)zl@xﬁg Yoo (1).
Ona:1=E(y,x)<<(y,x) (Car E(x,y) = E (y,x) = 1).
Donc, < (y, = r)=1eydza..(2).
D’aprés (1) et (2) on a: z =y (Car Iz antisymétrique).
Do, E est séparable.
iii) Si E est séparable, alors (Jz est linéaire) < (i est linéaire).
Soient x,y € X,on suppose que Jzest linéaire.
<§]i est linéaire) < (v Jdz youy J: x)

& (S(zy)=lou<(yr)=1) . =

& (< est linéaire).
Théoréme 3.3.6 [8] Soit < un M-E- ordre partiel sur X. Alors il existe un ordre partiel
classique < sur X, tel que E est compatible avec <, et <Cd:. Si i est un M-E- ordre
linéaire sur X, < est ausst choisi comme un ordre linéaire classique sur X. De plus < est
maximal au sens qu’il n’existe aucun ordre partiel <'sur X tels que < C< et < cd: .
Preuve.
D’aprés le théoreme 3.3.5 pour tout M-FE-ordre <sur X , le noyau Jzest un
préordre, donc pour tout z,y € X, on définit la relation ~ comme le noyau symétrique
de Jzqui est une relation d’équivalence.
r~y e <(r,y)=1et i(yw)zl(:)xﬁl;y/\yﬁg x.
En effet :
Pour tout = € X, < (z,z) = 1 & z ~ z donc ~ est réflexive.
Pour tout =,y € X,
r~y & <(ry)=1let <(y,2)=1

<(z,y) =1

&y~ x.dou ~ est symétrique.
Pour tout z,y, 2z € X,

& <(yz)=1let
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(

z o~y <(zy)=let<(y,2)=1

et = et
Y~z | S@2)=let<(zy) =1
( <(ry)=1let <(y,2)=1

= et

\ <(zy)=let <(y,x)=1
= <(z,2) =1et <(z,2) = 1 d’aprés la transitivité de <

= T~z
Donc, ~ est transitive.

D’oli ~ est une relation d’équivalence.

Un résultat fondamental qui vient de I'axiome de choix, chaque ensemble peut étre
ordonné linéairement. De plus il est possible de trouver un ordre linéaire pour tout classe
d’équivalence au sens de ~. L’ordre de toute classe d’équivalence () est noté par <, . On

définit la relation < comme suit, pour tout =,y € X,

r<,y six~y
r<y & D (%)
r<dzy sizey

On va montrer que < est un ordre.
i) La reflexivité est évidente.
i1) L’antisymétrie.
Soient z,y € X,on va montrer que (r <yety<x)=>xr=9y
1)Siz~y,donc (z<yety<z)=(r<,yety<,x)=x=y (car <, est une ordre
linéaire).
2) Six oy,

(z<yety<az) = (rdzyetydz)

= (Sl =let<(yo)=1)

= x ~ y contraction.

i7) On va montrer que < est transitive.
Soient x,y,z € X tel que x <y et y < z, il y a 4 possibilités.

a) x ~yetyn~ z,donc x,y, z appartenant a (x).
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Donc, (x <yety<z)= (r<,yety<,2)=> (<, 2) = (x < 2).

b) x ~y ety z doncz » 2.

Pour montrer que z < z il suffit de montrer que < (z, z) = 1(Car < est *-transitive), on
a:1l=<(z,y)*<(y,2) < <(2,2) <1 (Par définition de ~ et <)

Donc, < (z,2) = 1, alors z 4z 2.

Dou z < z.

c) xoyetyn~ z donc, 2.

Pour montrer que z < z il suffit de montrer que < (z,z) = 1, (Car < est *-transitive),
ona:l=<(z, Y) * <(y,2) < <(a:,z) <1, donc, < (z,2) = 1, alors = <z y.
Dou z < z.

dyzeyetymwz dnconardzyAydzzety fzzetz Az y.

On va montrer que <= z mais z = z

x Jz z est claire d’apres la transitivité de < .

inversement, on suppose que z dz z est comme y <z z d’apreés la transitivité de Jz, on
a : y <z x, contradiction, donc z < z.

De plus il est claire d’aprés la définition de la relation < que z Jz y est une condition
nécessaire pour que r < y donc, r < y = < (x,y)=1==x <z y, clest-a-dire <CJ: .
Si < est linéaire, on sait que pour tout z ,y € X, soit ¢ dz y ou y <z @, donc x < y ou
y < x dans le cas x ~ y.

Dans le cas x ~ y la linéarité est évidente d’aprés la linéarité de <, .

On va montrer la maximalité de <. On suppose qu’il existe une relation d’ordre <tel
que <C<'CL: .

Supposons que <C<'c’est-a-dire il existe deux éléments défirent x,y tel que © <" y et x
£ y donc il y a deux cas.

a) Six ~ y alors la linéarité de <, implique y < x donc y <’  donc x = y, contradiction.
b)Sizwy,ona(z<y) =< (r,y)=1= (v <z y) = (z < y) (contradiction)

D’ou il n’est existe aucune relation <’ tel que <C<'CJ- .

X

Il reste & montrer la compatibilité de E avec <.
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Soient z,y, z € X, tel que z < y < z, done, < (r,y) = < (y,2) = < (z,z) =1, donc,
E(z,y) > <(z,y)*<(yx)

I
N
=

&

v
7
T r e e
N
*
7
W
oy

> E(z,z)
Donc, E (z,y) NE (y,2) > E(z,z2).

D’ou E est compatible avec <. m

Remarque 3.3.7 Une conséquence immédiate du théoréme 3.3.6. Si < est un ~-ordre
partiel, alors il existe un ordre partiel classique = dont la relation = est compatible avec
S et 3 C<, et il est maximal au sens du théoréme 3.3.6. De plus, = peut étre choisi
comme un ordre linéaire classique, quand < est un ~-ordre linéaire. De méme comme
dans ’ordre partiel vague, pour un ~-ordre partiel < donné, ’ensemble de tous les ordres
partiels = avec X C< sera noté par CR (<).

Pour introduire les résultats ultérieurs, d'un ordre partiel classique donné < sur X,
nous avons besoin de considérer la relation x de I'incomparabilité au sens de la relation
<, définie par, z Xy < (x Ly et y £ x), Va,y € X.

Théoréme 3.3.8 [8] Soit < une relation d’ordre partiel classique sur X et E une rela-

tion M -équivalence sur X tel que E est compatible avec <. Si E satisfait l'implication

(Ve,y,z € X) [z x 2= (E(z,y)VE(y,z) < E(z,2))] (3.1)

la relation floue < € LX*X définie par
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~ 1 siz <y;
<(z,y) = Va,y € X (32)

E(z,y) si non.

est un M-E-ordre partiel sur X.

Preuve. On va montrer que < est un M-FE-ordre partiel flou sur X

1) La reéflexivité.

Par définition Vz,y € X E (z,y) < < (z,y), donc < est réflexive.

2) L’antisymétrie.

On va montrer que, Va,y € X < (x,y) * < (z,y) < E(x,y).

Soient =,y € X,

Si <y, alors < (z,y) *< (z,y) = 1% E (y,x) = E (x,y) (Car E est symétrique ).
<(z,y) *<(z,y) = E(z,y) ¥ 1 = B (z,y).

Siz L yetyL z, alors, < (z,y) * < (x,y) = E (z,y) * E (z,y) < E (z,y).

D’ou, < est antisymétrique.

Siy < z, alors

3) La transitivité.

On va montrer que pour tout z,y,z € X, < (z,y) * < (y,2) < <(2,2) e (1)

Soient z,y,z € X,

r<y|ly<z|z<z| ()

1 1 1 1 1 (ok)

2 1 1 0 cas impossible
3 1 0 1 1 (ok)

(4) 1 0 0 1

5 0 1 1 1 (ok)

(6) 0 1 0 1

7 0 0 1 1 (ok)

(8) 0 0 0 1

On va vérifier la vérité des 4°™¢, 6 et 8¢ cas .
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(1) Le 4*m¢ cas, s <y ety £ z et & £ 2.

Si z < & < y, alors par la compatibilité de F avec < ona: F (z,2) A E(x,y) > E(2,y).
Donc, E (z,2) > E(z,y) < E(x,2) > E(y, 2).

Dow, < (x,y) * < (y,2) = 1% E(y,2) < E (x,2) = < (z, 2).

(2)Sizgz.Ona: (zgaetrgz) e (xxz)=[Ey VE({Y,z) <E(zz2).
Donc, E (z,2) > E (y, z), donc < (z,y) * i(y,z) =1xE(y,2) < E(z,2)= i(:v,z).
Donc le 4™ cas est vérifié.

De la méme facon, on peut vérifier le 6°"¢ cas.

En effet :

1)z g yety<zetaLz Onsuppose que z < .

Donc, y < z < z, alors par la compatibilité de F avec < ona: F (y, 2)AE (z,2) > E (y, ),
donc E (z,z) > E (y,z) < E (z,2) > E(z,y) .

Dou, < (z,y) * < (y,2) = E(z,y) x 1 = E (z,y) < E (x,2) =
2)Sizgx. Ona: (zgaetrgz) e (zxz)=[E(x,y)V
Donc, E (z,2) > E(x,y),

alors < (z,y) * < (y,2) = E(z,y)* 1 = E (z,y) < E (z,2) = < (z, 2)

(x,z2).
(y,2) < E(z,2)].

& /A

3) On va verfier le 8cas.
Ona:zgLyetyLzeta L zalors

<(z,9)*<(y,2) = E(w,9) * E(y,2) < E(2,2) = < (x,2)
Alors

D’ou,

i est transitive.

i est un M-FE- ordre partiel. m

Remarque 3.3.9

i) Soit E une M-égalité sur X et < un M-E-ordre partiel sur X, considérons la construc-
tion de la relation d’ordre partiel classique < dans la preuve du théoréme3.3.6 il est facile
de montrer que < coincide avec la relation <z le noyau de la relation i Le théoréme
3.3.6 montre directement que <z est le plus grand ordre partiel classique < sur X, ce qui

prouve que E est compatible avec < et <CJ ceten plus < cest le plus grand de C’R(i).

i1) Dans I'implication (3.1), choisissons © = y ou y = z, il est facile de voir que (3.1)
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donne I'implication

(Ve,ze X)x X z= E(z,2) = 1. (3.3)

De plus (3.3) implique (3.1) en conclut que (3.1) équivalant & (3.3).

Comme nous 'avons constaté dans la remarque 3.3.9 ii), ’hypothése du théoréeme
3.3.8 est restrictif. Une version améliorer du théoreme 3.3.8 est donnée dans le résultat
suivent :

Théoréme 3.3.10 [8] Soit < un ordre partiel classique sur X et E une relation M-
équivalence sur X tel que E est compatible avec <, alors E satisfait la condition sui-

vante :

(Vr,y,z € X)[((x x2) et (z<youy<z))=(E(y,2) < FE(x,z2))] (3.4)

si et seulement si la relation flove < € LX*X définie par (3.2) dans le théoréme 3.5.8
est un M-E-ordre partiel sur X.

Preuve.

(=)

Ona: (Vz,y,2)[((x x2) et (z<youy<z)=(E(yz2) <FE(x2).

On va montrer que la relation < définie par :

~ 1 siz < v
<(z,y) = '
E(z,y) si non

Vx,y € X, est un M-FE-ordre partiel.

En ce qui concerne, la réflexivité, et 'antisymétrie ont suit la méme démarche que pour
la preuve du théoreme 3.3.8.

Il reste & montrer que i est transitive.

C’est-a-dire pour tout z,y,z € X, < (z,y)* < (y,2) < <(2,2) ... (1)
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r<y|ly<z|ez<z| ()

1 1 1 1 (ok)

2 1 1 0 cas impossible
3 1 0 1 1 (ok)

(4) 1 0 0 1

5 0 1 1 1 (ok)

(6) 0 1 0 1

7 0 0 1 1 (ok)

(8) 0 0 0 1

On va vérifier le 4“™cas, v <y ety £ z et £ 2.

1) On suppose que z < z, donc z < x < y alors par la définition de la compatibilité de £
avec < ona, E(z,2)ANE (z,y) > E(2,y),donc E(z,2) > E(z,y) & E (v,2) > E(y,2),
alors < (z,y) * < (y,2) = 1x E (y,2) < E (2,2) = < (z, 2)

2) Si 2 ;{ .
(zgzetrgz)eta<y = (x x zet v <y) = E(y,2) < E(z,z), alors
\(x,y)*\(y,Z) = 1% E(y,2) = E(y,2) < E(x,2) = < (x,2)
Donc, le 4°™¢ cas est vrai.
On va vérifier le 6"“cas, r L y et y < z et © £ 2.

1) On suppose que z < z, donc y < z < x, alors par la définition de la compatibilité de E
avec<ona: FE(y,z)AE (z,x) > FE(y,x),donc E (z,2) > E (y,z) < E(z,2) > E (z,y),
alors < (z,y) * < (y,2) = E(z,y) %1 = E(z,y) < E(2,2) = < (z,2) .

) SizLx ona:

(zgzetrgz)ety< = (rxzety<2)
= (E(y,z) < E(z 1))
= (E(z,y) < E(z,2)).
Alors < (z,y) * < (y,2) = E(z,y)* 1= E(z,y) < E(z,2) = < (z,2) .
Donc, le 6°™¢ cas est vrai.

3) On va vérifier le 8™¢cas.
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Ona:zgyetyLzetaLz, alors

<@y *<(y.2)=E(r,y) *E(y,2) < E(z,2) = <(z,2).
Alors < est transitive.

(<)

On a la relation < définie par :

~ 1 siz < y;
<(z,y) = '
E(z,y) si non.

Vx,y € X, est un M-FE- ordre partiel.
On veut montrer que, (Vz,y,2) [((x X 2) et (z <youy < z)) = (E(y,2) < E(x,2))].
Soient z,y,z € X,
On suppose que = X 2.
1) Si z <y, alors < (z,y) = 1, alors
E(y,2) <E(y,2) =<(z,9)*<(y,2) < <(2,2) = E(x,2).
Donc, E (y,z) < E(z,z2).
2) Siy < z, alors < (y,z) =1, donc
E(y,2) < B(2y) = 2 (2,9) # < (1,0) <  (2,2) = B(2,2).
Donc, E (y,2) < E(x,z).
D’ou, (3.4) est vérifie. m

On peut interpréter la relation floue < définie par la formule (3.2) , comme une fuzzif-
fication d’un ordre partiel donné < sur X par le moyen d’une relation M-équivalence F
sur X. Le théoréme 3.3.10 donne explicitement les conditions nécessaires et suffisantes sur
un ordre partiel <, et la relation M-équivalence E donnés sur X, pour rendre une relation
floue < un M-E-ordre partiel sur X. Cependant il ne spécifie pas sous quelles conditions
nécessaires et suffisantes un M-FE-ordre partiel donné <sur X , peut étre représenté par
la formule (3.2).
Théoréme 3.3.11 [8] Soit < un M-E-ordre partiel sur X et <€ CR(<), alors le M-

E-ordre partiel, < peut s’écrire sous la forme (3.2) si et seulement si < vérifie les deux

conditions suivantes :
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Vao,y € X, (S(r,y) #let <(y,0) #1) = (S(2,y) V< (y,2) S E(w,y)  (3.5)

Va:,yeX,xMyé(i(m,y)zi(y,x)) (3.6)

Preuve.
(=)
1 si x<y;

Soit < un M-E ordre partiel sur X et <€ C’R(i). On suppose que, < (z,7) =
E(z,y) si non.

1) On va montrer que pour tout z,y € X,
(S(z,y) #Let <(y,7) 1) = (< (2,y) V< (y,7) < E (2,y)) et
zxy = (<(z,y) = <(y,2))
Soient =,y € X,
Sy #let <(y.2) #1 = E(z,y)=<(x,y) et E(y,x) = <(y,2)
= <(z,y)V<(y,2) < E(z,y).
ctrxysrd yetyL e done < (r,9) = E(z,y) = E(y,z) = < (y,7)
(<)On suppose que pour tout z,y € X,
K@y #1et <) 1) = (Roy) vV (y2) < Br,y)) e
zxy = (<(z,y) = <(y,2))
On va montrer que,
~ 1 si x<y;
<(7,9) =
E(z,y) si non.
1) Six <y donc (r,y) €z, (car <C<z), donc < < (x,y) = 1.
2) Siz £ y On a toujours < <(y,x) =1ou<(y,x) #1.
i) Si < (y,z) = 1, alors
E(z,y) < <(z,y) = <(2,9) *<(y,7) < E(x,y) = <(z,9) = E(z,9) .

ii) Si < (y,x) # 1 il y a deux cas a) y < = ou bien b) y £ .
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a)siy <z e <(y,z) =1 cas impossible.
b)siygax.OnazLyety< e, doncz xy.
Donc, < (2,y) = < (Y, &) cvvrvrnenn. (7)
Si < (z,y) = 1 cas impossible par hypothése.
Si < (2,y) #1et < (y,7) # 1, alors < (z,y) V< (y,2) < E(z,y), donc
E(z,y) < <(x,y) < E(x,y), alors < (z,y) = E (x,y) .
D’ou,
~ 1 si T <Y
<(z,y) = |
E(z,y) si non.
Le théoréme 3.3.10 et le théoreme 3.3.11 peuvent étre appliqués pour les ~-ordre

partiel et ses deux résultats peut étre exprimés pour ~-ordre partiel de la fagon suivante :
Corollaire 3.3.12 /§/
i) Soit < un ordre partiel classique sur X et ~ une relation d’équivalence classique sur

X tel que = compatible avec <. Alors la relation classique =< définie par :

rys(r<youy=uz)Vr,ye X (3.7)

est un ~ -ordre partiel sur X si et seulement si l"implication suivante est satisfaite,
(Vz,y,ze X)[(xxz2) et (z<youy<z)=|[yxz)=(r=z2).
i1) Etant donné un = -ordre partiel < sur X et < € CR (=), on note la relation d’incom-
parabilité au sens de la relation < par X<, alors = est donnée par (3.7) si et seulement
st les implications suivantes sont satisfaites :

Ve,y,e X (z x<y) = [(x Syouy 2z) = (zxy).

Ve,y,€e X(awy)= [z 2y) < (y =)
Preuve.
i) (<)
On veut montrer que < est un ~-ordre partiel.

Montrons que =< est ~-réflexive.
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Soient x,y, € X,x ~y = x <y, donc X est ~-réflexive.
Montrons que = est ~-antisymétrique.
Soient z,y, € X,
(z 2y) et (y 2 x) (r<youzmy)et (y
Y

=
= (z~y) ou(x<yet
=

= TIRY.
Donc, < est ~-antisymétrique.

Montrons que = est transitive.

Soient x,y, z € X, on veut montrer que, (z < y) et (y < z) = (z = 2).

On a )
(z = y) TSyourry
et = et
(y = 2) | ySzouy~z
( (x<yety<z)ou(r<yety=z)
= ou
(r~yety<z)ou(zryetyrz)

3
= z<zouzrzou(r<yety~z)ou(zryety<z).
On va montrer que, (z < yety~z) =z < 2.
a) Si z = z le probléme est résolu.
b) Si z = x,
2=y = [ry = (rrzetrxy)
= (zrmzetzry)

=

Q

z

= 1z =< z contradiction.
(¢c)Siz M z,onaz Xzetzr<y= (yrz=>r~xz2) = (r~z)= (r=z).(Contradiction).

De la méme maniére on montre que, r ~x y et y < z = (x <X 2).
(a) Si x = z le probléme est résolu.

(b)Siz=<zona:
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(ym~z)= (y~zet 21

x = z (contradiction).

Q

Yy =T 2)
z

)

= z (contradiction).

Q

(x
(x

R

On a pour tout z,y € X, z 2y < (r <youzx=xy).
On va montrer que,
(Ve,y,ze€ X)[(x x 2) et (x<youy<a))=|[y=z) = (x~z).
Soient x,y,z € X, on suppose que (z X z) et (x <
(xxz)et (x<y) ety~z = (rX2)etxr=
= (zXz) etz 2z
= Iz
Ona:(rxz)ety<zetyrz.
(xxz)et (ySz)etymz = (zXz)ety=3zetz=y
= (rXz) etz
= zRI.
i)
a) Montrons que pour tout z,y € X, (x X< y) = [(zr [youy 2 x) = (z~y)|.
Ona:Ve,ye X, (x Syouy=<a)V(xALyety £ x) est vraie.
Done, (z <youy <z)V (r Ayety Ax)Vr~yest vraievVe,y € X.
Donc, (z Ayety Ax) = [(x Ryouy < z) =z~ y| est vraieVa,y € X.
Donc, z <<z y = [(z Ry ouy =X x) = x ~ y| est vraieVz,y € X.
b) On va montrer que, (Vz,y € X) (xxy) = (r Sy < y < ), on suppose que pour
tout z,y € X,onaxzxyetaxy < (rLyety L)

On va montrer que x <y <y = =.

61



)z <xy=>y=<z),aosz <y (r<yourry)=>r~y=y=3z(carz L y).
De méme on peut montrer qu’on a,
y=re(y<rouyrz)= (y=z) =z =y (cary £ x).
(<)
On suppose que pour tout z,y € X onaxz X<y = [(zr 2youy 2 x) =z~ yl.
On va montrer que pour tout z,y € X, (z 2 y) = (r <youy=uz).
Soient x,y € X
1) On suppose que x <y et = £ y.
a) Siy<zx=y 3.
Donc,ona (x <yety<x)=z~y.
b) Siy £ x.
Doncona:z Xyetcar [(zxxy) = (z Sy y=x).
Ona:x<yety=<uxcequidonne z = y.
2) On suppose que = = y et z = y.
reyetr <y = (rAyouyfz)etz=<y

= yAux

= y<Lua.
a) Si x < y le probléme est résolu.

b)SizLycest-adirer xy=(z<yety=<z)=>r=UY.
Dow,z<ye (zr<youyxz)Vr,yc X. n

Le théoreme 3.3.11 indique sous quelle conditions nécessaires et suffisantes un M-FE-
ordre partiel sur X peut étre défini comme une fuzzification d’un ordre partiel classique
sur X, dans les termes qu'une relation M-équivalence £ sur X (au-dessous). Si on prend
en particulier £ dans le théoréme 3.3.11 comme M-égalité sur X, donc la condition (3.6)
du théoréeme 3.3.11 peut étre supprimé complétement et la condition (3.5) est équivalent
a la représentation du M-E-ordre partiel < par la formule (3.2).
Corollaire 3.3.13 [8] Soit E un M-égalité sur X et < un M-E-ordre partiel sur

X. Alors i peut s’écrit comme suit :
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~ 1 st xdzy;
<(7,9) = )
E (z,y) sinon.
Va,y € X, si est seulement si < satisfait Uimplication :
(Va,y € X) (2 (0,9) £1 et L) £1) = (R (@,9) V 2 (4,2) < B (2,9).
Preuve.
(=)
Du théoréme 3.3.5 la relation noyau <z est un ordre partiel classique sur X c’est-a-dire
<ze CR(%), de plus prenons < = <z, dans le théoréme 3.3.11 I'implication (=) est
obtenue directement du théoréme 3.3.11.
(<)
Pour vérifier I'implication inverse il suffit de prouver que (3.5) = (3.6), ou la notation
X dans (3.6) remplace la relation d’incomparabilité au sens de la relation <= .
En effet :
On suppose que (3.5) est vraie pour tout x,y € X, on a z X y tel que
My (v Az yety Az x) est-a-dire <(x,y) #Llet <(y,2) #1,
done < (z,y) V < (y,2) < E (z,y) dapres la E- réflexivité de < on a :
E(z,y) < <(z,y) < E(z,y)
et = i(m,y):E(az,y)zi(y,x).
E(z,y) <<(y.7) < E(x,y)
D’ou (3.6) est satisfaite.

D’apres le théoréme 3.3.11 i peut s’écrire comme suit :
- 1 si x>y
<(z,y) = ~
E(z,y)  sinon.
Ve,ye X. m

Corollaire 3.3.14 [8] Soit E un M-égalité sur X. Alors tout M-E-ordre linéaire < sur

X peut étre représenté comme suit :

~ 1 st x <z y;
<(z,9) = ST Vr,y e X

E(x,y)  sinon.
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On a < un M-FE-ordre linéaire donc < est un M-E-ordre partiel et Pimplication
(Vz,y € X) (K(z,y) #1let <(y,z) £1) = (i (x,y)V < (v, x) < E(x,y)),est satisfaite,

donc d’apres le corollaire 3.3.13, on a :

1 st x <Dz y;

< (z,y) = Ve,y€e X. m

E(z,y)  sinon.

Corollaire 3.3.15 [8] Soit E une relation M -équivalence sur X et < € LX*X une
relation floue sur X. Alors les deux conditions suivantes sont équivalentes :

i) < est un M-ordre linéaire sur X.

i1) 1l existe une relation d’ordre classique < sur X, tel que E soit compatible avec < et
la relation floue est donnée par (3.2).

Preuve.

i) = i)

D’aprés le théoréeme 3.3.6, il existe un ordre linéaire classique < sur X, tel que E est
compatible avec < et <CJ 2, car i et < sont respectivement M-FE-ordre linéaire et ordre
linéaire classique sur X, il est facile de voir que les implication (3.5) et (3.6) du théoréme
3.3.11 sont vérifiés (car < et < sont linéaires). D’aprés le théoreme 3.3.11 < peut se
représenter sous la forme (3.2) .

i) = i)

Puisque < est un ordre linéaire classique sur X, la relation M- équivalence F sur X
satisfait clairement l'implication (3.4) du théoréme 3.3.10 (car (z X z) et (z < y ou
y < z) est fausse), donc d’aprés le théoreme 3.3.10 la relation floue < donnée par (3.2)
est un M-FE- ordre partiel sur X. D’autre part, avec 'utilisation de la linéarité de < et
la considération de expression (3.2), la linéarité de < est claire.

En effet :

Pour tout =,y € X,

~ 1 six <y;

g(xay) =
E (z,y) si non.

Soit z,y € X, on a: (a:éyouyé:c)i(i(z,y):loui(y,x)zl)_

D’ou, < est linéaire. m



Remarque 3.3.16 Comme conséquence directe du corollaire 3.3.15, nous pouvons ca-
ractériser les ~- ordres linéaires. D’autre terme < est un - ordre linéaire si et seulement
si il existe un ordre linéaire classique < tel que ~ est compatible avec < et donné par
I'équivalence (3.7) .
Exemple 3.3.17 Pour M = ([0, 1], <,*), en particulier choisissons 1'opération monoi-
dal * sur [0, 1], comme la t-norme de Lukasiewicz, T}, (o, ) = max (a + f — 1,0) Vo, 5 €
[0,1] . Soit ¢ : R — R une application ni décroissante ni croissante (non monotone sur R) .tel
que l'application E, : R x R — [0, 1] définie par :

Ey(z,y) = 1—min{|¢(x) —¢(y)],1}

= max{l—|¢(z) - &(y)|,0} Vz,y €R
est un opérateur de Lukasiewicz-équivalence sur R, par la remarque 3.3.4 on a E, est

compatible avec I'ordre usuel < sur R, par conséquent si nous considérons la relation
~ 2
floue <4 € [0,1] définie par :
1 siz X y;

=4 (z,9) = . Vz,y € R.
E,(x,y)  sinon.

Alors d’aprés le corollaire 3.3.15 on a (R, 3¢,) est un ensemble M-E -ordonné linéaire-

ment.
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Chapitre 4

Constructions et caractérisations

algébrique des treillis vagues

Résumé

Dans cette section, notre travail sera basé sur I’étude de la notion des treillis vagues
comme la théorie requise des treillis classiques, et étudie leurs propriétés élémentaires. Les
notions de minorants, majorants, le plus grand des minorants, le plus petit des majorants,
le plus grand des éléments et le plus petit des éléments d’un ensemble classique dans la
théorie classique des treillis seront prolongées aux approches vagues [8]. Par la suite une

étude de représentations et de constructions des treillis vagues sera faite [8].

Contenu

4.1. Treillis vagues

4.2. Constructions des treillis vagues

4.3. Caractérisations algébriques des treillis vagues
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4.1 'Treillis vagues

Dans cette partie de ce travail, on suppose que M = (L, <, %) comme un iccl- monoide.
Pour motiver la notion de treillis vague et ces concepts liés, considérons le M-FE-ordre
linéaire % sur R définie par

1 stz X

= (2,y) = :
E(x,y) sinon.

tel que E est une relation M-équivalence sur R compatible avec 1'ordre usuel < sur R.
Pour tout x,y € R1’élément < (x,y) de L peut étre interprété comme le degré pour le quel
x est inférieure ou égale a y, cela signifie que la valeur de vérité F (z,y) de cette phrase
"x est inférieur ou égale a y", méme si y < x. Dans un mode semblable, une question
naturelle résulter de ’essence du logique multivalente, si nous pouvons parler encore de
la vérité de cette phrase un nombre réel z est le minimum (maximum) de z,y € R,
méme si z # min (x,y) (z # max (z,y)). Cette question peut aussi étre un état claire
comment le minimum (le maximum) pour deux réel donnés x,y € R peut étre définir
toutefois que la sous relation d’ordre sur R qui est vaguement définie, ou simplement un
M-FE-ordre linéaire 2 sur R. D’une fagon analogue a cette question, il est aussi naturel de
parler d’éléments minimaux (respectivement d’éléments maximaux, le plus petit élément
le plus grand élément des minorants et le plus petit élément des majorants), d’un sous
ensemble donné de R par les moyens d’un M-FE- ordre linéaire 2 sur R. Tous ces questions
qui résultent de ce travail et qui manquent de sens en théorie abstraite de treillis flous,
qui définit une relation d’ordre, en définissont vaguement les opérateurs sup et inf sur un
ensemble usuel non vide. Dans cette section, nous proposons les treillis vagues comme la
théorie requise de treillis, et étudier leur propriétés élémentaires. Donc tous les problémes
précédemment énoncé devienent simples. Dans la définition qui suit, de premier lieu
nous prolongeons les notations de minorant, de plus grand des minorants et le plus petit
des majorants d’un ensemble classique dans la théorie classique des treillis au présent

approche.
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Définition 4.1.1 [8] Soit (X, <) un ensemble M-E-partiellement ordonné.

(i) Pour tout p € L, les L-ensembles flous féu, ﬁ\éu, fgiu ETTS’M, 5[715# et [/]\71/%
de X définis par :

LB, (2) = A (n(x) = <(2,2), UB,(2)= A (n(z) = <(z,2))

reX rzeX
LST, (2) = pu(z) NLB, (%), GTS, (2) =p(z) N\UB, (2)
SUP, (2) = LST g5 (%), INF, (2) = GTSz () ¥z € X.

sont appelés l’ensembles flous des minorants respectivement majorants, les éléments mi-
nimauzx, les éléments maximaux, ’ensemble flou de tout les plus petit des majorants,
I’ensemble flou de tout les plus grand des minorants de .

(17) Les L-ensembles flous Ty et Ty sur X définis comme suit,

IX: §ﬁl/3¢ et Ty = 1'/]\7]/7)(,

sont appelés l’ensemble flou des éléments inférieurs de X et ’ensemble flou des éléments
supérieurs de X respectivement.

Les L-ensembles flous féu, ﬁ\éu, 67(716“ et INF , e sont pas des éléments nouveaux
en mathématique, en introduisant la notion d’un (treillis complet M-ensemble ordonné)
correspondant a une généralisation dun treillis complet basé sur une M-égalité.

Pour tout p € LX et pour tout 2 € X, 'élément féﬂ (2), (respectivement ﬁéu (2),
ﬁu (2), éﬁw (2), §(7]/3M (2) et 1'/]\7;7# (2)) de L peut étre interprété comme le degré
pour que z soit un minorant (respectivement majorant, plus petit élément, plus grand
élément, la borne supérieure et la borne inférieure) du L-ensemble flou p. De la méme
fagon 1 x (Tx) peut étre congu comme le degré de z € X, pour étre le minimum (maxi-
mum) de X. Considérons les définitions de 1 x et Ty, nous observons facilement que
Tx (Tx) sont aussi des ensembles flous LST, (é\TTS x) de tout les éléments minimaux
(maximaux) de X.

Un élément z de X est appelé minorant (respectivement, majorant, le plus petit
¢lément, le plus grand élément, le plus petit des majorants , le plus grand des minorants
) d’un ensemble flou p de X si et seulement si féu (z) = 1 ( respectivement ﬁ\éu (2) =

1, ﬁu () =1, éfgﬂ () =1, S%M(z) =1et I/]\ﬂ/’u(z) = 1). Un élément z de
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X est appelé minimum (maximum) de X si et seulement si z le plus petit (plus grand)
élément de X ou équivalent a Ly (2) =1 (Tx (2) = 1). Dans le contraste de la théorie
classique du treillis [3], un L-ensemble flou u de X, peut avoir plus d’un plus petit
élément, (respectivement un plus grand élément, un plus petit des majorants, un plus
grand des minorants). Il faut noter que cette situation est aussi valide méme si p est un
ensemble classique de X.

Dans la théorie classique des treillis, seulement un élément de X est assigné a un

sous ensemble classique A donné, de I’ensemble classique partiellement ordonné (X, <
) comme le plus petit élément (résp, le plus grand élément, la borne supérieure, la
borne inférieure) de A s’ils existent. Contrairement aux treillis dans le sens classique
pour un L-ensemble flou 1 d’un ensemble M-FE-partiellement ordonné (X, i), I’ensemble
flow LST u (resp, C%w STIFI/DM et INF x) de X sont nommés le plus petit élément
(resp, le plus grand élément, la borne supérieure, la borne inférieure) de p.
De plus 'ensemble L-flou ZTS’?#, (resp, (/ﬁ@“, 5(\]73# et I/]\VT%) de X peut étre concu
comme le plus petit élément vague (resp, le plus grand élément vague, la borne supé-
rieure vague, la borne inférieure vague) de p dans ’ensemble M-E-partiellement ordonné
(X, i) Il est utile de noter ici que le plus petit élément vague LST 4 (resp, le plus grand
élément vague GTS A, la borne supérieure vague SUP A, la borne inférieure vague INF 4)
d’un sous ensemble classique A de X dans I’ensemble M-E-partiellement ordonné (X, <)
existe toujours méme si A n’a pas de plus petit élément (resp, un plus grand élément,
une borne supérieure, une borne inférieure) dans ’ensemble classique partiellement or-
donné (X, <) pour toute partie classique < de <. Cette propriété est un cas particulier
des ensembles M-FE-partiellement ordonnés, et ceci signifier qu'on peut toujours parler
d’un treillis comme structure d’un ensemble M-E-partiellement ordonné (X, <) méme si
(X, <) n’a pas la forme d’un treillis au sens classique pour toutes les parties classiques
< de <.

Maintenant nous introduirons la notion des opérations, 'inf vague, et du sup vague

dans un ensemble M-FE-partiellement ordonné, de méme, la notion d’un treillis vague est
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définie comme suit :
Définition 4.1.2 [8] Soit (X, <) un ensemble M-E-partiellement ordonné.
(1) La relation floue T1(U) de X x X dans X définie par :
U(x,y,2) = I/]\\f?{z,y} (2) (M (2,y,2) = *@TD{M} (2)) Vx,y,z € X,
est appelée opération inf vague (sup vague) sur X au sens de la relation M-E-ordre
partiel <, (bricvement M-E- inf et M-E- sup) sur X, si et seulement si [1(L) sont des
opérations binaire sur X.
(i) Le triplet (X,<,M)((X,<,0))est un inf vague (sup vague) semi-treillis au sens de
le M-E- ordre partiel <, (brievement un M-E- inf (sup) semi-treillis) si et seulement
si TI(L) est l'opération M-E-inf (sup) sur X .
(13i) le quadruplet (X, i, M,L0) est appelé treillis vague au sens de le M-E-ordre partiel
<. Pour simplifier un M-E-treillis, si et seulement si 1 et Ul sont les opérations M -E-inf
(respectivement M-E-sup ) sur X.

Dans un ensemble M-FE-partiellement ordonné (X, i), pour tout x,y € X, si on
définit les ensembles L-flous ﬁ(m,), D(x,y) € LX par

Ny (2) =T1(z,y, 2) et Uy (2) =U(z,y,2) Vz € X,
alors ﬁ(:,;,y) et El(m,y) peuvent étre considérées comme le inf-vague de z, y et le sup-vague de
x, v, respectivement. De plus, ﬁ(w) (2), ﬂ(w) (2) peuvent étre interprétées comme le degré
pour que 2 étre le inf (sup) de z,y. Pour le cas particulier M, (2) = 1, Uy (2) = 1),
nous dirons que z soit un inf (sup) de z,y. Si X = R, M) (D)) peut étre considére
comme minimum vague de z,y (maximum) vague de z,y.

Prenons en considération les définitions 4.1.1 et 4.1.2, les relations floues (L) peuvent

étre représentées comme suit :

Oz, y,2) = < (2, 2) A< (4, 2) A A (i (2, 8) A< (y,) — < (z,t)) (4.1)
B (2, y,2) = < (2,2) A< (2,9) A -té\x (i (t,2) A< (ty) — < (t,z))— (4.2)
En effet :
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ﬂ(x,y,z) = SUPy (2)

= <(@2) A< ) A | AL @@ )AL (y,t) — i(z,t))] :
De méme on peut vérifier I'égalité (4t2€):C
Due aux égalités (4.1) et (4.2) il est facile de noter cela dans un M- E-treillis (X, <, 1, ),
M et LI sont des M-opérations binaires fortement commutatives sur X. Dans quelque si-
tuations, il peut étre util de maitre en action le M-FE-ordre partiel < dans les définitions
de M et U. Dans le cas de ce mémoire, on notera les relations floues M et U par ﬁg et ﬁg,
respectivement.

Dans la théorie classique des treillis, il est bien connu que les opérateurs sup (L) et

inf (M) dans un treillis (X, <) sont non-décroissantes sur X au sens de I'implication
(z<yetu<v)= (zUu<yUvetzMNu<yro)

est satisfaite pour tout z,y,u,v € X. Dans le résultat suivant, il est indiqué comment ce
résultat peut étre prolongé au treillis vague.

Proposition 4.1.3 /8] Dans tout M-E-treillis (X, <), toute relation floue p € {m,0}
satisfait les inéqgalités suivantes :

(1) < (u,v) * p(x,u,m)* p(x,v,w) < < (m,w),Ve,u,v,mw e X.

(17) < (x,y) * < (u,v) % p(x,u,m) * p(y,v,w) < < (m,w), Ve, y,u,v,mw € X.
Preuve.

(¢)

a) On prend p = U

Soient z,u,v,m et w € X, de I'égalité (4.1) on a :

O(z,v,w) < <(v,w) et U(z,v,w) < <(z,w).
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Donc,

o) Omvw) < L) w) < < (uw). (+)
On a:

<(u,v) <Tet O(z,v,w) < < (z,w).

Donc,

(v 0@ vw) < (@w). (+)

D’apres (k) et (*x) on a :

< (u,v) * 0 (z,v,w) < < (z,w) A< (u,w). (4.3)

De plus en utilisant 1’égalité (4.1) On a :

UO(x,u,m) < Lé{((i (x,t) A < (u,t)) — < (m,t))] , donc

O(z,u,m) < (< (z,w) A< (u,w)) — < (m,w). (4.4)

Donc, considérons la proposition 3.1.1.() et d’aprés (4.3) et (4.4), on trouve que,
< (uyv) % 0 (@, uym) * U (x, v, w)
< (% (z,w) A< (u,w)) * [(i (z,w) A< (u,w)) — < (m,w)
< < (m,w).
b) De méme si p = T1.
Soient x,u,v,m et w € X | de 1’égalité (4.2) on a :
A(z,u,m) < <(m,u) et F(z,u,m) < <(m,z) -
Donc on a : < (u,v) * 1 (z,u,m) < < (u,v) * < (m,u) < < (m,v).

Alors on a :
(o) + P m) = (2 (u,0)+ 7 (@,u,m)) AR (z,u,m)

< <(mw)A<(m,a). (11
De plus en utilisant 1’égalité (4.2) On a :

72



M(z,v,w) < {/\ ((i(t’x)/\i(um)Hi(t’w))]

teX
< (Rma) AL (mv) = < (mw). (12)
Donc considérons la proposition 3.1.1.(7) et d’apres (11)’ et (12)’, on trouve que
< (u,v) %0 (@, u,m) « 0 (z, v, w)
< (< (m,v) A< (m,2)) * (S (m,2) A< (m,0)) — < (m,w))

<
< (m,w) ce quil faut démontré.

IN

(i)

a) On prend p = L. Soient x,%,u,v,m et w € X ,car L est un M-opération binaire sur
X, il existe w/ € X tel que U (z,v,w’) = 1, alors nous tirons de (i) et de la commutativité
forte de L les inégalités suivantes,

< (u,v) * O (z,u,m) = < (u,v) « O (z,u,m) U (z,0,0') < < (m,w'),

< (uyy) * 0 (y,v,w) = < (z,y) * 0 (v, z,w') U (v,y,w) < < (w,w).

Donc les deux inégalités donnent I'inégalité suivante,
<(x,y) * < (u,v) * U (z,u,m) « U (y,0,w) < < (m,w')* < (w',w)
< <(m,w).
b) De la méme fagon si p =1
En effet :
Soient x,y,u,v,m et w € X, car I est un M-opération binaire sur X, il existe w/ € X
tel que MM (z,v,w’) = 1, alors nous tirons de (i) et de la commutativité forte de I les
inégalités suivantes,
< (u,v) %1 (z,u,m) = < (u,v) % 01 (2, u,m) 11 (z,v,w) < < (m,w'),
< <

<
< (u,y) % (g v,w) = < (2,y) # 71 (v, 2,07) % 71 (0, y,0') < < (' w).
Donc les deux inégalités donnent l'inégalité suivante :

< (@, y) * < (u,0) %01 (2, u,m) 01 (y,0,w) < < (m,w') * < (w',w) .

< <(m,w).
Proposition 4.1.4 [8] Soit (X, <) est un M-E-ensemble partiellement ordonné, et p €

{ﬁ, ﬁ} . Alors p satisfait linégalité suivante, p(x,y,2)* E (z,w) < p(z,y,w), Vz,y,z,w € X.

Preuve.
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Soit p = L.
Par 'égalité (4.1) et la E-réflexivité de <, et par la considération de la proposition 3.1.1

i1) et iii) nous observons que,

U(x,y,2) * E(2,w)

< (Z(2,2) A Z (g, 2)) # B (2, )) A ( (R @) AZ @ 0) — 2 (1) *E(z,w]

< (R (@,2) AL (y,2)) * B (z,0)) A

< (K (2,2) * < (w) AL (g, 2) * < (2 w) A A (L (2,0 A< (y:1) = < (w,t))>

< U(z,y,w).

De la méme facon, on peut démontrer I'inégalité précédente si on prend p = 1.
En effet :
Par I'égalité (4.2) et la E-réflexivité de <, et par la considération du proposition 3.1.1

(1) et (i4i) nous observons que,
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M(x,y,2) * E(z,w)

< (F () * (W 2) A () * Z (w, 2)) A (/§( (R(ha) A (L) — < <t,w>>)
< Z(w,a) A Z (w,y) A (teX«i (L) A (b y) — (1, w)))
<1 (x,y,w).

[ |

Soit (X, <, LU, M) un treillis dans le sens classique, il est bien connu que les opérations
(sup L) et le (inf M) peuvent étre congues comme deux opérations binaires sur X. Dans le
théoréme suivant, pour un M-FE-treillis donné (X, <) nous cherchons sous quelle condi-

tions nécessaires les relations floues M, € LEX*X)xX

peuvent étre introduites comme
deux opérations binaires vagues sur X.

Proposition 4.1.5 [§] Etant donné une relation M -équivalence E sur X, soit (X, <, 1, 0)
un M-E-treillis, supposons que l'une des deux conditions suivantes soit vérifiée :

(a) M = (L,<,N).

(b) Il existe un ordre partiel classique < sur X tel que < peut étre représentée sous la
forme (3.2).

Alors pour tout p € {ﬁ, ﬂ} , p est une M -opération binaire vague parfaite sur X au sens

des relations E$, y et E, c’est-a-dire, il existe une opération binaire classique 0 sur X

tel que

p(z,y,2) = vag( g

XxX

p) (0) = B (20y,2), Vz,y,2 € X,
Preuve.

On prend p = L.
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Puisque la relation floue LI est clairement extensionnelle au sens de la relation M-égalité
EY.  sur X x X, c’est-a-dire L] est extensionnelle au sens de la relation E¥,, y et comme
(X, <) est un treillis vague alors p est une M-fonction, donc (F.1) est satisfaite. Il reste
a montrer (FX.2) c’est-a-dire,

U(z,y,2) * E(z,w) < U(z,y,w) Vz,y,2,w € X.
D’apres la proposition 4.1.4 (EX.2) est satisfaite. Il reste & montrer que (PF') est satis-
faite.
D’aprés la définition 3.2.1.744) et la proposition 4.1.4 on a Ll est une M-opération binaire
vague parfaite sur X au sens des relations F{, y et E.
En effet :
Soient x,y, z,w € X, d’apres la proposition 4.1.3.i), on a :
O (x,y,2) * U (2, y,w) = < (y,y) * O(z,y,2) * U (2,5,w) < < (2,0).
On peut donc avoir,
O (z,y,2) « 0 (z,y,w) = < (y,y) 0 (z,y,w) « 0 (z,y,2) < < (w, 2).
Cest-a-dire U (z, y, 2) * U (z,y,w) < < (w, 2).
Alors on peut Iécrire,

O (2, y,2) 0 (z,y,w) < < (z,w) A< (w, 2) (4.5)

Dans I’hypothése du théoréme, si la condition (a) est satisfaite, alors on peut directe-
ment d’apres la E-antisymétrie de <, on a l'inégalité < (z,w) A< (w, z) < E (z,w), alors

d’apres le E- réflexivité de < on a :

< (z,w) N<(w,2) = FE(2,w) (4.6)

Si la condition (b) est satisfaite alors on considére l'expression (3.2) c’est-a-dire,
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~ 1 six <y
< (z,9) =
E (z,y) sinon.

il est facile de voire que (4.6) est satisfait.

En effet :

Siz<w, ona:<(z,w)A<(w,z2)=E(zw).

Siw <z ona:<(z,w)A<(w,z2)=E(z,w).

Sizxw, ona:<(z,w)A<(wz2)=FE(zw).

Alors (4.5) et (4.6) implique I'inégalité, U (x,y, 2) * U (z,y,w) < E (2,w) .

D’ou, la condition (PF) est satisfaite. m
Remarque 4.1.6 Si E est restreint & une M-égalité sur X du théoréeme 4.1.5, alors

d’apres le corollaire 3.3.13 la condition (b) du théoréme 4.1.5 est équivalente a la repré-

1 st xdzy;

sentation de < sous la forme suivante : < (z,y) = Vo,y € X.

E (z,y) si  non,
ou simplement équivalent a I'implication (3.5) dans le théoréme 3.3.11 de plus si < est

un M-FE-ordre linéaire sur X, alors le corollaire 3.3.15 est facilement note que les deux

condition (a-b) dans le théoréme 4.1.5 peut complétement rejeter du théoréme 4.1.5.
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4.2 Constructions des treillis vagues

Pour une réalisation pratique des treillis vagues, 1’établissement des treillis vagues
au moyen des treillis classiques et des relations d’équivalences multivalentes est une is-
sue qui mérite un intérét spécial. Pour cette raison, nous étudions les représentations
et les constructions du treillis vagues dans cette section. Pour un M-FE-treillis donné
(X, <, L) soient <, 1, LI les parties classiques de M-E-ordre partiel i,( M, U, respecti-
vement), nous discutons la question suivante : est-ce que le quadruple (X, <, M, ) définit
un treillis au sens classique.

Théoréme 4.2.1 [8] Etant donné une M -égalité E sur X, soit < un M-E-ordre partiel
sur X, et < = dz. Soit (X, i,ﬁ,ﬂ) un M-E-treillis. Alors il existe deux opérateurs
binaires classique M, sur X, tel que M € CR(N) et U € CR(U) et (X,<,N,U) forment
un treillis au sens classique. De plus M et L sont les uniques parties classiques de 11,0,
respectivement, c’est-a-dire CR(F) = {M}, CR(0) = {U}, de plus si < satisfait 'impli-
cation (3.5) dans le théoréme3.3.11 (qui équivalent a, < peut représenter sous la forme
(3.2)), alors les implications suivantes sont vraies ;

(i) (xxtety<t)= (E(rt) <E(rUyt)),

(i) (rxyetrLtetygt)= (E(x,t)NE(y,t) < E(xUy,t)),

(131) (xxtett<y = (FE(r,t)<E(xNy,t)),

() axyettLaettLy = (E(x,t)ANE(y,t) < E(xNy,t)), pour tout x,y,t €
X.

Preuve.

Puisque M et L sont les M- fonctions de X x X dans X, il est claire que CR(1) # ¢ et
CR(L) # ¢. Alors il existe deux opérations binaires classiques I, LI, tels que M € CR(M)
et Ue CR(L).

On a pour tout z,y € X, xlLy est le plus petit des majorants de x, y au sens des relations
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<. Car U € CR(U), c’est-a-dire U (x,y,z U y) = 1, et par I'égalité (4.1) on a :

U(z,y,xUy) = (S(z,zUy) A< (y.zUy) (4.7)

MA@ AZ0) = Zeups) =1
D’aprés (4.7) il est claire que < (z,2Uy) = < (y,z Uy) = 1, cest-a-dire < z Ly et
y < x Uy, c’est-a-dire = Ll y est un majorant de {x,y} au sens de la relation < .
Soit v un majorant de {x,y} au sens de la relation <, c’est-a-dire = < v et y < v, c’est-
a-dire < (x,v) = < (z,v) = 1 est-a-dire < (z,v) A < (z,v) = 1.
D’autre part égalite (4.7) implique que, A ((<(z,t) A < (y,1) — <(zUy,t)) = 1,

tex
c’est-a-dire

(K@ HA<(y,t) = <(zUy,t)=1Vte X (4.8)

de plus d’apres (4.8) on a, < (z,v) A< (y,v) =1 < < (zUy,v),
Cest-a~dire < (z Uy,v) =1 = z Uy < v.
Donc, x Ly est le plus petit des majorants de {z,y} au sens de la relation < .
De la méme facon on montre que 1 est le plus grand des minorants. On a pour tout
x,y € X, x 1y est le plus grand des minorants de x,y au sens de la relation <, car
M€ CR(M), c’est-a-dire M (z,y, v My) = 1, et par égalité (4.2) on a :
O(z,y,2Ny) = <(zNy,2) A< (zNy,y)
A AL E2) AL (ty) - <t zNy)| =1 (15)
D’aprés (15)" il est claifexque <(zMNy,z) = <(xzMy,y) = 1, Cest-a-dire z My < z et
x My <y, c’est-a-dire x My est un minorant de {x,y} au sens de la relation < . Soit v

un minorant de {z,y} au sens de la relation <, c’est-a~dire v < z et v < y, c’est-a-dire

% (v,2) = i (v,y) =1, c’est-a-dire i (v,2) A % (v,y) =1.
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D’autre part Iégalité (15)" implique que, A (< (t,2) A<(t,y)) — <(t,zMy)) = 1,
alors “

(Kt 2)A<L(ty) = <(t,zNy) =1Vte X (16)’

de plus d’apres (16) on a, < (L, z) A< (t,y) =1 < < (v,zMy),

donc < (v,zMy)=1=v<zMNy.

Donc x My est le plus grand des minorants de {z,y} au sens de la relation <

(Sta) A< (ty) << (tzMy), Ve X. (4.9)

Donc (X, <, M, U) forme un treillis. On suppose que et L’ soient deux opérations binaires
sur X, tel que 1" € CR(M) et L' € CR(U). Alors pour tout z,y € X, et comme {z,y} ne
peut avoir qu’” un seul sup (supremum) et un seul inf (infimum) au sens de la relation <,
alorsonaxUy =xU yet oMy =aMy, cest-a-dire LU = L' et M = M’ donc L et M
sont les uniques opérations binaires sur X, ce qui prouve que M € CR() et LU € CR(L),
donc CR(M) = {I_I} et CR(L)) = {U}. Afin de prouver la deuxiéme partie du théoréme,
supposons que < peut étre représenté de la forme (3.2) . Considérons ’égalité (3.2), il est
facile de voir que I'inégalité (4.8) donne directement les implications (i) et (i7).
En effet :
Soient z,y € X, on a (< (z,t) A< (y,1)) < < (zUy,t) ¥Vt € X.

1) On suppose que, & X ¢ et y < t, alors < (,t) = E (,t) et E (y,t) = 1, donc
(< (z, )AL (y,1))=FE (x,t) < E(z Uy, t)=<(z Uy, t) Vo,y,t € X (car < (z Ly, t) # 1).
Alors (i) est satisfaite.
2) On suppose que, (z X y et z £ ¢ et y £ t). Alors
<(z,y) = E(x,y) =<(y,2) et <(y,1) = E(y,1).
Donc,
<z, ) A< (y,t) = E(z,t) NE(y,t) < <(zUy,t) = E(zUy,t) (car< (z Uy, t) # 1).
D’ou, (i7) est satisfaite.

De la méme fagon l'inégalité (4.9) donne les implications (iii) et (iv) .
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En effet :

Soient z,y € X, On a, (< (¢, z) i(t,y)) << (t,xMy) Vt € X.

A\

3) On suppose que, (v X t et t < y), alors < (t,x) = E (z,y) et < (t,y) = 1.
Donc,
<o) A< (ty) = E(z,y) < <(txMy) = E(zNy,t) (car < (t,zMy) #1).
Alors (ii7) est satisfaite.
4) On suppose que, (iv) (xxyettLrettLy) = (E(z,t) NE(y,t) < E(xMy,t)).
rxyettLrettLy, alors <(t,2) = E(2,t) et <(t,y) = E(y,t).
Donc,
<) A< (ty) =E (@ t) AE(y,t) < <(txMy) = E(xNy,t) (car <(t,xMy) #1).
D’ou, (iv) est satisfaite. m
Théoréme 4.2.2 [8] Etant donné une M-égalité E sur X, soit < un M-E-ordre partiel
sur X et <=<z. Supposons que l'une des deux conditions (a) ou (b) du théoréme 4.1.4
soit satisfaite. Soit (X,i,lzl,ﬂ) un M-E-treillis. Alors 1M et U sont des M -opérations
binaires vagues parfaites sur X au sens des relations M -égalité classique E, x sur
X x X et E, c’est-a-dire il existe des opérations binaires classiques LI et I sur X tels
que Ll = VaY (e p) (L), et M= VaY (s . p) (M). De plus U (M )est 'unique description
binaire de LI (ﬁ) au sens des relations ES .,y et E, et (X,<,M,U) forme un treillis au
sens classique. Si < peut représente par la forme (3.2), alors les conditions (i — iv) dans
le théoréme 4.2.1 sont satisfaites.
Preuve. D’aprés le théoréme 4.1.5 M et L sont des M- opérations binaires vagues parfaites
sur X au sens des relations E, y et E, ainsi il existe des opérations binaires classiques
L et Msur X telles que U = VaY (e p) (W) et M= VaY (e B) (M), alors nous obtenons
d’aprés la remarque 3.2.2. (i) L est 'unique description binaire de L[] au sens des relations
E% . x et E et M est Punique description binaire de I au sens des relations E% ., y et E.
La preuve de la derniére partie du théoréme est analogue a celui du théoréme 4.2.1. m

Dans la suite, commengant d’un treillis (X, <, M, ) dans le sens classique, on s’inté-

resse & la construction d’un M-E-treillis (X, i) tels que <, I, LI, sont des parties classiques
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de M-E-ordre partiel <, et U respectivement.
Théoréme 4.2.3 [§]/ Pour une relation M -équivalence E sur X, soit (X, <,M,U) un
treillis au sens classique qui satisfait les conditions (i —iv) du théoréme 4.2.1, et soit
< un M-E-ordre partiel sur X tel que [’ordre < peut étre représenté sous la forme
(3.2). Alors (X, <,f1,0) forme un M-E-treillis. De plus, 71 et U sont des M -opérations
binaires vagues parfaites sur X au sens des relations ES.y et E, données par [ =
VaY e . E) (L) et M = VaY (s . B) (M). De plus, si E est séparable, U est l'unique
description ordinaire de U au sens des relations E<, y et E et I est l'unique description
ordinaire de M au sens des relations ES .y et E.
Preuve. On va montrer tout d’abord que U (z,y,7Uy) =1Vr,y € X.Onar <xUy
et y < xUy, donc < (r,zUy) = 1et < (y,zUy) = 1, donc par la considération de
I’égalité (4.1), pour vérifier que U (x,y,x Uy) = 1 il suffit de montrer I'inégalité (4.8).
Soit ¢t un élément arbitraire fixé de X, si LUy < t, et comme < (zLy,t) = 1 donc
I'inégalité (4.8) est vérifice. Supposons que z Uy & t cest-a-dire [z £ t ou y £ t]. Alors
on a les cas suivants,

x £ tety<tdans ce cas il ya deux possibilités ¢ < z ou t & x.
1) Sit<x, commey<t<z, ona:xlUy=ux, cest-a-dire
<@ )AL (y,t) = <(z, ) N1 =< (2,1) = < (zUy,t).
Donc l'inégalité (4.8) est vérifiée.

) t £z, Cest-a~dire z X ¢, comme z X t et y < ¢, donc d’apres la condition (i) dans le
théoreme 4.2.1 on a, < (z,t) A< (y,t) = < (z,1) = E(x,t) < E(z Uy, t) = < (zUy,t).
Donc l'inégalité (4.8) est vérifiée.

b) Six <tetyLtdans cecasily a deux possibilités t <y out £ y.
1) Sit <y, comme z <t<y,onazxlly=y, cest-a-dire
SN () = 1AL (1, t) =< (y,t) =< (z Uy, 1).
Donc l'inégalité (4.8) est vérifiée.
)t £y Clest-a-dire y x ¢ comme y X t et x < t, donc d’apres la condition (i) dans le

théoreme 4.2.1 on a, < (z,t) A< (y,t) = < (y,t) = E(y,t) < E(z Uy, t) = < (zUy,t).
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Donc 'inégalité (4.8) est vérifice.

c)SixgtetyLt.

l)Siz<youy<zalorszlUy=zouzly=y.

Donc, on a, < (z Uy, t) = < (y,t) ou < (z Uy, t) = < (2,1) ,alors

<(y,t) A< (2,1) < <(zUy,t).

Donc l'inégalité (4.8) est vérifiée.

2) Siz L yety L x cest-a-dire x x y alors comme z X yet x L tety £ ¢tona
directement d’apres la condition (i7) dans le théoréme 4.2.1 que

S A<(z,t)=E(@t) ANE(y,t) <E(xUyt) =< (zUy,t).

Donc l'inégalité (4.8) est vérifiée.

D’une facon analogue on peut prouver que M (z,y,zMy) = 1 Vo,y € X.

Soient z,y € X,onazMNy<xetzMy <y, donc < (xMy,z)=1et < (xMy,y) =1,
donc par la considération de 'égalité (4.2), pour vérifier que M (x,y,z My) = 1 il suffit
de montrer 'inégalité (4.9) . Soit ¢ un élément arbitraire fix¢ de X, si ¢ < x My, comme
< (t,xUy) = 1, donc l'inégalité (4.9) est vérifice. Supposons que ¢ £ x My c’est-a-dire
(t £ 2 out <L y). Alors on a les cas suivants :

a')t £z et t <y dans ce cas il y a deux possibilités, z < t ou z £ ¢.

1) Siz <t,comme x <t <y,onaxzly=ux cest-a-dire

o)Aty =L (ta) Al =L (ta) = X (L ny).

Donc l'inégalité (4.9) est vérifiée.

2) x £ t cest-a-dire z x ¢, comme z X t et ¢t < y, donc d’apres la condition (ii7) dans le
théoreme 4.2.1 on a: < (t,z) A< (t,y) = < (t,x) = E (x,t) < E(t,zMy) = < (t,zMNy).
Donc l'inégalité (4.9) est vérifiée.

V)t yett<adans ce cas il ya deux possibilités y < ¢ ou y £ ¢.

1)siy <t,commey <t<z, onaxly=y, cest-a-dire

<o) A< (ty) =1A<(ty) =<(t,y) = <(t,zMy).

Donc l'inégalité (4.9) est vérifiée.

2) y £ t Cest-a-dire y X ¢, comme x X y et ¢ < z, donc d’apres la condition (ii7) dans le
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théoreme 4.2.1 on a, < (t,z) A< (t,y) = <(t,y) = E(y,t) < E(t,zMy) = < (t,zMy).
Donc l'inégalité (4.9) est vérifiée.

d)SitLaettLy

I)Siz<youy<z,alorszMNy=zou zMy=y

Donc on a : < (t,zMy) = < (t,z) ou < (t,zMy) = < (t,y), alors

<(tr) A< (ty) < <(tzNy).

Donc 'inégalité (4.9) est vérifice.

2) Siz L yety £ x cest-a-dire x x y alors comme = X yet ¢t L v et t £ yon a
directement d’aprés la condition (iv) du théoréme 4.2.1 que,

<(La) A< (ty) = E () NE(y,t) < E(taNy) =<(t,zNy).

Donc l'inégalité (4.9) est vérifice.

Donc (X, <) forme un M-E-treillis. D’aprés le théoréme 4.1.5 il est claire que 0 est un
M-opération binaire vague parfaite sur X au sens des relations E% et E, et [ est un M-
opération binaire vague parfaite sur X au sens des relations E% ., y et E. De plus, comme
M et L sont des fonctions extensionnelles de X x X dans X au sens des relations E%, v
et E, donc par la considération de M (z,y, 2 My) =1, U(z,y,r Uy) =1 Vz,y € X, il est

claire d’aprés la remarque 3.2.2 (ii) que U = VaY (e . B) (L) et M = vag( n,

55 x ) |
finalement si F est séparable alors d’aprés la remarque 3.2.2 (i) on obtient directement
que U = ord(E%xx’m(D) et M= ord(E%XX’E)(ﬁ). |

Remarque 4.2.4 Dans I’hypothése du théoreme 4.2.3 on suppose que les deux assertions
"< est un ordre linéaire classique sur X et E' compatible avec <" ou "FE est compatible
avec < est I'implication (3.4) dans le théoréeme 3.3.10 est satisfait " est vraie, alors par la
considération du théoréme 3.3.10 et le corollaire 3.3.15 nous observons facilement que la
phrase ".et soit < un M-E-ordre partiel tel que peut étre représenté sous la forme (3.2)”
dans le théoreme 4.2.3 peut étre substituer par ".et soit < € L**¥ une relation floue
donne par (3.2)”.

Exemple 4.2.5 Pour un iccl-monoide, M = ([0;1],<,Lck) et pour une application

monotone ¢ donnée sur R, considérons 'opérateur Lck- équivalence E, et I'ensemble
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M-E,-ordonné linéairement (]R, §§O> introduit dans ’exemple 3.3.17. Soient les relations

— . 3 , .
max,,, min, € [0; 11%" deéfinies par

max, (z,y,2) = E,(max{z,y},z) et

—

min, (z,y,2) = FE,(min{z,y},z) Vz,y,z € R.

En prenons en considération la remarque 4.2.4, théoréme 4.2.3 il en résulte que le qua-
druplé (R, iwr/n\i?lw,ﬁfa/xw) forme un M-E,-treillis. Nous voulons noté ici que si nous
choisissons en particulier ’application monotone ¢ comme une fonction constante sur R,
alors, puisque E, (z,y) = 1 pour tout z,y € R, tout nombre réel pourra étre en méme

temps un plus petit des majorants et un plus grand des minorants de 'ensemble {z, y} .
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4.3 Caractérisations algébrique des treillis vagues

Dans la théorie classique des treillis [4], il est bien connu que pour un treillis
(X, <,M,U) donné, Popération sup (LI) et opération inf (M) sur X satisfont les propriétés
sulvantes :
l)zUz =2
L2)zUy=yUuz.

) (zUy)Uz=axU(yUz).

4) (zUy)Nx =z,
zllr =u.
L2
L'3
L'4

rlly=yllz.
(xMy)MNz=zM(yMz).

(L.

(
(L.
(L.
(L'.1)
(L'2)
(L'.3)
(L'4) (zNy) Uz = .

pour tout x,y, z € X.

Inversement, si [ et LI sont deux opérations binaires sur X satisfaisant les conditions
suivantes (L.1 — L.4) et (L'.1 — L'.4), alors la relation binaire classique < sur X, définie
par,z <y S rlUy =1y,
est un ordre partiel classique sur X donné aussi par
rLy SxlNy=umz.

De plus, pour tout x,y € X, x Uy et x 1My coincident avec le plus petit des majorants
de x et y au sens de la relation < et le plus grand des minorants de x et y au sens
de la relation < respectivement, c’est-a-dire (X, <, MM, ) forme un treillis. La connexion
entre les treillis et les opérations binaires qui satisfait (L.1 — L.4) et (L'.1 — L'.4) il est
connu de cette maniére, comme caractérisation algébrique des treillis. Dans cette section
nous allons montrer comment cette caractérisation des treillis au sens classique peut se
prolonger en une caractérisation des treillis vagues.

De la méme fagon qu’aux conditions (L.1 — L.4) et (L'.1 — L'.4), nous cherchons tout

d’abord les conditions nécessaires pour rendre un ensemble M -FE-ordonné partiellement

(X, <) un M-FE-treillis.
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Théoréme 4.3.1 [8] Soit (X, <,M,0) un M-E-treillis, vérifiant l'une des deux condi-
tions (a —b) du théoréme4.1.5. Alors pour tout p,v € {ﬁ,ﬂ} avec p # v, p et v sont
des M -opérations binaires vagues parfaites sur X au sens des relations E%. y et E, et
satisfont les propriétés suivantes :

(VL.1) E (z,y) < p(z,y,y) Vz,y € X.

(VL.2) p est commutative forte (ou équivalent p (x,y,z) =p(y,x,z)Vr,y,z € X).
(VL.3) p(x,y,y) *p(y,2,2) < pl(x, 2, 2) Vr,y,z € X.

(VL.4) p
(VL.5) p
(VL.6) p

<p(x,z,z2) Vr,y,z € X.

tex
v (z,z,w) < E (z,w)Vz,y,z,w € X.

(
(z,y,2)
(,y,2) < A [(p (2, t,0) Ap(y,t,1) = p(z,4,1)] Va,y,2 € X.
(z,y,2)
Preuve.
D’apres le théoréme 4.1.5 pour tout p,v € {ﬁ,ﬁ} avec p # v,p est v sont des M-
opérations binaires vagues parfaites sur X au sens des relations F$, y et E,
(1) D’apres la définition de 1, U la propriété (VL.2) est évidante.
(2) On a pour tout z,y € X, < (x,y) = U (z,y,y) = (z,y,z), donc
E(zy) < <(zy)=U(x,yy) et Ery) < <(y2)=(z,y.9).
Donc (VL.1) est satisfaite.
<(2,9)*<(y,2) < <(2,2) =0(2,2,2).
et 11 (z,y,y) * N (y,2,2) = < (y,2) * < (2,9) < < (2,2) =N (x,2,2).
Donc (VL.3) est vérifice.

(3) On aVa,y,z € X,U(z,y,y) *U(y,2,2) =

(4) On a pour tout z,y, z € X,

U (x,y, 2)=< (2, 2)A< (v, )A(A(( (,2) A i(y,t))ﬁi(z,t))) < <(z,2) =U(z,22)

<
ot Fila,y.2) = Z(z0) A S (29) A ( (2 (L) A Z (ty) — %<t,z>>) < Z(na) =
N (x,z,2)
Donc (VL.4) est vérifice.

(5) Pour tout z,y,z € X, on a :
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Gmw¢>=:«a@Asm@A(A«i@wAiwﬁwai@wQ

et

(e y,2) = i@@AimwA(Aﬁi@@Ai@whﬁi@do

= A [z, t,t) AT (y, 8, 1) — N (2,8,1)] .
tex
Donc (VL.5) est vérifice.

(6) On va montrer que, U (z,y,2) * M (2, z,w) < E (z,w) Yo,y, z,w € X.

Pour tout z,y,z,w € X on a, U(z,y,2) < <(x,2) et on a :
A(z,z,w) < té{((\(t&) <(t,2)) = < (t,w))
< (K@ 2) AL (2,2)) = < (2,0)

= <(z,2) = < (z,w).

Donc,
O (x,y,2) N (z,z,w) < < (x,2) % (< (2,2) = < (z,w0)) < < (2, W) ovnre... (a")
etonall(r,y z) <letN(z,2,w) < <(w,), alors

O (z,y,2) 0 (2, 2,w) < < (w,Z) e (a")
D’apres (a') et (a”), on a:
0 (x,y,2) (2, 2,w) < < (w,2) A< (2, w).
Si (a) est satisfaite c’est-a-dire * = A. Donc d’apres la E- antisymétrie de < on a :
O (z,y,2) 1 (z,2,w) < < (w,2) A< (z,w) < E (z,w).
Si (b)est satisfaite, on a : U (z,y,2) * N (z,z,w) < < (w, ) A < (z,w) .
Considérons Iexpression (3.2)
1 si x <w
< (z,w) = et
E (z,w) sinon.

1l est facile de voire que, < (w,z) A < (z,w) = E (z, w).
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En effet :
Siz<wona:<(wx)A )

A )=1AE(z,w) = E(z,w).
Sizrdwetwgrona:<(wx)A<(z,w)=FE(wz)AE(@,w) =E(z,w).

Siw<xona:<(w,)

Donc,
(2,9, 2) P (2.2, w) < B (,w) Yo, g, 7,0 € X,
(2) On va montrer que 11 (xz,y, z) * U (z,2,w) < E (z,w) Vz,y, z,w € X.

Pour tout x,y, z,w € X on a : I_I(my,)_g( x)etona:

O(z,z,w) < AL ()AL (2,1) = <(w,1))

< R AL @) — w)
= i(z,x) — i(w,x)

Donc,
A (x,y,2) 0 (z,2,w) < < (2,2) * (<
et on a : I_I(z r,w) < < (x,w) et M(z,z,w) < 1, alors,
M (z,y,2) = <
D’apres (V') et ("), on a :
A (z,y,2) * 0 (z,2,w) < < (w,2) A< (z,w).
Si (a) est satisfaite c’est-a-dire * = A. Donc d’apreés la E- antisymétrie de < on a :
A (z,y,2)* 0 (z,2,w) < < (w,2) A< (z,w) < E (z,w).

Si (b) est satisfaite on a : 1 (x,y, 2) * U (2, 2,w) < < (w,2) A < (z,w) .
Considérons Iexpression (3.2)

1 si x<w;
< (z,w) = et

E (z,w) sinon.
Il est facile de voire que, < (w,z) A < (z,w) = E (z,w) .
En effet :
Siz<yona:<(wz)A<(r,w)=E(z,w)Al=E(z,w).
<(z,w) =1AE (z,w) = E (z,w).

A\
Siy<zx onazé(w x) A
<(w,z) A< (z,w) = E (w,z) A E (z,w) = E (x,w).

Sigwetwg zona:<
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Donc,
M(x,y,2) 0 (z,2,w) < E(x,w) Va,y,z,w € X.
D’ou, (VL.6) est vérifice. m

Afin de démontrer que les conditions (V' L.1-V L.7) du théoréme 4.3.1 sont vraiment
des conditions nécessaires pour qu’un ensemble (X, i) M- E-partiellement ordonné de-
vient un M-FE- treillis, nous avons besoin du lemme suivant :

lemme 4.3.2 [8] Pour une relation M -équivalence E sur X, soit p € L(X*X)xX

une re-
lation floue satisfaisant les conditions (VL.1),(VL.3) du le théoréme 4.3.1 et la condition
suwante :

(VL2 p(z,y,y)*p(y,z,2) < E(x,y) Yo,y € X,

Alors il existe un ordre partiel classique < sur X tel que la relation E est compatible

avec <, et que l'implication suivante soit satisfaite

r<y=pryy) =1vr,ye X, (4.10)

De plus les propriétés suivantes sont valides

(1) Si p satisfait en outre la condition de la linéarité

(VL.7) p(z,y,y) =1 ou p(y,xz,z) =1 Va,y € X, alors < peut étre choisie comme un
ordre linéaire classique sur X.

(i1) Soit < un ordre partiel classique sur X tel que limplication (4.10) soit satisfaite.

Alors pour tout xz,y € X, p(z,y,y) est donné par,

1 si x<y;
p(z,y,y) = DR (4.11)
E(z,y) sinon.

Si est seulement si p satisfait les conditions suivantes :

p(x,y,y) #Lletp(y,v,2) #1=p(x,y,y)Vo(y,z,2) < E(z,y). (4.12)
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Xy =p(z,yy) =py ). (4.13)

pour tout x,y € X.

(4ii) Soit p € LEX*X)*X yne relation floue. o satisfait les conditions (VL.1),(VL.2"),(V L.3)
et (VL.7) si est seulement si il existe une relation d’ordre linéaire classique < sur X
telle que E soit compatible avec < et ¢ (x,y,y) peut s’écrire sous la forme (4.11), pour
tout z,y € X.

St E est séparable alors on peut avoir :

(iv) La relation binaire classique <,, définie par :

r<d,yep(r,yy) =1y € X,

est le plus grand ordre partiel classique < sur X telle que < satisfait l'implication (4.10)

et la propriété E est compatible avec <.

(v) Pour tout x,y € X, p(x,y,y) est donnée par

1 stz <, y;
p(z,y,y) = _
E(z,y) sinon.

Si est seulement si p (x,y,y) satisfait 'implication (4.12).

Preuve.

On définit la relation floue < , € LX*X comme suit :

< (@) =p(2,y,y) Yo,y € X,

il est claire que les conditions (VL.1),(VL.2"),(VL.3) et (VL.7) sont équivalentes a
(V P.1— V PA4) respectivement c’est-a-dire < , est un M-FE-ordre partiel, d’apres le théo-
reme 3.3.6 il existe un ordre partiel classique < sur X tel que E soit compatible avec <
et SCdz) )
Donc, s <y == dz y= S (zy)=1=p(xy,y) =1

(i) Si p satisfaite la condition (V' L.7), alors ip est linéaire donc < peut étre choisie

comme un ordre linéaire classique sur X d’apres le théoreme 3.3.6.
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(i7) D’apres le théoreme 3.3.11 la condition (i7) est facilement vérifiable.

(77i) Puisque ¢ est un M-FE- ordre linéaire donc d’apres le corollaire 3.3.15, il est claire
que la condition (#ii) est satisfaite.

(iv) D’apres le théoréeme 3.3.5 et le théoreme 3.3.6 et la remarque 3.3.9 ona: I, (<=<,)
est le plus grand ordre partiel classique sur X satisfait I'implication (4.10) et ' compa-
tible avec 4, .

(v) D’apres le corollaire 3.3.13 la condition (v) est satisfaite. m

Théoréme 4.3.3 [8] Soit E une relation M -équivalence sur X et soient M, [ € LEXX)*X
deuxr M -opérations binaires vagues parfaites sur X au sens des relations E%, y et E.
Pour tout p,v € {ﬁ,ﬂ} avec p # v et les aziomes (VL.1 —V L.6) du théoréeme 4.3.1
sont vérifiés. On suppose que l'une des deux conditions suivantes soit satisfaite :

(a) M = (L, <, N).

(b) Pour tout p € {ﬁ, D}, il existe un ordre partiel classique <,sur X tel que p satis-
fait les implications (4.12), (4.13) du lemme 4.3.2 pour tout z,y € X, ou équivalent a
p(z,y,y) est donné par l’égalité (4.11) du lemme 4.3.2 pour tout x,y € X.

Alors la relation floue ;g € LX*X définie par :

<g(w,y) =U(z,y,y) Yo,y € X,

est un M-E-ordre partiel sur X, et donnée par :

<t (2,9) = <pi (z,9) =1 (z,y,2) Yo,y € X.

De plus Dgg = et ﬁ;a = ﬁ;ﬁ =1, c’est-a-dire (X, <,01,0) forme un M-E-treillis.
Preuve.

On va montrer que ig est un M-FE- ordre partiel sur X. La E- réflexivité et la transiti-
vité sont évidentes d’aprés (V' L.1,V L.3). Puisque LI est une M-opération binaire vague
parfaite sur X au sens des relations F{, y et E, on a :

U(x,y,y)*U(z,y,7) < E(x,y)Vr,y € X.

Alors d’apres (VL.2) on a :

<o (#,9)*<g(y,2) = O (w,y,9)*0 (g, 2,2) = U (2, y,9)+0 (2,9, ) < B (2,y) Yo,y € X.

Donc, ig est F-antisymétrique.
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Alors <g est un M-E-ordre partiel .

On va montrer que <g peut s’écrire comme suit :

<g(z.y) =N (w,y,2) Yo,y € X.

On prend deux éléments arbitraires z,y € X, puisque 1, U sont M-fonctions de X x X
dans X. Ju € X, Jv € X tel que N (y,z,u) = U(x,y,v) = 1, alors d’aprés (VL.2,V L.6)

(XxX)xX oot une relation floue extensionnelle au sens de

et en utilisant le fait que M € L
la relation £, on a :

iﬁ(%y) = D(xayvy) =

IA
& & &

IN
-

= M(z,y,z) . (A.1).
De méme et d’aprés (V L.2,V L.6) et d’aprés I'extensionabililité de la relation L € LX*X)xX
au sens de la relation F/, on peut avoir

ﬁ(:v,y,:v) = ﬁ(y,x,x) = (y,z,x) * U (x,y,v)

IN
2
&
=
NP

= L) (4

D’apres (A.1) et (A.2) on a: <g(z,y) =MN(z,y, ).

Maintenant on va vérifier que <g = L.

D’aprés (VL.4) on a: U(x,y,2) < U(w, 2, 2),Vz,y,2 € X.

D’aprés (VL.4) et (VL.2) on a aussi, U(z,y,2) = U(y,z,2) < U(y, 2, 2).
Donc,

U(x,y,2) <U(x,2,2) AU (y,2,2) = < (z,2) A < (y,2)Vz,y,z € X.
D’autre part d’apres (V' L.5) on a l'inégalité

U(z,y,2) < té\X((D (z,t,t) AU (y,t,1)) — U (z,t,1))
= AGoEnAZ00) = ().
Donc on obtient
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O(z,y,2) < <glo,2)A<gW,2) A | A (o (@t A<g(1.1) — <g(2,1))

= Uz (#,9,2) oo, (A.3)
et du fait que LI est une M-opération binaire vague parfaite, et par I'utilisation de Iin-

égalité (A.3) nous observons que pour tout z,y € X, 3w € X tel que U(x,y,w) = 1,
c’est-a-dire

U(z,y,w)=1< ﬁgg (x,y,w), donc, ﬁgg (x,y,w) = 1.

D’ou, Dgﬂ est une M-opération binaire.

(1) Si la condition (a) est vérifice d’apres le théoréme 4.1.5 ﬂ;g est une M- opération
binaire vague parfaite sur X au sens des relations F{, y et E.

(2) On suppose que la condition (b) est satisfaite dans ce cas il existe un ordre partiel

classique < sur X tel que le M-FE-ordre partiel ig peut étre représenté comme suit :

1 sl <y v,

<g(z,y) = et

E (z,y) si non.
Va,y € X, c’est-a~dire la condition (b) du théoréeme 4.1.5 est satisfaite pour < = < et
i = %D. Donc il est immédiatement d’apres le théoréme 4.1.5 que ig est une M-
opération binaire vague parfaite sur X, au sens des relations E§, y et E.
Dans 'ordre de voir I'inégalité,
ﬁgg (z,y,2) <U(z,y,2) Vo,y,2 € X . (A.4)
On prend trois éléments arbitraires fixes x,y, 2 € X, puisque LI est une A -opération
binaire sur X et par I'inégalité (A.3), il existe w € X tel que U (z,y,w) = 1 c’est-a-dire
Dgg (x,y,w) = 1. Alors nous utilisons le fait que Dia et LI sont des M-opérations binaires
vagues parfaites sur X au sens des relations E$, et E. On écrit
ﬂig (x,y,2) = Gig (x,y,z)*ﬁig (z,y,w) < E(z,w) = E(z,w)*U (x,y,w) < U(x,y,2).
Les inégalité (A.3) et (A.4) justifier I'égalité Dim =0
D’une fagon analogue on montre que ﬁgg =M. m

Les théorémes 4.3.1 et 4.3.3 établissent la caractérisation algébrique du treillis vague

dans la plus part des cas généraux, ce pondant, pour quelque cas spécial la caractérisation
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du treillis vague peut étre donné par une facon simple , par utilisation des assumptions
moins restrictive que dans les théoremes 4.3.1et 4.3.3. Par exemple, si les ordres linéaires
vagues et les M-égalités sont particulierement considérés au lieu des ordres vagues est
relations M-équivalence respectivement. On voit dans les deux résultats qui suivent que
la caractérisation algébrique des treillis vagues présentent dans les théorémes 4.3.1et 4.3.3

peut étre simplifié pour ces deux cas spéciales.

Corollaire 4.3.4 [8] Soit < un M-E-ordre linéaire sur X, et (X,<) un M-E- treillis.
Alors pour tout p,v € {ﬁ,ﬂ} avec p # v, et p, v deux M-opérations binaires vagues
parfaites sur X au sens des relations ES. y et E satisfont les conditions (VL.1 — VL.7).
Inversement soient M et U deux M-opérations binaires vagues parfaites sur X au sens
des relations ES .y et E et pour tout pair (p,v) avec les propriétés p,v € {ﬁ, D} et
p # v,on suppose que les conditions (V L.1 — V' L.7) soient satisfées, alors la relation floue
ig € LX*X définie dans le théoréme 4.3.3 est un M-E-ordre linéaire sur X, satisfaisant
les égalité I:lia =0 et ﬁgg =1 c’est-a-dire (X, <, 1) forme un M-E-treillis.
Preuve.

(1) La linéarité de < preuve (V L.7).

On montre la propriété (V' L.1).

Soient z,y € X d’aprés la E- réflexivité de <,ona:

E(z,y) < <(z,y) = U(z,y,9) et E(z,y) < <(y,2) =N (2,9,9),

donc la propriété (V' L.1) est satisfaite.

On va montrer la propriété (V' L.2) on a :

pour tout x,y, 2z € X,

G(ey.2) = @AW [/\ (C@OAS0.1) — i(z,t»]

= <@ )A<(m2) A\ té{((i (W, ) A< (z,1) — i(z,t))]
= U(y,x,2)

et
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Fi(ey,2) = i(z,af)/\i(z,y)/\{té( ((at,x)/\g(t,y%g@,z))]
_ ZEAZEA M (R A (ta) - z))]
= ﬁ(y,x,z)

Donc la propriété (V' L.2) est vérifie.
On va montrer que la propriété (V' L.3) soit satisfaite.

O(z,y,y) *0(y, 2,2) = < (z,y) * (y, z) < <(56,2) =U(x,2,2) et

~

Donc, (V' L.3) est vérifiée.

On va montrer que la propriété (V' L.4) soit satisfaite.

Soient z,y,z € X.

Ona:U(z,y,2) < <(z,2) =0z, 22) et 1 (x,y,2) < <(z,2) =N (x,2,2).
Donc, (V' L.4) est vérifiée.

On va montrer que (V' L.5) soit satisfaite.

On a:

O (z,y, 2 )<té\X(( < (z, ) A< (y, ))Hi(z,t))Zté&((ﬁ(&ztﬂf)/\ﬁ(yﬂfﬂﬁ))HD
et

A(z,y,2) < té{((i (Lr) A< (ty) = <(t,2)) = té\x((ﬁ (z,t,t) AP (y, t,1)) —

Donc, (V' L.5) est vérifie.
On va montrer que (V' L.6) soit satisfaite.

Pour le cas p = Ll et v =1, on a pour tout z,y, z,w € X; U (z,y, 2) < i(:z:,z) et

Azz,w) < AL AL (L) — < (tw)

teX

< (SLAAL (L) = <(Lw), VieX
< (L@ )AL (2,2) = < (z,w)
= <(z,2) = < (z,w).
Alors,
O(z,y,2) T (z,z,w) < < (2,2) % (S (2, 2) = < (2,w) < < (L, W) cvoveveeennns (*)

etona:lU(r,y,2) <let MN(z,2,w)< i(w,x), alors

O (z,y,2) * N (z,2,w) < < (W, 2) coereeean (**)

(2,t,1)),

M(z,t,t)).



D’apres (*) et (**) on a :
O (x,y,2) * M (2,2, w) < < (z,w) A < (w,z).
D’apres le corollaire 3.3.15 on a < représenté par la forme (3.2), c’est-a-dire

~ 1 sixz <
<(z,y) = Vr,y € X,
E (z,y) sinon.

tel que < est une relation linéaire classique sur X.
Siz<wona:<(z,w)A<(w,z) =1AE(w,z)=FE (w,x).
Siw<zona:<(z,w)A<(w,z)=E(z,w)\1=FE(z,w).
Donc,
< (z,w) A< (w,2) = E (z,w).
Alors,

U(x,y,2)*M(z,2,w) < < (x,w) A < (w,x) = E(x,w), pour tout z,y, z,w € X.

Pour le cas p =M et v = L], on a pour tout z,y, z,w € X,MN(x,y,2) < < (z,z) et

O(zz,w) < AUSEOAL(2,1) = <(w,))

< REOAZ@H) —Z(w) VeX
< (L) AL (2,2)) = < (w,2)
— Z(a) - Z(w,a).
Alors,
F(z,y,2) «U(z,z,w) << (2,2) % (S (2,2) = < (0,2) < < (W, ) cooveveennn (*)

et ona:fl(z,y,2) <letl(z,z,w) =0z zw) <<(z,w).

Donc,
F(z,y,2) Uz, z,w) < < (T,w) e, (Y’
D’apres (*) et (**)" on a :

M(x,y,2) * 0 (z,2,w) < < (2,0) A< (w, 7).
D’aprés le corollaire 3.3.15 on a < est représenté sous la forme (3.2), c’est-a-dire
~ 1 sixz <y
<(z,y) = Va,y € X,
E (z,y) sinon.
tel que < est une relation linéaire classique sur X.

Siz<wona:<(z,w)A<(w,z)=1AE(w,z)=E(w,z).
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Siw<zona:<(r,w) A< (w,z) =E(z,w) ANl =FE(z,w).
Donc,
< (z,w) A< (w, ) = E (x,w).
Alors,
A (z,y,2)* 0 (2, 2,w) < < (z,w) A< (w,z) = E (z,w), pour tout z,y, z,w € X.
Donc, (V L.6) est vérifice.
(27) Inversement.
D’apres le théoreme 4.3.3 on a, ig est un M-FE-ordre partiel sur X et méme la relation
<z € LX*X donner par :
Zn (@) = 12,9, 2)¥2, € X,
La condition (VL.7) implique la la linéarité de <g cest-a-dire <gest un M-E-ordre
linéaire sur X. D’aprés (V' L.2) et la E-antisymétrie de <g et <s il est facile de déduire
que pour tout p € {ﬁ, D}, que p satisfait (V' L.2').
Donc, puisque p satisfait (VL.1) ,(VL.2"),(VL.3) et(VL.7), il s’ensuit du lemme 4.3.2

(i77) que la condition (b) dans le théoréme 4.3.3 est satisfaite. Donc l'assertion peut étre

vérifie directement. m

Corollaire 4.3.5 [8] Soit E une M-égalité sur X et soit < un M-E-ordre partiel sur
X tel que Uimplication (3.5) dans le théoréme 3.3.11 soit satisfaite, et soit (X, <) un M-
E-treillis. Alors pour tout p,v € {ﬁ, D} tells que p # v, p et v sont des M -opérations
binaires vagues parfaites sur X au sens des relations E$, y et E et satisfont les aviomes
(VL.1 =V L.6) et limplication (4.12). De plus, Ig=<z et 5= (ﬁg)_l, ol (Slg)_l est
Vordre partiel inverse sur X au sens de la relation <z c’est-a-dire

(x,y) € (Slg)fl & (y,r) €dz,Vr,y € X,

Inversement, soient M,U deux M -opérations binaires vagues parfaites sur X, au sens
des relations ES, et E et E une M-égalité sur X, et pour tout pair (p,v) avec p,v €
{M,0} et p# v satisfaites les aziomes (VL.1 — VL.6) et Uimplication (4.12).

alors la relation floue ig € LX*X définie dans le théoréme 4.3.3 est un M -E-ordre partiel

sur X tel que Uimplication (3.5) du théoréme 3.3.11 est satisfaite. De plus, ig coincide
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avec la relation floue iﬁ € LX*X définie dans le théoréme 4.5.3. De plus, ﬂgm =0,
Mz =M et Iz =<p=<z = (Ix) 7.

c’est-a-dire (X, <, 1) est un M-E-treillis.

Preuve.

D’une méme fagon du remarque 4.1.6 on peut simplement déduire du Lemme 4.3.2 (v) la
condition (b) dans le théoréme 4.3.3 est équivalent a I'implication (4.12) . En appliquant
la remarque 4.1.6 et le lemme 4.3.2 (iv) les assertions sont facilement acquises d’apres le
théoréeme 4.3.1 et 4.3.3

On va montrer que =z,

pour tout z,y € X, on a :

(z,9) €S U(z,y,y) =1 <(v,y) =1 & (z,y) €<= .

Donc, =4z .

de méme, on a :

(z,y) e M(z,y,0) =1 < (y,2) =1 < (y,) €dz& (1,y) € (ﬁg)_l.

Donc, <x= (ﬁg)fl.

Inversement, d’apres le lemme 4.3.2 (v) la condition (b) dans le théoréme 4.3.3 est sa-
tisfaite, donc <définie dans le théoréme 4.3.3 est un M-FE-ordre partiel qui satisfait la
condition (3.5) du théoréme 3.3.11.

D’apres le théoreme 4.3.3 <= I et ﬁgg =Uet ﬁgﬁ =n.

Soient z,y € X ,on a :

(#,9) €9z & <g(z,y) =1 U(r.yy) =1 (1,y) €dg.

Donc, 9z =g ... (01)
et on a, zg = iﬁ iﬁgD:ﬁgﬁ .............. (02)
et
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(z,y) €9z &  <F(rny) =1
& Mgy =
& My,2y) =
< (y,2) €dn
& (zy) € (I5)7
Donc, <= = (<x) " o (03)

D’apreés (01) et (02) et (03) on a :
<z =dn=9z =(Jn) . m

Dans les deux théoremes 4.3.1 et 4.3.3, bien que les conditions (VL.3 — V L.5) ne
correspondent pas directement au contre part de (L.3 — L.3’) dans la présente approche
en général, les conditions (V' L.1), (VL.2) et (VL6) ne sont qu'une généralisation mul-
tivalente de (L.1 — L.1"), (L.2 — L.2") et (L.4 — L.4") respectivement. Il est intéressant
d’investiguer sur la structure du iccl-monoide M = (L, <,%*) sous-jacente c’est-a-dire
le role de * opération monoidal, pour qui (V' L.3 — V' L.5) deviennent une généralisation
multivalente de (L.3 — L.3). [§]
Théoréme 4.3.6 [8] Soit M = (L, <, *) un iccl-monoide satisfait la loi forte de l’algébre
de De Morgan, dans le sens [11]. Soit (X, i,ﬁ,ﬁ) un M-E-treillis et supposons que
l'une des conditions (a) ou (b) du théoréme 4.1.5 est satisfaite. Alors pour tout p,v €
{ﬁ, ﬂ} avec p # v, p et v sont des M-opérations binaires vagues parfaites associatives
sur X au sens des relations ES, y et E satisfaisant les conditions (VL.1), (VL.2) et
(VL6) . Inversement, soit M = (L, <,A\) et pour une relation M -équivalence E sur X,
sotent 1,00 € LX*X)*X deyq M-opérations binaires vagues parfaites associatives sur X
au sens des relations E$, y et E et satisfont les conditions (VL.1), (VL.2) et (VL6).
Alors la relation flove <g € LX*X) définie dans le théoréme 4.3.3 est un M-E-ordre
partiel sur X, et égale au relation floue iﬁ e LX) donnée dans le théoreme 4.3.3. De
plus, Dgg = et ﬁgﬁ =1 c’est-a-dire (X,<,01,0) est un M-E-treillis.
Preuve. Dans la premiére partie et du théoréeme 4.3.1, il suffit de montrer 1’associativité

de U et M. Ici nous prouvons associativité de L et 1.
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Soient a, b, c,d, m,q,w € X des éléments arbitraires fixes, nous voulons prouver que,
U (b,c,d) * U(a,d,m) U (a,b,q) xU(qg,c,w) < E(m,w)....(B.1)

D’apres (4.1) on a :
O(a,c,w) < A (L (a,t) A< (e,1) = < (w, 1)) Ya,c,w € X

tex
< (% (a,m) \ < (c,m)) — < (w,m) e (B.2)
et
O(a,d,m) < A((L(a, ) A< (d,1)) = < (m,t)) Ya,d,m € X
tex
< (Sla,w) A< (dw)) = < (Myw) e, (B.3)
En utilisant la proposition 4.1.3 (i) , nous obtenons
< (b,d) * O (a,b,q) * O(a,d,m) < <(q,m) e (B.4)

D’autre part d’aprés (4.1) et comme U (a,d,m) < < (d,m) et 0 (b, ¢,d) < < (¢, d)
Nous obtenons
U (a,d,m) «0(b,c,d) < <(c,d)* <(d,m) < <(¢c,m).....(B.5)
La combinaison de I'inégalité (B.4) et (B.5) et d’apres la proposition 3.1.1 (iv) on a :
0 (a, d,m) + < (b,d) 0 (a,b, )] A [0 (a,d,m) 0 (b, ¢, )
= U (a,d,m) * (< (b,d) «U(a,b,q)) AL (b, c,d))
< <(g,m)AL(E,M) oo (B.6)
Comme l'inégalité (B.6) est valide pour tout a,b,c,d,m,q,w € X, et en utilisant la
commutativité forte de U il est facile de voire que I'inégalité (B.6 ) donne
(L(0,0) = T(b.c,d) AT (a,b,q)] <0 (g.cw) < < (a,w) AL (dw) o (BT)
Alors il est facile de obtenir de (B.2) et (B.6) que
[(i (b,d) * U(a,b,q)) AL(b,c, d)] * U (a,d,m)*U(q,c,w)
< (R@ma<em) (K gm) A (em) = < (wm)]

< (W M) i, (B.8)
De la méme fagon nous obtenons de (B.3) et (B.7) que

(i (b,q) * U (b,c,d)) AU (a,b, q)] x U (q,c,w) *U(a,d,m)

—

< K (a,w) AL (dw)) * (R (a,0) AL (dw)) = < (m,w)]

<K (M W) i, (B.9)
Alors en utilisant l'inégalités (B.8) et (B.9) et d’apres la proposition 3.1.1 (vi) nous
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obtenons que
(i (b,d) * U (a,b,q)) A (% (b,q) * U (b, c, d))] * U (a,d,m)*U(q,c,w)

(K (b,d) T (a,5,0)) AT (a,,0)| A [(i (b, q) * 0 (b, ¢, d)) ATI (b, e, d)})

Il
—

= ([(K (b, d) % T (a,b,9)) AT (byc,d)| A [(i(b,@*mb,c,d))AD(a,b,q)})

*U (a,d,m) * U (q,c,w)

— ([(R(b.d) = T(a,b,9) AT (b,0,d)| 0 (0, d,m) = T (g, ¢, w))A
( (i (b’ Q) * U (bv ¢, d)) AU (a,b, Q)] * L (a7d7 m) g ((], c,w))

< < (w,m) AL (MyW) oo, (B.10)
De plus, de (4.1), puisque nous avons, [ (a,b,q) < < (b,q) et U (b,¢,d) < < (b,d) et en
utilusant (B.10) nous obtenons

U (b, c,d) * U(a,d,m)*U(a,d,q)*U(q,c,w)

= [(T(b,c,d) x0(a,b,q)) A (O (a,b,q) * U (b,c,d))] «0(a,d,m)*U(q, c,w)

< [(i (b,d) * U (a,b, q)) A (i (b,q) * LI (b, c, d))] * U (a,d,m) *U(q,c,w)

< < (w,m) AL (MW e (B.11)
D’autre part ’hypothése du théoréme implique directement 1’égalité

< (w,m) A < (m,w) = E (m,w) (voir la confirmation de I’égalité (14) dans le théoréme
4.1.5), et donc, I'inégalité (B.1) requis en suivent (B.11), d’une part.
D’autre part,
soient a, b, c,d,m,q,w € X des éléments arbitraires fixes, nous voulons prouver que
M1(b,c,d) M (a,d,m) *M(a,b,q) xMN(q,c,w) < E(m,w)...(B.1)
D’apres (10) on a :
Agew) < A(SEDAL (L) = <(Lw)) Yo, c,w € X

< (K(m, ) A< (m,¢) = < (m,w) .o (B.2)
et
A(a,d,m) < ALt a) A< (t,d) — <(t,m)) Ya,d,m € X
< (Kw,a) A< (w,d) — < (w,m) oo, (B.3)

En utilisant la proposition 4.1.3 (i) , nous obtenons,

< (d,b) * M (a,b,q) * M (a,d,m) < < (M, Q) coveeen... (B.4)



D’autre part d’apres (4.2) et comme 11 (a,d,m) < < (m,d) et 71(b, ¢,d) < < (d, ¢)
Nous obtenons
A (a,d,m)*F1(b,¢,d) < < (m,d) * < (d,¢) < <(m,c)....(B.5)
La combinaison de 'inégalité (B.4") et (B.5') et d’apres la proposition 3.1.1 (iv) on a :
[ (a,d,m) % < (d,b) 1 (a, b, q)} A [M(a,d,m) «T1(b,c,d)]
= Fi(a,d,m) + (L (d,0) %71 (a,b,0)) ATI (b,c,d)]

< <MyQ) AL (My€) o, (B.6")
Puisque l'inégalité (B.6') est valide pour tout a,b,c,d,m,q,w € X, et en utilisant la

commutativité forte de L il est facile de voire que I'inégalité (B.6' ) donne
(L(0,0) +A(be.d) ATi(a,b,)] <1 (g,¢0) < < (w,d) AL (w,a) ... (B.T)
Alors il est facile de obtenir de (B.2') et (B.6') que
[(2 (d,b) P (a,b, ) A1 (b, c, d)] + P (a,d,m) + 7 (g, ¢, w)

< (K 0m,q) AL (m,0)) # (L (m,q) A < (m, ) =  (m,w)]
(

—

(g q,b) 1 ( bcd))/\l‘l(abq)]* (
<<w®A<wa»*R<ww < (w,a)) = < (w,m)]

< (W) oo, (B.9)
Alors en utilisant U'inégalitées (B.8') et (B.9') et d’aprés la proposition 3.1.1 (vi) nous

obtenons que
(K (d,b) %P (a,b,q)) A (< (b, q) +71 (b, c. d))] % B (a,d,m) * 7 (g, ¢, w)

= ([(Rd.b) «Fi(a:b,0) AP a,b,0)| A (L (0,0) % Fi (b, d)) AT (b d)|)
M (a,d,m) * (g, c,w)
— ([(R(@.6) <P (a,b,0)) AT (b, )] A [(L(a,6) P (b, e, d)) A Fi(a,b,q)])
M (a,d,m) * (g, c,w)
= ([(R(@,b) * Fi(a,b,)) AT (b,c,d)] T (0, d,m) g, ¢, w)A
([(2(@.0) + A e.d) AFi(a,b.0)] T (a.d,m) (g, ¢,w))

< < (myw) A (W, M) v, (B.10)
De plus de (4.2) et car nous avons, [1(a,b,q) < < (q,b) et T1(b,c,d) < < (d,b) et en
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utilisant (B.10") nous obtenons

(b, c,d) * M (a,d,m) M (a,d,q) *T1(q,c,w)

= [(ﬁ (b, c,d) * M (a,b,q)) N (ﬁ (a,b,q) * M (b, c, d))] * 1 (a,d,m) * M (q,c,w)
< [(R(d,0) # Fi(a,b,0)) A (L (4,6) 1 (b, )| 71 (0, d,m) 7 (g, ¢, w)

< < (w,m) A< (MyW) e (B.11")
D’autre part I’hypothése du théoréme directement implique 1'égalité

< (w,m) A < (m,w) = E (m,w) (voir la confirmation de I’égalité (14) dans le théoréme
4.1.5), et donc l'inégalité (B.1") requise en suivent (B.11") d'une part.

Dans le but de vérifier I'inverse du théoréme nous utilisons le théoreme 4.3.3 il est
indiqué de montrer que pour tout p € {ﬁ, D} satisfait les conditions (V' L.3 — V' L.5).
Ici nous établissons la preuve de ses condition seulement pour p = L. L’autre cas est
de la méme facon. Soient z,y, z trois éléments arbitraires fixes de X, puisque LI est une
opération binaire M-vague au sens des relations E¥, y et E, il est claire qu’il
Ju € X tel que U (2,9,2) =1 ......... (B.12)

De plus on a :

E(u,2)=FEu2) AU(x,z,u) <U(2,2,2) e (B.13)

(VL.3) donne I'associativité de L], et la considération de I’expressions (B.12), (B.13) on

a .

Uz, y,y) AU (y,2,2) = Oy, z,2) AU (2, 2,u) AU (2,9, 9) AU (y, 2, 2)
< E(u,z)
S a("'L]?Z?z)?

et donc (V' L.3) est satisfaite
(VL.4) de (VL.1) nous avons, E (z,7) = 1 < U(z,z, ) c’est-a-dire U (x,z, ) = 1, alors

par Passociativité de U et par (B.12) et (B.13) on peut ecrire facilement

D(x,y,z) = D(a:,y,z) /\ﬂ(x,z,u) ALl (x,z,2) A D(x,y,z)
< E(u,2)
< U (x,2,2),
donc (V' L.4) est satisfaite.

(VL.5) Soit t € X un élément arbitraire fixe. Alors
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Jv € X tel que U(z,t,v) = 1.
Comme (B.13) dans nous avons évidemment E (v,t) = E (v,t) AU (z,t,0v) < U(z,t,1),

et par l’associativité de L nous obtenons
D(Zﬂ,t,t) A g(yvtut) /\El(‘rvyvz) = D(y7t7t> A D(;C,t,t) A g (.’IZ,y,Z) A m(z7t7v)
< E(vt)

< Uz, tt).

Alors, en appliquant la propriété d’adjonction (AD) sur l'inégalité
Uz, t,t) AO(y, t,1) AU (2,9, 2) <D (2,1,).
D’on,

U(z,y,2) < té\X (O (z,t,t) AU (y,t,t) — U(z,t,1)]. =
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Conclusion

Dans ce mémoire, on introduit la notion d’un systéme de cloture fuzzifier comme un
ensemble flou sur la collection des sous ensembles d’un ensemble non vide. Il est prouvé
que cette structure est un L-treillis. Inversement, tout treillis flou est isomorphe & un
systéme de cloture fuzzifier. En particulier tout treillis flou complet est représentable par
un systeéme de cloture. De plus on présente une théorie générale des relations d’ordres, et
treillis basée sur des relations d’équivalences multivalentes, sous le nom relations d’ordre
vagues et treillis vagues respectivement. Les représentations et les constructions des re-
lations d’ordre vagues et des treillis vagues sont les sujets principaux de ce travail.

Nous concluons avec quelques commentaires concernant les futures recherches dans
ce domaine.

Ce travail donne une trés grande possibilité de généraliser quelques concepts classiques
notamment la propriété du cutworthy® qui translate les propriétés de I’ordre flou sur ses

coupes (qui sont des ordre classiques), et inversement.

Lcutworthy = avoir la propriété des coupes
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Abstract

In this work we introduced the notion of fuzzifying closure system as a fuzzy
set on the collection of subsets of a nonempty set. It is proved that this
structure is a particular fuzzy lattice ordered poset. Conversely, every lattice
ordered poset is isomorphic to a fuzzifying closure system. In particular, each
complete fuzzy lattice is representable by a fuzzifying closure system. In
addition we present a new general theory of ordering relations and lattices
based on many-valued equivalence relations under the name vague ordering
relations and vague lattices, respectively. Representations and constructions of
vague ordering relations and vague lattices are the main subjects of this work.

Résumé du mémoire

Dans ce mémoire, on introduit la notion d'un systeme de cléture fuzzifier
comme un ensemble flou sur la collection des sous ensembles d'un ensemble
non vide. Il est prouvé que cette structure est un L-treillis. Inversement, tout
treillis flou est isomorphe a un systeme de cléture fuzzifier. En particulier tout
treillis flou complet est représentable par un systéeme de cloture. De plus on
présente une nouvelle théorie générale des relations d'ordres, et treillis basée
sur des relations d'équivalences multivalentes, sous le nom relations d'ordre
vagues et treillis vagues respectivement. Les représentations et les constructions
des relations d'ordre vagues et des treillis vagues sont les sujets principaux de ce
travail.
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