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Abstract

Let T: g— fog the composition operator. This is to characterize the real function f
such that T acts on some fonctionnal spaces, like Sobolev, Besov and Lizorkin-
Triebel. For the paralineatization of Y.Meyer , we will use the paraproduct of J.M
Bony in particular the Littlweood-Paley theory .

Key word

Lizorkin-Triebel spaces, Besov spaces, Sobolev spaces paraproduct operator,
Pseudo-differential operator, Composition.

Résumé

Soit l'opérateur de composition a gauche définie par T: g fog. Il s'agit de
caractériser la fonction réelle f définie sur I'axe réel R, tel que T soit borné sur certains
espaces fonctionnels de type de Sobolev, de Besov et de Lizorkin-Triebel. En utilisant
les opérateurs du par-produit, définis par J.M Bony a partir de la théorie de
Littlweood-Paley et developpés par Y.Meyer, pour la paralinéarisation.

Mot-clés
Espaces de Lizorkin-Triebel, Espace de Besov, Espace de Sobolev Opérateurs du
para-produit, opérateurs Pseudo-différentiels, Composition.



Notations

Les notations suivantes seront utilisées le long de ce mémoire:

e Toute les fonctions sont définies sur I’espace Euclidien R".

o (" = C (R") espaces des fonction continues

e C*(R") la classe des fonctions indéfiniument différentiebles.

e S(R™) est la classe de Schwartz, et S'(R™) son dual 'espace des
disrtibutions tempérées

e D (R™) est ’espace des fonctions C°° a support compact, D'(R™) son
dual.

o Avec | f|[, on désigne la norme dune fonction f apprtient a 'espace
de Lebesgue LP(R™).

e Si p € [1,400] alors p’ désigne 'expsant conjugué donné par la for-
mule suivante:% + ]% = 1.

AN
e Pour f € S'(R") soit f = F [ désigne sa transformée de Fourier, et

F~1f sa transformée de Fourier inverse. Il découle alors que si ) €
S(R™)

WO = [ el e FHO = (2m) MU0, (EERY).

e Pour une fonction f différentiable d’ordre m € N, on écrit
80&
f@) =DJf = e f % =™ . x, la] = a1 + ... + a, < m.
wa
e Soit r € R" NN, C"(R") est 'espace de Holder des fonctions
bornées muni de la norme

_ [f (=) = f (W)
1 llor = Wl flloo + Sup

e [1; (Espace de Bessel) : est I'espace des fonctions f € S(R") ou

w=|(areriio) o

, O<r<1

< 00 (seR,1<p<o0).
p



Introduction

Dans la théorie des opérateurs pseudo-différentiels (O.P.D), l'utilisation des
espaces fonctionnels est importante, car la difficulté peut-étre minimiseé si
lespace rentre dans 1’étude, aussi pour généraliser certains résultats,(de L.
Hormander par exemple), il faut introduire des espaces qui généralisent les
Sobolev, en I'occurrence les espaces de Besov, de Triebel et de potentiel de
Bessel.Ces espaces eux méme demandent des investigations, en particulier la
composition dite a gauche, défini par

fogeFE avec f:R— R, ge€kFE.

(Pespace E est de besov ou de triebel sur R™). Alors il faut chercher a
caractériser f .
Dans ce cadre ce mémoir est ridigé, il comporte les points suivantes:

- Le premier est I’étude des O.P.D, les opérateurs paradifférentiels, le para-
produit et la paralinearisation d’apres Y. Meyer nécessaire pour la composi-
tion
- Le deuxiéme est I’étude de la composition en utilisant la continuité des
O.P.D dans les espaces de Besov et les espaces de Lizorkin-Triebel.

Le travail est organisé en cinq chapitres :
e Dans le premier, chapitre on va rappeler les notions essentielles & savoir les
inégalités de Holder,Young et de Bernstien, les séries de Littlewood-Paley,
les espaces de Besov de Lizorkin-Triebel et quelques propriétés principales de
ces espaces fonctionnels.

e Dans le deuxiéme, et le troisiéme chapitre, on va étudier des généralités sur
les Opérateurs pseudo-différentiels, les Opérateurs paradifférentiels, le para-
produit et paralinérisation d’apres Y.Meyer nécessaire pour la composition.

e Dans le quatrieme chapitre, on va étudier la composition en utilisant la
continuité des opérateurs pseudo-différentiels dans l'espace de Besov et de
Lizorkin-Triebel ,

e Le dernier chapitre , contient un résultat pour les opérateurs pseudo-
différentiels sur les espaces homogénes.
Enfin, notons que ce travail est dans I’espaces euclidien R (n = 1,2, ...... ).



CHAPITRE 1

ESPACES DE BESOV ET DE
LIZORKIN-TRIEBEL



1.1 Préparations

Dans ce chapitre on va rappeler les notions essentielles a savoir les inégalités
de Holder,Young et de Bernstien, les séries de Littlewood-Paley, les espaces
de Besov de Lizorkin-Triebel et quelques propriétés principales de ces espaces
fonctionnels.

1.1.1 Inégalités principales

Nous allons faire usage répété des inégalités de Holder, Young et Bernstien,dont
nous ferons un rappel.

Théoréme 1 (Inégalité de Hélder)
Soient f € LP (R") et g € L7(R™) avec 1 < p,q < +o0, alors f.g €
L™ (R") avec ]l) + % =1 ¢t de plus

Preuve: La démonstration est vraiment classique, elle est basée sur les
fonctions convexes.

Théoréme 2 (Inégalité de Young)
Soient p,q,r dans [1,00] tel que

1 1 1
=14,
poq r

Alors pour toute f € LP (R") et toute g € L7 (R™), on a
frgelL (R")

et
1f*gll, < Ilf1, lgll, -

Preuve: On fixe g € L7 (R"™) et on considére 'opérateur T'f = f % g. On a

Tf(x) = [pofW)glz—y)dy



Alors
T @) < [ 1f )7 g(z — v |f()]7 dy.

]:R'IL
par l'inégalité de Holder, on obtient

Tr@ < I [ st =l dy

donc
Tf ()], < llgll, 114

D’autre part I'inégalité de Holder donne

Tf ()] < llgll, 1f1l4-

Alors on applique le théoréme d’interpolation de Riesz-Thorin, voir [Bell:

T : L'(R") — L7(R")
T : L['(R") — L*(R")

il vient
T:L'(R") — L"(R"),
e 1 -0 1 ¢
=04 —, - =, 0 €10,1].
p q r q
On a . 18
S R —
p q
entraine
1 1 0
- = 604+1———-0+-
p q q
1 1 0
:9+u—®(yn>:1——+<
q q g
Ce calcul facile donne la relation demandée, i.e.
1 1 1
—+l==+-=
r P q



Théoréme 3 (Inégalité de Bernstein) Soient 1 < p < q < oco et a € N™.

A
Il existe co = c(a,p,q,m) > 0, telle que pour tout f € LP (R™) avec suppf
C{éeR": |{|< R} ona

7, < om0 0]

P

Preuve: Soit ¢ € S (R"™) telle que ¢ (£) = 1 pour || < 1. On pose

Alors

et par conséquent
[ = (F o)+ 1.

Par I'inégalité de Young, on obtient

LA, < I1For) ", 151,

avec
1 1 1
1+-==+-.
qg p T

D’autre part, comme pour tout x € R" on a
(F'6p)" (2) = R" (F'¢)"” (Ra)
il vient

T

H(}Ll(bR)aH — RFlel=% (f*lgb)(a)

Ce qui donne le résultat. |

Remarque 4 L’inégalité de Bernstein est encore vraie pour 0 < p < q <1,
voir [Ym | ou [DMo].



1.1.2 La décomposition de Littlewood-Paley

Soit ¢ une fonction dans D (R™), positive, radiale et a support dans la
couronne 1/2 < |£| < 2 telle que:

Y p(27) =1 VEeR™{0}. (1)
jez
On a la fonction

Y(E) =1-) ¢ (2¢)

>0
est de classe C°(R™) et a support dans la boule || < 2, il vient alors la
partition non homogene de 1'unité suivante

PE+Y (27 =1 VEeR™ (2)

Jj=z1
A cette partition (1) on associe les opérateurs pseudo-différentiels
Qif =9 (27D)f,  Sif=v¢(27*D)f

pour 7 =1,2,...et k=0,1,..., avec la notation Qg = Sy. A noté aussi que
Q; et Sy sont a symbols respectifs

e (277¢) et Y (27%¢).

Définition 5 Si f € S(R") alors la série de Littlewood-Paley est donnée par
la formule suivante

f=5/f+ Zij- (3)

Jjz1

Remarque 6 La formule (3) implique que pour tout k >0 on a
k
Sef =Y Qif.
§=0

Proposition 7 Pour toute fonction f € S(R™) et pour tout polynéme P on
a

Qif = Q;(f + P).



Preuve: Compte tenu du supports, on a le support de la distribution Tp
est le singleton 0, i.e.

supp Tp = {0}
le résultat découle alors du fait que ¢ (0) = 0. [

Proposition 8 Les familles d’operateurs {S;};>0 et {Q;};j>0 constituent
des sous ensembles bornés dans LP(R™) pour tout p € [1, +00].

Preuve: On relation avec I'inégalité de Young, théoréme 2, il vient qu’on
a sans difficulté I'inégalité suivante:

155711, < llly (LA

et de méme pour [|Q;f|, . D’ou le résultat. |

1.2 Les espaces de Besov

Dans ce paragraphe on donne la définition des espaces de Besov et de Lizorkin-
Triebel. Il sera suivie d’un exemple et quelques propriétés principales.

Définition 9 Soient les paramétres s, p, q,vérifiant s € R,p,q € [1,+00].
L’espace de Besov Bj* (R™) est l’ensemble des distributions tempérées f €
S’ (R™) telles que

o 1/q
ijo <2 TQj = pr> < +o00, pourl <qg< oo

ByI(Rn) (4)

171 sup 2% [|Q; * fl|, < +oo, pour g = +o0.
Jj=0

Lemme 10 soient a,b des réels tq: 0 < a <b, soit (u;),., une suite dans

S (R™) tq:

- 1 est portée par la corounne a2’ < |¢| < b2

- > <2j5 ||uj\|p> " < +o0 alors la séried u; converge dans S (R") et on a:

JEZ JEZ
1
. p\*
> U <c (Z (2" Il ) )
JEZ B;’q(R") JEZ




Théoréme 11 L’ensemble B, (R") est un espace de Banach pour la norme
définie par (4). De plus

S (R") < B3 (R") < S (R").

Preuve: On suppose 'application linéaire

®: BY(R") —19(N,L” (R"))

qui & tout f associe la suite (2/°Q), f )j oy - Par définition de la norme 'application
® est isométrie. On considére ensuite 'application linéaire

v: 7 (N, L" (R") — B> (R")

définie par
) ((uj)j€N> = ZQ_JSQ]'U.
jEN
D’apres le Lemme 10 il résulte que 1 est continue car Vo® = Id et de plus
I'image de ® n’est que le noyou de ®oW. L’imge de ® est un sous espace fermé
de 17 (N, Lr (R”)) . Il en résulte que B, (R") est un espace de Banach. Voir
aussi le livre de Triebel [T1]. |

Proposition 12 Une fonction f € By (R") si et seulement si ses dérivées
partielles Oy f appartiennent & B;_Lq (R™). De plus ’expresion suivante est
norme equivalente

By a(Rn)

”f”B;’q(R") = Z [0k f1
k=1

Preuve:
Etape 1 : On définie les fonctions suivantes ¢, € D (R"™\ {0}) par

w1, (Q) = iCrp (C)

o ¢ est donnée par (1). Par les propriétés de la transformation de Fourier
on a I’égalité suivante

Qj(0nf) = 2%, (277D) f.



D’apres le Lemme (10) on obtient aussitot

10k f|

g biwn) < €l gpany -

Etape 2 : Pour I'autre sens, on utilise une paration C'*° de 'unité de fonc-
tions (wg)k=1,..n sur de la sphére unité

On pose

on a alors

Q; =27 ka (279D) 00y

k=1

D’apres le Lemme (10) il résulte

/]

By e -

sy <€ D 10k f]
k=1

D’ou le résultat. [ |

Lemme 13 Soit v € D (R"\ {0}) une fonction satisfaisante l'une des deux
conditions suivantes:

1.3 ,en v (277€) = 1, pour tout § # 0;

2. v est positive et il existe deux réels b > 2a > 0 tels que v ne s’annule
pas sur la couronne a < €| < b.
Alors

1/q
f € By (R") ssi (Z (27 [lv(277D) fH,,)q) < oo,

De plus Uexpression ci-dessus est une norme équivalante a la norme || f|| gs.o (Rn) -
P

9



Proposition 14 (i)Pour1<r <q< oo, onaBy" (R") — By (R")

(i) Pour tout m € N, on a B"" (R") — W (R") — B> (R")

(i) Pour tout m € N,on a WJ* (R") = By"* (R") ,avec des normes equiv-
alantes.

(iv) Pour py > p et sy — (n/p), on a By" (R") — B4 (R")

Preuve: Le plongement (i) résulte ausitot du plongement [” (N) — [ (N)
car r < ¢. Pour démontrer les plongements (ii); d’apres la proposition
12, on peut se limiter au cas m = 0. Si f € LP (R™) on a

Qi f1l, < [7*ll, /1,
d’ou
11l e < <1,
Si f € By' (R") la série )y Q;f converge normalement dans L” (R") ce
qui nous donne f € LP (R") et

||f||p S ||f||B]0,’1(R") .

Pour établir (iii) grace au lemme 10, dans le cas m = 0 on peut choisir la
fonction v de telle sorte que

STl(@e)) =1,  ve£o.
jeN

Du théoréme de Plancherel, on déduit que

2
2 -n
1913 = oY [ [re)] a
jez YR”
_; 2
= 2l @7D) 1],
jez

et cette derniére expression est équivalente a || f ||f93,2 (&) - [

Pour démontrer le plonogement (iv) nous allons utiliser 'inégalité de
Bernstein, il vient que :

(L1
1Qifllpy < 257w Q1

1

S
2712 |Q, 1, -

10



D’ou il suffit de passer a la norme dans (7 (N), on obtient le plonogement
souhaité.

1.3 Les espaces de Lizorkin-Triebel

Définition 15 Soient les paramétres s, p, q,vérifiant s € R, p € [1,+o0o[ et
q € [1,+00]. L'espace de Lizorkin-Triebel noté F;7 (R") est I’ensemble des
distributions tempérées f € S" (R™) telles que

|0 29 1Q; ¢ £1)M

sup 2% |Q; * f| || < +oo, pour ¢ = +o0.
j>0 ,

< 400, pourl <g< oo
P

1.f1

@) =

()

Remarque 16 L’espace de Lizorkin-Triebel est une généralisation des espaces
de potentiel de Bessel Hj (R") défini par

<o (VfeS (RY),

p

de plus HS (R") = F3*(R") pour 1 < p < +o00. voir [BeL] et [T1].

1f]

e = [ IR (©)

Nous donnons un rappel sur que quelques propriétés de ces espaces en
connextion avec les espaces de Besov. Compte tenue de I'inclusion suivante

bnin(p,g) (L) = LP(19) = lmax(p,q) (LF)
on a le résultat suivant:

Proposition 17 Pour tout s,p,q,vérifiant s € R, p € [1,400| et ¢ €
[1,400], linclusion suivante est satisfaite

By* (R") — F34 (R") < B3" (R")
pour tout u et r, tels que
1 <u<min(p,q),  max(p,q) <r < +o0.

Proposition 18

11



())Pour 1 <r < g < oo, on a " (R") — F4(R")

(ii) Pour tout m € N, on a F{™" (R") — W)™ (R") «— [} (R")

(iii) Pour tout m € N,on a WJ" (R") = F3™* (R") ,avec des normes equiv-
alantes.

(iv) Pour p; > p et s; — (n/p), on a Fy" (R") — F:19(R").

Remarque 19 La preuve de la proposition 17, comme celle du 18, peut étre
trouvée dans les livres [RSi], [T1] .

12



CHAPITRE 2

OPERATEURS
PSEUDO-DIFFERENTIELS
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2.1 Généralités sur les O.P.D
2.1.1 La classe de Hormander

Pour faire une étude des O.P.D, nous allons définir une classe des symboles
de type Hormander.

Définition 20 Pour m € R et 0 < p,0 < 1 on désigne par S;'s (R"), (de
méme S} (§2), pour un ouvert borné Q C R"), La classe des symboles o (x,§)
verifiant

1. o € C*(R" xR")

2. pour tout compact K C R"™ et tous multiindices o et € N, il existe
¢ > 0 telle que pour tout (z,£) € K x R™ on ait

02000 (2,6)] < e (1+ [, (6)

Définition 21 Les éléments de la classe S} (R") sont appelé symboles de
degré m et de type (p,0).

Exemples: 1- Le symbole principale d’'un opérateur différentiel linéaire
d’ordre m est un élément de S, En effet, soit

Om (2,€) = Z aq (7)€Y, aq € C*™ (R™) une fonction bornée.

laj<m

Si a, € C™ (R™) alors 0, € C* (R™ x R), de plus on a

‘(%)a(%>50_m (x,f)‘ = }Z:m <%)a(aa (z)) (a%)ﬁﬁa
-z (3) (ol 2
< |a|gm <a%)a(aa ()| ¢ @ f!ﬁ)[
=T (ag)( Bl

14



comme pour m € N;m — |5 >0 on a
(1+1g)™7 = g,

alors si |3] > m on a |5] > |a| et par suite

o\’ .
(a—s)ﬁzo

par conséquent puisque a,, est bornée, alors
AWEAY m-13) 9\"
_ - < _
‘(a) (5¢) on@O| <41 E|(52) o)

-~
Cet exemple est encore vrai, si on travaille sur un compact €2 de R™.

al

X

=Ca,p

2- Les opérateurs différentiels sont des éléments de ST (€2) pour un
compact {2 de R™.

3- Les symboles d’ordre négatif: soit o (z,£) = > a, () £ tel que
om (7,8) #0,§ # 0, alors il existe ¢ € 575" (2 x R") tel que
pg—1€ 5,57 (2 x R"), avec g est alors symbole d’ordre négatif.

4- Si o (§) est une fonction C* sur R™\ {0} homogene de degré m et si
v € D(R") vaut 1 autour de 0, (1 — ¢ (&)) o (§) est un symbole de degré
m

(type(1.0)).

2.1.2 Définition et premiéres propriétés des O.P.D
Définition 22 Soit o € S5 (R"). L’opérateur linéaire continu
T:D(R") — C*(R")

défini par

Tu(z) = (27) " / o (1.6 0 (E)de . VreR® (1)

n

est appellé opérateur pseudo-différentiel d’ordre m associe au symbole o (z,£).
On note par V7's (R") (resp. W}'5(€2)) l'ensemble des o.p.d sur R" (resp. ).

15



Remarque 23 Un o.p.d est un opérateur de Fourier.

En effet, on a trivialement ’égalité suivante: Vo € R"

Tu@) = (20" [ olnguEd

= e [ ([ o) umay

Remarque 24 Si T (z,D,) = > an (x) DS est un opérateur différentiel
coefficients a, € C> (), alors T est aussi un o.p.d.

En effet, le symbole o (z,£) = > a,(x)&” est de classe ST, (€2) et on a

o] <m.
bien

T (2, D)u(x) = Y aa(z)(D)(z)

la<m

= Cn7 [ @i

pour tout u € D (R").

Proposition 25 Soient U un ouvert dans R", K € C> (U x U) tel que
la condition suivante est vérifiée : pour tout compact F' C U il existe un
compact G C U tel que

K(xz,y)=0 (Ve € F, Vye U\G). (8)

Alors Uopérateur T : D(U) — & (U) défini par
Tu(z) = | K(z,y)u(y)dy
Rn

est un opérateur pseudo-différentiel d’ordre —oo sur U

16



Preuve: On pose »,(§) = (27) "™ et on commence par introduire la
formule d’inversion de Fourier, et on permute les intégrales, ce qui donne

Tu(z) = RHK(rv,y)U(y)dy

= [ K [ a©i©asy

= [ | @K@y

Cette permutation est légitime, vu que ues (U) et vu que K(x,y)

est a support campact par rapport a la variable y. On poursuit le calcul:

rue) = [ ([ @ K@) i@

- [ ([ xw-oKww)

_ / s (€) ( / e (9) Ko,y + a:)dy) u () dg
_ /n%x(é)a(fcaﬁ)@(é)dé

2>

(§) d¢

7(@.8) = [ ) Koy + o)y

Il reste a verifier que o (z,€) est de classe m, pour n’importe quel m. En
effet, pour tout multi-indices «, 3,y on a

0807 (€0 (2,0))| = 080, 7 (y) Oy K (w,y + x)dy

Rn

< / |y 000) K (z,y + z)| dy.
Rn

La fonction (z,y) — y*050) K (x,y + x) satisfait aussi la condition (8).
Par le théoreme de la convergence dominée, la derniére integrale est une
fonction continue en x. Pour tout compact €2 C U, et tout multi-indice «, 3
et v on a donc

ilelg 0805 (€0 (x,€))| < +o0.
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En d’autres mots, la fonction

¢ — sup |08000 (z,€)|
zeN

décroit plus vite que n’importe quelle fonction rationelle, ce qui montre qu’il
existe pour n’importe quel m € R une constante ¢ > 0 telle que

|0¢070 (2,€)] < c(1+ €)™
pour tout x € €. Ainsi o est de classe —oo et '€ W= (U). |

Proposition 26 Soient Q@ C R", 0 € S (R"), u € 527,/5' (R™) et ¢ €

D (R™) wvalant 1 sur 2. On pose T et Q) les 0.p.d associés a o et | respective-
ment. Alors Uopérateur R = Q(x, Dx)¢T(z, Dx) est bien défini de D (R")
dans C* (R™); de plus le symbole de R est donné par la formule suivante

P8 = [ ngrn e d )

ot o1(x,m) = @(x)o(z,n).

Preuve:
Etape 1: Par la transformation de Fourier en x on a

O/—\l (57 77) - /n eiixéo—l (Z’, 77)d37

Comme est a support compact, il existe M > 0 telle que 1’égalité suivante
est satisfaite

|f (82‘5)501 (m,n))‘ =

£33 (€.)|

= /|<M ‘e_mg(‘?fagal (x, n)| dz.

D’apres la formule de Leibniz on a:

‘go (x)m 85‘_7850 (xz,n)|dz.

F @i ) <a Y Q) f

0<~<a |z|<M
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D’apres la formule (6) on a:

| (05001 (x,m)] < Co > (1 [yl / o @) do
0<~v<a |z|<M
e Z ng 1+|77’ m+5|a—7|—plﬁ\
0<~v<a

< Cs (1 + |77Dm+5|a\*ﬂ|6| .

Etape 2: Pour v € D (R") on a:

FlePw)© = @0 [ die—nn)indn

En effet, on déduit de (7) que l'on a:

F(oPu)(€) = $xPule)
(

27T /
R
N

oz —y)
= (2m)™" w(f—y)/RnU(n)U(y—n,n)dndy

R

= (2m)™" /Rn@(n) (/n@(f—y)?f(y—n,n)) dydn.

On fait le changement de variable suivant: & — y = h, on obtient

dy

Fera© = o [ o ([ dmdie-n-nnan)a
= e [ {(Bes-nr.m) €}

Or on a:

i (§=mm) = (pxa—n+.m)E—n
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par conséquent on aura la formule
FeD)u© = o [ die-nniman
cette derniére Intégrale est absolument convergente. On a donc
Ru@)= @0 [ [ @@ s € nnimdn
On introduit alors la fonction (voir (9))
r@= [ ngrnamed

ce qui donne
(Ru) (0) = (2n) " [ e (@) () de

de sorte que 'o.p.d R est de symbole 7. |
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2.2 Opérateurs de type (1.1)

Le paragraphe suivant est classique dans la théorie de la classe de Hormander
S?,. Nous linspirons du livre de Mitivier [Met]. Apres la définition de la
classe 5(1)71, Nous donnons trois lemmes de préparations.

Définition 27 Tout o.p.d de symbole dans la classe Sf}l est appellé de type(1,1).

Lemme 28 [l existe deux fonctions x, x,C* sur R",a support respective-
ment dans la boule {|| < 1} et dans la coroonne {1/3 < |£] < 3} et telles

que:
VEER", xo(§)+ DX (é) =1
j=0

Preuve du lemme (28) On choisit ¢ € C§° (R™) a valeur dans [0, 1], portée
dans la couronne {1/3 < [£] < 3},et valant 1 pour 1/2 < |¢| < 2. La fonction
h(z) = Z;r:ioox (5)est C= sur R™\ {0}, est > 1 et vvérifie h(£/27) =

27
h(€) pour tout & et tout j.On pose y = t/h, alors la fonction y, (§) =
> e0 X (3 )est C™ et & support dans la boule {|¢| < 1}. [ |

Lemme 29 Soit a : R" — C wune fonction bornnée, telle que supp a C
{&: €| < R}. AlorsVa € N, il existe ¢ > 0, telle que

Ha(a)Hoo < ¢R! lall . -
Preuve: Il suffit d’appliquer le théoréeme 3. [

Lemme 30 Soit a € L* (R") dont la transformée de Fourier est & support
dans la boule {|{] < A}. Alors a est C*, et pour tout a € N", il existe
C (n,a) (ne dépendant que de n et a)telle que:

Haga”LOO(R") < C(n,a) Al HCLHLoo(Rn) :

Démonstration .— Voir [Met] |
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Lemme 31 Soitent 0 < m < N deux entiers, soit u € |0.1[ il existe C telle
que pour tout f € C™ (R™), on a

fzg—l—ka
k=0

avec.

D llgller@ny < ClFllgmens
) fil oo ey < C27H™ N f | gt

A
En outre, @ est a support dans la boule {|¢| < 1}, et fx a support dans la
couronne {12% < |¢] < 3.2%}
Preuve: On reprend la décomposition du lemme (28)

w<§>+§)x(§) ~1

¢ étant a support dans {[¢| < 1} ety dans {5 < [¢] < 3} En outre,y) et x
N
sont C'*°. On pose alors f
A A N é' A
g=vr fk_X(?) /-
Notons ¢_; la transformée de Fourier inverse de i et ¢, celle de x ( / 2’“) .
On a alors
A A
g=w_1xf 5 fr=wpxf
Puisque ¢_; € L' (R"),on a ||g]/ ;e < C|fll. ,et avec le lemme I'estimation

sur les dérivées de g suit.
Maintenant on utilise le fait que pour f € C™**, on a

fla) = é(aﬁf) () (z =) < Cle = g™ | flcmin

laj<m

comme on le voit tout de suite en utilisant la formule de Taylor avec reste
intégrale. On a :

o (1) = 2"y (282) (k> 0) et /az“gpk (z)dz = (=D¢)* x (%) L_O —0.
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Par conséquent,

@)= [oa-0) (10 - X 523 @) | . e

laf<m

e @)] < Ol / g (@ — )] |z — ™" dy.

Mais on a :
[ 10— )l =y dy = 2750 [ g, (@) o] da,
la derniére intégrale étant finie puisque ¢, € S (R™). On a donc bien:
il ey < C275 [ f llgmen
|
Lemme 32 Soit f), une suite de fonctions de CY (R™) qui vérifient
102 fi || poe < M2Fl=m=) poyr |a| < N,

m étant un entier < N , et p € 10,1[.Alors f =5 fr, € C™# (R") il existe
C ne dépendant que de n,m, N et i telle que:

||f“c’m+u(Rn) S CM

Théoréme 33 Soit o (x,€) type (1,1) sur R". Alors l'opérateur T' de sym-
bole o est borné de H® (R"™) dans H® (R™) pour tout s > 0, et de C™H (R™)
dans C™H (R™) pour tout m € N et tout u € ]0,1][.

Théoréme 34 Soit o (z,£) une fonction sur R™ x R™ qui vérifie :

02000 (2,€)| < Mag (14 €)1

(m étant un nombre réel) pour tout o € N et tout |8] < [2] + 1. Alors pour
tout r > 0 non entier, tel que r —m > 0 non entier, l'opérateur T' de symbole

o est borné de C" (R") dans C"~™ (R") .
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Preuve du téoréme 34 Suivant le lemme 31, on ecrit:

f=fa+ ka
k=0
avec

1fill ooy < C N fllgr 27

N A
suppf_1 C {|¢| <1}, supp/fi C {32% < |¢] < 3.2%} pour k > 0. On introduit
une partition de 'unité :

1=w<s>+§x(§)

qui permet de décomposer:

p(‘rv g) =DP-1 (xaf) + Zpk (.’17, )
k=0
avec
O L IR N Y
Ou l'on note P I'opérateur de symbole py. |

Lemme 35 Pour tout k > —1, P, envoie C" (R") dans C*° (R"). En outre,
pour tout a« € N | il existe C,, telle que pour tout k et tout f € C" (R"™) , on
ait :

||0§‘Pk f||Loo(Rn) <, ||f||CT(]Rn) 2k(m—r+\o¢|)‘
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2.3 Opérateurs paradifférentiels

Rappelons que pour m réel, ST, désigne ’espace des fonctions o, C'*°sur
R"™ x R™ et telles que pour tout (o, 3) € N" x N il existe C,, s pour laquelle:

V(z,€) € R" x R,

02000 (2,6)] < Cap (14 )™ (10)

o (2, Dy)y (2) = (2m) ™ / ¢o (1,€) 0 (€) de (11)

qui a bien un sens si o (z,€) 4 (€) € L* (R").

En particulier, si u € S (R") les dérivation sous le signe somme et les inté-
gration par parties en ¢ sont justifiées et on voit que o (z,D,)u € S (R")
dans lui-méme.

Théoréme 36 Si r est un réel > 0 non entier, tel que r-m soit aussi > 0
non entier, l'opérateur o (z, D,,) , associé au symbole o € ST, se prolonge en
opérateur borné de C" (R™) dans C"~™ (R™).

Si u € C"(R"), lécriture (10) prend alors une signification tout a fait
conventionnelle, qui coincide avec la signification indiquée précédemment si

u € S (R") ou si U est & support compact .

Définition 37 > désignera l'espace des fonctions o (x,§) telles qu’il existe € <

1 de sorte que la transformation de Fourier en x de o, o (n,&), soit a support
dans la cone {|n| < e (€|}, et telles que pour tout B € N, il existe Cg pour
laquelle :

V() ER' xR, |ofo (@) <C(i+le)™ T (12)

Maintenant, pour r > 0 non entier on introduit ) " 'espace des fonctions

o (z,€) dont la transformation de Fourier o (n,&) est a support dans un cone
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{In| <€}, pour un certain € < 1, et telles que pour tout 3 € N il existe
Cj pour laquelle :

V¢ € R”, H@?a (x’€>H07~(Rn) <Cs(1+ |§|)m—\6|

Lemme 38 Pourr >0, m R, p >0, on a les inclusions

SOy C S et Y C Y gt
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CHAPITRE 3

LE PARAPRODUIT ET LA

PARALINEARISATION
D’APERS Y. MEYER
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3.1 Paraproduit

Lemme 39 Soient 0 < e; <&y <1 et R > 0. Il existe des fonctions ¢ (n,§),
C>® sur R"x R" | nulles pour |n| < e3|&| , valant 1 pour |n| < e1[¢] et
£] > R, et telles que pur tout (o, B) € N* x N", il existe C, g pour la laquelle

V(n,§) e R" xR,

0000 (n,€)| < Cas L+ IEN " (13)

Démonstration . Ilexiste x (77, ) homogene de degré 0 sur R” xR™\ {(0,0)}
et C pour (1,€) # (0,0), telle quex vaille 1 pour || < g1 [£| et 0 pour

In| < eslé].
Pour éliminer la singularité a 'origine, on introduit ¢ € C'*° qui vaut 1 pour
€] > R et 0 pour [£| > £ | et on pose

Y (n,&) =xm&) e(&),

la fonction 8,‘;‘8? X est homogéne de degré — |a| — |3] et continue sur R™ x
R™\ {(0,0)} . Par conséquent x (et donc ) vérifie (13) pour || > 1. Pour
€] < 1,1 est C, et (13) suit. [

Lemme 40 Soit ¢ (n,£) une fonction C*® sur R™ x R™ | a support dans
{In| < C €|}, et vérifiant (13). Alors la transformation inverse de Fourier:

G(y.€) = (2W)_"/€iy'”¢ (n, &) dn
vérifie: pour tout B € N", il existe Cz tel que :

veer', [afciof < Ca+jeh.

LY (Rr)

Démonstration. Il suffit d’écrire :

dn
(2m)"

< Cop (14 |€])" o1

yoCy.€) = \ JER IS

et, en sommant pour tous les |a| <n +1:
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"

8
OGO = O e D

(L 1)

ce qui implique le lemme. |

Proposition 41 Soity comme au lemme (39) et soita € L (R") (resp.C" (R") ,
r > 0 non entier). Alors le symbole:

00 (1,6) = (27)" / e (1,€) & (1) di (14)

appartient & Y o(resp.> "),
Démonstration. On a:

a(n,€) = n,&a),

si bien que la condition sur le support (/}aest satisfaite puisque 1 est a support

dans {|n| < ey [€]}.

Dans (14), l'intégrale a une signification symbolique, puisque a nlest pas
forcément une fonction.(c’est une dualité S x S’, puisque

n — e (n,€) € S et que aeS
En fait revenant par Fourier, on peut aussi écrire:

7008 = [ GO al—vdy (15)
et compte tenu du lemme(40),’intégrale a maintenant un sens. On a aussi

8?%(33,5) Z/G?G(y,f)a(as—y)dy,

et on conlcut en utilisant le lemme(40) et le fait que la convolution par une
fonction de L! est un opérateur borné deL>™ dans L™ et deC" dansC" |

Définition 42 Pour a € L™ et u € C* (> 0 non entier), on note m (a, u)
le paraproduit de a et u, défini par : w(a,u) = o, (x, D).
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Remarquons que puisque o, € S}, 'opérateur o, (x, D) opéré de C* dans
C*, et le paraproduit est donc bien défini.En outre, on peut écrire:

I (@, u)ll cngeny < Cllall oo lull (16)
Il faut cependant remarquer que ce paraproduit dépend du choix de la fonc-
tion ¢ utilisée pour définir (14). Pour le moment, on va indique cette dépen-
dance en notant 7, le paraproduit défini & I’aide de la fonction .
Lemme 43 Si ¢ et 1), sont deuzx fonctions comme au lemme 39, si a €

C"(R"), ue C*(R™) et si r+ pu nest pas entier, alors

Ty (a,u) — my, (a,u) € C"*(R").

preuve Voir [Met]. [ |

Lemme 44 Une fonctionu € L (R™) appartient a l’espace C* (R™) (1 > 0 non entier)
si et seulement si il existe C' > 0 telle que

Vk € N, [ ARl oo gy < C27H

Définition 45 D’aprés les notations ci-dessus,définissons la fnction
V0,8 =) oo ()0 (6). (17)
k=2

Alors cette fonction satisfait aur conclusion du lemme 39 avec €1 =
1

s R=4

2

1. _
Ea€2—

Définition 46 On peut définir le paraproduit par

7 (a,u) = 3 Sia () B (w). (18)
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Proposition 47 Si1 est la fonction (17), le paraproduit ©' (a,u) ,défini par
' (a,u) =Y Skoa (n) Dk (u) (19)

k=2

coincide avec le paraproduit w(a,u) .

Démonstration. Par densité de S (R") dans C* (R™) et continuité des para-
produits, il suffit de prouver 'égalité 7' (a,u) = 7y (a,u) pour a € L>® (R")
et w € S(R"). On a alors:

ska<x>=/¢k (- y)a(y) dy

Ay () = (2m)" / EE0, (€) i (€) d

si bien que

Sk_2a Ngu(z) = (2m)™" / oy (x.6) 0 (€) dE

avec

o) (2.6) = / e (& — ) 0 (€) a () dy.

Pour tout £,la série ¢ (1,£) = > vi_o (n) Ok (§) ne comporte au plus que trois
teremes non nuls; il en est de méme pour la série:

7@ =Y ()= [ G-y ey (20)

avec

G (y.6) = (2m)" / 1 (€ dn = 3 s (1) 05 (€).
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En outre,

o (2.6 < 2@l L lll oo Nl oo

et par le théoréme de la convergence dominée, on voit que :

I

7 (a,u) = (27?)_71/6“3‘50 (x,&)u (&) dE.

La proposition suit, puisque d’apres les formules (15) et (20)

aa<x,s>:/a<y,s>a<x—y>dy,

onaoc=a,.
Plutot que la formule (19) , on aurait pu poser:

T (a,u) = Z Sk (a) Ay (u) (21)
k=2

Lemme 48 Pour a € C" (R"), u € C*(R™) r,pu et (r + u non entier), on
a:
7' (a,u) — 7 (a,u) € CTH(R™).

Démonstration . Voir [Met] [ |
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3.2 Paralinéarisation

Théoréme 49 Soit I une fonction C* de R dans R.soituw € C* (R™) (u > 0,
non demi-entier). Alors:

F(u) — 7 (F' (u),u) € C**(R"). (22)

Avant de passer a la démontration, faisons quelques remarques:d’abord, puisque

ue CH*(R"),F(u) € C*(R") et de meme F' (u) € C* (R™) .Par conséquent,compte
tenu des résultats du paragraphe précédent, on peut utiliser n’importe quel
paraproduit pour établir (22); grace au lemme 48, on utilisera en fait "
deéfini en (21).

Pour simplifier les ntaions, on posera up = Spu , vp = Dpu = Ugpyq — Up.
D’apres le lemme (44) et le lemme (30), on a:

”a(xx’UkHLOO(Rn) S COCZ('O“_N)k. (23)

Ecrivant que
U = U + Z Vg
=k
on voit alors que pour |a| < p,
185 (1 = wp) o < Co2l7%,
De méme, les u; sont C'™ et
105 k| oo gy < Ca2lHE,

en notant comme d’habiyude (|a| — p), = max (0, |a| — x). Puisque uj, —
u dans L, on a F' (ug) — F (u) dans L™ et :

o0

F(u) = F(uo) + ) (F (ur1) = F (),

k=0

série convergente dans L*>°.La formule de Taylor:

Fu)— F (W) = (u—) F () + (u— u’)2/0 F (0 4t (u— ) (1— ) dt
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permet d’ecrire:
F (upsr) = F (ug) = F' (ug) v, + mpi,

avec

mk(x):/o F'(u'+t(u—u))(1—t)dt. W

Lemme 50 i) les fonctions my, sont C*et vérifient:
02l < Co2l
i) Les fonctionsmyvi sont C™ et vérifient:

08 (ms1?) | < Catlo=20).

[P

i) La série Y o myv; converge et définit une fonction de C* (R™).

Démonstration. Les fonctions wy = uy + tv, vérifient
k
105w oo < Co2¥

En particulier pour, [|wi||;c < Cp. Utilisant le fait que F” et C™ sur
[—Cy, Cy] et des majorants pour les normes L™ de ses dérivées, on voit que
F" (wy,) est C* et vérifie:

uniformément pour ¢ € [0, 1]. Intégrant en ¢ on obtient i).
Pour obtenir ii), il suffit d’ecrire 9 (m;v?) comme une somme de termes de
la forme

g R <wk)HLm < (Ml

O md wd v avee o] = [o/] + o] + o],

et d’utiliser les estimations i) et (44).
Enfin,iii) est une conséquence immédiate de ii)(lemme 32)puisque 2/ est sup-
posé non entier. |
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CHAPITRE 4

CONTUNITE DES O.P.D

SUR LES ESPACES DE
BESOV-LIZORKIN-TRIEBEL
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4.1 Préparation

Les parameters p, ¢ sont fixes comme suit: p € [1, 00| dans le cas B-espace,
et p € [1,00[ dans le cas de F-espace, et ¢ € [1,00]. on pose

e C1(LP) le cas B-espace,
P41 LP(#7)  le cas de F-espace.

On commence par rappeller les estimations du type de Nikol’skij répre-
sentation, voir [RSi, Proposition 2.3.2(1), p. 59] or [Ym |. Mais avant ¢a nous
allons formuler une inégalité de convolution:

Lemme 51 Pour tout b €]0, 1], tout suite {¢;},en de termes positifs vérifiant
{e;}jenlle, = C < +o0 et tout p,q,r € [1,+00] tel que

1 1 1
r p q
alors
k ‘ ™ 1/r © X T\ 1/7 20
(S(xm02)) "+ (T (Tre)) <5 o
k>0  j=0 k>0 =k B

En particulier on a

(S(xrra)) (B (Sw0a)) <75

k>0  j=0

Preuve Il suffit d’appliquer le théoréme 2 de Young dans sa version dicréte
pour obtenir (24). Quant-a (25), n’est autre que (24) avec p=1. [ |

Définition 52 On note par E;?(R") l'espace de Besov ou de Lizorkin-
Triebel, lorsque le résultat est vrai pour les deux.

Proposition 53 (i) Soit s € R. Il existe un constant ¢ > 0, telles que pour
tout g € Ex?(R"™), et pour tout 0 € C (R") avec le support contenu dans la
couronne b=1 < [£] < b, la suite {9j}jen définit par g; =0 (2779 g satisfait

H {279 }jeN

< c||gll g n),

an
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(i) Soit s > 0. Il existe un constant ¢ > 0, telles que pour toute suite de
fonction {g;} ;. de S (R™), satisfaisant les deux supports de §; est contenu

dans la boule |§] < b2/ et H{2$jgj}jeN = A < oo, alors les séries Y2 g;

Lp,q

< cA.

S,q
FP

convergentes dans S (R™) pour une limite dans Fa, et szio gj

Proposition 54 Soient a,b € R telle que 0 < a < b < 2a. Il existe a
constant ¢ > 0, telles que pour toute suite de fonctions {gj}jeN avec le support

de §; est contenu dans la couronne 27a < |£] < 27b, satisfait

g
=0

<c

142903}
pP,q
B ()

Démonstration. On choisit deux nombres @', b de telle sorte que :
b<d <a<b<d <2a
Aussi nous choisissons une fonction n € C* (R") ,telle que:

n(€) =1sia <|¢ <.

Nous avons

n(277€) gk (§) = 0sij #k,
et

n(275€) gx (€) = Ge () -

On utlise la proposition 53(i), on obtient le résultat désiré

H {28jgj }jeN

) = {253'2]'"?—177 (27.) (Z gk) } <D o :
Ep,q - -
i=0 senlle,, =0 R @
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4.2 L’espace C? (R")

Soit w : RT — R*, une fonction croissante,nulle pres de Porigine et concave.
Nous allons associé 1'espace fonctionnel suivant : Soit C% (R™) 'espace de
Banach muni de la norme suivante

[ (- + ) = u]
lllosny = D (Wllusup w () R

181<s] h70

Remarque 55 Si w(t) = t*7F, alors C%(R") coincide avec les espaces
Hélder C° (R™), qui est lui méme l'espace de Besov B5>™ (R™).

Lemme 56 Soit u € C* (R"), on pose k = [s]. Si f € C*(R) alors f (u) €
C; (R™)

Preuve 0¢f (u) est la somme des termes suivant

FO () 9. 0w, o] >p > 118y + e +18,

Par que la continuté de f®) sur 'intervalle [— ||lu||__ ,|jull.] on a

[fP (W) (@ + h) = [P () (2)] < cw(lhl).

Nous concluons

)f(p) (u) ... Gfpu (x+h) — ) (u) ... &:ﬁpu (SU)‘
< ’f(p) (u) (x +h) — P (u) (x){ ‘8flu...afpu (x + h)’
7O () ()] [0 0w (o 4 ) — O 2 ()]

1w (|h)) ( 8l Lo Haﬁpu Lo n ||f||j( 00w (z + h) — aflu(x)‘ Haﬁw (OO x
)&fpu‘ + 852u(x+h)—852u(x)‘ ‘85%’ ‘(%flu ‘85”u) +..)
h <ew(n). N

Les propriétés des opérateurs A; et )y dans C? (R™) donnent les estimations
souhaiteés. [
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Lemme 57 Il existe une constant ¢ > 0, telles que les inégalités

1891l < 277w (279) {1 gl o ny

sont satisfaites pour toute g € C? (R")
La preuve:Par le développement de Taylor on a :

(—y)’ (—y)° [ g1
glz—y) = g () + [s] (1 =) g (z —vy) dv
27 PO
Y
= ) (By!) g (x) + R(zy),
B1<ls]

(—y)”
|

R(z,y) =s] 1 1= (g9 (z — vy) — ¢ (2)) do,
Iﬁlg[s} b /0

qui satisfait

R(z,y) < cly*w (y)) llg]

Puis le lemme résulte immédiatement de 1’égalité suivante

C5(R) -

ANjg(x) = /n R (x, 2_jy) F o (y) dy.
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4.3 La continuité des Opérateurs pseudo-différentiels
4.3.1 Symboles et module de continuité

Soit ST la collection de la fonctions o : R" x R" — C,appelé¢ un symbole,
tel que pour tous multi-indices v et S avec |5| < N on a:

02080 (2,€)| < cap (1+[6)"™ (26)

0207 (2 + 1) — 0F0 (2.)] < oo (1H]) (1-+ (€)™,

ot le module w de la continuité est défini ci-dessus a (voir début du pragraphe
(4.2).

Le o.p.d associé est défini par la formule

o(x,D)u(x) = (27?)_"/ e So (z, &) (€) d¢, (ue S, xeR").

n

En liaison avec I'espace B;? ,I'¢tude de la continuité d’Opérateurs pseudo-
différentiels du symbole dans ST (w, [s]) , demande la condition

q

(i grals= s e (2—9‘)) < 00. (27)

A savoir que nous avons le résultat suivant.

Théoréme 58 (i) supposons que (27) détient. Alors tous Opérateurs pseudo-
différentiels de symbole dans ST} (w, [s]) envoie E5*™7 dans E7.

(ii) Si une fonction w ne satisfait pas (27) c’est dire
1
o0 ] ) q
<Z 27a(s=le) 4 (2—9)) = +00, (28)
=0

alors il existe un symbole o € ST (w, [s]) ,et une fonction g € S (R") ,de telle
sorte que o (x, D) g n’appartient pas a E1.

La preuve est basée sur la propostion suivante plus, précise que le théoréme
lui-méme, et qui a son propre intérét. |
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Proposition 59 Soit n > 1.Supposons que w satisfait (27) . Alors il existe
une constante ¢ > 0 , tels que ["inégalité

ZXjfj
=0

(29)

Cz(R”)) H{Zsjfj}jEN

‘Enq

< (sup ™
keN
By (&n)

vaut pour toutes les suites { fj}jeN avec suppfj contenus dans la boule |&| <
277, et toutes les suites {x; }jeN de la classe C? (R™) .

preuve Nous commencgons par écrire

[e'S) 0 oo k-1
Y oxifi =D HiQiG+ YD Filkx; (= o+ g0).
=0 =0 k=1 j=0

L’estimation de |(g1[|psgn): La fonction (p(2779) %;) * f; est supportée

dans la boule {|¢| < 27 (n + 2)}, alors la proposition 53/(ii) donne I'inégalité

1Qix; . <cl|F el suplixalle (V5 EN)
keN

d’ou le résultat souhaité.

L’estimation de || g;| : Aussi parce que le support de (¢ (277.) f(j) * fj

E‘;’q(]R")

est contenu dans la boule {|¢| <2/ (24 (%))} alors la proposition53/(ii)

donne
k-1
k
Bz’q(R") S c {28 Zf]AkX]} .
J=0 keNlle, .

Maintenant du lemme 57 et le fait que s > 0, le résultat souhaité sera obtenu.
|

Démonstration du théoréme (58) Soit o (z,£) € ST} (w, [s]) . La décom-
position de o (z, ) en symbole élémentaire peut étre écrite comme (26)

9]

o6 = 3 (14K T +op(5,6) +p(,6),

kezm
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ou p(z,&) =0si[£] > 2, et la fonction

a, (x) = (2%)”/ e (1 — Ag)%p (x,&) d¢

n

appartient a C?° (R™) et

o0

ok (,6) = Y 2" M () 0, (277€)
=0
tel que M,y est borné dans C? (R") uniformment par rapport a k, et 6
est C*° (R") ;supporté en L < |¢] < 2 et H@,@H < ¢ pour tout k € Z" et

2

Bl<N=[5]+1

L’estimation de oy, :proposition (54) et proposition (53/(i))
donnent respectivement

low (-, D) £

Lpﬂ

. (R")) H{2(3+m)j (2" F 10, (27.)) » f}jeN

< ¢ su He“”H )
2(k,5|£N Folle ||fHE;’q(R")

Estimation de p :Nous avons

E;vq(Rn) S &1 (Su]}? HM,]%
Js

p(D)f@) = [ (1 o) (o) £ (o4 u)du
et A (p(, D) f) = 0sij> 1, alors
v (D) f — JAolr (D) 1),
|#46], Io (.. D) 71,
cxien ) 191, < e 11,

E;aq(Rn)

IN

< ¢ (sup |||
ueR"™

(ii) On consédeére le symbole
o(x,&) = Z2‘j[s]w (277) exp (i2z1) (1 + |€|2)m/27 (z1,7) € R x R™
j=0

42



il n’est pas difficile de voir que o (,§) appartient a ST (w, [s]) .

Nous mettons les détails.Soit maintenant une fonction g de C*° (R"), telle
que |lgll, = 1 et suppg contenu dans la boule |§] < 7. Il est claire que le
support de la fonction

¢ — F (exp (i2711) g(x)) (€)

est continu dans la couronne (2) 27 < |¢] < (2) 27. Onpose h = (1 — A)fm/2 g.
La proposition 53 Conduit alors a

o 1/q
Jq(s—[s]), ,a (9—J _
- >c (JX; 2 w (2 )) = +400. [ |

lo (., D) Al

4.4 La classe ST (E> (R"))

La perforation de la condition (27) dans la classe ST (w, IV) conduit & intro-
duire ST}, (77 (R")) définie comme

|90 (2, €)]

Alors nous obtenons une formulation du théoréme 58/(i)

E;?»Q(Rn) S Ca (1 + |€|)m_|a‘ :

Théoréme 60 (i) Tous les Opérateurs pseudo-différentiels de symbole dans
la classe STy (B2 (R™)) envoie E5t™(R"™) dans E59 (R™).

(i) Tous les Opérateurs pseudo-différentiels de symbole dans la classe

7 (BT (R™)) envoie E3T™4 (R™) dans Uespace algébre E5 (R™) ,avec p < q

preuve : La preuve est semblable & la démonstration du théoréeme 58 basée
sur la proposition 59, il est également valable pour toutes les suites {Xj}

dans B3 (R™) pour le cas (i), (resp B¢ (R")) pour le cas (ii).

Pourtant dans (29), il vient que { Xj} s (&™) doit étre changé par ij|
(resp HXJ‘ B;’Q(R”))
a lestimation du ||gs|

jEN

B;éq(R") )
. Toutefois dans la preuve de la proposition59, se restrient

E;,Q(Rn)-
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Le cas de Besov on utilise Minkowski par rapport a ¢, (¢ > 1) et inégalité de
Holder dans 'ordre

BN

”92HB;’Q(Rn) <
00 00 1/q
<y (% 28kqufjmju;:)
k=0 \k=j+1
< Jo (S mzhlanglln) 2 (27151,) (Al
- 1/q , ,
(Cmmziamln) ™) 2 @ 151.) (i)
e ol (Zz o2 f) "

esupjen ||| pgoqny S0 2 (28] 15,)

{ CsupjeNHXJHB I (R") (Zé 0243(}”‘&”)

€SUPjen HXJHB a(gn) 2ot 02" (28] [ fell; )

CSUPjeN HXJHB ?(R™) (Z" 0 270 I1£el; )
1/
CSUpPjen HX]HB I(R") (Ze 0265(] Ifelly > q
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(Ai) correspond au théoréme 60/(i) , (Aii) pour le cas <s >n/p, et s = % avec q = 1).
La méme procédure pour le cas de Lizorkin-trieble que nous avons

q\ 1/4q
FoEn) S (ZQSkq Z z) Dgx; () )

7=0

9]

p
< (S5 = smanr))”
7=0 \k=j+1
(
550 (S2n 2l ln) 2 @1 )| )
< 1/q |
o | (S 2 b0 @) T 27 @I @] (A
p o
o os 1/
< CSUPjeN ij} BI(R™) (o2 fe (2)]) " P
= 0 s 1/
CSUDjeN ”Xj‘ F%(Rm) (22020 2% fe (2)]) ' 0
© s 1/
< CsupjeNHXj}fo’)q(R") (X2 fe (2)]") "
- CSUPjeN HXJ'| F39(RM) HZZO 2 fe (@) H
(Ai) déja defini. [
4.5 Opérateurs paraproduit et résultat principal
Définition 61 Pour tout a,u € S’ (R"), le paraproduit définit par
’LL) = Z Qj_QaAju (30)
j=2

Poura € L* (R").siu € C? (R") le lemme 57 donne la convergence géométrique

de la série (30).

Aussi, par la proposition (53) on a u — 7 (a,u) est borné dans By (R").
Maintenant nous retournons a la composition a gauche par I’étude de I'opérateur’
défini : uw — T (u) = f (u) et Vopérateur modulo un o.p.d :

u— Ty (u) = f(u) — 7 (f (u),u).
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Théoréme 62 Soit w un module de continuité vérifiant

<Z 9ja(s—[s]) ,a (2—j>) ' < co.
=0
On pose k = [s] . pour tout fonction f € C* (R™) avec f (0) = 0, et pour toute
ue C(RY)NEy(R"), on a :

(i) la fonction fou appartient a E59(R™).En particulier l'opérateur Ty
envoie C; (R™) N Ex? (R™) dans £ (R").

(ii) La fonction f (u) —7 (f'(u),u) appartient a E59(R").En particulier
Vopérateur Ty envoie C3 (R™) N E54(R") dans Ey? (R™).

Preuve:
Etapel. On va démontrer que lim f (Q;u) = f (u) dans L™ (R") . En effet,
j—o0

du lemme 57, on a

u = qu—l— Z Aku,

k=j+1
d’ou
107 (Qyu)|. < cl|0%ul|_ (31)
et
H@B (u— qu)”OO < 28l=miy, (277) pour |B] <m (32)
on obtient lim ();u = u et par la continuité de f on conclut.

J—
Ainisi la linéarisation suivante est obtenue:

N
F(@Qou)+ Lim D (f (Qgeau) = f (Qgu) = f (u). (33)
k=0
Alors -
f(u) = Z AjuS;u.
j=0
ou )
Sou = / d
v [ aQuat
et

1
Sju = / f, (Qj_lu + tAju) dt Sl] Z 1. (34)
0
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Etape2.D’aprés le lemme 56 on a f*) (u) € C% (R") pour tout k¥ < m. Aussi
comme dans le lemme 56 les fonctions f*) sont bornnées dans Uintervalle
[— llull » llull] par Iinégalité (31), on a:

H@ﬁ (f(Qj-1u — tAju))Hoo a1 H@ﬁ (Qj—1u — tAju)Hoo
2 |07 (Qj-1u)||, +t[]07 (Aju)]|

eillul,  (s0<t<1)

(VAN VARVAN

Ainsi Vo € R" et V|| < m il résulte
102Su (z)| < ¢ HE)BuHOO pour (j =0,1.......... ) (35)

De la méme facon, on utilise (32) on obtient

|02Su (x + h) — 92 S;u (z)| < ew(|h]). (36)
Ainisi {Sju}; o C C (R") .Alors la proposition 59 donne I'assertion (i)

Etape3.On va montrer

1/ (Qouw)]

D’apres (i), il suffit de montrer

| Qoull,

pramny < |l pragny -

< c||u|

;A,Q(Rn) -

Eyi(R")
en effet d’apres I'inégalité de Young

14, (Qow)l, < clidolly [|1A;ull,

suffisant pour obtenir le résultat dans le cas de Besov.
Alors que dans le cas de Lizorkin-Triebl

Aj(bOU)ZQﬁSiJZQ”

car

Ay (Qou) (z) =0
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Etape4.0On suppose que

fu) = £ (Qou) — 7 (f (u) , u)

est un opérateur pseudo-différentiels de symbole,notée o (z,€) a S (w, [s]) .
Alors que le résultat découle le théoréme 58.En effet a partir de(33) on obtient

oz, D)u = > (f(Qju) - (qu))—Zijz(f'(u))Aju

= AluSlu—IrZAu QJ 2(f()))>

7j=2

Ot la séquence {Sju}; y est définie en (34).On pose

Z¢> E) gi (x

ou g; = Siu, et
9; = Sju—Qj—2 (f'(u)) si j=2..

Alors d’apres (32)et le lemme 57, on peut demontrer, comme dans(35)et dans
(36), que g; appartient en C? (R") pour
tout j . |
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CHAPITRE 5

O.P.D SUR LES ESPACES
HOMOGENES
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5.1 Préparation

On commence par quelques notations. On désigne par P, (R") I'ensemble
de tous les polynémes sur R", et par S (R™) 'ensemble de tout v € S(R™)
telles que (f,u) = 0 pour tout f € P (R").

Pour tout f € S'(R"™), on désigne par [f] la classe d’équivalence de f module
Poo(R™).

Définition 63 Si f appartient a S' (R"), c’est-a-dire f € Py (R™)L, on dit
alors f est une distribution modulo les polynomes.

On considére la fonction suivante: p € C*°(R"), telle que
0<p<1, px)=1 for |z|]<1, p(z)=0 for |z|>3/2. (37)

(€)= p(€) —p(26) , VEER".

Alors v est portée par la couronne compacte 1/2 < |¢| < 3/2, vérifiant les
identités suivantes:

Y 2 =1, VEeR"\{0},

JEZ
pE)+) 7277 =1 , VEeR".
j=1

Pour tout j € Z, on introduit les opérateurs pseudo-differentiels S; = p(277D)
et Q; =7(27/D).
On a:

Remarque 64 L’opérateur S; est définit S'(R™) alors que Q; est définit sur
SL(R™) car Q;(f) = 0 pour tout f polynéme.
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5.2 Définition et quelques propriétés

Définition 65 Soient s € R, p,q € [1,+00]. L’espace de Besov homogéne
Bya(R™) est l’ensemble des distributions modulo les polynomes f € S (R")
telle que

. 1/q
s = (D 21Qs 1)) < oo,

jET

/]

Proposition 66 Soit a,b sont des nombres réels tels que 0 < a < b. soit
(u;)jez une suite dans S'(R™) telle que

e ; est porté par la couronne a2? < |£| < b27,
. a\ 1/q
o A= (Spen (P Iuilly)") " < +oo.

(i) les séries E u; convergent dans S., et satisfait
je

cA, (38)

=

ou ¢ dépend seulement des parameétres n, s, p,q,a et b.
(i) Si s > 0, la méme conclusion vaut pour les a = 0;s1 s < 0, la méme
conclusion vaut pour b = +o0.

. <
By(En)

Nous allons exploiter le lemme suivant, dont sa démonstration est baseé¢ sur
la formule de Taylor.(Voir [Bo3]).

Lemme 67 (i) Si f € S(R"), alors ||Q,f|l, = O(27") pour j — +oc et
pour tout N € N. ‘

(ii) Si f € Sw, alors ||S;fll, + |Q;fll, = O2™N) pour j — —o0, pour tout
N e N.

Preuve de la Proposition 66

Etapel : Convergence dans S, . Soit f € Sy.

Sous-etape 1.1 : le cas s > 0. Nous supposons que «; is portée par la
boule |£| < b27. 1l existe un entier m, dépendant seulement de b, tel que
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Sjtm(uj) = uj, donc (uj, f) = (uj, Sjtmf), pour tous j € Z. D’apres le
lemme 67, il découle

1) flly < e(f) min(1,27Y), V) € Z.,

Ou N is arbitrairement large. Par hypothese et par inégalitéde Holder, on

obtient
> Nup, Hl < ea(f) A, (39)
JEL
Sous-étape 1.2 : le cas s < 0. Maintenant nous supposons que u; est
portée par 'ensemble [£] > a2/. 1l existe un entier m, dépendant seulement
de a, tels que Sjim(uj) = 0, Do (uj, f) = (uj, f —Sjsmf), pour tous j € Z.
D’apreés le lemme 67 et la définition 5, On déduit

j4mf = flly < () min (1,27%), vj ez,

Ou N est arbitrairement large. On obtient (39) comme dans la Sous-étape
1.1.

Sous-étape 1.3 : le case s = 0. il existe deux entiers my, msy, dépendant
seulement de a et b, tels que Qy(u;) = 0 sauf pour m; < j — k < mq. Alors

(win £y = Y (4, Qjmf).

mi1<m<mya

Nous concluons d’apres le Lemme 67, comme dans les cas précédents.
Etape 2. Nous passons a la prouve de I'estimation (38).

Remarque 68 Soit u = Z].GZ uj. Par etape 1, nous avons

Qu= > Quluy).

k+m1<j<k+mo

Oumy € ZU{—o0}, m; = —00 8i b= +400, my € Z U {+00}, mg = +00 si
a = 0. Par la Proposition 8, nous avons

2| Quull, <e Y 2072 |yl

k+mi1<j<k+ms
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Or nous avons,
B = Z 27 < 00

mi<l<mg

En appliquant alors l'inégalité de Young dans 1%(7Z),on obtient

. (3 (2 l@wl,)") " < can.

. €
Remarque 69 Le théoréme suivant, ainsi que les trois propositions sont
démontrés dans ([Bo3])

Théoréme 70 Soients € R et p,q € [1,00]. B;’q(]R”) est espace de Banach,
vérifiant .
Soo — ByY(R") — S, .

Proposition 71 Soit s € R et p,q € [1,00]. Alors il existe des constantes
c1,c9 > 0 telle que

el fllsgagey < AP FAC)]

por tout f € B;’q(R”) et tous A > 0.

s < Cllf o (40)

Remarque 72 IL en résulte immédiatement par la Proposition 71 que nous
pouvons renormer B;»(R") en prenant ¢; = ¢ = 1 dans (40).

Proposition 73 Soients € R etp,q € [1,00]. une fonction f de S, appar-
tient a B;’Q(R”) si et seulement si ces dériveés premiéres Opf appartienent

a B;’l’q(R”), (¢ =1,...,n). De plus >, [|0cf]

équivalent dans B;’q(]R”).

By h9(Rn) est une norme

Proposition 74 L”inclusion B;i’q(R") — B;g’q (R™) est satisfait pour tout
les paramétre s1,s3 € R et p1,pa,q € [1,00] tele que:
n

n
S1—— =8 —— et py=>pr.
y4! b2
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5.3 Dualité

Nous commencons par introduire les notions suivantes Si E est un espace
vectoriel, on désigne par c.(Z, E') I'ensemble des suites (u;);cz € E” telle que
u; = 0, sauf pour un nombre fini d’indice j, et par ¢o(Z, E') 'ensemble des
suites (u;)jez € E* telle que limjj— 1o [u||p = 0. on désigne par Co(R") le
sous-espace de Banach des fonctions bornneés t.q limy|— 100 f () =0

Le théoreme suivant est une adaptation des résultats de Triebl pour les
espaces de Besov non homogenes voir ([T1])

Théoréme 75 Soit s € R et p,q € [1,00]. Alors l’espace de Besov ho-
mogénes ByY(R") est I’ensemble des f € S, tels que

NyA(f) =sup{[(f,9)] : 9 € S ll9ll s (gn) S 1} < +oo, (41)

De plus N9 est une norme équivalante dans B, (R").

Nous introduisons une fonction radiale ¥ € D(R"™ \ {0}) telle que 4y = 7,
et nous définissons ); = (277D). Alors nous pouvons définir le produit
suivant:

af.g> = (Q;f.Qig)-
JEZL

En utilisant les Définitions 5 et 66, nous obtenons

<f.g>=(f.9) Vf€ByR"), Vg€ Sw,

[<f 92| < ellfllggagn 9] gvw oy VS € BIR"), Vg € B, (RY).

Par les deux relation c1—dessus, nous concluons que toute f € B;’q (R™) satis-
fait la propriété (41), avec Ny(f) < c|[fl 3o n)-
Inversement supposons que [ satisfait la propriété (41).on pose

L((g))jez) = (£, 279Q;05) , Y(g))jez € celZ, Sx) .

JEL

E =LV (R"),sip’ < oo, et B = Cy(R"),sip’ = oco. En utilisant I'interpolation
voir ([T1]) on obtient

||(fj)j€Z||lq(Z’E,) < ClN;’q(f)
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et
L((g))jen) = D> (Fir95) » Y(9))jen € celZ,Sx).

JEL
L’identité ci-dessus implique
=Y 27YQ;f;.
jez
Alors les propositions 66 et 8 donnent
‘ 1/q sa
1o < e (S IQiAIZ) T < caNpo(f).

jez

[ . .
5.4 Théoréme de continuité

D’aprés la proposition 66 et en suivant les mémes étapes du théoréme 58,
on obtient le résultat suivant:

Théoréme 76 (i) supposons que (27) détient. Alors tous Opérateurs pseudo-
différentiels de symbole dans ST\ (w, [s]) envoie By*™? dans By¢(R™).

(ii) Si une fonction w ne satisfait pas (27) c’est a dire
1
<Z 9ja(s—[s]) ,a (2—1)) = +00, (42)
=0

alors il existe un symbole o € ST (w, [s]) ,et une fonction g € S (R") ,de
telle sorte que o (x, D) g n’appartient pas a qu (R™) .
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Conclusion

Dans ce mémoire nous avons abordé deux axes:

- La continuité des Operateurs Pseudo- différentiels (O.P.D) sur les espaces
de Besov (B) et de Lizorkin-Triebel (LT).
- L’utilisation de la continuité des O.P.D pour I’étude de la composition.

Dans le premier point on a obtenue une résultat qui concerne les O.P.D
de symboles d’ordre m quelconque sur les espaces (B)et (LT) ou une fonction
dite de module de continuité intervienne pour obtenir un résultat optimal.

Dans le second point nous avons étendu certains résultats précédents
aux espaces homogeénes pour les O.P.D. Nous constatons que ceci est une
généralisations pour les espaces nom homogenes.

Il est a noté que pour réaliser ce mémoire nous avons fait un appel a
plusieurs notion de 1’ analyse fonctionnelle comme : Les espaces de Banach-
La théorie de Fourier-La théorie de la Mesure.

Nous avons aussi utiliser la théorie dit de"Paralinéarisation" développée
par Y.Meyer et J.Bony.

Notons enfin que ce travail peut étre suivi par des éventuelles recherchesll
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Abstract

Let T: g— fog the composition operator. This is to characterize the real function f
such that T acts on some fonctionnal spaces, like Sobolev, Besov and Lizorkin-
Triebel. For the paralineatization of Y.Meyer , we will use the paraproduct of J.M
Bony in particular the Littlweood-Paley theory .

Key word

Lizorkin-Triebel spaces, Besov spaces, Sobolev spaces paraproduct operator,
Pseudo-differential operator, Composition.

Résumé

Soit l'opérateur de composition a gauche définie par T: g fog. Il s'agit de
caractériser la fonction réelle f définie sur I'axe réel R, tel que T soit borné sur certains
espaces fonctionnels de type de Sobolev, de Besov et de Lizorkin-Triebel. En utilisant
les opérateurs du par-produit, définis par J.M Bony a partir de la théorie de
Littlweood-Paley et developpés par Y.Meyer, pour la paralinéarisation.

Mot-clés
Espaces de Lizorkin-Triebel, Espace de Besov, Espace de Sobolev Opérateurs du
para-produit, opérateurs Pseudo-différentiels, Composition.



