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NOTATIONS
Σ Alphabet.

Σ∗ Monoïde libre sur Σ.

AFD Automate fini déterministe.

C(w) Contexte de mot w .

M(L) Monoïde syntaxique d’un langage L.

Σ∗/ ∼L Monoïde quotient.

[w] Classe d’equivalence de w.

PF (Q) Ensemble de toutes les applications de Q vers Q (QQ).

1Q Application identité de Q vers Q.

X = (Q,S) Semi-groupe de transformations.

X• Monoïde de transformations associé à X.

SE Groupe des permutations de l’ensemble E.

q̃ Application constante défine par l’élément q.

Q̃ Ensemble de toutes les applications constantes sur Q .

X Fermeture de X.

S × T Produit direct de S et T.

End (S) Ensemble de touts les endomorphismes de S.

S ×θ T Produit semi direct de S et T relativement à θ.

SP Ensemble de tout les applications de P vers S.

X ◦ Y Produit en couronne de X et Y.

M∧M′ Produit direct de semi automatesM et Ḿ.

MωM′ Produit en cascade de semi automatesM et Ḿ.

X � Y Y couvre X.
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Introduction

La théorie de semi-groupe est une partie relativement jeune des mathématiques. Comme

une direction distincte de l’algèbre avec ses objets propres, formulations de problèmes, la

théorie de semi groupe a été formé il y a environ 60 ans.

En algèbre, un semi groupe de transformation est un ensemble de fonctions à partir d’un

ensemble vers lui-même qui est muni de la composition de fonctions. Si de plus il contient

la fonction d’identité, il est un monoïde, appelé un monoïde de transformations. Un semi

groupe de transformation d’un ensemble a une action de semi groupe sur cet ensemble. Ces

actions se caractérisent par leur effi cacité, à savoir, si deux éléments du semi groupe ont la

même action, ils sont égaux.

Le résultat de Kenneth Krohn et John Rhodes, a annoncé il y a près de 50 ans, affi rme

que tout automate déterministe peut être décomposé en une cascade de simples automates,

dont structure reflète la structure algébrique du semi groupe de transformations associée

à l’automate. Depuis quelque temps, dans les années 60 et 70, leur théorème, qui les a 2

titres de doctorat simultanés de Harvard et MIT, respectivement, a été considérée comme

une pierre angulaire de la théorie des automates.

Dans ce mémoire, on s’intéresse à l’etude des semi groupes de transformations en parti-

culier : semi groupe et monoïde de transformations, groupe de transformations, le produit

direct et semi direct de semi groupes, semi groupes de transformations, et semi automates.

Ce travail est composé de trois chapitres:

Dans le premier chapitre : nous rappelons les notions de base qui concernent les struc-

tures (Semi-groupes, Monoïdes, Automates, Semi-Automates,...etc) et on donnant quelques

exemples pour comprendre ces notions.
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Introduction

Dans Le deuxiéme chapitre : On s’intéresse aux semi-groupe de transformations ,

monoïde de transformations et groupe de transformations.

Dans le troisiéme chapitre: On présente le produit (direct, semi direct, en couronne) de

semi-groupes de transformations et le produit en cascade de semi automates et on citant

à la fin de ce chapitre la théorème de décomposition de semi-groupe de transformations de

Krohn et Rhodes.

On termine ce mémoire par une conclusion.
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Chapitre 1

Préliminaires algébriques

Ce chapitre est conçu comme une sorte de lexiques dans lequel sont répertoriées les défini-

tions de base (semi-groupe, monoïde, groupe, automate,. . . etc) utilisé tout au long de ce

mémoire et quelques exemples pour comprendre ces notions.

1.1 Semi-groupe

Définition 1.1.1

Soit S un ensemble et · : S × S → S une opération binaire interne. L’ensemble S muni

de l’opération ” ·” posséde une structure de semi-groupe si l’opération " ·" est associative
c’est -à-dire si :

pour tous x , y , z ∈ S : (x · y) · z = x · (y · z) .

Exemple 1.1.1

I (N,+); (Z,+) sont des semi-groupes.

I (N,×); (R,×); (Z,×) sont des semi-groupes.

I Soit (L,≤) un treillis; (L,∧) est un semi-groupe.
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1.2. Monoïde

1.1.1 Sous semi-groupe

Définition 1.1.2

Soit (S, ·) un semi-groupe. Une partie non vide B de S appelée sous semi-groupe de S

si elle " stable" pour l’opération " ·", c’est -à-dire si :

∀a, b ∈ B : a · b ∈ B .

Exemple 1.1.2

I L’ensemble 2Z est un sous semi-groupe de (Z, ×).

1.1.2 Congruence sur un semigroupe

Définition 1.1.3

Définition 1.1.4 Soit (S, ·)un semi-groupe et soit R une relation d’équivalence sur S. On
dit que R est compatible avec l’opération (∗), ou encore que R est une congruence, si:

∀ x, y, z, t ∈ S : xRy et zRt⇒ xzRyt ie:

x =
_
y et

_
z =

_
t on a donc xz = yt.

Si R est une congruence, on peut définir sur l’ensemble quotient S/R une opération (·)
par:

x ·
_
y = xy.

L’opération (·) ainsidéfinie sur S/R est encor associative. Ainsi (S/R, ·) est un semi-
groupe, on l’appelle semi-groupe quotient de (S, ·)par la congruence R.

1.2 Monoïde

Définition 1.2.1

Un monoïde (M, ·, 1M)est un semi groupe qui admet un élément neutre 1M tel que :

pour tout x ∈M : x · 1M = 1M · x = x .
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1.2. Monoïde

Remarque 1.2.1

• Soit S un semigroupe. Supposons que S n’est pas un monoïde, soit un élément e /∈ S
et formant l’ensemble S• = S ∪ {e}, nous définissons une multiplication notée ∗ sur
S•en étendant la multiplication déjà sur S de sorte que,

a ∗ b =


ab si a, b ∈ S ;

b si a = e ;

a si b = e .

où a, b ∈ S•.
-Il est clair que S•est un monoïde avec élément unité e. Si S est déjà un monoïde, nous

définissons S• = S.

• L’élément neutre 1M de M est unique.

Exemple 1.2.1

1. Le semi-groupe (N,+) d’élément neutre 0 est un monoïde.

2. Le semi-groupe (N,×) d’élément neutre 1 est un monoïde.

3. L’ensemble des applications de Q vers lui même QQ = {f | f : Q→ Q } muni de la
composition (QQ, ◦) est un monoïde d’élément neutre 1Q ( L”application identité ).

4. L’ensemble des parties d’un ensemble E , muni de l’union d’ensembles (P (E),∪)est

un monoïde dont l’ensemble vide est l’élément neutre. Le même ensemble muni de

l’intersection d’ensembles (P (E),∩) est aussi un monoïde , dont l’ensemble E est

l’élément neutre.
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1.2. Monoïde

Définition 1.2.2 [5]

- Un alphabet est un ensemble fini (souvent noté A ou Σ ) dont les éléments sont appelés

lettres ou symboles. Ainsi A ={a, b, c, d }, 4 = {F , ∅,♦,^}; Ω = {0, 1} sont des
alphabets.

- Un mot w sur l’alphabet A est une suite finie a1a2...an de lettres de A. L’entier n est

appelé la longueur de w notée |w|. On note |w|a le nombre d’occurrence de la lettre a
dans le mot w. Si l’on note w = a1a2...an :

|w|a = card {i ∈ [1, n], ai = a }

- Le mot vide noté ε ou parfois Λ correspond à l’unique mot de longueur 0.

- Un langage L sur l’alphabet A est un ensemble de mots sur A (L ⊂ A∗) .

- L’ensemble des mots Σ∗ muni de la concaténation est un monoïde appelé le le monoïde

libre sur Σ. La concaténation des deux mots u = u1u2... um et v = v1v2...vn est le

mot noté u .v ou uv et égal à u1u2... umv1v2...vn obtenu par simple juxtaposition. C’est

une opération associative dont le mot vide ε est l’élément neutre.

Remarque 1.2.2

Tout groupe est un monoïde, mais l’inverse n’est pas toujours vrai. Par exemple (N,+)

est un monoïde qui n’est pas un groupe .

1.2.1 Sous monoïde

Définition 1.2.3 Soit un monoïde (M, ·, 1M) . Un sous monoïde est un triplet (N, ·, 1N )

tel que:

* N ⊂M.

* 1M = 1N .

* ∀a, b ∈ N =⇒ a · b ∈ N

6



1.3. Homomorphisme

Exemple 1.2.2

I Pour tout monoïde (M, ·, 1M), les parties {1M} et M sont des sous monoïdes, dite "triv-

iaux".

I L’ensemble 2Z des entiers pairs est un sous monoïde de (Z,+).

1.3 Homomorphisme

Définition 1.3.1

On appelle structure algébrique tout ensemble ou famille d’ensembles muni d’une ou

plusieurs lois de composition internes .On appelle homomorphisme de la structure algébrique

(A, ·) sur la structure algébrique (B, ∗) tout application f : A −→ B qui vérifie la formule

suivante :

∀ x, y ∈ A f(x · y) = f(x) ∗ f(y)

Abrégé : l’image du composé est égale au composé des images, ou bien l’application

f préserve les lois.

- Un homomorphisme f : A −→ A est un endomorphisme de A .

- Un homomorphisme f : A −→ B est un isomorphisme si f est bijective.

1.3.1 Homomorphisme de semi-groupes

Définition 1.3.2

Soient (S, ·) et (T, ∗) deux semi-groupes et f : S −→ T une application. Nous appelons

f un homomorphisme de semi-groupes si :

• f(ab) = f(a) ∗ f(b) pour tout a, b ∈S.

7



1.3. Homomorphisme

1.3.2 Homomorphisme de monoïdes

Définition 1.3.3

Soient (M, ·) et (N, ∗) deux monoïdes d’éléments neutres respectif 1M et 1N . Une

application f : M −→ N est un morphisme (ou homomorphisme) de monoïdes si :

• Pour tout x, y ∈M : f(xy) = f(x) ∗ f(y).

• f(1M) = 1N .

Exemple 1.3.1

I Soit E un ensemble quelconque, et soit l’application f : P (E) → P (E) qui à chaque

partie A de E fait correspondre son complémentaire A. Puisque f(∅) = ∅ = E et que

f(A ∪B) = A ∪B = A ∩B = f(A)∩ f(B), cette application est un homomorphisme

du monoïdes (P (E),∪) et (P (E),∩).

I L’application h est un morphisme de Σ∗ dans N. Tel que |w| est la langueur d’un mot.

h : Σ∗ → N

w 7−→ |w|

I La composée de deux morphismes de monoïdes est un morphisme de monoïdes.

I L’image d’un sous-monoïde par un morphisme de monoïdes est un sous-monoïde. En

particulier l’image d’un morphisme de monoïdes est un sous-monoïde.

I On appelle noyau d’un morphisme de monoïdes l’ensemble des antécédents de l’élément

neutre. Si le morphisme est injectif alors son noyau est réduit à l’élément neutre, mais

la réciproque est fausse en général (contrairement au cas d’un morphisme de groupes)

I L’image réciproque d’un sous-monoïde par un morphisme de monoïdes est un sous-

monoïde. En particulier le noyau d’un morphisme de monoïdes est un sous-monoïde.
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1.4. Automate Fini Déterministe

1.4 Automate Fini Déterministe

Définition 1.4.1

On appelle automate fini déterministe (AFD) tout quintuplet A = (Σ, Q, q0, δ, F ) où

• Σ est un alphabet.

• Q est un ensemble fini, l’ensemble des états.

• q0 ∈ Q est l’unique état initial.

• δ : Q × Σ → Q est la fonction de transition de A.

• F ⊂ Q est l’ensemble des états finaux (terminaux).

Nous représentons un AFD A de la manière suivante :
Les états de A sont les sommets d’un graphe orienté et sont représentés par des cercles.Si

δ(q, a) = q′ ; q, q′ ∈ Q ,a ∈ Σ, alors on trace un arc orienté de q vers q′et de label a; q a→ q′.

Les états finals sont repérés grâce à un double cercle et l’état initial est désigné par une flèche

entrante sans label. Enfin si deux lettres a et a′sont telles que δ(q, a) = q′ et δ(q, a′) = q′,

on s’autorise à dessiner un unique arc portant deux labels séparés par une virgule q
a, a′→ q′.

Cette convention s’adapte aisément à plus de deux lettres.

Définition 1.4.2

Soit A = (Σ, Q, q0, δ, F )un automate fini déterministe. Pour toute transition (p, a, q)

de Q, on dit que :

• a (qui appartient à Σ) est l’étiquette de la transition.

• p (qui appartient à Q) est l’origine de la transition.

• q (qui appartient à Q) est l’extrémité de la transition.

• On note également p a→ q la transition(p, a, q).

On étend naturellement la fonction de transition à Q × Σ∗de la manière suivante :

9



1.5. Semi-automate

• δ(q, ε) = q.

• δ(q, aw) = δ((q, a), w); a ∈ Σ; w ∈ Σ∗

Définition 1.4.3 (Automate complet)

Un automate fini est complet si pour tout état q de Q et pour tout symbole a de

Σ ; δ(q, a) 6= ∅ .

Exemple 1.4.1 Soit A = (Q, I, F, Σ, δ) un automate défini par :

Σ = {a, b}, Q = {0, 1, 2}, I = {0}, F = {1, 2}et δ = {(0, a, 1), (1, a, 1), (1, b, 2)}.
La représentation sagittale de A est alors la figure suivante :

1.5 Semi-automate

Un semi-automate est un tripleM = (Q,Σ, δ), où Σ et Q des ensembles finis et δ est une

fonction .

δ : Q× Σ→ Q

Exemple 1.5.1 SoitM = (Q,Σ, δ) un semi-automate avec Q = {p, q, r}
Σ = {a, b, c}; et δ définie par le tableau

δ p q r

a q q r

b p p ∅

c q r {p, r}

10



1.5. Semi-automate

Le semi-automateM

Définition 1.5.1 [6](Langage reconnaissable).

Le langage reconnu par un automate fini déterministe A = (Σ, Q, q0, δ, F ) est

L(A) = {w ∈ Σ∗ | δ(q0, w) ∈ F }

Un langage L sur Σ∗ est reconnaissable s’il existe un automate fini déterministe sur Σ tel

que L = L(A). L’ensemble des langages reconnaissables sur Σ∗ est noté Rec(Σ∗ ).

Définition 1.5.2 [6](Reconnaissance par monoïde)

On dit qu’un langage L ⊂ Σ∗ est reconnu par le morphisme µ : Σ∗ → M s’il existe

une partie P de M telle que L = µ−1(P ). Par extension, on dit qu’un monoïde M reconnaît

le langage L s’ilexiste un morphisme µ : Σ∗ → M qui reconnaît L.

Proposition 1.5.1 [6]Soit L un langage sur l’alphabet Σ . Alors L est reconnaissable si et

seulement s’il est reconnu par un monoïde fini.
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1.6. Monoïde syntaxique

Définition 1.5.3 [6](Congruence de monoïde).

Une relation d’équivalence ∼ définie sur un monoïde M est appelée congruence (de

monoïde) si pour tous a, à, b et b̀ dans M vérifiant a ∼ à et b ∼ b̀ , on a ab ∼ àb̀.

De manière équivalente, il suffi t que pour tous y, ỳ ∈M , l’implication

y ∼ ỳ =⇒ ∀x, z ∈M ; xyz ∼ xỳz

soit satisfaite.

Définition 1.5.4 [6](Congruence syntaxique).

Pour tout langage L, on appelle contexte de w ∈ Σ∗ l’ensemble

C(w) = {(u, v) ∈ (Σ∗)2 | uwv ∈ L}

La relation ∼Ldéfinie par

w ∼L ẁ ⇐⇒ C(w) = C(ẁ)⇐⇒ ∀u, v ∈ Σ∗; (uwv ∈ L⇐⇒ uẁv ∈ L)

est appelée congruence syntaxique de L .

1.6 Monoïde syntaxique

Dans ce partie, on représente la notion de monoïde syntaxique d’un langage reconnaissable

L et on montre si L est reconnaissable alors M(L) est fini.

Définition 1.6.1 Soit l’opération

◦ : Σ∗/ ∼L × Σ∗/ ∼L → Σ∗/ ∼L : ([x], [y]) 7−→ [x] ◦ [y]

Défnie par :

[x] ◦ [y] = [xy]

L’ensemble quotient Σ∗/ ∼L muni de l’opération ◦ possède une structure de monoïde et
appelé monoïde syntaxique de L, tel que:

1. L’élément neutre est [ε] : ∀x ∈ Σ∗, [x] ◦ [ε] = [x]

12



1.6. Monoïde syntaxique

2. L’associativité :∀x, y, z ∈ Σ∗,

([x] ◦ [y]) ◦ [z] = [xy] ◦ [z]

= [(xy)z]

= [x(yz)] (car Σ∗ est monoïde )

= [x] ◦ [yz]

= [x] ◦ ([y] ◦ [z])

Proposition 1.6.1 Σ∗/ ∼L est fini ssi L est reconnaissable.

Exemple 1.6.1 Soit Σ = {0, 1}; Σ∗ = {0, 1}∗ et soient les deux langages
L = {w ∈ Σ∗ : |w|1 ≡ 0 [2]} et Ĺ = {w ∈ Σ∗ : |w|1 ≡ 1 [2]}.
On calcule le monoide syntaxique de L.

u ∼L v ⇐⇒ (∀x; y ∈ Σ∗ : xuy ∈ L⇐⇒ xvy ∈ L)

⇐⇒ (∀x; y ∈ Σ∗ : |xuy|1 ≡ 0 [2]⇐⇒ |xvy|1 ≡ 0 [2])

⇐⇒ (∀x; y ∈ Σ∗ : |xuy|1 ≡ 0 [2]⇐⇒ |xvy|1 ≡ 0 [2])

⇐⇒ (∀x; y ∈ Σ∗ : |x|1 + |u|1 + |y|1 ≡ 0 [2]⇐⇒ |x|1 + |v|1 + |y|1 ≡ 0 [2])

Σ∗/ ∼L= {[w] | w ∈ Σ∗}.
[w] = {u ∈ Σ∗ | u ∼L w }.
-Soit w ∈ L;
[w] = {u ∈ Σ∗ | ∀x; y ∈ Σ∗ : |x|1 + |u|1 + |y|1 ≡ 0 [2]⇐⇒ |x|1 + |w|1 + |y|1 ≡ 0 [2]}

= L.

-Soit w ∈ Ĺ;
[w] = {u ∈ Σ∗ | ∀x; y ∈ Σ∗ : |x|1 + |u|1 + |y|1 ≡ 0 [2]⇐⇒ |x|1 + |w|1 + |y|1 ≡ 0 [2]}

= Ĺ.

Donc Σ∗/ ∼L= {L, Ĺ}.
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Chapitre 2

Semi-groupe et monoïde de

transformations

2.1 Semi-groupe de transformations

Définition 2.1.1 [1]

Soit Q un ensemble fini , on note par PF (Q) le monoïde de toutes les applications( les

transformationss) de Q→ Q muni de la composition des applications que la multiplication.

La transformation identité 1Q est l’élément de l’unité. Ce monoid a un zéro, à savoir

l’applicaton vide θ : Q→ Q avec ∀s ∈ PF (Q) θs = θ = s θ , cette fonction θ ∈ PF (Q).

Un semi-groupe de transformation (l’abréviation: ts) se compose d’un ensemble fini Q et

un sous-semigroupe S de PF (Q). Les éléments de Q sont appelés états, et Q lui-même est

appelé l’ensemble fondamentale. Les éléments de S sont appelés transformations de X, alors

que S est lui-même appelé le semigroupe d’action de X. Si plusieurs ts de sont impliqués dans

un argument, nous doit écrire QX et SX au lieu de Q et S, pour rendre la reconnaissance

plus facile, alors un semi-groupe de transformations est le couple X = (Q,S). Souvent, le

semigroupe S est donnée abstraitement, à savoir au dehors de PF (Q). Pour encastrement

S dans PF (Q), on doit donner une fonction partielle (appelée l’action de S sur Q )

α : Q× S → Q

satisfaisant les conditions suivantes :

14



2.1. Semi-groupe de transformations

1. α(α(q, s), s′) = α(q, ss′) pour tout q ∈ Q; s, s′ ∈ S.

2. α(q, s) = α(q, s′) pour tout q ∈ Q; s, s′ ∈ S =⇒ s = s′

Nous écrivons généralement qs au lieu de α(q, s). Les conditions (1) et (2) prennent

alors les formes plus faciles (1′) et (2′)

1′. (qs)s′ = q(ss′)

2′. qs = qs′ pour tout q ∈ Q; s, s′ ∈ S =⇒ s = s′

La condition (1′) est appellée la condition d’associativité et la condition (2′) est appelée

la condition de fidélité.

Exemple 2.1.1 [1]

1. Pour tous ensemble fini Q, le pair (Q, ∅) est un semi-groupe de transformations notée

par Q.

2. Pour chaque entier k ≥ 0, on note par k l’ensemble k = {0, 1, ..., k − 1}des chiffres à
la base k. En particulier 0 est l’ensemble vide, 1 a un élément unique 0 et 2 composé

par les chiffres 0 et 1. Comme expliqué ci-dessus, nous consédérons k comme un

semi-groupe de transformations avec un semi-groupe vide d’action . En particulier

0 =(0, ∅) est le plus petit semi-groupe de transformations.

3. Un semi-groupe de transformations E donné par

Avec QE = 2 = {0, 1} l’ensemble de ses états, avec SE l’ensemble de ses transfor-

mationss σ et θ = σ2.
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2.1. Semi-groupe de transformations

4. Le semi-groupe de transformations F est donné par

ici, QF = 2 = {0, 1} et SF avec les transformationss σ, τ , στ , τσ, θ = σ2 = τ 2 est

donné par les formules suivantes :

σ

 σ(0) = ∅
σ(1) = 0

τ

 τ(0) = 1

τ(1) = ∅

στ

 στ(0) = σ(τ(0)) = σ(1) = 0

στ(1) = σ(τ(1)) = σ(∅) = ∅

τσ

 τσ(0) = τ(σ(0)) = τ(∅) = ∅
τσ(1) = τ(σ(1)) = τ(0) = 1

σ2

 σ2(0) = σ(σ(0)) = ∅
σ2(1) = σ(σ(1)) = ∅

τ 2

 τ 2(0) = τ(τ(0)) = ∅
τ 2(1) = τ(τ(1)) = ∅

Les autre cas sont inclus dans les états précédente par exemple :

στσ

 στσ(0) = σ(τσ(0)) = σ(0) = ∅
στσ(1) = σ(τσ(1)) = σ(∅) = ∅

 = σ2 etc.

On peut représentant ces formules par le tableau suivant :
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2.1. Semi-groupe de transformations

0 1

σ ∅ 0

τ 1 ∅

στ 0 ∅

τσ ∅ 1

σ2 ∅ ∅

τ 2 ∅ ∅

5. Le semi-groupe de transformations Z2 est donné par

ses transformationss sont σ et σ2 = id2.

6. Un semi-groupe de transformations C est donné par

Il n’existe qu’une seule transformations σ avec σ2 = σ.

17



2.2. Monoïde de transformations

2.2 Monoïde de transformations

Définition 2.2.1 [1]

Le semi-groupe de transformations X = (Q,S) est appelé monoïde de transformations

(abréviation: tm) si la transformation d’identité 1Q est en S, ainsi S dans ce cas est un sous

monoïde. A noter que S étant un monoid ne suffi t pas de faire en sorte que X est un tm; nous

devons insister pour que S soit un monoïde de PF (Q), à savoir, que S contient l’élément

unitaire de PF (Q). Donc avec chaque semi-groupe de transformations X = (Q,S) on

peut lui associer le monoïde de transformations X• = (Q,S ∪ 1Q ) avec l’action α :

Q× ( S ∪ 1Q) → Q satisfaisant les conditions suivantes :

• q1Q = q, pour tout q ∈ Q.

• (qs)s′ = q(ss′), pour tout q ∈ Q; s, s′ ∈ S.

Remarque 2.2.1 le monoïde de transformations X• = (Q,S ∪ 1Q ) est fini si l’ensemble

Q est fini.

Exemple 2.2.1

1. 0 = (0, θ) est le plus petit monoïde de transformations .

2. Avec chaque semi-groupe de transformations X = (Q,S) on peut associer le monoïde

de transformations X = (Q,S ∪ 1Q ), donc tous les semi-groupes de transformations

de l’exemple précédent sont des monoïdes des transformations si on ajoute 1Q au sous

semi-groupe S.

3. Soit l’ensemble fini Q , QQ = {f : Q→ Q} l’ensemble des applications de Q vers Q

muni de la composition des applictions comme opération est appelé le monoïde de

transition de Q .

Q = {0, 1}, S = { f , g , h}, 1Q = e .
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2.3. Groupe des transformations

les éléments de QQ sont e, f, g, h tel que e(0) = 0.

e(1) = 1.

 f(0) = 0.

f(1) = 0.

 g(0) = 1.

g(1) = 0.

 h(0) = 1.

h(1) = 1.

Le monoïde de transformations X = (Q,S ∪ e ).

Le monoïde de transformations X

2.3 Groupe des transformations

Définition 2.3.1 [1]

Un semi-groupe de transformations X = (Q,S) est appelé groupe de transformations (ou

groupe des permutations) si :

* Q 6= ∅.

** S est un groupe.

Exemple 2.3.1

I Le semi-groupe de transformations Z2 est un groupe de transformations .
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2.3. Groupe des transformations

I Soit E un ensemble. On note SE le groupe des applications bijectives de E dansE(ou

permutations de E) pour la loi de composition interne définie par la composition des

applications. Si E = {1, 2, 3} les éléments de SE sont :

e =

1 2 3

1 2 3

 ; σ1 =

1 2 3

2 3 1

 ; σ2 =

1 2 3

3 1 2



τ 1 =

1 2 3

1 3 2

 ; τ 2 =

1 2 3

3 2 1

 ; τ 3 =

1 2 3

2 1 3

 .

On notera ce groupe S3, et de façon générale on notera Sn le groupe SE pour

E = {1, 2, ..., n}. Le groupe SE est appelé groupe des permutations de l’ensemble E, ou

groupe symétrique de E.

Le groupe SE des permutations de l’ensemble E
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2.3. Groupe des transformations

Définition 2.3.2 [1]

Soient un ensemble fini Q et un élément q ∈ Q , on définit une application q̃ : Q → Q

par

q̃(q′) = q , pour tout q′ ∈ Q.

- q̃ est l’application constante défine par l’élément q.

- L’ensemble de toutes les applications constantes sur Q est un sous semi-groupe de PF (Q)noté

par Q̃ . Nous pouvons maintenant considérer le semi-groupe de transformations (Q, Q̃).

- Soit X = (Q,S) un semi groupe de transformations on définit la fermeture X de X par

X = (Q, S ∪ Q̃).

- Un semi groupe de transformations X = (Q,S) dite complet si:

• Q 6= ∅.

• qs 6= ∅, pour tout q ∈ Q, s ∈ S.

Exemple 2.3.2

I pour Q = 2 = {0, 1} les applications constantes sur Q sont :

q̃ 0 1

0̃ 0 0

1̃ 1 1

Donc Q̃ = {0̃, 1̃ }.
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2.4. Morphisme de monoïdes de transformations

I Et on a le semi-groupes de transformations 2 = (2, ∅) = {0, 1} donc 2• = (2, ∅ ∪
12), 2 = (2, ∅ ∪ 2̃) = (2, {0̃, 1̃ }) et 2• = (2, ∅ ∪ 12 ∪ 2̃) = (2, {0̃, 1̃ , 12})

le semi-groupes de transformations 2•

Définition 2.3.3

Soit X = (Q, S), une partition π = {Hi}i∈I de Q est addmissible si :

∀i ∈ I, s ∈ S ∃j ∈ I, telque His ⊆ Hj ou His = ∅

2.4 Morphisme de monoïdes de transformations

Définition 2.4.1 [7]

Un morphisme entre deux monoïdes de transformation X = (Q,M) et Y = (P,N)

est une paire (ϕ, ψ) où ϕ : Q → P est une application et ψ : M → N est un

homomorphisme tel que ϕ(qm) = ϕ(q)ψ(m) pour tout q ∈ Q et m ∈ M . Il est appelé

surjective (resp. Injective) si les deux applications ϕ et ψ sont surjective (resp.Injective). Il

est un isomorphisme, si ϕ et ψ sont bijections.

L’importance de semi-groupes de transformations comme des représentations plus con-

crètes de semigroupes abstraites viennent du théorème suivant :

Théorème 2.4.1 ( théorème de Cayley) [4] Chaque semi-groupe est isomorphe à un

semi-groupe de transformations .
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2.4. Morphisme de monoïdes de transformations

Preuve.

Soit (S, ·) un semi-groupe, pour s ∈ S on coisdére l’application fs : S → S définie

par fs(x) = s · x , pour tout x∈ S.
L’ensembleK = {fs | s ∈ S} est un sous-semi groupe de PF (S) ; on cosidére l’application

T : S → K définie par T (s) = fs , pour tout s ∈ S.
T est un homomorphisme de semi-groupes car :

Soient s, s′ et x ∈ S

T (s · s′)(x) = fss′(x)

= (ss′) · x
= s · (s′x) , car S est associative

= (fs ◦ fs)(x)

= (T (s) ◦ T (s′))(x)

Et aussi T est injective car

ker(T ) = {s ∈ S | T (s) = idS}
= {s ∈ S | fs = idS}
= {s ∈ S | fs(x) = x, ∀x ∈ S}
= {s ∈ S | s · x = x, ∀x ∈ S}
= {1S}

et surjective par définition, donc T est un isomorphisme .
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Chapitre 3

Produit de semi groupes de

transformations

3.1 produit direct de semi groupes

Définition 3.1.1 [2]

Le produit direct S × T de deux semi groupes (S, ·) et (T, ∗) est l’ensemble des couples
(s, t), où s ∈ S et t ∈ T , muni de la loi interne:

(s, t)(s′, t′) = (s · s′, t ∗ t′) ;∀t , t′ ∈ T, s, s′ ∈ S

D’où la loi sur S × T est associative.

Exemple 3.1.1

Soient S = (N,+) et T = (N, ×)deux semi-groupes.

L’ensemble N×N muni de la loi : (n, r)(m, s) = (n+m, r × s) est un produit direct de
semi groupes.
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3.2. Produit semi direct

3.1.1 produit direct de semi-groupes de transformations

Définition 3.1.2

Soient X = (Q1, S1) et Y = (Q2, S2) deux semi-groupes de transformations, on définir

le produit direct par

X × Y = (Q1 ×Q2, S1 × S2)

Où l’action de S1 × S2 sur Q1 ×Q2 donné par :

(q1, q2)(s1, s2) = (q1s1, q2s2); pour tout (q1, q2) ∈ Q1 ×Q2, (s1, s2) ∈ S1 × S2.

3.2 Produit semi direct

3.2.1 Produit semi direct de semi groupes

Soient S et T deux semi groupes. Et soit θ un homomorphisme de T dans End(S).

Proposition 3.2.1 L’ensemble S×T muni de la loi interne (s, t)~(s′, t′) = (s θ(t)(s′), t t′) est

un semi groupe.

Démonstration. Montrons que la loi ~ est associative.
Soient s, s′, et s′′ ∈ S et t, t′ et t′′ ∈ T
((s, t)~ (s′, t′))~ (s′′, t′′) = (s θ(t)(s′), t t′)~ (s′′, t′′)

= (s θ(t)(s′)θ(tt′)(s′′), t t′t′′)

= (s θ(t)(s′)θ(t)(θ(t′)(s′′)), t t′t′′) , car θ est homomorphisme

= (s θ(t)(s′(θ(t′)(s′′)), t t′ t′′) ,car θ(t) ∈ End(S)
= (s , t)~ ((s′(θ(t′)(s′′)), t′ t′′)

= (s , t)~ ((s′, t′)~ (s′′, t′′)) .

D’où la loi ~ est associatve sur S × T

Définition 3.2.1 Le semi groupe S×T muni de la loi (s, t)~(s′, t′) = (s θ(t)(s′), t t′) est

appelé produit semi direct de S et T relativement à θ et on le note S ×θ T.
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3.2. Produit semi direct

3.2.2 produit en couronne

produit en couronne de semi groupes

-Etant données deux semi groupes S et T. On note par S
T•
l’ensemble des applications de

T• dans S (avec T• = T ∪ {e}).

Proposition 3.2.2 [2]L’ensemble ST
•×T muni de la loi interne (f, t )◦(g, t′) = (f ◦g, t t′),

où f ◦ g ∈ ST · est définie par (f ◦ g)(x) = f (x)g(xt), x ∈ T ; t, t′ ∈ T ; f, g ∈ ST • est un

semi groupe.

Démonstration. Si f, g, h ∈ ST • et t, t′, t” ∈ T
((f, t) ◦ (g, t′)) ◦ (h, t′′) = (f ◦ g, t t′) ◦ (h, t′′)

= ((f ◦ g) ◦ h, t t′t′′)
et
(f, t) ◦ ((g, t′) ◦ (h, t′′)) = (f, t) ◦ (g ◦ h, , t′ t′′)

= (f ◦ (g ◦ h), t t′ t′′)

Si x ∈ T :
((f ◦ g) ◦ h) (x) = (f ◦ g)(x)h(xt t′)

= f(x)g(xt)h(xt t′)

et
(f ◦ (g ◦ h))(x) = f(x)(g ◦ h)(xt)

= f(x)g(xt)h(xt t′)

Alors la loi sur ST
•×T est associative.

Définition 3.2.2 L’ensemble ST •×T (ou S ◦T ) muni de la loi interne est un semi groupe
appelé produit en couronne (wreath product en anglais )de S et T.

Produit en couronne de semi groupes de transformations

Définition 3.2.3 [2]

Soient X = (Q,S) , Y = (P, T ) deux semi groupes de transformations. Le produit en

couronne de X et Y est :

X ◦ Y = (Q× P, SP × T )
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3.2. Produit semi direct

telque : SP est l’ensemble de tout les applications de P vers S.

Où l’action de SP × T sur Q× P donné par :

(q, p)(f, t) = (q (f (p)), pt); pour tout (q, p) ∈ Q× P, (f, t) ∈ SP × T.

Pour tout (q, p) ∈ Q× P. Remarquons que si (q, p) ∈ Q× P , Alors
((q, p)(f, t))(g, t′) = (q (f (p)), pt)(g, t′)

= (q (f (p))(g(pt)), ptt′)

Exemple 3.2.1

Soient X = 2 = (Q,S) = ({0, 1}, {0̃, 1̃}) , Y = X = (P, T ) = ({0, 1}, {0̃, 1̃})deux semi
groupes de transformations. Le produit en couronne de X et Y est :

2 ◦ 2 = (Q× P, SP × T ) = ({0, 1} × {0, 1}, {0̃, 1̃}{0,1} × {0̃, 1̃})

Les éléments de SP × T sont les couples (f, t) où f ∈ {0̃, 1̃}{0,1}; t ∈ {0̃, 1̃}).
SP = {f, g, h, l } avec

x 0 1

f(x) 0̃ 0̃

g(x) 0̃ 1̃

h(x) 1̃ 0̃

l(x) 1̃ 1̃

On peut écrire (f, t) comme un triple (f(0), f(1), t), Donc les transformations de

SP × T sont :
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3.3. Produit des semi-automates

00 01 10 11

(f, 0̃) (0̃,̃ 0, 0̃) 00 00 00 00

(f, 1̃) (0̃,̃ 0, 1̃) 01 01 01 01

(g, 0̃) (0̃,̃ 1, 0̃) 00 10 00 10

(g, 1̃ ) (0̃,̃ 1, 1̃) 01 11 01 11

(h, 0̃) (1̃,̃ 0, 0̃) 10 00 10 00

(h, 1̃) (1̃,̃ 0, 1̃) 11 01 11 01

(l, 0̃) (1̃,1̃, 0̃) 10 10 10 10

(l, 1̃) (1̃,1̃, 1̃) 11 11 11 11

Par exemple (0, 1)(f, 0̃) = (0(f (1)), 10̃) = (00̃, 10̃) = (0, 0) = 00

3.3 Produit des semi-automates

3.3.1 Produit direct

Définition 3.3.1 [2]Soient M = (Q,Σ, δ) etM′ = (Q′,Σ′, δ′) deux semi-automates alors

leurs produit direct est l’automate :

M∧M′ = (Q×Q′,Σ, δ ∧ δ′) , dans le cas Σ = Σ′

défini par :

(δ ∧ δ′)((q, q′), σ) = (δ(q, σ), δ′(q′, σ))

Pour σ ∈ Σ , (q , q′) ∈ Q ×Q′.
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3.3. Produit des semi-automates

Exemple 3.3.1

Semi automateM

Semi automateM′
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3.3. Produit des semi-automates

Le produit directM∧M′

3.3.2 produit direct general

Définition 3.3.2 [2]

Soient M = (Q,Σ, δ) etM′ = (Q′,Σ′, δ′) deux semi-automates on défini leurs produit

direct general dans le cas Σ 6= Σ′ par :

M×M′ = (Q×Q′,Σ× Σ′, δ × δ′)

Tels que

(δ × δ′)((q, q′), (σ, σ′)) = (δ(q, σ), δ′(q′, σ′))

Avec (σ, σ′) ∈ Σ× Σ′ , (q , q′ ) ∈ Q ×Q′.
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3.3. Produit des semi-automates

Exemple 3.3.2

Semi automateM

Semi automateM′
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3.3. Produit des semi-automates

Le produit direct generalM′ ×M

3.3.3 Produit en cascade

Définition 3.3.3 [2]Soient M = (Q,Σ, δ) et M′ = (Q′,Σ′, δ′) deux semi-automates on

va défini leurs produit en cascade par :

M ωM′ = (Q×Q′,Σ′, δω) avec ω : Q′ × Σ′ → Σ

tel que

δω((q, q′), σ′) = (δ(q, ω(q′, σ′)), δ′(q′, σ′))

pour tout σ′ ∈ Σ′ , (q , q′) ∈ Q ×Q′.

Exemple 3.3.3 Soit M = (Q,Σ, F ) et M′ = (Q′,Σ′, F ′) avec Q = Q′ = {0, 1}; Σ =

{σ, τ}; Σ′ = {σ}
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3.3. Produit des semi-automates

F 0 1

→ σ 1 1

→ τ 0 0

F ′ 0 1

→ σ 1 0

Et soit
ω : Q′ × Σ′ → Σ

(q′, σ′) 7−→ ω(q′, σ′) =


ω(0, σ) = σ

ω(1, σ) = τ

M ωM′ = (Q×Q′,Σ′, F ω) avec

F
ω

((q, q′), σ′) = (F (q, ω(q′, σ′)), F ′ (q′, σ′)); ∀σ′ ∈ Σ′ , (q , q′) ∈ Q ×Q′.

(q , q′ ) σ′ ω(q′, σ′) F (q, ω(q′, σ′)) F ′ (q′, σ′) F
ω
((q, q′), σ′)

(0 , 0 ) σ ω(0, σ) = σ F (0, ω(0, σ)) = F (0, σ) = 1 F ′ (0, σ) = 1 (1 , 1 )

(0 , 1 ) σ ω(1, σ) = τ F (0, ω(1, σ)) = F (0, τ) = 0 F ′ (1, σ) = 0 (0 , 0 )

(1 , 0 ) σ ω(0, σ) = σ F (1, ω(0, σ)) = F (0, σ) = 1 F ′ (0, σ) = 1 (1 , 1)

(1 , 1) σ ω(1, σ) = τ F (1, ω(1, σ)) = F (0, τ) = 0 F ′ (1, σ) = 0 (0 , 0 )

Semi automateM
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3.4. Recouvrement

Semi automateM′

Le produit en cascadeM ωḾ

3.4 Recouvrement

Définition 3.4.1 [2]

Soient X = (Q,S) et Y = (P, T ) deux semi-groupes des transformations ; s’il une

fonction η : P → Q surjective vérifiée , pour tout s ∈ S il existe ts ∈ T telque :

η(p).s ⊆ η(p.ts) , pour tout p ∈ P

Nous dirons que Y couvre X, et écrire X � Y , et η est un recouvrement de X par Y.
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3.4. Recouvrement

La Théorème de Décomposition de Krohn -Rhodes a un certain nombre de formulations

termes d’automates, semi groupes de transformations, ou semigroupes, pour une extension.

Théorème 3.4.1 [1]Théorème de Décomposition de Krohn-Rhodes

Chaque semigroupe de transforrnation X = (Q, S) admet une décomposition

X � X1 ◦X2 ◦ ... ◦Xn

Où pour chaque index 1 ≤ i ≤ n
Xi = 2·

Ou

Xi = (G,G) avec G est un groupe simple et G � S.
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Conclusion générale

Conclusion

Au terme de ce travail, nous pouvons dire que le semi groupe de transformations est un

ensemble de fonctions à partir d’un ensemble vers lui-même qui est muni de la composition

de fonctions. Si de plus il contient la fonction d’identité, il est un monoïde, appelé un

monoïde de transformations. Dans ce mémoire on a peut comprende les notions algébriques

suivantes: semi groupe et monoïde de transformations, groupe de transformations, le produit

en couronne de semi-groupes de transformations, le produit en cascade de semi automates.
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RÉSUMÉ 

   Dans ce mémoire on essayée d’expliquer quelques  concepts et propriétés sur 

les Semi-groupes de transformation. 

Mots clés : Semi-groupe, Monoïde, semi-automate,  Produit. 

ABSTRACT 

In this work we try to explain some of concepts and properties on the 

transformation semi groups. 

Keywords:  Semi group, Monoid, Automaton, product. 

 

 ملخص

  .لشبه زمرة التحويلات   في هذه المذكرة حاولنا شرح بعض المفاهيم و الخصائص 

.  جداء، شبه زمرة، نصف زمرة، شبه آلة:  كلمات مفتاحية  


