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Résumé

Soient X et Y deux espaces de Banach. Soit u un opérateur linéaire continu de X dans

Y . Dans ce mémoire on va étudier le travail de Bu et Kranz qui montrent que si l’opérateur

u∗ qui est l’adjoint de u est p−sommants pour p ≥ 1 alors pour tout q ≥ 2, u prend

(presque) les séries inconditionnellement sommables de X dans un membre de lq
∧
⊗π Y qui

est le produit tensoriel projectif de lq et Y .

Mots Clés : Espace de Banach ordonné, opérateur adjoint, opérateurs p−sommants,
opérateurs positifs.
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Notation
‖.‖ : Norme.

< ., . > : Produit scalaire.

L (X, Y ) : L’espace des opérateurs linéares continues de X dansY.

X ∗ : Dual (topologique) de X .

T ∗ : L’adjoint d’opérateur T.

N : L’ensemble des nombres natureles.

BX : La boule d’unité fermée de X.

Πp (X , Y ) : Espace des opérateurs p− sommants .
Dp (X , Y ) : Espace des opérateurs fortement p− sommants.
L (E,F ) : L’espace des opérateurs linéaires T : E → F.

B (X, Y ) : Espace des opérateurs borné T : E → F .
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Introduction

Plusieurs chercheurs en Mathématiques a investi à la théorie des opérateurs p−sommants
par exemple J.S.Cohen [9] et H Apiola [4] faisons des travaux sur les opérateurs linéaires

p−sommants aussi pour les linéaires avec des adjoints p−sommants où ils montrent que pour
un espace de Banach X et 1 < p <∞ on peut exprimer le produit tensoriel projectif de lq

et X. note lq
∧
⊗πX comme un espace de Banach de suites lq〈X〉. Pour plus ) dinformations

nous vous référons ( Q. Bu, J. Diestel [10] ). A l’aide de l’espace de Banach lq〈X〉 et les
inégalités de Khinchin et de Kahane aussi le Théorème de domination de Pietsch Q.Bu [11] à

déduire une propriété des opérateurs p−sommants qui est : ce dernier type d’opérateurs ont
des espaces de Hibert comme domaine. Aussi Cohen [9] à déduire directement de l’adjoint,

la propriétés suivante si u est fortement p−sommants. Alors u∗ est p∗−sommants dans le
même cadre d’étude concernant la théorie des opérateurs et leur sommabilité. On a préféré

dans ce mémoire de prendre en détail et profondément un travail fiat par Q.Bu et P.T.Kranz

en 2005 voir [12]. La dont les auteurs ont montré que pour un opérateur linéaires continu u

d’un espace de Banach X dans un autre de même nature. Si u∗ l’opérateur adjoint de u est

p−sommants pour les réels q ≥ 2, alors u prendre (presque) les séries inconditionnellement

sommables de X dans un membre de lq
∧
⊗π Y qui est le produit tensoriel projectif de lq et

Y . Ce mémoire est construisait de trois chapitres.

Dans un initiative chapitre on va citer une collection forme de quelques définitions,

propriétés et formules de bases qui nous sera utile à la suite de notre travail. Par exemples

les espaces vectoriels, les Banach, les opérateurs linéaires et quelques standards inégalités.

A la fin on porte un résumé d’identification pour quelques espaces de suites connus.

Dans un deuxième chapitre on va mentionner quelques concepts, résultas et théorèmes

fondamentaux qui nous sera utiles à la suite de notre étude sûrtout dans les démonstrations
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Introduction

des théorèmes principaux du troisième chapitre qui sont le but de ce mémoire. Comme

exemple des concepts on a définie le produit tensoriel en générale aussi les produits tensoriels

projectif et injectif. En cours de ce chapitre on a choisi de faire l’annonce de l’espace

des opérateurs p−sommants. En effet, comme principal outil on va citer le Théorème de
domination de Pietsch. A la fin de ce chapitre on a prés l’attention de faire une représentation

des deux importantes inégalités qui sont les inégalités de Khinchin et de Kahane. Sans

oublier de rappeler les théorèmes références qui nous serons besoin au troisième chapitre.

Le troisième chapitre est consacré à l’étude approfondie des théorèmes qui sont l’original

résultat de [12]. Qui est la prouve si u∗ l’opérateur adjoint de u est p−sommants on a bien
l’existence de quelques propriétés de sommabilité séquentielles pour l’opérateur u, tous les

résultats de ce chapitre sont articulér sur l’espace lp〈X〉.

3



Chapitre 1

Notations et préliminaires

Dans ce chapitre on va citer une collection de quelques définitions, propriétés et formules

de bases qui nous sera utile a la suite de notre travail. Par exemples les espaces vectoriels,

les Banach, les opérateurs linéaires et quelques standards inégalités. A la fin on porte un

résumé d’identification pour quelques espaces des suites connus.

1.1 Espaces vectoriels

Définition 1.1.1 un espace vectoriel est un ensemble formé des vecteurs, de sorte que l’on

puisse additionner (et soustraire) deux vecteurs u, v pour en forme troisième u+v (ou u−v)
et aussi a fin que l’on puisse multiplier chaque vecteur u d’un facteur λ ∈ R ou C pour

obtenir un vecteur λu.

Définition 1.1.2 Un k−espace vectoriel est un ensemble non vide E muni :

• D’une loi de composition interne, c’est-à-dire d’une application de E × E dans E :

E × E −→ E

(x, y) 7−→ x+ y.

• D’une loi de composition externe, c’est-à-dire d’une application de k× E dans E :

k× E −→ E

(λ, x) 7−→ λx.

4



1.2. Espace de Banach

1.2 Espace de Banach

Définition 1.2.1 Soit (xn)n∈N une suite dans un espace vectoriel normé X.

1. On dit que la suite (xn)n∈N converge vers un point α de X si :

∀ε > 0∃N ≥ 1, n ≥ N =⇒ ‖xn − α‖ < ε.

2. On dit que la suite (xn)n∈N est une suite Cauchy si :

∀ε > 0∃N ≥ 1,m, n ≥ N =⇒ ‖xn − xm‖ < ε.

Définition 1.2.2 (Espace de Banach) Soit X un espace vectoriel normé, on dit que c’est

un espace de Banach s’il est complet. Autrement dit, X est complet si toute suite de Cauchy

dans X est convergente.

Théorème 1.2.1 Un espace de Banach (X, ‖·‖) est un espace vectoriel normé complet.
Autrement dit X est un espace de Banach si et seulement si toute série normalement con-

vergente est une série convergente. La boule unité fermée de l’espace X est définie par

BX = {x ∈ X, ‖x‖ ≤ 1} .

1.2.1 Espace de Banach réflexif

Soit X un espace de Banach et soit X∗ son dual topologique. On définit l’espace bidual

X∗∗de X comme étant l’espace dual de X∗. Il existe une application linéaire canonique

JX : X −→ X∗∗ associant à x ∈ X la forme linéaire JX(x) : X∗ −→ K définie par

JX(x)(x∗) = 〈JX(x), x∗〉 := 〈x, x∗〉 .

Pour toute forme linéaire x∗ ∈ X∗. Cette définition entraîne que l’application linéaire
JX : X −→ X∗∗ est une isométrie, en effet, pour tout x ∈ X on a

‖JX(x)‖ = sup
‖x∗‖≤1

|〈JX(x), x∗〉| = sup
‖x∗‖≤1

|〈x, x∗〉| = ‖x‖ .

Alors on peut dire que JX est une injection canonique et on écrit

JX : X ↪→ X∗∗.

En général l’application JX n’est pas surjective.

5



1.3. Exemples des espaces de Banach classiques

Définition 1.2.3 Soit X un espace de Banach. On dit que X est réflexif si JX est surjec-

tive. i.e. JX(X) = X∗∗ isométriquement. Lorsque X est réflexif on identifie implicitement

X et X∗∗ (à l’aide de l’isomorphisme JX ).

Proposition 1.2.1 Soit X un espace vectoriel normé, alors toute suite convergente est une

suite de Cauchy.

Preuve. Soit (xn)n suite converge vers point α de X on a

∀ε > 0∃N ≥ 1, I ≥ N =⇒ ‖xn − α‖ < ε, I ∈ {n,m} .

Donc, pour tout I ≥ N , on a

‖xn − xm‖ ≤ ‖xn − α‖+ ‖α− xm‖ < ε+ ε = 2ε,

et donc xn − xm → 0 pour n,m →∞.

1.3 Exemples des espaces de Banach classiques

Pour p > 1 on note p∗ le conjugué de p défini par la formule 1
p

+ 1
p∗ = 1. On pose p∗ =∞ si

p = 1.

(1) L’espace C (K)

Soit K un espace topologique compact. L’espace de Banach C (K) est défini par :

C (K) = {f : K −→ K : continue} .

Muni de la norme

‖f‖∞ = sup
K
|f(x)| , f ∈ C (K) .

(2) L’espace Lp

Soit (Ω,M, µ) un espace mesuré et 1 ≤ p <∞, on définit l’espace de Lebesgue Lp(Ω) par

Lp(Ω,M, µ) = Lp(µ) :=

{
f : Ω −→ R, mesurable et

∫
|f |p dµ <∞

}

6



1.3. Exemples des espaces de Banach classiques

Lp(µ) est un espace de Banach muni de la norme

‖f‖p =

(∫
|f(x)|p dµ

) 1
p

.

Pour p =∞ nous avons f ∈ L∞(µ) s’il existe C > 0 telle que

|f | ≤ C. µ p.p. (1)

L∞(µ) est un espace de Banach muni de la norme

‖f‖L∞ = inf {C, vérifier (1)} .

(3) L’espace `p

Soit 1 ≤ p <∞. On note par `p l’espace de Banach des suites scalaires p-sommables

`p = `p(K) =

x = (xi)i ⊂ K : ‖(xi)‖p :=

(∑
i≥0
|xi|p

) 1
p

< +∞

 .

Pour p = +∞

`∞ =

{
x = (xi)i ⊂ K : ‖(xi)i‖∞ := sup

i
|xi| < +∞

}
.

La propriété suivante, que nous énonçons sans démonstration, est une conséquence du

théorème de Hahn-Banach sur le prolongement des formes linéaires.

Proposition 1.3.1 [5] Soit X un espace de Banach. Pour tout x ∈ X on a

‖x‖ = sup
‖x∗‖≤1

|〈x, x∗〉| . (2)

Ceci suggère la définition suivante.

Définition 1.3.1 Soit X un espace de Banach. On dit qu’un sous-ensemble K de BX∗ est

normant si

‖x‖ = sup
x∗∈K

|〈x, x∗〉| , pour tout x ∈ X. (3)

On définit aussi l’espace des suites scalaires convergentes vers zéro

c0 =

{
x = (xi)i ⊂ K : lim

i−→+∞
|xi| = 0

}
cet espace est un sous-espace fermé de `∞ muni de la norme sup .

7



1.4. Opérateurs linéaires bornés

1.4 Opérateurs linéaires bornés

Définition 1.4.1 Soient X, Y deux espaces normés et u : X → Y une application. Elle

est linéare si et seulelement si,

1. ∀x, y ∈ X : u (x+ y) = u (x) + u (y) .

2. ∀x ∈ X, ∀λ ∈ R : u (λx) = λu (x) .

On note L (X, Y ) l’espace des applications linéaires, on le muni de deux opérations

algébriques suivantes :

1. ∀x ∈ X : (u1+u2)(x) = u1(x) + u2 (x) .

2. ∀x ∈ X, ∀λ ∈ R : (λu) (x) = λ (u (x)) .

Définition 1.4.2 Un opérateur linéaire T : X → Y entre deux espaces de Banach est dit

borné s’il existe une constante C > 0 telle que

‖Tx‖ ≤ C ‖x‖ , pour tout x ∈ X.

Dans ce cas, pour tout x ∈ X, on définit

‖T‖ := inf {C : ‖Tx‖ ≤ C ‖x‖}
= sup

x∈BX
‖Tx‖

= sup
‖x‖=1

‖Tx‖

= sup
x 6=0

‖Tx‖
‖x‖ .

(4)

On note par L(X, Y ) l’espace vectoriel des opérateurs linéaires bornés de X dans Y qui est

un espace de Banach sur K (= R ou C) muni de la norme définie par (4).

Proposition 1.4.1 Soient X et Y deux espaces normés. Si Y est un espace de Banach

alors L (X, Y ) est aussi un espace de Banach.

Le dual topologique

L’espace des formes linéaires continues sur X est dit le dual topologique de X, noté X∗, i.e

(X∗ = L(X,K)). Pour x∗ ∈ X∗ et x ∈ X on notera généralement 〈x, x∗〉 au lieu de x∗(x).
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1.4. Opérateurs linéaires bornés

1.4.1 L’adjoint d’un opérateur linéaire borné

Définition 1.4.3 Soient X, Y deux espaces vectoriels normés. Pour un opérateur linéaire

borné T ∈ L (X, Y ) , on définit l’opérateur T ∗ : Y ∗ −→ X∗ par

〈T (x) , y∗〉 = 〈x, T ∗(y∗)〉 ∀x ∈ X, y∗ ∈ Y ∗.

est appelé l’adjoint de T.

Proposition 1.4.2

(1) Soit T ∈ L (X, Y ) alors T ∗ linéare et ‖T‖ = ‖T ∗‖ .

(2) L’application suivante est linéaire

I : L (X, Y ) −→ L (Y ∗, X∗)

T 7−→ I (T ) = T ∗.

(3) Pour tout T ∈ L(X, Y ) et S ∈ L(Y, Z) on a (S ◦ T )∗ = T ∗ ◦ S∗ .

Preuve.

(1) Soient y∗1, y
∗
2 ∈ Y ∗, et α ∈ k on a

〈x, T ∗(αy∗1 + y∗2)〉 = 〈T (x), αy∗1 + y∗2〉

= α〈T (x), y∗1〉+ 〈T (x), y∗2〉

= 〈x, αT ∗(y∗1)〉+ 〈x, T ∗(y∗2)〉

= 〈x, αT ∗(y∗1) + T ∗(y∗2)〉.

Donc pour tout x ∈ X on a

T ∗(αy∗1 + y∗2) = αT ∗(y∗1) + T ∗(y∗2).

Ce qui implique que T ∗ est linéare. Il est aussi borné puisque

|y∗ (T (x))| ≤ ‖y∗‖Y ∗ ‖T (x)‖Y
≤ ‖y∗‖Y ∗ ‖T‖ ‖x‖X ,

9



1.4. Opérateurs linéaires bornés

par conséquence

‖T ∗ (y∗)‖X∗ = sup
‖x‖6=0

|T ∗(y∗) (x)|
‖x‖

≤ ‖y∗‖Y ∗ ‖T‖ ,

ce qui implique que T ∗ ∈ L (Y ∗, X∗) et ‖T ∗‖ ≤ ‖T‖ .

Pour montrer l’inégalité inverse, nous prouvons que

‖T (x)‖Y ≤ ‖T ∗‖ ‖x‖X ∀x ∈ X.

L’opérateur adjoint implique que

|y∗ (T (x))| ≤ ‖T ∗(y∗)‖X∗ ‖x‖X
≤ ‖y∗‖Y ∗ ‖T ∗‖ ‖x‖X ,

et

sup
‖y∗‖6=0

|y∗(T (x))|
‖y∗‖Y ∗

≤ ‖T ∗‖ ‖x‖X ∀x ∈ X.

Ce qui termine la démonstration.

Remarque 1.4.1 Soient X, Y deux espaces normés et T ∈ L (X, Y ) . Alors le diagramme

suivant est commutatif.

X
T−→ Y

JX ↓ ↓ JY
X∗∗

T ∗∗−→ Y ∗∗

Autrement dit, pour tout x ∈ X, on a T ∗∗ (JX (x)) = JY (T (x)) .

Isomorphisme, isométrie

L’application linéaire T : X → Y est dite isomorphisme si T est bijective continue et T−1

continue.

De plus si ‖T (x)‖ = ‖x‖ pour tout x ∈ X, on dit que T est une isométrie, si l’isomorphisme
T : X → T (X) vérifier ‖T (x)‖ = ‖x‖ pour tout x ∈ X, on dit que T est une isométrie

injective et on écrit T : X ↪→ Y.

10



1.5. Espaces des suites à valeur dans un espace de Banach

Inégalité de Hölder généralisé

Soient (X, ‖·‖) un espace vectoriel normé, (xi)
n
i=1 , (yi)

n
i=1 deux suites finies d’éléments de X

et p, q, r ∈ [1,+∞[ avec 1
r

= 1
p

+ 1
q
. Alors(

n∑
i=1

(‖xi‖ ‖yi‖)r
) 1

r

≤
(

n∑
i=1

‖xi‖p
) 1

p
(

n∑
i=1

‖yi‖q
) 1

q

. (5)

1.5 Espaces des suites à valeur dans un espace de Ba-

nach

Soient X et Y deux espaces de Banach.

(1) On désignera par `p(X) l’espace de Banach des suites p-sommables d’éléments de X

dont la norme est

‖(xi)i‖p =

( ∞∑
i=1

‖xi‖p
) 1

p

pour 1 ≤ p <∞,

et par `∞(X) l’espace de Banach des suites bornées, normé par

‖(xi)i‖∞ = sup
i
‖xi‖ .

(2) On désignera par c0(X) l’espace de Banach des suites (xi)i d’éléments de X convergeant

vers 0. Notons que c0(X) est un sous-espace fermé de `∞(X) muni de la norme ‖·‖∞ .

(3) On désignera par `p,ω(X) l’espace de Banach des suites (xi)i d’éléments deX faiblement

p-sommables, c’est à dire des suites (xi)i vérifiant

(〈xi, x∗〉)i ∈ `p, pour tout x∗ ∈ X∗,

muni de la norme définie par

‖(xi)i‖p,ω := sup
‖x∗‖≤1

‖(〈xi, x∗〉)i‖p ,

c’est-à-dire  ‖(xi)i‖p,ω = sup‖x∗‖≤1

( ∞∑
i=1

|〈xi, x∗〉|p
) 1

p

si 1 ≤ p <∞

‖(xi)i‖∞,ω = ‖(xi)i‖∞ si p =∞.

11



1.5. Espaces des suites à valeur dans un espace de Banach

• Si 1 ≤ p <∞, on a

‖ (xn)n ‖p = sup

{∣∣∣∣∣
+∞∑
n=1

x∗n(xn)

∣∣∣∣∣ : (x∗n)∞n=1 ∈ X∗, ‖ (x∗n)∞n=1 ‖p∗≤ 1

}
(6)

particuliérement, pour X = K, on a

‖ (xn)n ‖p = sup

{∣∣∣∣∣
+∞∑
n=1

λnxn

∣∣∣∣∣ :‖ (λn)∞n=1 ‖p∗≤ 1

}
.

• ‖ (xn)n ‖p,ω = sup

{∥∥∥∥+∞∑
n=1

λnxn

∥∥∥∥ :‖ (λn)∞n=1 ‖p∗≤ 1

}
• Pour p =∞, on a `∞,ω (X) = `∞ (X) isométriquement.

• Soit 1 ≤ p < +∞, alors, `p (X) ⊂ `p,ω (X) .

(4) On désignera par `p 〈X〉 l’espace de Banach des suites (xn)n d’éléments de X Cohen

fortement p-sommables , c’est à dire des suites (xn)n vérifiant

`p 〈X〉 =

{
−
x = (xn)n ∈ X :

∞∑
n=1

|〈ζn, xn〉|
p <∞,∀ζn ∈ `p∗,ω(X∗)

}

Théorème 1.5.1 `p 〈X〉 est un espace normé pour la norme
∥∥(xn)n≥1

∥∥
c,p
définie par: pour

tout x = (xn)
n≥1
∈ `p 〈X〉 , on a∥∥∥(xn)

n≥1

∥∥∥
c,p

= sup
‖(ζn)

n ≥1
‖p∗,ω

∞∑
n=1

∣∣〈ζ
n
, xn
〉∣∣ .

Proposition 1.5.1

(1) Soit 1 < p <∞, on a
`p 〈X〉 ⊂ `p (X) ⊂ `p,ω (X) ,

pour tous (xn)∞n=1 ∈ `p 〈X〉 ;

∥∥(xn)n≥1
∥∥
p,ω
≤
∥∥(xn)n≥1

∥∥
p
≤
∥∥(xn)n≥1

∥∥
c,p
.

(2) Si p = 1, on a

`1 〈X〉 = `1 (X) et ‖ (xn)∞n=1 ‖1=‖ (xn)∞n=1 ‖c,1 .
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1.5. Espaces des suites à valeur dans un espace de Banach

Preuve.

(1) On a: `p (X) ⊂ `p,ω (X) et ‖ (xn)n ‖p,ω≤‖ (xn)n ‖p .

D’autre part, soit (xn)∞n=1 ∈ `p 〈X〉 , d’après (6) et comme B`p∗ (X) ⊂ B`p∗,ω (X) on a

‖ (xn)∞n=1 ‖p =

(
+∞∑
n=1

‖ xn ‖p
) 1

p

= sup
(x∗n)

∞
n=1∈B`p∗ (X)

∣∣∣∣+∞∑
n=1

x∗n(xn)

∣∣∣∣
≤ sup

(x∗n)
∞
n=1∈B`p∗,ω(X)

∣∣∣∣+∞∑
n=1

x∗n(xn)

∣∣∣∣
= ‖ (xn)∞n=1 ‖c,p .

Alors, `p 〈X〉 ⊂ `p (X) et ‖ (xn)∞n=1 ‖p≤‖ (xn)∞n=1 ‖c,p .

(2) Pour p = 1, p∗ =∞, soit (xn)∞n=1 ∈ `1 〈X〉 , d’après (6) on a :

‖ (xn)∞n=1 ‖1 =
∞∑
n=1

‖ xn ‖

= sup
(x∗n)

∞
n=1∈B`∞(X)

∣∣∣∣+∞∑
n=1

x∗n(xn)

∣∣∣∣
= sup

(x∗n)
∞
n=1∈B`∞,ω(X)

∣∣∣∣+∞∑
n=1

x∗n(xn)

∣∣∣∣
= ‖ (xn)∞n=1 ‖c,1 .

Proposition 1.5.2 `p 〈X〉 est un espace de Banach.

Preuve. D’après le Théorème 1.5.1 ‖ . ‖c,p est une norme. Donc, il suffi t de montrer
que `p 〈X〉 est un sous-espace vectoriel complet.
Soit (xn)∞n=1 une suite de Cauchy dans `p 〈X〉 telle que xn = (xn,i)

∞
i=1 :

∀ε > 0,∃n0 ∈ N,∀n,m > n0 :‖ xn − xm ‖c,p< ε

d’après la Proposition 1.5.1 on a

‖ xn − xm ‖p≤‖ xn − xm ‖c,p< ε

13



1.6. Espace de Hilbert

donc (xn)∞n=1 est une suite de Cauchy dans l’espace de Banach lp (X) . On pose

lim
n−→∞

xn = x, et x = (xi)
∞
i=1.

On a

‖ xn − xm ‖c,p= sup
(x∗i )

∞
i=1∈Blp∗,w(X)

∣∣∣∣∣
+∞∑
i=1

x∗i (xn,i − xm,i)
∣∣∣∣∣ < ε,

pour m −→∞, cela donne

sup
(x∗i )

∞
i=1∈B`p∗,ω(X)

∣∣∣∣∣
+∞∑
i=1

x∗i (xn,i − xi)
∣∣∣∣∣ < ε.

Ce qui implique que ‖ xn − x ‖c,p< ε, alors

‖ x ‖c,p = sup

{∣∣∣∣+∞∑
i=1

x∗i (xi)

∣∣∣∣ :‖ (x∗i )
∞
i=1 ‖p∗,ω≤ 1

}
= sup

{∣∣∣∣+∞∑
i=1

x∗i (xi − xn,i) + x∗i (xi,n)

∣∣∣∣ :‖ (x∗i )
∞
i=1 ‖p∗,ω≤ 1

}
≤ sup

‖(x∗i )∞i=1‖p∗,ω≤1

∣∣∣∣+∞∑
i=1

x∗i (xi − xn,i)
∣∣∣∣+ sup

‖(x∗i )∞i=1‖p∗,ω≤1

∣∣∣∣+∞∑
i=1

x∗i (xn,i)

∣∣∣∣
< ε+ ‖ xn ‖c,p
< ∞.

Donc, x = (xi)
∞
i=1 ∈ `p 〈X〉 , alors, lim

n−→+∞
xn = x dans `p 〈X〉 , d’où `p 〈X〉 est complet.

1.6 Espace de Hilbert

Les espaces de Hilbert sont des espaces de Banach muni d’un produit scalaire 〈., .〉 . On
note en général par H. L’espace de Hilbert qui a été introduit par David Hilbert en 1909

pour développer l’analyse fonctionnelle abstraite. La norme induite par un produit scalaire

définie par

‖f‖ =
√
〈f, f〉.

Remarquons que, toutes les propriétés de la norme sont vérifiées, due a la notion de

produit scalaire, sauf peut être l’inégalité triangulaire, où on doit faire intervenir l’inégalité

de Cauchy Schwarz,

|〈f, g〉| ≤ ‖f‖ . ‖g‖ ,∀f, g ∈ H.

14



1.6. Espace de Hilbert

Définition 1.6.1 Soient H et H
′
deux espaces de Hilbert sur le méme corps k et soit f un

opérateur de H dans H
′
, on dit que f est un opérateurs linéaire bornés de H dans H

′
. Si f

est linéaire et il existe une constante M > 0 tq :

‖f(x)‖H′ ≤M ‖x‖H ∀x ∈ H.

Notation 1.6.1

• L’espaces des opérateurs linéaire bornés de H dans H
′
est noté L

(
H,H

′)
.

• L’ensemble des opérateurs bornés de H dans lui méme est noté par L (H).

1.6.1 Adjoint dans un Hilbert

Définition 1.6.2 Soit H un Hilbert et T ∈ L(H). L’adjoint de T est l’opérateur linéaire

borné, note T ∗,vérifiant

〈x, Ty〉 = 〈T ∗ x, y〉 ∀x, y ∈ H. (7)

Théorème 1.6.1 (Opérateur adjoint ) Soit T ∈ B(H, K) il existe un opérateur unique

T ∗ ∈ B(K, H) tel que :

〈x, Ty〉 = 〈T ∗ x, y〉 ∀x, y ∈ H ×K.

De plus ‖T‖ = ‖T ∗‖ , T ∗ est appelé l’adjoint de T.

Proposition 1.6.1 Soit H,K,L trois espaces de Hilbert, soit T : H → K et S : K → L

deux opérateurs linéaire bornés, alors on a :

1. (T ∗)∗ = T.

2. (S ◦ T )∗ = T ∗ ◦ S∗.

3. ‖T ∗ ◦ T‖ = ‖T‖2 .
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Chapitre 2

L’espace πp (X, Y ) et quelques

fondamentales inégalités

Dans ce deuxième chapitre on va mentionner quelques concepts, résultats et théorèmes

fondamentaux qui nous seront utile pour la suite, sur tout dans les démonstrations des

théorèmes principaux du troisième chapitre qui sont le but de ce mémoire. Comme exemple

des concepts on a définie le produit tensoriel en générale aussi les produits tensoriels projectif

et injectif. En cours de chapitre on a choisi faire l’annonce de l’espace des opérateurs

p−sommants. En effet comme principal outil on va citer le théorème de domination de
Pietsch. A la fin de ce chapitre on a prés l’attention de faire une représentation des deux

importantes inégalités qui sont les inégalités de Khinchin et de Kahane. Sans oublier de

rappeler les théorèmes références qui nous sera besoin au troisième chapitre.

16



2.1. Le produit tensoriel

2.1 Le produit tensoriel

Définition 2.1.1 Soient X et Y deux espaces vectoriels sur un corps commutatif K. Il

existe un espace vectoriel, noté X ⊗ Y , et une application bilinéaire

ϕ : X × Y −→ X ⊗ Y , on pose (ϕ (x, y) = x⊗ y)

ayant la propriété suivante : pour tout espace vectoriel G, et pour toute application bilinéaire

u de X × Y dans G, il existe une et une seule application linéaire v de X ⊗ Y dans G telle

que

u = v ◦ ϕ ou encore ∀x ∈ X, y ∈ Y, u (x, y) = v (x⊗ y) .

Soient X et Y deux espaces de Banach on note par

X ⊗ Y =

{
n∑
i=1

xi ⊗ yi : n ∈ N∗, xi ∈ X, yi ∈ Y
}
.

Sur l’espace vectoriel X ⊗ Y on va définir deux normes.

Norme tensorielle projective

Définition 2.1.2 Soient X, Y deux espaces de Banach. La norme projective π sur X⊗Y
est

π (u) = inf

{
n∑
i=1

‖xi‖ ‖yi‖ : u =
n∑
i=1

xi ⊗ yi

}
tel que π : X ⊗ Y −→ R+ et ∀u ∈ X ⊗ Y.
On note par X ⊗π Y = (X ⊗ Y, π) et par X

∧
⊗π Y le complété de X ⊗π Y.

Norme tensorielle injective

Définition 2.1.3 On définit la norme injective de u par

ε (u) = sup

{∣∣∣∣∣
n∑
i=1

x∗ (xi) y
∗ (yi)

∣∣∣∣∣ , x∗ ∈ BX∗ , y∗ ∈ BY ∗

}
.

Notation 2.1.1 On note X ⊗ε Y le produit tensoriel X ⊗ Y muni de la norme injective.

Le complété de X⊗εY pour cette norme sera noté
∨

X ⊗ε Y , qui appelé le produit tensoriel
injective de X et Y .

Théorème 2.1.1 (Bu et Diestel ) Pour un espace de Banach X et 1 < p < ∞, `p 〈X〉
isométriquement isomorphe à

∧
`p ⊗π X, le produit tensoriel projectif de `p et X.
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2.2. Fonction de Rademacher

2.2 Fonction de Rademacher

Il est remarquable que les fonctions de Rademacher jouent un rôle très important dans

l’inégalité de Khintchine. On définit les fonctions de Rademacher rn : [0, 1] → R, n ∈ N,
par

rn (t) = sign (sin (2nπt)) .

La caractéristique la plus importante de ces fonctions est qu’elles ont des propriétés d’orthogonalités.

On peut ajouter d’où elles viennent :

• Si n < m, rn est constant sur chacun des “Périodes”de rn, et
∫
rn.rm = 0.

• Si n1 < n2 < · · · < nk et p1, p2, . . . pk sont positifs ou nuls, alors∫ 1

0

r
p1
n1

(t) · · · rpkn
k

(t) dt =

 1 si tous les pj sont pairs

0 si non
.

Une conséquence immédiate est que les rn forment une suite orthonormale dans L2 [0, 1]

et on a : ∫ 1

0

∣∣∣∣∣∑
n

αnrn (t)

∣∣∣∣∣
2

dt =
∑
n

|αn|
2 ∀ (αn) ∈ `2.

Les fonctions de Rademacher sont aussi importantes d’un point de vue combinatoire. Remar-

quer que comme t jeux à travers [0, 1] , le vecteur (r1 (t) , . . . , rn (t)) représente tous les choix

possibles de signes (ε1, . . . , εn) où εi = ±1. De plus, chaque choix particulier (ε1, . . . , εn) est

également probable, se produisant sur un ensemble de mesures 2−n. Nous force a dire que∑n
k = 1 ak rk (t) =

∑n
k = 1±ak pour certains “aléatoire”choix de signes ±. En particulier,∫ 1

0

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

αkrk (t)

∣∣∣∣∣ dt = 2−n
∑

tout εi = ±1

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

εkαk

∣∣∣∣∣
= Moyenne de

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

±αk

∣∣∣∣∣ sur tous les choix ± .

Une importante inégalité classique due à Khinechine en 1923 nous dit comment estimer

cette moyenne. Noter aussi cela

max
0≤t≤1

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

αkrk (t)

∣∣∣∣∣ =
n∑
k=1

|αk| .
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2.3. Les inégalités de Khintchine

Car ces fonctions de Rademacher sont indépendant il peut être montré que∫ 1

0

f1 (r1 (t)) · · · fn (rn (t)) dt =

(∫ 1

0

f1 (r1 (t)) dt

)
· · ·
(∫ 1

0

fn (rn (t)) dt

)
,

pour un n et toutes fonctions continues f1, f2, . . . , fn. Quelques auteurs prennent cette for-

mule comme la définition de la propriété d’indépendance et nous pourrions faire le même

(seulement la conséquence d’indépendance qui nous aurons besoin).

2.3 Les inégalités de Khintchine

C’est un fait d’analyse de fourier classique que tout série trigonométrique Lacunaires, tel

que (sin (2nπt)), satisfies ∥∥∥∥∥
n∑

k =1

ak sin
(
2kπt

)∥∥∥∥∥
p

≈

(
n∑

k =1

|ak|2
) 1

2

,

pour chaque 0 < p < ∞. Ce n’est pas trop surprenant que les Rademacher classent des
parts cette propriété.

Définition 2.3.1 Une suite (xn)n≥1d’un espace de Banach X est appelée Rademacher-

sommable, et on note (xn) ∈ Rad (X) si la série
∑

n rnxn converge pour (Lebesgue), pour

tout t ∈ [0, 1] . Dans ce cas on a

Rad (X) =

(xn)n ∈ XN :

∫ 1

0

∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

rn (t)xn

∥∥∥∥∥
2

dt <∞

 .

Avec la norme

‖(xn)n‖Rad(X) =

∫ 1

0

∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

rn (t)xn

∥∥∥∥∥
2

dt

 1
2

.

Théorème 2.3.1 (Inégalité de Khintchine [6], P. 10) Pour tout 1 < p < ∞,il existe
des constantes positives Ap et Bp telles que pour toute suite α1, ..., αn ∈ `2,on ait :

Ap.

(
n∑
k=1

|αk|2
) 1

2

≤
(∫ 1

0

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

αkrk (t)

∣∣∣∣∣
p

dt

) 1
p

≤ Bp.

(
n∑
k=1

|αk|2
) 1

2

.

En général, on ne peut pas remplacer la valeur absolue par la norme d’un espace de Banach.
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2.4. Inégalité de Kahane

Démonstration. On traite ici le cas où p = 4, qui est le cas que nous utiliserons plus

loin. ∫ 1

0

∣∣∣∣∣∑
k ≤ n

αkrk (t)

∣∣∣∣∣
4

dt

=

∫ 1

0

(∑
i ≤ n

αiri (t)

)(∑
j≤ n

αjrj (t)

)(∑
`≤ n

α`r` (t)

)(∑
I≤ n

αIrI (t)

)
dt

=
∑

i ,j,`,I ≤ n

αiαjα`αI

∫ 1

0

ri (t) rj (t) r` (t) rI (t) dt

= 3
∑
i ,j≤ n

α2iα
2
j − 2

∑
i ≤ n

α2i

≤ 3
∑
i ≤ n

α2i
∑
ij≤ n

α2j .

= 3

(
n∑
k=1

α
k

)
. Par suite, on a :∥∥∥∥∥

n∑
k=1

αkrk

∥∥∥∥∥
L2[0,1]

≤
∥∥∥∥∥

n∑
k=1

αkrk

∥∥∥∥∥
L4[0,1]

≤ 3
1
4

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

αkrk

∥∥∥∥∥
L2[0,1]

.

Donc on peut poser B4 = 3
1
4 et A4 = 1.

Le cas général est traité dans les pages 11− 12 de [6]

2.4 Inégalité de Kahane

Soit 1 < p, q < ∞. Il existe alors une constante Kp,q > 0 telle que pour tout espace de

Banach X et x1, ..., xn ∈ X on ait(∫ 1

0

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

rk (t)xk

∥∥∥∥∥
q

dt

) 1
q

≤ Kp,q.

(∫ 1

0

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

rk (t)xk

∥∥∥∥∥
p

dt

) 1
p

.

Théorème 2.4.1 ( Hoffmann-Jorgensen ) [6] Soit (xn)n une suite dans un espace de

Banach X. Alors la série de Rademacher
∑

n rn (t)xn converge en X pour presque tout

t ∈ [0, 1] . Si et seulement si la série
∑

n rn (.)xn converge en Lp ([0, 1] , X) pour tous

0 < p <∞.

Démonstration. dans les pages 232 de [6] or [8].
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2.5. Les opérateurs linéaires p-sommants

2.4.1 Série inconditionnellement sommable de X

Proposition 2.4.1 Soit (xn)n une suite des vecteurs dans un espace de Banach X. Alors

les propriétés suivantes sans équivalentes:

1. La série
∑∞

n
xπ(n) converge pour toute permutation π des intègres.

2. La série
∑∞

i=1 xni converge pour toute les choix de n1 < n2 < n3.....

3. La série
∑∞

n=1 θnxn converge pour toute les choix de signes θn( i.e. θn = ±1).

4. Pour tout ε > 0 il existe un intègre n tel que

∥∥∥∥∥∑
i∈δ

xi

∥∥∥∥∥ < ε pour tous ensembles finis

des intègres qui vérifient que min {i ∈ δ} > n.

Remarque 2.4.1 La série
∑∞

n=1 xn qui vérifier l’un des propriétés où toutes les propriétés

de la précédente proposition dite une série inconditionnellement sommable où incon-

ditionnellement convergente.

2.5 Les opérateurs linéaires p-sommants

Nous allons dans ce paragraphe rappelé la notion d’opérateurs p−sommants introduite
par Pietcsh por plus d’information voir [[1], [3], [6]] .

Définition 2.5.1 Soient X, Y deux Banach dont Y réticulé et T ∈ B (X, Y ). On dira que

T est p−sommants pour 0 < p < ∞ si et seulement si il existe une constante C > 0 telle

que ∀n ∈ N, ∀ {x1, ..., xn} ⊂ X, on a(
n∑
1

‖T (xi)‖p
) 1

p

≤ C sup
ξ∈BX?

(
n∑
1

|< xi, ξ >|p
) 1

p

(8)

On note par

πp (X, Y ) = {T : X −→ Y linéaires p− sommants}

et πp(T ) = inf{C, vérifiant la définition (8)}.

Exemple 2.5.1 Soit K un espace compact de Hausdorff, soit µ une mésure positive sur K

et soit 1 ≤ p <∞.
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2.5. Les opérateurs linéaires p-sommants

(1) Pour chaque ϕ ∈ Lp(µ), on définit l’opérateur de multiplication

Tϕ : C(K) −→ Lp(µ)

f 7−→ f.ϕ

cet opérateur est linéaire et p−sommants de plus πp(Tϕ) = ‖ϕ‖p .

(2) L’opérateur canonique

Jp : C(K) −→ Lp(µ)

f 7−→ f

est p−sommants de plus πp(Jp) = µ(K)
1
p .

Soit X, Y deux espaces de Banach. On note par X⊗̂εY le produit tensoriel injectif, i.e., le

complété de X ⊗ Y muni de la norme∥∥∥∥ n∑
i=1

xi ⊗ yi
∥∥∥∥
ε

= sup

{∣∣∣∣ n∑
i=1

xi (ξ)⊗ yi (η)

∣∣∣∣ : ‖ξ‖X∗ ≤ 1, ‖ξ‖Y ∗ ≤ 1

}
.

Soit T : X −→ Y un opérateur linéaire entre X espace de Banach et Y espace Banach

réticulé. On dira que T est p−sommants, 0 < p < ∞ (on écrit T ∈ πp (X, Y )), s’il existe

une constante positive C telle que pour tout n dans N les opérateurs

In ⊗ T : lnp ⊗ε X −→ lnp (Y )
n∑
1

ei ⊗ xi 7−→ (T (xi))1≤i≤n

sont uniformément bornés par C ( i.e., ‖In ⊗ T‖lnp⊗εX−→lnp (Y ) ≤ C ).

Dans ce cas, on pose

πp (T ) = sup
n
‖In ⊗ T‖lnp⊗εX−→lnp (Y ) .

Théorème 2.5.1 Soit T : X −→ Y un opérateur linéaire p−sommants et 0 < p < ∞.
Alors, il existe une probabilité de radon λ sur (BX? , σ (X?, X)) telle que

∀x ∈ X, ‖T (x)‖ ≤ πp (T )

(∫
BX?

|< x, ξ >|p dλ (ξ)

) 1
p

. (9)

Inversement, s’il existe une probabilité de radon λ sur (BX? , σ (X?, X)) et C > 0 telle que

la formule suscitée est vérifiée, alors T est p−sommants et πp (T ) ≤ C.
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2.5. Les opérateurs linéaires p-sommants

Remarque 2.5.1 (La factorisation proprement dite) L’inégalité (9) de Pietsch implique

qu’il existe T̃ dans B (Sp, Y ) tel que le diagramme suivant soit commutatif

X
T−→ Y

i ↓ ↑ T̃

S
j/S−→ Sp

∩ ∩
C (K)

j−→ Lp(K,λ)

avec T = T̃ ◦ j/S ◦ i et
∥∥∥T̃∥∥∥ = πp (T ).

Où

K = (BX? , σ (X?, X)) ,

C (K) = {des fonctions continues sur K } ,
i : X −→ S, i (x) = ϕx qui est une isométrie injective,

S = {ϕx, x ∈ X avec ϕx (ξ) =< x, ξ >} qui est un sous espace fermé de C (K) ,

j : C (K) −→ Lp(K,λ) est l’injection naturelle, et πp (j) = 1 (j/S est j restreint à S),

Sp =
____

j (S)
Lp(K,λ)

.

Si p ≥ 1, alors

πp (X,X) = L (X,X) si et seulement si dimX <∞.

Théorème 2.5.2 ( [1], P. 345) Soient 1 ≤ p < ∞ , T : X → Y un opérateur linéaire

(où X, Y sont des espace de Banach) . T est p-sommant si et seulement si T ∗∗ : X∗∗ → Y ∗∗

est p-sommants de plus, on a

πp (T ) = πp (T ∗∗) .

Les opérateurs fortement p-sommants.

Définition 2.5.2 Un opérateur linéaire T : X → Y (X, Y sont des espaces de Banach

arbitraires ) est fortement p-sommants, 1 < p ≤ ∞ si et seulement si, il existe une constante

positive C telle que pour tout x1, . . . xn ∈ X,et tout y∗1, . . . y∗n ∈ Y ∗, on a

n∑
i=1

|〈T (xi) , y
∗
i 〉| ≤ C

(
n∑
i=1

‖xi‖p
) 1

p

sup
ϕ∈BY ∗∗

(
n∑
i=1

|〈ϕ, y∗i 〉|
p∗

) 1
p∗

(10)
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Encore une fois la classe déopérateurs fortement p−sommants de X dans Y , qui est notée

par Dp (X, Y ) est un espace de Banach muni de la norme

dp (T ) = inf{C, vérifiant l’inégalité (10)}.

Théorème 2.5.3 Un opérateur linéaire T : X → Y ( X, Y sont des espace de Banach ).

Si T est fortement p-sommants alors T ∗ est p∗-sommants, pour 1 < p < ∞ défini par la

formule 1
p

+ 1
p∗ = 1.

2.6 Relation entre Dp (X, Y ) et πp (X, Y )

Théorème 2.6.1 Soient X, Y deux espaces de Banach.

(1) Soit 1 ≤ p <∞. L’opérateur T dans πp (X, Y ) si et seulement si l’opérateur adjoint T ∗

est fortement p∗−sommants de Y ∗dans X∗ et d,p∗(T ∗) = πp (T ).

(2) Soit 1 < p ≤ ∞. L’opérateur T dans Dp (X,Y ) si et seulement si l’operateur adjoint

T ∗ est p∗−sommants de Y ∗ dans X∗ et πp∗(T ∗) = dp (T ) .

Preuve.

(1) Soient T ∈ πp (X, Y ), Pour (x∗i )
n
i=1 ⊂ Y ∗ et (y∗∗i )ni=1 ⊂ X ∗∗, on a:

n∑
i=1

|< (T ∗(x∗i ), y
∗∗
i >| =

n∑
i=1

|< x∗i , T
∗∗ (y∗∗i ) >|

≤
n∑
i=1

‖x∗i ‖ ‖T ∗∗ (y∗∗i )‖

D’aprés l’inégalité de Hölder

≤
(

n∑
i=1

‖x∗i ‖
p∗
) 1

p∗
(

n∑
i=1

‖T ∗∗ (y∗∗i )‖p
) 1

p

≤ πp (T ) ‖(x∗i )ni=1‖p∗ supξ ∈ BX∗∗

(
n∑
i=1

|< ξ, y∗∗i >|p
) 1

p

.

D’où

T ∈ Dp∗ (Y ∗, X∗) et dp∗ (T ∗) ≤ πp (T ) .
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Inversement, supposons que T ∈ Dp∗ (Y ∗, X∗) , pour (x∗i )
n
i=1 ⊂ Y ∗ et (yi)

n
i=1 ⊂ X ⊂

X∗∗, on a:

n∑
i=1

|< (T ∗(x∗i ), yi >| =
n∑
i=1

|< x∗i , T
∗∗ (yi) >|

≤ dp∗ (T ∗) ‖(x∗i )ni=1‖p∗ supξ ∈ BX∗∗

(
n∑
i=1

|< ξ, yi >|p
) 1

p

.

D’autre part on a:(
n∑
i=1

‖T (yi)‖p
) 1

p

= sup

{
n∑
i=1

|< x∗i , T (yi) >| , ‖(x∗i )ni=1‖p∗ ≤ 1,(x∗i )
n
i=1 ⊂ Y ∗

}
.

donc (
n∑
i=1

‖T (yi)‖p
) 1

p

= sup‖(x∗i )ni=1‖p∗≤1
n∑
i=1

|< x∗i , T (yi) >|

≤ dp∗ (T ∗) supξ ∈ BX∗∗

(
n∑
i=1

|< ξ, yi >|p
) 1

p

.

D’où

T ∈ πp (X, Y ) et πp (T ) ≤ dp∗ (T ∗) .

Alors dp∗ (T ∗) = πp (T ) .

(2) Soient T ∈ Dp (X, Y ), Pour (x∗i )
n
i=1 ⊂ X et (y∗i )

n
i=1 ⊂ Y ∗, on a:

n∑
i=1

|< (T (xi), y
∗
i >| =

n∑
i=1

|< xi, T
∗ (y∗i ) >|

≤ dp (T )

(
n∑
i=1

‖xi‖p
) 1

p

supξ ∈ BY ∗∗

(
n∑
i=1

|< ξ, y∗i >|
p∗
) 1

p∗

on a: (
n∑
i=1

‖T ∗ (y∗i )‖
p

) 1
p

= sup
‖(xi)ni=1‖p≤1

n∑
i=1

|< T ∗ (y∗i ) , xi >| .

Où

‖T ∗ (y∗i )‖p ≤ dp (T ) sup
ξ ∈ BY ∗∗

(
n∑
i=1

|< ξ, y∗i >|
p

) 1
p

donc

T ∗ ∈ πp∗ (Y ∗, X∗) et πp∗ (T ∗) ≤ dp (T ) .

Inversement, supposons que T ∈ πp∗ (Y ∗, X∗)⇔, ∀ (yi)
n
i=1 ⊂ Y ∗ Tq

‖T ∗ (y∗i )
n
i=1‖p ≤ πp∗ (T ∗) ‖(y∗i )ni=1‖p∗,ω
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on a ∀(xi)ni=1 ⊂ X et (y∗i )
n
i=1 ⊂ Y ∗

n∑
i=1

|< (T (xi), y
∗
i >| =

n∑
i=1

|< xi, T
∗ (y∗i ) >|

≤ dp∗ (T ∗)

(
n∑
i=1

‖xi‖p
) 1

p
(

n∑
i=1

‖T ∗ (y∗i )‖
p∗
) 1

p∗

≤ πp∗ (T ∗) ‖(y∗i )ni=1‖p∗,ω

donc

T ∈ Dp (X, Y ) et dp (T ) ≤ πp∗ (T ∗) .

Alors

πp∗ (T ∗) = dp (T ) .
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Chapitre 3

Quelques propriétés opérationnelles

de l’opérateur adjoint p−sommants

Le troisième chapitre est consacré à l’étude approfondie des théorèmes qui sont les orig-

inales résultats de [12]. Qui est la prouve si u∗ l’opérateur adjoint de u est p−sommants
on a bien l’existence de quelques propriétés de sommabilité séquentielles pour l’opérateur

u, tous les résultats de ce chapitre sont articulés sur l’espace lp〈X〉.

3.1 Propriétés opérationnelles

Définition 3.1.1 [6] On dit qu’un espace de Banach X est de type p ∈ [1, 2] s’il existe une

constante cp > 0 telle que pour toute famille finie x1, ..., xn ∈ X d’élements de X on ait∫ 1

0

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

rk (t)xk

∥∥∥∥∥
2

dt

 1
2

≤ cp.

(
n∑
k=1

‖xk‖P
) 1

p

.

Les plus petites constantes dans les définitions ci-dessus sont notées Tp (X).

Théorème 3.1.1 Soient X et Y deux espaces de Banach et u est un opérateur linéaire

continu de X dans Y. Si u∗, L’opérateur adjoint de u, est p−sommants pour certain p ≥ 1,

alors pour tout q ≥ 2, u prend presque toutes les séries inconditionnellement sommables de

X dans un membre de `q
∧
⊗π Y.
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Preuve. D’après le théorème de Bu et Diestel et le théorème de Hoffmann-Jorgensen,

pour prouver le théorème, nous avons besoin de prouver seulement que u prend des membres

de Rad (X) dans un membre de `q 〈Y 〉 . Puisque u∗ est p−sommants, par le théorème de
domination de Pietsch ([1] or [6], p.44) il ya une mesure de probabilité µ régulière sur BY ∗∗ ,

tel que : pour tout y∗ ∈ Y ∗, on a

‖u∗y∗‖ ≤ πp (u∗) .

 ∫
BY ∗∗

|〈y∗, y∗∗〉|p dµ (y∗∗)

 1
p

.

Où πp (u∗) est la norme de p−sommants de u∗.
Maintenant pour tout x1, . . . xn ∈ X et tout y∗1, . . . , y

∗
n ∈ Y ∗, par l’inégalité de Khinchin

et l’inégalité de Kahane

n∑
k=1

|〈uxk, y∗k〉| =

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

〈uxk, θky∗k〉
∣∣∣∣∣ , (θk = sign 〈uxk, y∗k〉)

=

∣∣∣∣∣
∫ 1

0

〈
n∑
k=1

rk (t)xk,
n∑
k=1

rk (t)u∗θky
∗
k

〉
dt

∣∣∣∣∣ .
D’aprés l’inégalité de Hölder

≤

∫ 1

0

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

rk (t)xk

∥∥∥∥∥
p∗

dt

 1
p∗ (∫ 1

0

∥∥∥∥∥u∗
(

n∑
k=1

rk (t) θky
∗
k

)∥∥∥∥∥
p

dt

) 1
p

.

D’aprés l’inégalité de Kahane

≤ K2.P ∗

∫ 1

0

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

rk (t)xk

∥∥∥∥∥
2

dt

 1
2 (∫ 1

0

∥∥∥∥∥u∗
(

n∑
k=1

rk (t) θky
∗
k

)∥∥∥∥∥
p

dt

) 1
p

par le théorème de domination de Pietsch

≤ K2.P ∗ ‖(xk)nk=1‖Kad(X) πp (u∗)

∫ 1

0

 ∫
BY ∗∗

∣∣∣∣∣
〈

n∑
k=1

rk (t) θky
∗
k, y

∗∗

〉∣∣∣∣∣
p

dµ (y∗∗)

 dt

 1
p

= K2.P ′πp (u∗) ‖(xk)nk=1‖Rad(χ)

 ∫
BY ∗∗

(∫ 1

0

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

rk (t) |〈θky∗k, y∗∗〉|
∣∣∣∣∣
p

dt

)
dµ (y∗∗)

 1
p
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par l’inégalité de Khinchin

≤ K2.P ∗πp (u∗) ‖(xk)nk=1‖Rad(χ)Bp

 ∫
BY ∗∗

(
n∑
k=1

|〈θky∗k, y∗∗〉|
2

) p
2

dµ (y∗∗)

 1
p

≤ BP K2.P ∗ πp (u∗) ‖(xk)nk=1‖Rad(X) ‖(θKy
∗
K)nK=1‖`2,w(y∗)

≤ BP K2.P ∗ πp (u∗) ‖(xk)nk=1‖Rad(X) ‖(y
∗
K)nK=1‖`2,w(y∗) .

Cela montre que pour chaque (xn)n ∈ Rad (X) et on a (y∗n)n ∈ `2,w (Y ∗) ,
∞∑
n=1

|〈uxn, y∗n〉| <
∞. Noter que `q∗,w (Y ∗) ⊂ `2,w (Y ∗) pour q∗ ≤ 2.

Donc nous avons pour chaque (xn)n ∈ Rad (X) et chaque (y∗n)n ∈ `q∗,w (Y ∗) ,
∞∑
n=1

|〈uxn, y∗n〉| <
∞.
C’est pour chaque (xn)n ∈ Rad (X) , (uxn)n ∈ `q 〈Y 〉 .

Corollaire 3.1.1 Soient X et Y des espaces de Banach et u est un opérateur linéaire con-

tinue de X à Y . Si u∗ est p−sommants pour certains p ≥ 1, alors pour tout q ≥ 2, u prend

des série inconditionnellement sommables dans X dans les membres de `q
∧
⊗π Y.

Rappelons que dans [7] une série
∑

n xn converge inconditionnellement dans un espace

de Banach X si et seulement si la série
∑

n en⊗xn converge en
∨

`1 ⊗ε X, le produit tensoriel
injectif de `1et X. Alors on a les résultats suivants.

Corollaire 3.1.2 Soient X et Y deux espaces de Banach et u un opérateur linéaire continue

de X dans Y. Si u∗ est p−sommants pour certains p ≥ 1, alors pour tout q ≥ 2, u prend des

membres de
∨

`1 ⊗ε X dans un membres de `q
∧
⊗π Y.

Remarque 3.1.1 Maintenant laissez nous considérer l’inverse de théorème 3.1.1. si u

prend presque tous les séries inconditionnellement sommables de X dans un membres de

`q
∧
⊗π Y pour tout q ≥ 2, est u∗ p−sommants pour certains p ≥ 1 ? La réponse est non en

général. Par exemple, on sait d’après [7] que si X = L1 [0, 1] alors Rad (X) = `2
∧
⊗π X.

Donc l’opérateur de l’identité sur L1 [0, 1] prend presque tous les série inconditionnellement

sommables de L1 [0, 1] dans un membres de `2
∧
⊗π L1 [0, 1] . Mais l’opérateur de l’identité sur

L∞ [0, 1] n’est pas p−sommants pour tous p ≥ 1. Le cas où l’espace de domaine de type 2 la

réponse est où alors on a :
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Théorème 3.1.2 Soient X et Y deux espaces de Banach tel que X de type 2, et soit u un

opérateur linéaire continu de X dans Y. Alors u prend presque tous les série incondition-

nellement sommables de X dans membre de `2
∧
⊗π Y si et seulement si u∗ est 2−sommants.

Preuve. Par le théorème 3.1.1, il suffi t de montrer seulement que si u prend presque

tous les série inconditionnellement sommables de X dans membre de `2
∧
⊗π Y. Alors u∗ est

2−sommants. C’est bien connu qu’un opérateur de l’espace de Banach E dans un espace

de Banach F est p−sommants (1 ≤ p <∞) si et seulement si il prend des membres de

`p,w (E) . Dans un membre de `p (F ) . Donc pour prouver le théorème, nous avons besoin de

montrer seulement que si u prend un membre de Rad (X) dans membre de `2 〈Y 〉 . Alors u∗

prend des membres de `2,w (Y ∗) dans des membres de `2 (X∗) . En effet soit (xn)n ∈ `2 (X)

et (y∗n)n ∈ `2,w (Y ∗) .

Puisque X est le type 2, d’aprés ([6] proposition 12.4, p.233) , tel que (xn)n ∈ Rad (X)

et aussi (uxn)n ∈ `2 〈Y 〉 . d’où
∞∑
n=1

|〈uxn, y∗n〉| <∞.

implique,
∞∑
n=1

|〈xn, u∗y∗n〉| <∞.

Donc (xn)n est arbitraire dans `2 (X) , (u∗y∗n)n ∈ `2 (X∗) .
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