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Résumé

Soient X et Y deux espaces de Banach. Soit v un opérateur linéaire continu de X dans
Y. Dans ce mémoire on va étudier le travail de Bu et Kranz qui montrent que si I'opérateur
u* qui est 'adjoint de u est p—sommants pour p > 1 alors pour tout ¢ > 2, u prend
(presque) les séries inconditionnellement sommables de X dans un membre de [, @?ﬂ Y qui
est le produit tensoriel projectif de [, et Y.

Mots Clés : Espace de Banach ordonné, opérateur adjoint, opérateurs p—sommants,

opérateurs positifs.
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Espace des opérateurs borné 7' : £ — F.



Introduction

Plusieurs chercheurs en Mathématiques a investi a la théorie des opérateurs p—sommants
par exemple J.S.Cohen [9] et H Apiola [4] faisons des travaux sur les opérateurs linéaires
p—sommants aussi pour les linéaires avec des adjoints p—sommants ot ils montrent que pour
un espace de Banach X et 1 < p < oo on peut exprimer le produit tensoriel projectif de
et X. note [, <}£7r X comme un espace de Banach de suites {,(X). Pour plus ) dinformations
nous vous référons ( Q. Bu, J. Diestel [10] ). A l'aide de l'espace de Banach [,(X) et les
inégalités de Khinchin et de Kahane aussi le Théoréme de domination de Pietsch Q.Bu [11] &
déduire une propriété des opérateurs p—sommants qui est : ce dernier type d’opérateurs ont
des espaces de Hibert comme domaine. Aussi Cohen [9] & déduire directement de I’adjoint,
la propriétés suivante si u est fortement p—sommants. Alors u* est p*—sommants dans le
méme cadre d’étude concernant la théorie des opérateurs et leur sommabilité. On a préféré
dans ce mémoire de prendre en détail et profondément un travail fiat par Q.Bu et P.T.Kranz
en 2005 voir [12]. La dont les auteurs ont montré que pour un opérateur linéaires continu u
d’un espace de Banach X dans un autre de méme nature. Si u* 'opérateur adjoint de u est
p—sommants pour les réels ¢ > 2, alors u prendre (presque) les séries inconditionnellement
sommables de X dans un membre de [, é\w Y qui est le produit tensoriel projectif de [, et
Y. Ce mémoire est construisait de trois chapitres.

Dans un initiative chapitre on va citer une collection forme de quelques définitions,
propriétés et formules de bases qui nous sera utile & la suite de notre travail. Par exemples
les espaces vectoriels, les Banach, les opérateurs linéaires et quelques standards inégalités.
A la fin on porte un résumé d’identification pour quelques espaces de suites connus.

Dans un deuxiéme chapitre on va mentionner quelques concepts, résultas et théoréemes

fondamentaux qui nous sera utiles a la suite de notre étude strtout dans les démonstrations



Introduction

des théoremes principaux du troisiéme chapitre qui sont le but de ce mémoire. Comme
exemple des concepts on a définie le produit tensoriel en générale aussi les produits tensoriels
projectif et injectif. En cours de ce chapitre on a choisi de faire ’annonce de ’espace
des opérateurs p—sommants. En effet, comme principal outil on va citer le Théoréme de
domination de Pietsch. A la fin de ce chapitre on a prés ’attention de faire une représentation
des deux importantes inégalités qui sont les inégalités de Khinchin et de Kahane. Sans
oublier de rappeler les théorémes références qui nous serons besoin au troisiéme chapitre.
Le troisieme chapitre est consacré a 1’étude approfondie des théorémes qui sont 1’original
résultat de [12]. Qui est la prouve si u* 'opérateur adjoint de u est p—sommants on a bien
I’existence de quelques propriétés de sommabilité séquentielles pour 'opérateur u, tous les

résultats de ce chapitre sont articulér sur 'espace [,(X).



Chapitre 1

Notations et préliminaires

Dans ce chapitre on va citer une collection de quelques définitions, propriétés et formules
de bases qui nous sera utile a la suite de notre travail. Par exemples les espaces vectoriels,
les Banach, les opérateurs linéaires et quelques standards inégalités. A la fin on porte un

résumé d’identification pour quelques espaces des suites connus.

1.1 Espaces vectoriels

Définition 1.1.1 un espace vectoriel est un ensemble formé des vecteurs, de sorte que l’on
puisse additionner (et soustraire) deux vecteurs u, v pour en forme troisiéme u+uv (ouu—v)
et ausst a fin que l'on puisse multiplier chaque vecteur u d’un facteur X € R ou C pour

obtenir un vecteur \u.
Définition 1.1.2 Un k—espace vectoriel est un ensemble non vide E muni :
e D’une loi de composition interne, c’est-a-dire d’une application de E X E dans E :
ExE — FE
(x,y) — z+y.
e D’une loi de composition externe, c’est-a-dire d’une application de k X E dans E :

kxFE — FE
A\, ) — Az



1.2. Espace de Banach

1.2 Espace de Banach

Définition 1.2.1 Soit (x,,), . une suite dans un espace vectoriel normé X.
1. On dit que la suite (x,,), o converge vers un point o de X si :

Ve>03aN >1,n> N = ||z, — of <e.

2. On dit que la suite (x,,), oy est une suite Cauchy si :

Ve > 03N > 1,m,n > N = ||z, — x| <e.

Définition 1.2.2 (Espace de Banach) Soit X un espace vectoriel normé, on dit que c’est
un espace de Banach s’il est complet. Autrement dit, X est complet si toute suite de Cauchy

dans X est convergente.

Théoréme 1.2.1 Un espace de Banach (X, |-]|) est un espace vectoriel normé complet.
Autrement dit X est un espace de Banach si et seulement si toute série normalement con-

vergente est une série convergente. La boule unité fermée de l’espace X est définie par

By ={reX,|o] <1}.

1.2.1 Espace de Banach réflexif

Soit X un espace de Banach et soit X* son dual topologique. On définit ’espace bidual
X**de X comme étant ’espace dual de X*. Il existe une application linéaire canonique

Jx : X — X** associant a x € X la forme linéaire Jy(x) : X* — K définie par
Ix(2)(z%) = (Jx(@),27) = (z,27).

Pour toute forme linéaire * € X*. Cette définition entraine que I’application linéaire

Jx : X — X est une isométrie, en effet, pour tout x € X on a

[x (@) = sup [(Jx(x),2%)| = sup |(z,2%)| = [l
ll=ll<1 [la* <1

Alors on peut dire que Jx est une injection canonique et on écrit
Jx : X — X,

En général I'application Jx n’est pas surjective.



1.3. Exemples des espaces de Banach classiques

Définition 1.2.3 Soit X un espace de Banach. On dit que X est réflexif si Jx est surjec-
tive. i.e. Jx(X)= X** isométriquement. Lorsque X est réflexif on identifie implicitement

X et X** (a laide de l'isomorphisme Jx ).

Proposition 1.2.1 Soit X un espace vectoriel normé, alors toute suite convergente est une

suite de Cauchy.
Preuve. Soit (z,), suite converge vers point « de X on a
Ve >03IN > 1,1 > N = |z, —«af| <e, I € {n,m}.
Donc, pour tout I > N, on a
[0 = 2| < fl2n —all + la = zml| <e+e =2,

et donc z,, — x,, — 0 pour n,m — 0cc. W

1.3 Exemples des espaces de Banach classiques

Pour p > 1 on note p* le conjugué de p défini par la formule % + }% = 1. On pose p* = oo si

p =1
(1) L’espace C (K)
Soit K un espace topologique compact. L’espace de Banach C (K) est défini par :
C(K)={f: K — K: continue} .

Muni de la norme

Iflloe = sup|f ()], f € C(K).
(2) L’espace L?
Soit (£2, M, i) un espace mesuré et 1 < p < 0o, on définit ’espace de Lebesgue LP(2) par

LP(U M, pn) = LP(u) :== {f : 2 — R, mesurable et / |fIPdp < oo}



1.3. Exemples des espaces de Banach classiques

LP(u) est un espace de Banach muni de la norme

i1, - ( / \f<x>|pdu>’l’.

Pour p = 0o nous avons f € L>(u) s’il existe C' > 0 telle que

|fI<C. ppp. (1)
L (1) est un espace de Banach muni de la norme

| fll ;oo = inf {C, veérifier (1)} .
(3) L’espace /,
Soit 1 < p < co. On note par ¢, 'espace de Banach des suites scalaires p-sommables

by = 6p(K) = q &= (z:); CK: ()], == (Z !wi\p> < oo

i>0

loo = {x = (z1); C K [[(z0);]l o, = sup || < —i—oo} :

La propriété suivante, que nous énongons sans démonstration, est une conséquence du

théoréeme de Hahn-Banach sur le prolongement des formes linéaires.
Proposition 1.3.1 [5] Soit X un espace de Banach. Pour tout x € X on a

|zl = sup [z, 2")]. (2)
Ja*1<1

Ceci suggeére la définition suivante.

Définition 1.3.1 Soit X un espace de Banach. On dit qu’un sous-ensemble K de By« est

normant st

|z|| = sup [{z,2")|, pour tout x € X. (3)
z*eK

On définit aussi l'espace des suites scalaires convergentes vers zéro

co = {x = (z;), CK: lim |z = 0}

1 ——+00

cet espace est un sous-espace fermé de {, muni de la norme sup .



1.4. Opérateurs linéaires bornés

1.4 Opérateurs linéaires bornés

Définition 1.4.1 Soient X,Y deux espaces normés et u: X — 'Y wune application. Elle

est linéare si et seulelement si,
LVe,ye Xtu(z+y)=u(x)+uly).
2. Ve e X,VAeR:u(Ax) = du(x).

On note L (X,Y) l'espace des applications linéaires, on le muni de deux opérations

algébriques suivantes :
1. Vo € X : (ugrus) () = us(z) + ug ().
2. Ve e X,VAeR: (\u) (z) = A(u(z)).

Définition 1.4.2 Un opérateur linéaire T' : X — Y entre deux espaces de Banach est dit

borné s’il existe une constante C' > 0 telle que
|Tz|| < C ||, pour tout z € X.

Dans ce cas, pour tout x € X, on définit

1T = mf{C: | Tzf} < Cfl][}

= sup ||[Tz||
$EBX

= sup [Tz
Jall=1

_ gyl
P
x#0

On note par L(X,Y") lespace vectoriel des opérateurs linéaires bornés de X dans'Y qui est

un espace de Banach sur K (=R ou C) muni de la norme définie par (4).

Proposition 1.4.1 Soient X et Y deux espaces normés. St Y est un espace de Banach

alors L (X,Y) est aussi un espace de Banach.

Le dual topologique
L’espace des formes linéaires continues sur X est dit le dual topologique de X, noté X*, i.e

(X* = L(X,K)). Pour z* € X* et x € X on notera généralement (z,z*) au lieu de z*(z).



1.4. Opérateurs linéaires bornés

1.4.1 L’adjoint d’un opérateur linéaire borné

Définition 1.4.3 Soient X,Y deux espaces vectoriels normés. Pour un opérateur linéaire

borné T € L(X,Y), on définit Uopérateur T* : Y* — X* par
(T'(2),y") = (&, T*(y")) VeelX, y e¥"

est appelé 'adjoint de T

Proposition 1.4.2

(1) Soit T € L(X,Y) alors T* linéare et |T|| = ||T*] .

(2) L’application suivante est linéaire

[:L(X)Y) — L(Y*XY)
T — I(T)=T"

(8) PourtoutT e LIX,Y) etSeL(Y,Z) ona(SoT) =T*"oS*.
Preuve.
(1) Soient yi, y3 € Y*, et a €k on a

(x, Ty +y3)) = (T'(x), ayy +y3)
= ofT(2), y1) +(T'(x), y3)
= (z, oT"(y7)) + (2, T"(y3))
= (z, oT"(y7) + T"(y3))-

Donc pour tout z € X on a
T (owy +y3) = oT"(y1) + T (y3).
Ce qui implique que T est linéare. Il est aussi borné puisque

[y (T'(x)| < |y

ly”|

T(x)HY
Tl =l

Y*

IA

Y*



1.4. Opérateurs linéaires bornés

par conséquence

T* *

— s |T*(y*) (z)|
lzz0 ]l
< Ny lly- 1T,

17" (y7)]

X*

Y*
ce qui implique que T* € L (Y*, X*) et ||| < ||T]] .
Pour montrer 'inégalité inverse, nous prouvons que

IT(@)ly < 1T lz]lx V= € X.

L’opérateur adjoint implique que

ly (T(x)] < 1Tl ¢ 1zl ¢
< ||y*|Y* T*“ ||5E||X>
et
y* (T (x .
sup LN oz, v e .
lyrli0  1Y* [y

Ce qui termine la démonstration.
|

Remarque 1.4.1 Soient X, Y deux espaces normés et T € L (X,Y). Alors le diagramme

sutvant est commutatif.

x Ly

JX l l JY

Autrement dit, pour tout x € X, on a T** (Jx (z)) = Jy (T (x)).

Isomorphisme, isométrie

L’application linéaire T : X — Y est dite isomorphisme si T' est bijective continue et 7!

continue.
De plus si || T(z)|| = ||z|| pour tout z € X, on dit que T" est une isométrie, si I'isomorphisme
T : X — T(X) vérifier | T(x)|| = ||z|| pour tout € X, on dit que T est une isométrie

injective et on écrit T': X — Y.

10



1.5. Espaces des suites a valeur dans un espace de Banach

Inégalité de Holder généralisé
Soient (X, ||||) un espace vectoriel normé, (x;);_, , (v;);_, deux suites finies d’éléments de X

et p,q,r € [1,+oo[ avec + = ]% + %. Alors

(Z(Hxin ||yi||>7‘>r < (Z ||xi||p) (Z ||yz-||Q) ; ()

i=1

Q=

1.5 Espaces des suites a valeur dans un espace de Ba-
nach

Soient X et Y deux espaces de Banach.

(1) On désignera par £,(X) l'espace de Banach des suites p-sommables d’éléments de X

dont la norme est

3=

H(%)z”p = (Z H%Hp> pour 1 < p < o0,
i=1

et par £, (X) l'espace de Banach des suites bornées, normé par

1(0);llo = sup [l2:]] -
(2

(2) On désignera par cy(X) 'espace de Banach des suites (z;), d’éléments de X convergeant

vers 0. Notons que ¢o(X) est un sous-espace fermé de /o, (X') muni de la norme |-|| . .

(3) On désignera par £, ,(X) I'espace de Banach des suites (z;), d’éléments de X faiblement

p-sommables, c’est & dire des suites (z;), vérifiant
((w;, z™)), € £,, pour tout z* € X*,
muni de la norme définie par

(@i)ill,e = sup [[((zi, 27))ill,,

[lz*]I<1

c’est-a-dire

3 =

o0
5l =530z (S awa)?) 51 << ox
1=

1)l oo = 1)l sip = oo.

11



1.5. Espaces des suites a valeur dans un espace de Banach

< 1} (6)

e Sil<p<oo,ona

I (. —M{Zx%

particuliérement, pour X =K, on a

I (zn —sup{

'H@MAthQW{

et € X5 ()2

Tl

ae nmu<1}
st

e Pour p = 00, on a loo, (X) = Ly (X) isométriquement.

TL:CTL

+oo
n;l/\nxn {l (An)nz

e Soit 1 < p < +o0, alors, £, (X) C l,., (X).

(4) On désignera par ¢, (X) 'espace de Banach des suites (z,,), d’éléments de X Cohen

fortement p-sommables , c’est & dire des suites (z,,), vérifiant
0,(X) = {a_c = (zn), € X: 21 {C,, Tn) [P < 00,V(,, € Kp’:w(X*)}

Théoréme 1.5.1 4, (X) est un espace normé pour la norme H(mn)@lucp définie par: pour

tout v = (z,,) _ € L,(X), ona

n>1

= s S ¢,

C
R [ (S N

n>

@),

Proposition 1.5.1

(1) Soitl <p< oo, ona
lp (X) C by (X) Tl (X),

pour tous () -, € l, (X) ;

H(In n>1pr — ” n>1H H(x”)nlec,p

(2) Sip=1,o0na
0 (X) =6 (X) et || (za)iZy =] (n)ny llea -

12



1.5. Espaces des suites a valeur dans un espace de Banach

Preuve.

(1) Ona: £, (X) Clyu (X) et || (@n)n [lpw<I (@n)n [, -

[e.o]

D’autre part, soit (z,),_,

€ £, (X), d'apres (6) et comme By . (x) C By, (x) ona

P

O A OIED

+o0o
— *
= sup k()
(902)30:1€Blp* (x) In=1
—+o00
3
< sup z ()
(@7)71€Be s, (x) In=1

= I @n)azs llep -
Alors, £, (X) C by (X) et || (zn)iy <1 (@n)Zy llep -

(2) Pour p=1,p* = oo, soit (z,),—, € 1 (X), d’apres (6) on a :

n=1

00
ez e = 5 o
n=1
+o0o
- sup Ty ()
(I,’Q);’LO:lEBZOO(X) n=1
+o00
= sup > % (Tn)
(1:1)20=1€B£oo,w(x) n=1

= | (zn)zozl HC,l .

n
Proposition 1.5.2 ¢, (X) est un espace de Banach.

Preuve. D’apres le Théoréme 1.5.1 || . ||, est une norme. Donc, il suffit de montrer
que ¢, (X)) est un sous-espace vectoriel complet.

Soit (2,)22, une suite de Cauchy dans ¢, (X) telle que z,, = ()2, :
Ve > 0,3ng € N,Vn,m > ng :f| 2y — T, ||ep< €
d’apres la Proposition 1.5.1 on a

20 = &m [[p<I| #n = 2m llep< e

13



1.6. Espace de Hilbert

donc (z,,)72, est une suite de Cauchy dans l'espace de Banach [, (X). On pose

lim z, =z, et v = (7).

n—-auoQo

<e,

“+oo
fo (Tni — Tm,i)

=1

ln = am llep=_sup
T7)21€ Bl (%)

our m — 00, cela donne
)

+o0o
> wi(wn; — )

i=1
prwS 1}

sup <e.

(27)21€Be ,(x)

Ce qui implique que || z, — x [|.»< €, alors

+o00
I loy = sup{ 2 ()
=1

—+o00
= sup{ | (0 ) + 07| ] (D s 1)
=1 +o00 +o00
< sup v} (Ti — )| + sup > 27 (Tn)
[1(@7)52 1 Ip ,w<1 li=1 1(@7)52 lp,w<1 i=1
< el znllep
< Q.

Donc, x = (x;)2, € ¢, (X), alors, lim =z, =z dans ¢, (X), d’ou ¢, (X) est complet. =

n—-s-—+oo

1.6 Espace de Hilbert

Les espaces de Hilbert sont des espaces de Banach muni d’un produit scalaire (.,.). On
note en général par H. L’espace de Hilbert qui a été introduit par David Hilbert en 1909
pour développer I'analyse fonctionnelle abstraite. La norme induite par un produit scalaire

définie par
11l = VAF £)-

Remarquons que, toutes les propriétés de la norme sont vérifiées, due a la notion de
produit scalaire, sauf peut étre I'inégalité triangulaire, ot on doit faire intervenir 'inégalité

de Cauchy Schwarz,

(Sl < ANl VS g € H

14



1.6. Espace de Hilbert

Définition 1.6.1 Soient H et H deux espaces de Hilbert sur le méme corps k et soit f un
opérateur de H dans H', on dit que f est un opérateurs linéaire bornés de H dans H . Si f

est linéaire et il existe une constante M > 0 tq :
(@)l < M|zl Vo€ H.
Notation 1.6.1

e L’espaces des opérateurs linéaire bornés de H dans H' est noté L (H H /) .

o L’ensemble des opérateurs bornés de H dans lui méme est noté par L (H).

1.6.1 Adjoint dans un Hilbert

Définition 1.6.2 Soit H un Hilbert et T € L(H). L’adjoint de T est l'opérateur linéaire

borné, note T vérifiant

(x, Ty) =(T" x, y)Vx,y € H. (7)

Théoréme 1.6.1 (Opérateur adjoint ) Soit T € B(H, K) il existe un opérateur unique
T* € B(K, H) tel que :

(x, Ty) =(T" z, y) Vr,y € H x K.
De plus ||T|| = ||T*||, T* est appelé l'adjoint de T.

Proposition 1.6.1 Soit H, K, L trois espaces de Hilbert, soit T : H — K et S : K — L

deux opérateurs linéaire bornés, alors on a :
1. (T =T.
2. (SoT)" =T*o S*

.| T* o Tl = ||T*.
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Chapitre 2

L’espace 7, (X,Y) et quelques

fondamentales inégalités

Dans ce deuxiéme chapitre on va mentionner quelques concepts, résultats et théoréemes
fondamentaux qui nous seront utile pour la suite, sur tout dans les démonstrations des
théorémes principaux du troisieme chapitre qui sont le but de ce mémoire. Comme exemple
des concepts on a définie le produit tensoriel en générale aussi les produits tensoriels projectif
et injectif. En cours de chapitre on a choisi faire 'annonce de ’espace des opérateurs
p—sommants. En effet comme principal outil on va citer le théoréme de domination de
Pietsch. A la fin de ce chapitre on a prés I'attention de faire une représentation des deux
importantes inégalités qui sont les inégalités de Khinchin et de Kahane. Sans oublier de

rappeler les théorémes références qui nous sera besoin au troisiéme chapitre.
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2.1. Le produit tensoriel

2.1 Le produit tensoriel

Définition 2.1.1 Soient X et Y deux espaces vectoriels sur un corps commutatif K. Il
existe un espace vectoriel, noté X ® Y, et une application bilinéaire
o : XxY — X®Y, onpose (p(z,y) =rQy)

ayant la propriété suivante : pour tout espace vectoriel G, et pour toute application bilinéaire
u de X XY dans G, il existe une et une seule application linéaire v de X ® Y dans G telle
que

u=voyw ouencoreVr € X,y €Y, u(x, y) =v(r®vy).

Sotent X etY deux espaces de Banach on note par

X®Y:{in®y1: neN, e X, yiEY}.

i=1
Sur ’espace vectoriel X ® Y on va définir deux normes.

Norme tensorielle projective

Définition 2.1.2 Soient X, Y deux espaces de Banach. La norme projective m sur X ®Y

est . .
7 (u) =inf{Z||wi|| lyill = u= Zm@yi}
i=1 i=1

tel quem: XY — R, etVue X ®Y.
A
On note par X @, Y = (X QY, 7) et par X ®, Y le complété de X ®, Y.

Norme tensorielle injective

Définition 2.1.3 On définit la norme injective de u par

e(u) = sup{ Zx* () y* (yi)|, ° € Bx«,yx € By*} .
i=1

Notation 2.1.1 On note X ®.Y le produit tensoriel X ® Y muni de la norme injective.
V
Le complété de X ®.Y pour cette norme sera noté X ®. Y, qui appelé le produit tensoriel

injective de X etY.

Théoréme 2.1.1 (Bu et Diestel ) Pour un espace de Banach X et1l < p < 0o, £, (X)

A
isométriqguement isomorphe a €, @, X, le produit tensoriel projectif de ¢, et X.
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2.2. Fonction de Rademacher

2.2 Fonction de Rademacher

Il est remarquable que les fonctions de Rademacher jouent un roéle trés important dans
I'inégalité de Khintchine. On définit les fonctions de Rademacher r, : [0,1] — R, n € N,
par

rn (t) = sign (sin (2"7t)) .

La caractéristique la plus importante de ces fonctions est qu’elles ont des propriétés d’orthogonalités.

On peut ajouter d’ou elles viennent :

e Sin <m,r, estconstant sur chacun des “Périodes” de r,, et f TnTm = 0.
e Sing <mng < ---<nyetpy, po,...pp sont positifs ou nuls, alors

1 1 si tous les p; sont pairs
/ (8- (1) db = by sont p
0

0 si non

Une conséquence immeédiate est que les 7, forment une suite orthonormale dans L, [0, 1]

[ Zen

Les fonctions de Rademacher sont aussi importantes d’un point de vue combinatoire. Remar-

et on a :

2
dt =" a,|* V() € b

quer que comme ¢ jeux a travers [0, 1], le vecteur (ry (t),...,7, (t)) représente tous les choix
possibles de signes (1, . ..,¢&,) ou ¢; = £1. De plus, chaque choix particulier (e1,...,&,) est
également probable, se produisant sur un ensemble de mesures 27". Nous force a dire que

S _qarr(t) =Y, _, £ax pour certains “aléatoire” choix de signes +. En particulier,

1| n n
/0 ;a;ﬂ”k (t) dt = 27" Z Zakak

tout e, = +1 | k=1
n
= Moyenne de g +ay| sur tous les choix =+ .
k=1

Une importante inégalité classique due & Khinechine en 1923 nous dit comment estimer

cette moyenne. Noter aussi cela

max
0<t<1

Z ATk (t)

n
=2l
k=1

18



2.3. Les inégalités de Khintchine

Car ces fonctions de Rademacher sont indépendant il peut étre montré que

/Olfl(rl(t e (r (8)) dt = (/flrl dt> (/fnrn dt)

pour un n et toutes fonctions continues fi, fo, ..., f,. Quelques auteurs prennent cette for-
mule comme la définition de la propriété d’indépendance et nous pourrions faire le méme

(seulement la conséquence d’indépendance qui nous aurons besoin).

2.3 Les inégalités de Khintchine

C’est un fait d’analyse de fourier classique que tout série trigonométrique Lacunaires, tel

(zw ) ,

pour chaque 0 < p < oco. Ce n’est pas trop surprenant que les Rademacher classent des

que (sin (2"7t)), satisfies

n

Z ak sm 2k7rt

k=1

parts cette propriété.

Définition 2.3.1 Une suite (xn)@ld’un espace de Banach X est appelée Rademacher-
sommable, et on note (x,) € Rad (X) si la série Y ry,x, converge pour (Lebesque), pour
tout t € [0,1]. Dans ce cas on a

2

Rad (X) = { (z,), € X": dt < 0o

t) ,

Avec la norme )
2 3

E TTL n

Théoréme 2.3.1 (Inégalité de Khintchine [6], P. 10) Pour tout 1 < p < 00,il existe

”(xn) HRad

des constantes positives A, et B, telles que pour toute suite v, ..., o, € ly,0n ait :

() < () <o ()

En général, on ne peut pas remplacer la valeur absolue par la norme d’un espace de Banach.
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2.4. Inégalité de Kahane

Démonstration. On traite ici le cas o p = 4, qui est le cas que nous utiliserons plus
1
/O <
1
— / (Z T (t)) (Z ;T (t)> (Z Ty (t)) (Z Ty (t)) dt
0

i1 <n j<n <n I<n

= Z OziajOéqu/O T (t) ] (t) Ty (t) Tr (t) dt

©,5,61 <n

= 3 Z a?a?—?Za?

i,j<n i<n
2 2
< 35 a; E aj.
1 <n ij<n

n
= 3 (Z ak> . Par suite, on a :
k=1
n
Z QT
k=1

loin.
4

ARTE (t) dt

IN

n
E QgTk
k=1

£2[0,1] L4[0,1] £2[0,1]

[
Donc on peut poser By = 31 et Ay =1
Le cas général est traité dans les pages 11 — 12 de [6]

2.4 Inégalité de Kahane

Soit 1 < p,q < oo. Il existe alors une constante K,, > 0 telle que pour tout espace de
Banach X et zq,...,2, € X on ait
1
q 1

(f o) <k () ”dt); |

Théoréme 2.4.1 ( Hoffmann-Jorgensen ) [6/ Soit (x,), une suite dans un espace de

n

Z Tk (t) T

k=1

n

Z Tk (t) T

k=1

Banach X. Alors la série de Rademacher ) r,(t)x, converge en X pour presque tout
t € [0,1]. Si et seulement si la série Y 1, (.)x, converge en Ly ([0,1],X) pour tous

0<p<oo.

Démonstration. dans les pages 232 de [6] or [8].

20



2.5. Les opérateurs linéaires p-sommants

2.4.1 Série inconditionnellement sommable de X

Proposition 2.4.1 Soit (z,,), une suite des vecteurs dans un espace de Banach X. Alors

les propriétés suivantes sans équivalentes:

1. La série ~ Tr(n) converge pour toute permutation w des intégres.
(n) 9 g

2. La série Y| x,, converge pour toute les choiz de ny < ny < ng

3. La série > | 0,2, converge pour toute les choix de signes 0,,( i.e. 0, = £1).

>

i€9

4. Pour tout € > 0 il existe un intégre n tel que < € pour tous ensembles finis

des intégres qui vérifient que min {i € 0} > n.

P o0 . P b s 24 2 \ 24 2
Remarque 2.4.1 La série )~ |, qui vérifier l'un des propriétés ou toutes les propriétés
de la précédente proposition dite une série inconditionnellement sommable ot incon-

ditionnellement convergente.

2.5 Les opérateurs linéaires p-sommants

Nous allons dans ce paragraphe rappelé la notion d’opérateurs p—sommants introduite

par Pietcsh por plus d’information voir [[1], [3], [6]] .

Définition 2.5.1 Soient X,Y deuz Banach dontY réticulé et T € B (X,Y). On dira que
T est p—sommants pour 0 < p < 0o si et seulement si il existe une constante C' > 0 telle

que ¥n € N, V{z1,....,2,} C X, on a

(Z HT(%)H”> < Cg:gp* (Z < i, & >!p> p (8)

1
On note par

T (X,Y)={T:X — Y linéaires p — sommants}

et m,(T) = inf{C, vérifiant la définition (8)}.

Exemple 2.5.1 Soit K un espace compact de Hausdorff, soit p une mésure positive sur K

et soit 1 < p < o0.
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2.5. Les opérateurs linéaires p-sommants

(1) Pour chaque ¢ € L,(p), on définit opérateur de multiplication
T, : C(K) — L
f — [

cet opérateur est linéaire et p—sommants de plus m,(7,) = |¢||, -

(2) L’opérateur canonique
Jp o C(K) — Ly(p)
f — f

est p—sommants de plus 7,(.J,) = u(K)>.

ST

Soit X, Y deux espaces de Banach. On note par X®.Y le produit tensoriel injectif, i.e., le
complété de X ® Y muni de la norme

—sup{ v < 1}.

Soit 7" : X — Y un opérateur linéaire entre X espace de Banach et Y espace Banach

n

S04 (6) @ (77)‘ el

=1

Yo Ry < <L [E

i=1

réticulé. On dira que 7' est p—sommants, 0 < p < oo (on écrit T € 7, (X,Y)), s'il existe

une constante positive C' telle que pour tout n dans N les opérateurs

LeT: "o X — I(Y)
Yoei®r — (T(2:))i<icn
1

sont uniformément bornés par C ( i.e., ||I, ® THZ;}&XHZ;}(Y) <C).
Dans ce cas, on pose

Tp (T) = sup [[1n @ Tl x vy -

Théoréme 2.5.1 Soit T' : X — Y un opérateur linéaire p—sommants et 0 < p < oo.

Alors, il existe une probabilité de radon \ sur (Bxs, o (X*, X)) telle que

Vo e X, |T (@) < mp (T) (/B |<m,5>|pdA<fs>)p. )

X*
Inversement, s’il existe une probabilité de radon \ sur (Bx«, o (X*, X)) et C > 0 telle que

la formule suscitée est vérifiée, alors T est p—sommants et m, (T) < C.
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2.5. Les opérateurs linéaires p-sommants

Remarque 2.5.1 (La factorisation proprement dite) L’inégalité (9) de Pietsch implique
qu’il existe T dans B (Sp,Y) tel que le diagramme suivant soit commutatif
X — Y
il T
S - Sp
N

C(K) -1 L,(K,\

avec T =T oj/Soiet HTH =7, (7).

Ou

K = (Bx+, o (X*, X)),

C (K) = {des fonctions continues sur K },

i: X — S, i(z) = ¢, qui est une isométrie injective,

S ={p,, v € X avec ¢, () =< z,£ >} qui est un sous espace fermé de C' (K),
Jj:C(K) — Ly(K, ) est I'injection naturelle, et 7, (j) =1 (j/S est j restreint a 5),
5,=7 "

Sip>1, alors

T (X, X) =L(X,X) sietseulement si dim X < oo.

Théoréme 2.5.2 ( [1], P. 345) Soient 1 <p < oo ,T : X — Y wun opérateur linéaire
(ou X,Y sont des espace de Banach). T est p-sommant si et seulement si T** : X** — Y™**

est p-sommants de plus, on a

mp (T) = mp (T7) .
Les opérateurs fortement p-sommants.

Définition 2.5.2 Un opérateur linéaire T : X — Y (X,Y sont des espaces de Banach
arbitraires ) est fortement p-sommants, 1 < p < oo si et seulement si, il existe une constante
positive C' telle que pour tout xy, ...z, € X,et tout yi,...y: € Y*, on a

1
p*

T (@), y:>|so(z||xi||p)p sup (Zm@, y:>|p*) (10)

QDGBy**
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2.6. Relation entre D, (X,Y) et m, (X,Y)

Encore une fois la classe déopérateurs fortement p—sommants de X dans 'Y, qui est notée

par D, (X, Y) est un espace de Banach muni de la norme
d, (T') = inf{C, vérifiant 'inégalité (10)}.

Théoréme 2.5.3 Un opérateur linéaire T : X — Y ( X,Y sont des espace de Banach ).
Si T est fortement p-sommants alors T* est p*-sommants, pour 1 < p < oo défini par la

1,01
formule ST = 1.

2.6 Relation entre D, (X,Y) et 7, (X,Y)

Théoréme 2.6.1 Soient X,Y deux espaces de Banach.

(1) Soit1 < p < oo. L'opérateur T dans 7, (X,Y) si et seulement si ['opérateur adjoint T*
est fortement p*—sommants de Y*dans X* et d ~(T*) = m, (T').

(2) Soit 1 < p < oo. L'opérateur T dans D, (X,Y) si et seulement si loperateur adjoint
T est p*—sommants de Y* dans X* et mp«(T*) = d, (T').

Preuve.

(1) Soient T' € m, (X,Y), Pour (z})?, C Y* et (y;*)’, C X **, on a:

n

;|<(T*(Ii),yf*>| = 2 <, T (y") >

=1
; [l [T ()l

IN

D’aprés I'inégalité de Holder

.

n «\ PF n P
< (Shar)” (S o)
< RO el s, (1< 6 >P)

D’ou
T €Dy (Y, X") et dpe (T") <, (T) .
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2.6. Relation entre D, (X,Y) et m, (X,Y)

Inversement, supposons que T € D+ (Y*, X*), pour (z), C Y* et (y;); C X C

X** on a:

-

(<T@ w >l = Ll<z T (1) >

=1

B =

IN

dy (T7) [|(27)is

n
S p (z < €3 >|p)
Z:

D’autre part on a:

(Z IIT(yi)Ilp) p = sup {Z [< @i, T (y) >[5 (1)l < ()i, C Y*}-

=1
donc
1
(ZIrr) = s, o< a0 >
1= - p 1=
1
n D
< dp (T")supe o p... (z <& >|p)
=1
D’ou

Ten,(X,Y) et m,(T) < dy (T7).

Alors dy- (T%) =7, (T) .
(2) Soient '€ D, (X,Y), Pour (z})!, C X et (y})l, CY *,

iil|<<T<a:@->,y:>| = zw<xz,T*<yz>

< 4@ (L))

1
p

1
Supge By** (Z |<€ yz >|p )

on a: )
n ) n
(ZHT* <y:>||P) — s ST () m .
=1 ‘(wz ‘ <li=1
Ou
1T (y)l, < dp(T) sup <Z|<§ Y >\p>
5 € Byxx _
donc

T* € mp (Y, X*) et mp (T*) < d, (T).

Inversement, supposons que 1" € m,« (Y*, X*) <,V (y;)i-; C Y* Tq

1T (47 )izl < e (T7) I1()i
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2.6. Relation entre D, (X,Y) et m, (X,Y)

onaV(z)l, C Xet(y)r,CcY*

21 |< (T'(@:), y; > 21 |< i, T (y7) >|
iy () (S 1)

T (T (5o

1
pT

=

IN

(S wor)

IN

donc

TeD,(X,Y) etd,(T) <mp (T").

Alors
T (1) = dy (T).

26



Chapitre 3

Quelques propriétés opérationnelles

de l'opérateur adjoint p—sommants

Le troisiéme chapitre est consacré a ’étude approfondie des théorémes qui sont les orig-
inales résultats de [12]. Qui est la prouve si u* 'opérateur adjoint de u est p—sommants
on a bien l'existence de quelques propriétés de sommabilité séquentielles pour 'opérateur

u, tous les résultats de ce chapitre sont articulés sur espace [,(X).

3.1 Propriétés opérationnelles

Définition 3.1.1 [6/ On dit qu’un espace de Banach X est de type p € [1, 2| s’il existe une

constante c, > 0 telle que pour toute famille finie x4, ...,x,, € X d’élements de X on ait
1
2 2

1 n ’
/ dt| <e, (Z ||a:k||P> .
0 k=1

Les plus petites constantes dans les définitions ci-dessus sont notées T, (X).

n

Z Tk (t) T

k=1

Théoréme 3.1.1 Soient X et Y deux espaces de Banach et u est un opérateur linéaire
continu, de X dans Y. Si u*, L’opérateur adjoint de u, est p—sommants pour certain p > 1,

alors pour tout q > 2, u prend presque toutes les séries inconditionnellement sommables de

X dans un membre de ¢, (X/>\7r Y.
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3.1. Propriétés opérationnelles

Preuve. D’apres le théoreme de Bu et Diestel et le théoréeme de Hoffmann-Jorgensen,
pour prouver le théoréme, nous avons besoin de prouver seulement que u prend des membres
de Rad (X) dans un membre de ¢, (Y). Puisque u* est p—sommants, par le théoréme de
domination de Pietsch ([1] or [6], p.44) il ya une mesure de probabilité p réguliére sur By,

tel que : pour tout y* € Y*, on a

3=

luty* ) < (") / " 5P d (™)

Ou 7, (u*) est la norme de p—sommants de u*.
Maintenant pour tout zy,...z, € X et tout y7,...,y: € Y*, par I'inégalité de Khinchin

et I'inégalité de Kahane

> Wy, )| = (uzr, Oap)| . (Or = sign (uay, yp))
k=1 k=1
1 n n
= / D k(@) x> () uOpyy ) dt] .
0 \k=1 k=1
D’aprés I'inégalité de Holder
]| n p pi* 1 n P 5
< / Zm (t) zg|| dt (/ u*( i (t) Qky,’;> dt) :
0 [ k=1 0 k=1

D’aprés I'inégalité de Kahane
1
2

1 2 1
S KQ.P* / dt /
0 0

par le théoréme de domination de Pietsch

(@) k= | ae) ™o (1) /01 /
= Ky prp (W) (@)= | Raag / (/01

Yok

n

Zrk(t)xk

k=1

Y
dt>

u* ( 7 (1) QkyZ)
k=1

hS]
T =

< K p~

3=

n

re () [0k, v™)]
k=1

dt) dp (y™)
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3.1. Propriétés opérationnelles

par l'inégalité de Khinchin

AL

D
2

< Ky pemyp (u*) ||(xkr)Z=1HRad(X) B, / <Z|<9kyZ> y**>‘2> dp (y*)
k=1

Yok

Bp Ky p+ mp (u") H(xk)Z:luRad(X) |

IN

<6Ky;{)7[l(:1 H@z,w (y*)

< Bp Kyprmy (u*) ”(xk)Z:1HRad(X) ”(y})?{:]_”fg’w(y*)'

Cela montre que pour chaque (z,), € Rad (X) et on a (y;), € low (Y*), > |(uz,, yi)| <
n=1
oo. Noter que g, (Y*) C la, (Y*) pour ¢* < 2.

[e.e]

Donc nous avons pour chaque (z,,),, € Rad (X) et chaque (y;;), € lg= 0 (Y), Z [(uzy, yi)| <

C’est pour chaque (z,), € Rad (X), (ux,), € {,(Y). n

Corollaire 3.1.1 Soient X etY des espaces de Banach et u est un opérateur linéaire con-
tinue de X a'Y. Siu* est p—sommants pour certains p > 1, alors pour tout ¢ > 2, u prend
des série inconditionnellement sommables dans X dans les membres de ¢, é)\,r Y.

Rappelons que dans [7] une série Y x, converge inconditionnellement dans un espace
de Banach X si et seulement si la série ) e, ®x, converge en @v),s X, le produit tensoriel

ingectif de lret X. Alors on a les résultats suivants.

Corollaire 3.1.2 Soient X etY deux espaces de Banach et u un opérateur linéaire continue
de X dans Y. Si u* est p—sommants pour certains p > 1, alors pour tout ¢ > 2, u prend des

Vv N
membres de {1 ®. X dans un membres de {; @, Y.

Remarque 3.1.1 Maintenant laissez nous considérer linverse de théoréme 3.1.1. si u
prend presque tous les séries inconditionnellement sommables de X dans un membres de
€q®A7T Y pour tout ¢ > 2, est u* p—sommants pour certains p > 1 7 La réponse est non en
général. Par exemple, on sait d’aprés [7] que si X = L11]0,1] alors Rad (X) = {5 é\ﬂ X
Donc Uopérateur de lVidentité sur Ly [0, 1] prend presque tous les série inconditionnellement
sommables de Ly [0,1] dans un membres de (5 ng L1 [0,1]. Mais Uopérateur de l'identité sur
L [0, 1] n’est pas p—sommants pour tous p > 1. Le cas ot l’espace de domaine de type 2 la

réponse est ou alors on a :
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3.1. Propriétés opérationnelles

Théoréme 3.1.2 Soient X et Y deux espaces de Banach tel que X de type 2, et soit u un
opérateur linéaire continu de X dans Y. Alors u prend presque tous les série incondition-

AN
nellement sommables de X dans membre de lo R, Y si et seulement si u* est 2—sommants.

Preuve. Par le théoréme 3.1.1, il suffit de montrer seulement que si u prend presque
tous les série inconditionnellement sommables de X dans membre de /5 @A)ﬂ Y. Alors u* est
2—sommants. C’est bien connu qu’un opérateur de I'espace de Banach E dans un espace
de Banach F' est p—sommants (1 < p < o0) si et seulement si il prend des membres de
Uy (E) . Dans un membre de ¢, (F) . Donc pour prouver le théoréme, nous avons besoin de
montrer seulement que si v prend un membre de Rad (X) dans membre de /5 (V) . Alors u*
prend des membres de (5, (Y*) dans des membres de {5 (X*). En effet soit (z,), € {2 (X)
et (yr), € lau (Y¥).

Puisque X est le type 2, d’aprés ([6] proposition 12.4, p.233), tel que (z,), € Rad (X)

et aussi (ux,), € 2 (Y). d’ou

> [uan, )| < oo
n=1

implique,
o0
Z| T, WYL < 00.
n=1

Donc (z,),, est arbitraire dans ¢ (X), (u*y)), € lo(X*). =
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