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Résumé

D ans ce mémoire, nous avons étudié un problème inverse pour l’identification d’un coefficient de

diffusivité thermique en fonction du temps et la distribution de la température dans une équa-

tion de diffusion unidimensionnelle avec une condition d’intégrale lorsqu’un échange de chaleur a lieu

à travers la frontière du matériau. Nous avons démontré que le problème inverse et bien posé sous

certaines conditions de régularité sur les données du problème. Le problème inverse est également étu-

dié numériquement, en utilisant le schéma de différences finies Crank–Nicolson combiné à la technique

du prédicteur-correcteur. Nous avons présenté des exemples numériques pour valider l’efficacité de ce

schéma.

Mots-Clés : Méthode de Fourier, Méthode de point fixe de Schauder, Problème spectral non

auto-adjoint, Schéma de Crank-Nicolson.

I n this memoir, we have studied an inverse problem for the identification of a coefficient of thermal

diffusivity as a function of time and the distribution of temperature in a one-dimensional diffusion

equation with an integral condition when a heat exchange takes place through the material border. We

have shown that the inverse problem is well posed under certain regularity conditions on the data of the

problem. The inverse problem is also studied numerically, using the Crank – Nicolson finite difference

scheme combined with the predictor-corrector technique. We have presented numerical examples to

validate the effectiveness of this scheme.

Keywords : Fourier method, Schauder fixed point method, Non-self-adjoint spectral problem,

Crank-Nicolson scheme.
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Introduction générale

A
u cours des dernières décennies, un intérêt s’est porté sur la détermination des

coefficients dans l’équation de diffusion, voir [3, 8, 9, 10, 11, 14, 16]. Des pro-

blèmes de cette catégorie apparaissent dans de nombreux modèles mathéma-

tiques, notamment la conduction thermique, le processus de désintégration radioactive dans

une tige, la conception du système de chauffage du bâtiment et le stockage de l’énergie ther-

mique dans un milieu, voir[1, 2, 4, 6, 12].

Soit T > 0 un nombre fixe. Dans le rectangle ΩT = {(x, t) : 0 < x < 1, 0 < t ≤ T}, nous

considérerons le problème avec conditions initiales et aux limites suivant :

ut (x, t) = a (t)uxx (x, t) + f (x, t) , (x, t) ∈ ΩT (1)

u (x, 0) = ϕ (x) , 0 ≤ x ≤ 1 (2)

ux (1, t) = 0, 0 ≤ t ≤ T (3)

u (0, t) = u (1, t) , 0 ≤ t ≤ T (4)

où f et ϕ sont des fonctions données et la condition (4) est appelée condition au limite non

locale. Si le coefficient a (t), 0 ≤ t ≤ T , est donné, alors le problème (1)-(4) est appelé problème

direct.

Il est bien connu que l’équation (1) modélise un processus de conduction thermique dans

une tige qui subit une désintégration radioactive ou un dommage avec une source de chaleur.

La conductivité thermique, la diffusivité, la capacité thermique et le coefficient de transfert

thermique varient en fonction du degré de désintégration, qui peut être lié au temps, voir [2, 11].
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La fonction ϕ (x) est la température de la tige au temps initial t = 0, alors que u (x, t) est sa

distribution de température dans la tige à l’instant t.

Le coefficient de diffusion a (t) > 0 est égal au rapport k(t)
ρcp(t)

, où k (t) > 0 est la conductivité

thermique du matériau, ρ est la densité du matériau et cp (t) est la capacité thermique, voir

[2, 11]. La condition locale de Neumann (3) modélise que l’extrémité gauche x = 1 de la tige

est isolée de sorte qu’aucune chaleur ne circule à travers la limite gauche x = 1, tandis que la

condition au limite non locale (4) modélise que la température de l’extrémité de gauche x = 0

est égale la température de l’extrémité de droite x = 1 de la tige pour tout t ∈ [0, T ].

Le problème (1)-(4) est bien posé au sens d’Hadamard si a (t) > 0 est connu. Cependant,

dans le cas a (t) > 0 est inconnu, ce problème est mal posé. Dans ce cas, il faut tenir compte de

la condition d’intégration supplémentaire

∫ 1

0

u (x, t) dx = E (t) , 0 ≤ t ≤ T, (5)

où E (t) est une fonction donnée.

Le problème de la détermination du couple (u (x, t) , a (t)) satisfaisant les conditions (1)-(5)

est appelé problème inverse. L’objectif de la résolution de ce problème inverse est de déterminer

le coefficient de diffusion a (t) qui produira la distribution d’énergie demandée dans la tige.

Le problème inverse de trouver le coefficient de diffusion a (t) dans l’équation (1) avec

conditions aux limites non locales est étudié dans [8, 10, 11].

Dans ce mémoire, nous avons concerné les deux aspects suivants :

3 Aspect théorique : nous avons étudié l’existence et l’unicité de la solution du problème

inverse (1)-(5) ainsi que la dépendance continue de la solution par rapport aux données,

en utilisant la méthode de Fourier, méthode de point fixe de Schauder et un problème

spectral non autoadjoint.

3 Aspect numérique : nous avons résolu numériquement le problème inverse (1)-(5) par

le schéma de différences finies Crank-Nicolson combiné à la technique du prédicateur-

correcteur. Des exemples numériques sont présentés et discutés.
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Ce mémoire se décompose en trois chapitres de la manière suivante : dans le premier chapitre,

nous rappelons certaines notions préliminaires fondamentales et les outils nécessaires dans

ce mémoire concernant les espaces fonctionnels, un problème spectral non autoadjoint et la

méthode de point fixe de Schauder.

Dans le deuxième chapitre, nous avons démontré par la méthode de Fourier et la méthode

de point fixe de Schauder l’existence de la solution sur ΩT et l’unicité sur ΩT0 avec 0 < T0 < T ,

nous avons montré la dépendance continue de la solution par rapport aux données du pro-

blème inverse.

Dans le dernier chapitre, nous avons introduit un schéma de différences finies de Crank-

Nicolson combiné avec la technique de prédicteur-correcteur pour résoudre numériquement

ce problème inverse. Des exemples numériques sont présentés pour valider l’efficacité de ce

schéma.

On termine ce mémoire par une conclusion et quelques perspectives.
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CHAPITRE 1

RAPPEL SUR DES OUTILS MATHÉMATIQUES

D ans ce chapitre, nous rappelons certaines notions préliminaires fondamentales et les outils
nécessaires dans ce mémoire concernant les espaces fonctionnels, un problème spectral

non autoadjoint et la méthode de point fixe de Schauder.
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1.1. ESPACE NORMÉS 10

1.1 Espace Normés

Définition 1.1. (Norme). Soit E un espace vectoriel sur le corps K (K = R Ou C). une norme
sur E , est une application‖.‖ : E → R. vérifiant les condition suivantes :

1. ‖x‖ ≥ 0 et ‖x‖ = 0⇔ x = 0 .

2. ‖λx‖ = |λ| ‖x‖ , pour tout x ∈ E et pour tout λ ∈ K.

3. ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ , pour tout x, y ∈ E .

Remarque 1.1. L’espace vectoriel E muni d’une norme S’appelle espace normé , noté par :
(E, ‖.‖). les application suivantes sont des normes usuelle sur Rn.

‖x‖∞ = max
1≤i≤m

|xi| .

‖x‖1 =
n∑
i=1

|xi| .

‖x‖p =

(
n∑
i=1

|xi|p
) 1

p

pour tout p ≥ 1.

Exemple 1.1. Soit Ω un ouvert de Rn, l’espace vectoriel des fonctions de carré intégrable sur Ω

est :

L2 (Ω) =

{
f : Ω→ R,

∫
Ω

|f (x)|2 dx <∞
}
.

L’application ‖.‖ : L2 (Ω)→ R donnée par :

‖f‖ =

(∫
Ω

|f (x)|2 dx
) 1

2

.

est une norme.

1.2 Espace de Banach

Définition 1.2. Un espace de Banach est un espace normé complet.

Définition 1.3. Soit E un espace vectoriel normé .Une suite (xn)n∈N de E est de Cauchy s si

∀ε > 0,∃N ∈ N/∀n > m ≥ N⇒ ‖xn − xm‖ < ε.

c©2021, I. AOUINA Problème inverse pour une équation de diffusion



1.3. ESPACE DE HILBERT 11

Définition 1.4. Soit E un espace vectoriel normé . On dit que E est complet si tout suit de Cauchy
dans E est convergente dans E.

1.3 Espace de Hilbert

Définition 1.5. (Produit scalaire). Soit E un espace vectoriel sur le corps K. un produit scalaire
sur E est une application 〈., .〉 : E × E → K tell que pour tout x.y, x1, x2 ∈ E et pour tout λ ∈ K
on a :

1. 〈x, x〉 ≥ 0 et 〈x, x〉 = 0⇔ x = 0 .

2. 〈x, y〉 = 〈y, x〉 .

3. 〈x1 + x2, y〉 = 〈x1, y〉+ 〈x2, y〉 .

4. 〈λx, y〉 = λ 〈x, y〉 .

Remarque 1.2. Un produit scalaire sur E défini une norme sur E donnée par :

∀x ∈ E : ‖x‖ = 〈x, x〉
1
2 .

Exemple 1.2. L’espace R muni de produit scalaire :

∀x ∈ Rn : (x, y) =
n∑
i=0

xiyi.

Est un produit scalaire.

1.3.1 Espace Lp

Soit [a, b] (−∞ < a ≤ b <∞) un intervalle finie ou infinie de R.

Définition 1.6. Soit p ∈ R avec 1 < p <∞. on note parLp [a, b] l’espace des classes d’équivalence
de fonctions de puissance p-intégrables sur [a, b] a valeurs dans
C : Lp ([a, b]) = {f : [a, b]→ C, f mesurable , et ‖f‖LP <∞}.
avec

‖f‖LP ([a, b]) =

(∫ b

a

|f (x)|p dx
) 1

p

.

L’espace Lp [a, b] muni de la norme ‖.‖ est un espace de Banach . Si p = 2, alors L2 [a, b] est l’es-
pace de classe d’équivalence des fonctions mesurables de carré intégrable sur [a, b] Le produit

c©2021, I. AOUINA Problème inverse pour une équation de diffusion



1.4. PROBLÈME SPECTRALE 12

scalaire sur L2 [a, b] est définie pour toutes fg ∈ L2 ([a, b]) par

(f, g)L2([a,b]) =

∫ b

a

f (x) g (x)dx.

L’espace L2 ([a, b]) muni de la norme

‖f‖L2[a,b] =

(∫ b

a

|f (x)|2 dx
) 1

2

.

est un espace de Hilbert .

1.4 Problème spectrale

On considère le problème spectrale suivant :

X
′′

(x) + λX (x) = 0, 0 ≤ x ≤ 1, (1.1)

X (0) = X (1) , X
′
(1) = 0. (1.2)

Ce problème est un problème non auto-adjoint ; il a le problème adjoint suivant :

Y
′′

(x) + λY (x) = 0, 0 ≤ x ≤ 1, (1.3)

Y
′
(0) = Y

′
(1) , Y (0) = 0. (1.4)

En effet,∫ 1

0

Y (x)X
′′

(x) dx = −X ′
(0)Y (0) +X (0)

[
Y

′
(0)− Y ′

(1)
]

+

∫ 1

0

Y
′′

(x)X (x) dx.

Il est clair que le côté droit de cette relation s’annule si Y ′
(0) = Y

′
(1) et Y (0) = 0.

Le problème spectral (1.1)-(1.2) possède les valeurs propres :

λn = (2πn)2 , n ∈ N.

et les fonctions propres

X0 = 2 pour λ0, X2n−1 = 4 cos (2πnx) pour λn = (2πn)2 , n ∈ N∗.

L’ensemble des fonctions {X0, X2n−1} ne forme pas un système complet et n’est pas une base
pour l’espace L2 (0, 1). Pour compléter la base, voir [4], nous considérons les fonctions propres

c©2021, I. AOUINA Problème inverse pour une équation de diffusion



1.4. PROBLÈME SPECTRALE 13

X2n pour λn associées aux X2n−1 définies comme la solution du problème suivant :

X
′′

2n + λnX2n = −
√
λnX2n−1, 0 ≤ x ≤ 1, (1.5)

X2n (0) = X2n (1) ; X
′

2n (1) = 0. (1.6)

Le problème (1.5)-(1.6) possède les fonctions propres suivantes :

X2n = 4 (1− x) sin (2πn) , n ∈ N∗.

En résolvant le problème adjoint (1.3)-(1.4), on obtient les fonctions propres

Y0 = x pour λ0 = 0 et , Y2n−1 = x cos (2πn) pour λn = (2πn)2 avec n ∈ N∗,

et les fonctions propres associés, Y2n = sin (2πn) n ∈ N∗, sont obtenus à partir du problème aux
limites suivant :

Y
′′

2n (x) + λnY2n (x) = −
√
λnY2n−1, 0 ≤ x ≤ 1,

Y
′

2n (0) = Y
′

2n (1) , Y2n (0) = 0.

Nous avons le lemme suivant :

Lemme 1.1. Nous avons :

1. Les deux systèmes des fonctions {X0, X2n−1, X2n} et {Y0, Y2n−1, Y2n} sont orthonormaux sur [0, 1]

c’est à dire

∫ 1

0

Xi (x)Yj (x) dx =

0 si i 6= j,

1 si i = j.
(1.7)

2. Les deux systèmes des fonctions {X0, X2n−1, X2n} et {Y0, Y2n−1, Y2n} sont complets dansL2 (0, 1).

Démonstration. 1. La preuve est triviale.

2. Soit f ∈ L2 (0, 1) orthogonal aux système des fonctions {X0, X2n−1, X2n}. Alors, f peut
être présentée par la série

f (x) =
∞∑
k=1

Bk sin (2πnx) .

c©2021, I. AOUINA Problème inverse pour une équation de diffusion



1.5. THÉORÈME DE POINT FIXE 14

qui converge dans L2 (0, 1). Comme f est orthogonal avec X2k, nous avons :

0 =

∫ 1

0

4f (x) (1− x) sin (2πkx) dx

=
∞∑
k=1

Bk

∫ 1

0

4 (1− x) sin (2πnx) sin (2πkx) dx

=
∞∑
k=1

Bk

∫ 1

0

X2n (x)Y2n (x) dx

= Bk, k ∈ N∗.

En utilisant (1.7), donc, Bk = 0 pour tout k ∈ N∗, alors f (x) = 0. De la même manière, on
peut montrer que le système {Y0, Y2n−1, Y2n} est complet dans L2 (0, 1).

Lemme 1.2 (voir [5]). Les deux systèmes des fonctions {X0, X2n−1, X2n} et {Y0, Y2n−1, Y2n} sont des
bases de Riesz dans L2 (0, 1).

Démonstration. Soit ϕ ∈ L2 (0, 1) telle que

ϕ (x) = ϕ0X0 (x) +
+∞∑
k=1

[ϕ2k−1X2k−1 (x) + ϕ2kX2k (x)] , (1.8)

où

ϕ0 =

∫ 1

0

ϕ (x)Y0 (x) dbx, ϕ2k =

∫ 1

0

ϕ (x)Y2k (x) dx, ϕ2k−1 =

∫ 1

0

ϕ (x)Y2k−1 (x) dx. (1.9)

Nous avons :

+∞∑
k=1

ϕ2
2k. (1.10)

1.5 Théorème de point fixe

Les théorème de point fixe sont les outilles mathématiques de base qui aident à établir l’exis-
tence de solutions de divers genres d’équations.
Nous rappelons les théorème du point fixe que nous allons utiliser pour obtenir des résultats
d’existence variés.Nous commençons par la définition d’un opérateur Compact.
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1.6. OPÉRATEUR COMPACT 15

1.6 Opérateur Compact

Définition 1.7. Soit E et Y deux espace de Banach , et P : D (P ) ⊆ E → Y un opérateur Compact
s si :

1. P est continu .

2. P l’application les ensemble bornés en ensembles relativement Compacts.

Proposition 1.1. (voir[15]) Soit E et Y deux espace de Banach , avec M un sous ensemble bornée non
vide de E . Soit P : M ⊂ E → Y un opérateur donné , alors P est Compact s si la condition suivante
est satisfaite :
Pour tout n ∈ N il existe un opérateur Compact Pn : M → Y tel que

sup ‖P (x)− Pn (x)‖ ≤ 1

n
et dim (vecteurPn (M)) <∞.

dans la preuve , nous utilisons d’ensemble relativement Compact dans l’espace de Banach par dimension
fini.

Théorème 1.1. (Théorème du point fixe de Schauder)
Soit M un sous ensemble convexe non vide , fermé d’un espace de Banach E, et supposons que P : M →
M est un opérateur Compact . Alors P un point fixe . En fin , nous rappelons le théorème d’Arzela-Ascoli
pour caractériser les parties relativement Compact .

Théorème 1.2. Soit E un espace de Banach et M une partie de C ([0, 1] , E) , M est relativement Com-
pact dans C ([0, 1] , E) si les condition suivant sont satisfait

1. M est uniformément bornée
∃M > 0, ‖f (x)‖ ≤M ∀f ∈ N x ∈ [0, 1].

2. l’ensemble M est e qui-continue
∀ε > 0,∃δ > 0, |t1 − t2| < δ ⇒ ‖f (t1)− f (t2)‖ ≤ ε .

Corollaire 1.1. Soit M un sous ensemble non vide ,Compact et convexe d’un espace de Banach E, et
supposons que P : M →M est un opérateur continu . Alors P un point fixe .
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CHAPITRE 2

ÉTUDE THÉORIQUE DE PROBLÈME INVERSE

D ans ce chapitre, nous avons démontré par la méthode de Fourier et la méthode de point
fixe de Schauder l’existence de la solution sur ΩT et l’unicité sur ΩT0 avec 0 < T0 < T , nous

avons montré la dépendance continue de la solution par rapport aux données du problème
inverse.
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2.1 Position de Problème

on considéré l’équation de diffusion suivante :

ut = a (t)uxx + f (x, t) , (2.1)

avec la condition initiale

u (x, 0) = ϕ (x) , 0 < x < 1, (2.2)

les conditions aux limites non locales

ux (1, t) = 0, u (0, t) = u (1, t) , 0 ≤ t ≤ T, (2.3)

et la condition d’intégrale supplémentaire∫ 1

0

u (x, t) dx = E (t) . (2.4)

où f, ϕ et f sont des fonctions données , et E (t) fonctions suffisamment régulière .

2.2 Le problème spectrale auxiliaire

Le problème spectrale associé au problème de-diffusions (2.1)-(2.3) est un problème non
auto-adjoint LX (x) = X

′′
(x) + λX (x) = 0; 0 ≤ x ≤ 1;

X (0) = X (1) ; X
′
(1) = 0.

(2.5)

L’utilisation de la méthode de Fourier pour résoudre le problème (2.5) conduit au problème
spectral pour l’opérateur L donner par l’expression différentielle et les condition aux limite .
Les condition aux limite de (2.5) sont régulier, Mais pas fortement régulier (voir [13]).

Nous avons le problème de diffusion suivant :
Ut = a (t)Uxx + F (x, t) 0 ≤ x ≤ 1 0 < t ≤ T ;

U (x, 0) = ϕ (x) ;

U (0, t) = U (1, t) Ux (1, t) = 0 0 ≤ t ≤ T.

(2.6)

Pour trouver le problème spectral de (2.1)
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On pose F (x, t) = 0 alors donnée le problème suivant :


Ut = a (t)Uxx 0 ≤ x ≤ 1, 0 < t ≤ T ;

U (x, 0) = ϕ (x) ;

U (0, t) = U (1, t) Ux (1, t) = 0, 0 ≤ t ≤ T.

(2.7)

Si pose U (x, t) = X (x)Y (t) 6= 0 .

En remplaçant dans (2.7) on obtient :

X (x)Y
′
(t) = a (t)X

′′
(x)Y (t) .

D’ou

X
′′

(x)

X (x)
=

Y
′
(t)

a (t)Y (t)
= −λ ; (λ ∈ R)

Et comme x et t sont indépendant :
On trouve

X
′′

(x) = −λX (x)

Y
′
(t) = −a (t)λY (t) , ∀t > 0

Nous avons

U (0, t) = U (1, t) , alors

X (0)Y (t) = X (1)Y (t)⇒ X (0) = X (1) .

On a
X

′
(1)Y (t) = 0 alors X

′
(1) = 0.

Donc on obtient le système suivante :X
′′

(x) + λX (x) = 0;

X (0) = X (1) ; X
′
(1) = 0.

Et
Y

′
(t) = −a (t)λY (t) ; ∀t > 0.
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Soit le problème spectraleLX = X
′′

(x) = −λX (x) 0 ≤ x ≤ 1;

X (0) = X (1) ; X
′
(1) = 0.

(2.8)

Le problème spectrale de diffusion (2.7) a les valeurs et les fonctions propres associées sont
respectivement :

λk = (2πk)2 ; k ≥ 0 ;X0 (x) = 2, et xK (X) = 4 cos (2πkx) ; k = 1, 2, ...

Pour trouve les valeurs propres et les fonctions propres de problème spectral, on résoudre
un problème de valeur limite non locale pour l’équation de la chaleur par la méthode de Fourier.

Nous avons le problème spectral auxiliaire :X
′′

(x) + λX (x) = 0 , 0 ≤ x ≤ 1;

X (0) = X (1) ; X
′
(1) = BX

′
(0) .

(2.9)

Si λ = 0⇒ X
′′

(x) = 0⇒ X (x) = ax+ b Pour X (1)⇒ a = 0

Et aussi on a

X
′
(1) = BX

′
(0) (Ok)⇒ X

′′
(x) = b

On choisir b = 2 D′ou X0 (x) = 2 .
Si λ > 0 alors la solution caractéristique : r2 + λ = 0⇒ r2 = −λ
∆ = −4λ = 4i2λ→

√
∆ = ±2i

√
λ→ r1 = −i

√
λ; r2 = i

√
λ

D’ou
X (x) = a cos

(√
λkx
)

+ b sin
(√

λkx
)

Pour X (0) = X (1) alors a = a cos
(√

λk
)

+ b sin
(√

λk
)

⇒

cos
(√

λk
)

= 1

sin
(√

λk
)

= 0
⇒
√
λk = 2πk ⇒ λk = (2πk)2 , k = 0, 1, 2

Et on a

c©2021, I. AOUINA Problème inverse pour une équation de diffusion



2.2. LE PROBLÈME SPECTRALE AUXILIAIRE 20

X
′
(1) = BX

′
(0) alors−

√
λka sin (2πk) +

√
λkb cos (2πk) = B

(√
λkb
)

D’ou
b = Bb alors b = 0 ; (carB 6= 1)

Donc
X (x) = a cos (2πkx) .

Et on choisir b = 2 ⇒ a = 4 alors X2k−1 (x) = 4 cos (2πkx) .
Donc le problème spectral à les valeurs propres :

λk = (2πk)2 ; k = 0, 1, 2...

et les fonctions propres :

X0 (x) = 2, (λ0 = 0) ;X2k−1 (x) = 4 cos (2πkx) ;K = 1, 2...

Donc Xk = {X0 (x) = 2;X2k−1 (x) = 4 cos (2πkx)}
Si λ < 0 ( donnée solution triviale) .

La famille {Xk}, est un système non complet, car les fonctions propres Xk ; k ≥ 0 ne sont
pas orthogonaux a X0.Donc ils ne forment pas une base sur L2 [0, 1].

L’idée présentée pour compléter la base (voir [7]).

Alors complété le système Xk ; k = 0, 1, 2.. avec la fonction associées suivante :

X2k (x) = 4 (1− x) sin (2πkx) ; k = 1, 2 (2.10)

On définit un problème auxiliaire associée Xk pour λk correspondant à Xk définit comme la
solution du problème suivant :−X

′′

2k (x) = λkX2k +
√
λkX2k−1 0 < x < 1;

X
′

2k (1) = 0 ;X2k (0) = X2k (1) ; k = 1, 2;
(2.11)

Pour trouver l’équation (2.10) en utilise l’équation (2.11).
Nous avons
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X
′′

2k (x) + λkX2k = −
√
λkX2k−1 0 < x < 1

X
′

2k (1) = 0 ;X2k (0) = X2k (1) ; k = 1, 2

D’ou X
′′

2k (x) + λkX2k = −4
√
λk cos

(√
λx
)

;

X
′

2k (1) = 0 ;X2k (0) = X2k (1) ; k = 1, 2.

On a l’équation homogène X
′′

2k + λkX2k = 0

par la méthode caractéristique : r2 + λk = 0; r2 = −λk
Alors

X2k (x) = C1 cos
(√

λX
)

+ C2 sin
(√

λx
)

(2.12)

On résoudre le système d’équation de seconde ordre

c
′
1 cos

(√
λx
)

+ c
′
2 sin

(√
λx
)

= 0;

−c′1
√
λ sin

(√
λx
)

+ c
′
2

√
λ cos

(√
λx
)

= −4
√
λ cos

(√
λx
)
.

D’ou c
′
1 cos

(√
λx
)

+ c
′
2 sin

(√
λx
)

= 0;

−c′1 sin
(√

λx
)

+ c
′
2 cos

(√
λx
)

= −4 cos
(√

λx
)
.

(2.13)

On va calcule le déterminant de (2.13)

det =

∣∣∣∣∣∣ cos
(√

λx
)

sin
(√

λx
)

− sin
(√

λx
)

cos
(√

λx
)∣∣∣∣∣∣ = 1 6= 0.
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En utilise la méthode de Cramer on obtient

c
′

1 =

∣∣∣∣∣∣ 0 sin
(√

λx
)

−4 cos
(√

λx
)

cos
(√

λx
)∣∣∣∣∣∣ = 4 cos

(√
λx
)

sin
(√

λx
)

= 2 sin
(

2
√
λx
)
.

Donc

c
′

1 = 2 sin
(

2
√
λx
)

Par intégration on obtient

c1 = − 1√
λ

cos
(

2
√
λx
)

+ k1; k1 ∈ R

De même manière on trouve c2 .

c2 = −2x− 1√
λ

sin
(

2
√
λx
)

+ k2

Alors en substitution c1 et c2 dans (2.12) on obtient

X2k (x) =

[
− 1√

λ
cos
(

2
√
λx
)

+ k1

]
cos
(√

λx
)

+

[
−2x− 1√

λ
sin
(

2
√
λx
)

+ k2

]
sin
(√

λx
)

D’ou

X2k (x) = k1 cos
(√

λx
)
− 1√

λ
cos
(

2
√
λx
)

cos
(√

λx
)
− k2 sin

(√
λx
)
− 2x sin

(√
λx
)
−

1√
λ

sin
(

2
√
λx
)

sin
(√

λx
)

Alors
X2k (x) = k1 cos

(√
λx
)

+(k2 − 2x) sin
(√

λx
)
− 1√

λ

[
cos
(

2
√
λx
)

cos
(√

λx
)

+ sin
(

2
√
λx
)

sin
(√

λx
)]

Donc

X2k (x) =

(
k1 −

1√
λ

)
cos
(√

λx
)

+ (k2 − 2x) sin
(√

λx
)

(2.14)

Avec les conditions aux limite
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X2k (0) = X2k (1)⇒

X2k (0) = k1 − 1√
λ

X2k (1) = k1 − 1√
λ

Et On a X
′

2k (1) = 0 alors

X
′

2k (1) =
√
λ (k2 − 2) = 0⇒ k2 − 2 = 0, car

√
λ = (2πk) 6= 0

Donc k2 = 2

D’ou

X2k = 2 (1− x) sin (2πkx) ; k = 1, 2, ....

Comme choix en multipliée par 2 on obtient

X2k = 4 (1− x) sin (2πkx) ; k = 1, 2, ... (2.15)

de le problème (2.9) , On note le système de fonction (2.14) et (2.15) sont définit :

S = {X0 (x) = 2; X2k−1 (x) = 4 cos (2πkx) ; X2k (x) = 4 (1− x) sin (2πkx) , k = 1, 2} . (2.16)

Ansi S = {X0, X2k, X2k−1} forme un système complet, mais non orthogonale .

On prend contre exemple :∫ 1

0

X0X2kdx = 8

∫ 1

0

(1− x) sin (2πkx) .

Par intégration par partie on obtient∫ 1

0

X0X2kdx =
4

kπ
6= 0.

Donc l’ensemble S n’est sont pas orthogonaux sur [0, 1] .

Pour cela on besoin de construire un autre système de fonction complet qui forme un
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système orthogonale avec le système S dans l’espace L2 [0, 1].

Pour obtenir l’autre système , nous considérons le problème adjoint :Y
′′

(x) + λY (x) = 0;

Y (0) = 0, Y
′
(0) = Y

′
(1) .

(2.17)

Pour obtenons les fonctions propres de problème (2.17)
Nous avons le problème spectrale (2.9) dans le problème adjoint (conjugue) suivante :Y

′′
(x) = −λkY (x) = 0;

Y (0) = 0, Y
′
(0) = Y

′
(1) .

En réalitie∫ 1

0

Y X
′′

= Y (1)X
′
(1)− Y (0)X

′
(0) + Y

′
(0)X (0)− Y ′

(1)X (1) +

∫ 1

0

XY
′′

= X
′
(0)Y (0) +X (0)

(
Y

′
(0)− Y ′

(1)
)

+

∫ 1

0

XY
′′
.

Il est claire que le coté droit de cette relation disparait Si

Y
′
(0) = Y

′
(1) et Y (0) = 0.

Nous avons (2.17) Y
′′

= −λY ;

Y
′
(0) = Y

′
(1) ;Y (0) = 0.

Si λ = 0 alors Y0 (x) = ax+ b

On a
Y

′

0 (0) = Y
′

0 (1) alors Y
′

0 (x) = a

Et
Y0 (0) = 0⇒ b = 0 donc Y0 (x) = ax

Nous avons ∫ 1

0

Y0 (x)X0 (x) = 1

Alors ∫ 1

0

2axdx = 2a

∫ 1

0

xdx = 1⇒ a = 1.
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Donc
Y0 (x) = x

Si λ > 0⇒
Y2k (x) = a cos

(√
λx
)

+ b sin
(√

λx
)

Avec
Y

′

2k (0) = Y
′

2k (1)

Alors
b
√
λ = −a

√
λ sin

(√
λ
)

+ b
√
λ cos

(√
λ
)

D’ou cos
(√

λ
)

= 1

sin
(√

λ
)

= 0
⇒
√
λ = 2kπ ⇒ λ = (2kπ)2 , k = 1, 2, ...

Et on a
Y (0) = 0⇒ a = 0

Donc
Y2k (x) = b sin (2πkx)

De même manière∫ 1

0

Y2k (x)X2k (x) dx = 4b

∫ 1

0

(1− x) sin2
(√

λx
)
dx

= 2b

∫ 1

0

(
1− cos

(
2
√
λx
))

dx

= 2b

∫ 1

0

(1− x) dx− 2b

∫ 1

0

(1− x) cos
(

2
√
λx
)
dx

= b− 2b

∫ 1

0

(1− x) cos
(

2
√
λx
)
dx = 1

On a 2b
∫ 1

0
(1− x) cos

(
2
√
λx
)
dx , en utilise intégration par partie on obtient :

1

2
√
λ

∫ 1

0

sin
(

2
√
λx
)
dx = − 1

4λ

[
cos
(

2
√
λx
)]1

0

= − 1

4λ
+

1

4λ

= 0
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Alors

2b

∫ 1

0

(1− x) cos (2πkx) dx = 0

Et sachant que ∫ 1

0

Y2k (x)X2k (x) dx = 1⇒ b = 1.

D’ou
Y2k (x) = b sin (2πkx) ⇒ Y2k (x) = sin (2πkx) ; k = 1, 2, ..

De même résoudre (2.17) nous avons les fonctions propres{Y0 = x;Y2k = sin (2πkx)} et les fonc-
tions propres associés sont obtenus à partir du problème des valeurs limites suivant :−Y

′′

2k−1 (x) = λkY2k−1 (0) +
√
λY2k 0 < x < 1;

Y
′

2k−1 (0) = Y
′

2k−1 (1) ; Y2k−1 (0) = 0.
(2.18)

De la même manière de (2.11) on résoudre le (2.18) , nous avons :Y
′′

2k−1 (x) + λkY2k−1 (0) = −
√
λ sin

(√
λx
)

;

Y
′

2k−1 (0) = Y
′

2k−1 (1) ; Y2k−1 (0) = 0.

Alors la solution s’écrit sous forme

Y2k−1 = c1 cos
(√

λx
)

+ c2 sin
(√

λx
)
. (2.19)

On résoudre le système suivant :c
′
1 cos

(√
λx
)

+ c
′
2 sin

(√
λx
)

= 0

−c′1 sin
(√

λx
)

+ c
′
2 cos

(√
λx
)

= − sin
(√

λx
)

On a det = 1 6= 0 , on utilise la méthode de Cramer et par intégration on trouve

c
′

1 = sin2
(√

λx
)
⇒ c1 =

1

2

[
x− 1

2
√
λ

sin
(

2
√
λx
)

+ k1

]
Et on a

c
′

2 = −1

2
sin
(

2
√
λx
)
⇒ c2 = −1

2

[
− 1

2
√
λ

cos
(

2
√
λx
)

+ k2

]
En substitution c1 et c2 dans (2.19) on obtient
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Y2k−1 (x) = (k1 + x) cos
(√

λx
)

+

(
k2 −

1

2
√
λ

)
sin
(√

λx
)

(2.20)

Et d’après condition aux limite Y
′

2k−1 (0) = Y
′

2k−1 (1)⇒ .Y
′
(0) = 1 +

√
λ
(
k2 − 1

2
√
λ

)
Y

′
(1) = 1 +

√
λ
(
k2 − 1

2
√
λ

) ⇒
√
λ

(
k2 −

1

2
√
λ

)
= 0⇒ k2 =

1

2
√
λ
,
(
car
√
λ = 2πk 6= 0

)

Et on a Y (0) = 0⇒ k1 = 0 de (2.19) on obtient

Y2k−1 (x) = x cos (2πkx) ; k = 1, 2, ...

L’ensemble des fonctions propres de ces problème S̃ = {Y0 ;Y2k−1 ;Y2k}
Avec

S̃ = {Y0 (x) = x ;Y2k−1 (x) = x cos (2πkx) ;Y2k (x) = sin (2πkx)} . (2.21)

Est un système complet dans l’espace L2 [0, 1].

D’après la la normalisation , le système bi-orthogonal, alors défini par ces deux Familles
des fonction propres :

S = {2 ; 4 cos (2πkx) , 4 (1− x) sin (2πkx)} .

S̃ = {x ;x cos (2πkx) ; sin (2πkx)} .

Dont les élément sont orthogonaux deux à deux sur [0, 1] , ce sont aussi des bases de Riesz en
L2 [0, 1], c’est-à-dire

(Xi, Yj) =

∫ 1

0

Xi (x)Yj (x) dx = δij =

0, i 6= i;

1, i = j.
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2.3 Résultats d’existence et l’unicité

Nous avons les hypothèses suivantes sur les données du problème (2.1)- (2.4)

(A1) E (T ) ∈ C1 [0, T ] , E
′
(t) < 0 ∀t ∈ [0, T ] .

(A2) ϕ (x) ∈ C4 [0, 1] ;

(1) ϕ (0) = ϕ (1) ;ϕ
′
(1) = 0; ϕ

′′
(0) = ϕ

′′
(1) ;

∫ 1

0
ϕ (x) dx = E (0) ;

(2) ϕ2k ≥ 0, k = 1, 2, ..

(A3) F (x, t) ∈ C (ϕT ) , F (x, t) ∈ C4 [0, 1] pour arbitraire fixe ∀t ∈ [0, T ] ;

(1) F (0, t) = F (1, t) ; Fx (1, t) = 0; Fxx (0, t) = Fxx (1, t) ;

(2) F0 (t) ≥ 0; F2k (t) ≥ 0; ∀t ∈ [0, T ] ;

(3) F2k (t) ≥ 0, k = 0, 1, 2....,
∫ T

0
E

′
(t) dt+

∑∞
k=1

2
πk
ϕ2k − 2

∫ T
0
F0 (t) dt > 0 .

Où ϕk =
∫ 1

0
ϕ (x)Yk (x) dx, Fk (t) =

∫ 1

0
F (x, t)Yk (x) dx, k = 0, , 2, ...

Remarque 2.1. Les fonctions ϕ,E et F satisfaisant les hypothèse (A1)− (A3) par exemple,

ϕ (x) = (1− x) sin (2πkx) ; E (t) = 1
2π

exp (−t) , F (x, t) = (1− x) sin (2πkx) exp (3t) .

le résultat principal est présenté comme suite .

Théorème 2.1. Soit les hypothèse (A1)− (A3) satisfaites.Alors les affirmations suivantes sont vraies :

(1) le problème inverse (2.1)-(2.4) a une solution dans ΩT .
(2) la solution de problème inverse (2.1)-(2.4) est unique en ΩT0 ; où le nombre T0 (0 < T0 < T ) est
déterminé par les données du problème .

Démonstration. Tout solution de l’équation (2.1) peut être représentée comme :

U (x, t) =
∞∑
k=0

Uk (t)Xk (x) . (2.22)

Où les fonctions Uk (t) , k = 0, 1, 2, ... satisfaire le système d’équation suivantes .

U (x, t) = U0 (t)X0 (x) +
∞∑
k=1

[U2k (t)X2k (x) + U2k−1 (t)X2k−1 (x)] . (2.23)
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En utilisant la méthode Fourier , nous pouvons facilement, voir que Uk (t) , k = 0, 1, 2, ... satis-
fait le système suivant de nombreuses équation linéaires

U
′

k (t) + a (t)λkUk (t) = Fk (t)

Uk (0) = ϕk
(2.24)

Où λk, k = 0, 1... sont des valeurs propres de (2.9),On voit facilement que les solutions de
(2.24), sont de la forme

U
′

0 (t) = F0 (t)

U
′

2k (t) + (2πk)2 a (t)U2k (t) = F2k (t)

U
′

2k−1 (t) (2πk)2 a (t)U2k−1 (t) + 4πkU2k (t) = F2k−1 (t) , k = 1, 2, ...

En substituant la solution de ce système d’équation et la condition initiale (2.2) dans (2.23) ,
on obtient la solution du problème (2.1)- (2.3) sous la forme suivante :

Nous avons l’équation (2.23) pour k=0 alors U (x, t) = U0X0

On a

U
′

0 (t) = F0 (t)

par intégration à deux coté on obtient∫ t

0

U
′
(s) ds =

∫ t

0

F0 (τ) dτ alorsU0 (t) = U0 (0) +

∫ t

0

F0 (τ) dτ

Avec la condition de (2.24) pour k = 0 alorsU0 (0) = ϕ (0) = ϕ0

Donc

U0 = ϕ (0) +

∫ t

0

F0 (τ) dτ

D’ou

U0 (t)X0 (x) =

[
ϕ0 +

∫ t

0

F0 (τ) dτ

]
X0 (x) .
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Pour k = 1, nous pouvons facilement le système suivanteU
′

2k (t) + (2πk)2 a (t)U2k (t) = F2k (t)

U2k (0) = ϕ2k

Nous allons cherche la solution de l’équation sous deuxième nombre (équation homogène)
On a U

′

2k (t) + (2πk)2 a (t)U2k (t) = 0 , équation a variable sépares

Donc

U
′

2k (t)

U2k (t)
= − (2πk)2 a (t)

Par intégration on obtient

U2k (t) = C2ke
(−2πk)2

∫ t
0 a(s)ds

Pour t = 0⇒ U2k (0) = C2k = ϕ2k

D’ou

U2k (t) = ϕ2ke
−(2πk)2

∫ t
0 a(s)ds

2eme étape en utilise variation des constants

Nous allons chercher la solution de l’équation sous la forme

U2k (t) = ϕ2k (t) e−(2πk)2A(t), avec A (t) =

∫ t

0

a (s) ds

Dérivons la fonction U2k par rapport t

On trouve

U
′

2k = ϕ
′

2k (t) e−(2πk)2A(t) − ϕ2k (t) (2πk)2 a (t) e−(2πk)2A(t)

Alors substitution l’expression , on obtient

⇒ ϕ
′

2k (t) e−(2πk)2A(t) = F2k (t)

⇒ ϕ
′

2k (t) = F2k (τ) e−(2πk)2A(t)
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Par intégration

⇒ ϕ2k (t) =

∫ t

0

F2k (τ) e−(2πk)2
∫ t
τ a(s)ds + ϕ2k (0) , avec ϕ2k ≥ 0

d’après condition (2) de l’hypothèse (A2) on a ϕ2k (0) = ϕ2k ≥ 0, alors

∞∑
k=1

U2k (t)X2k (x) =
∞∑
k=1

[
ϕ2ke

−(2πk)2
∫ t
0 a(s)ds +

∫ t

0

F2k (τ) e−(2πk)2
∫ t
τ a(s)dsdτ

]
X2k (x)

De même travail Nous allons chercher la solution de l’équation sous la formeU
′

2k (t) + (2πk)2 a (t)U2k−1 (t) + 4πkU2k (t) = F2k−1 (t)

U2k−1 (0) = ϕ2k−1

On cherche la solution de l’équation sous deuxième nombre (équation homogène)
On a U

′

2k−1 (t) + (2πk)2 a (t)U2k−1 (t) + 4πkU2k (t) = 0 équation a variable sépares

Nous avons

U
′

2k−1 (t) + (2πk)2 a (t)U2k−1 (t) = −4πkU2k (t)

⇒ U2k−1 (t) = C2k−1e
−(2πk)2

∫ t
0 a(s)ds

Pour t = 0 alors U2k−1 (0) = C2k−1 = ϕ2k−1

⇒ ϕ2k−1 (t) = ϕ2k−1e
−(2πk)2

∫ t
0 a(s)ds

Nous allons chercher la solution de l’équation sous la forme

U2k−1 (t) = ϕ2k−1 (t) e−(2πk)2A(t)

Dérivons la fonction U2k−1 par rapport t et on substitution , on trouve

ϕ
′

2k−1 (t) e−(2πk)2A(t) = −4πkϕ2ke
−(2πk)2A(t)

⇒ ϕ
′

2k−1 (t) = −4πkϕ2k

Par intégration
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ϕ2k−1 (t) = −4πkϕ2kt+ C2k−1, avec ϕ2k−1 (0) = C2k−1 = ϕ2k−1

⇒ ϕ2k−1 (t) = ϕ2k−1 − 4πkϕ2kt

D’ou

⇒ U2k−1 (t) = (ϕ2k−1 − 4πkϕ2kt) e
−(2πk)2

∫ t
0 a(s)ds.

2eme étape en utilise la même manière on trouve la dernière partie

∞∑
k=1

[∫ t

0

(F2k−1 (τ)− 4πkF2k (τ) (t− τ)) e−(2πk)2
∫ t
τ a(s)dsdτ

]
.

En substitution les solution du système des équations et condition initial (2.2) dans (2.23) ,
on obtient la solution du problème (2.1)-(2.3) sous la forme :

U (x, t) =

[
ϕ0 +

∫ t

0

F0 (τ) dτ

]
X0 (x)

+
∞∑
k=1

[
ϕ2ke

−(2πk)2
∫ t
0 a(s)ds +

∫ t

0

F2k (τ) e−(2πk)2
∫ t
τ a(s)ds

]
X2k (x)

+
∞∑
k=1

[
(ϕ2k−1 − 4πkϕ2kt) e

−(2πk)2
∫ t
0 a(s)ds

]
X2k−1 (x)

+
∞∑
k=1

[∫ t

0

(F2k−1 (τ)− 4πkF2k (τ) (t− τ)) e−(2πk)2
∫ t
τ a(s)dsdτ

]
X2k−1 (x) .

(2.25)

Sous la condition (1) de (A2) et (A3) de la série (2.25) et de ∂U
∂x

sont uniformément convergentes
en ΩT car leur sommes majorantes sont absolument convergentes .
par conséquent , leurs U (x, t) et Ux (x, t) sont continués dans ΩT . De plus , ∂U

∂t
et la séries

∂U
∂xx

du second ordre sont uniformément convergentes dans ΩT . Ainsi nous avons U (x, t) ∈
C2 (ΩT )

⋂
C1,0

(
ΩT

)
. De plus Ut (x, t) est continu dans ΩT .
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En différenciant la condition (2.4), sous l’hypothèse (A1) on obtient.

On a de (2.4) ∫ 1

0

U (x, t) dx = E (t)⇒ d

dt

∫ 1

0

U (x, t) dx =
d

dt
E (t)

Donc ∫ 1

0

Ut (x, t) dx = E
′
(t) , 0 ≤ t ≤ T (2.26)

De cela donne

a (t) = p [a (t)] . (2.27)

De l’équation (2.1) on a
Ut = a (t)Uxx + F (x, t)

Alors par intégration sur [0, 1]∫ t

0

Ut (x, t) dx = a (t)

∫ 1

0

Uxxdx+

∫ 1

0

F (x, t) dx

De (2.25) on trouve

E
′
(t) = a (t) [Ux (1, t)− Ux (0, t)] +

∫ 1

0

F (x, t) dx

Avec la condition de (2.3) On a

a (t)Ux (0, t) =

∫ 1

0

F (x, t) dx− E ′
(t) (2.28)

On va cherche de Ux (0, t). De la série (2.23) on dérivée par rapport x

Nous avons

d

dx
U (x, t) = [4 (1− x) sin (2πkx) + 8πk (1− x) cos (2πkx)]U2k (t)− [8πk sin (2πkx)]U2k−1 (t)
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Alors

Ux (0, t) =
∞∑
k=1

8πk

[
ϕ2ke

−(2πk)2
∫ t
0 a(s)ds +

∫ t

0

F2k (τ) e−(2πk)2
∫ t
τ a(s)dsdτ

]

D’ou l’équation (2.28) On a

a (t) =

∫ 1

0
F (x, t)− E ′

(t)

Ux (0, t)

Il est claire que la fonction F (x, t) s’écrit sous forme

F (x, t) = F0 (t)X0 (x) +
∞∑
k=1

F2k−1 (t)X2k−1 (x) +
∞∑
k=1

F2k (t)X2k (x)

On intégrant sur [0, 1] et intégration par partie , on obtient

∫ 1

0

F (x, t) dx = 2F0 (t)

∫ 1

0

dx+
∞∑
k=1

4F2k−1 (t)

∫ 1

0

cos (2πkx) dx+
∞∑
k=1

4F2k (t)

∫ 1

0

(1− x) sin (2πkx) dx

= 2F0 (t) +
∞∑
k=1

4F2k−1 (t)

[
sin (2πkx)

2πk

]1

0

+
∞∑
k=1

4F2k (t)

(
1

2πk
− 1

2πk

[
sin (2πkx)

2πk

]1

0

)

= 2F0 (t) +
∞∑
k=1

2

πk
F2k (t) .

D’ou on obtient :

P [a (t)] =
2F0 (t) +

∑∞
k=1

2
πk
F2k (t)− E ′

(t)∑∞
k=1 8πk

[
ϕ2ke

−(2πk)2
∫ t
0 a(s)ds +

∫ t
0
F2k (τ) e−(2πk)2

∫ t
τ a(s)dsdτ

] . (2.29)

On note

C0 = 2 min
t∈[0,T ]

F0 (t) + min
t∈[0,T ]

(
∞∑
k=1

2

πk
F2k (t)

)
− max

t∈[0,T ]
E

′
(t) .

C1 = 2 max
t∈[0,T ]

F0 (t) + max
t∈[0,T ]

(
∞∑
k=1

2

πk
F2k (t)

)
− min

t∈[0,T ]
E

′
(t) .

C2 =

∫ T

0

E
′
(t) dt+

∞∑
k=1

2

πk
ϕ2k − 2

∫ T

0

F0 (t) .

C3 =
∞∑
k=1

8πk

(
ϕ2k +

∫ T

0

F2k (τ) dτ

)
.

Il est facile de vérifies que Ck > 0, k = 0, 1, 2, 3 et C2 ≤ C3 , De (2.25) par intégration sur [0, T ] .
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∫ T

0

(∫ 1

0

Ut (x, t) dx

)
dt =

∫ T

0

E
′
(t) dt.

On va cherche à
∫ 1

0
Ut (x, t) dx, Nous avons

Ut (x, t) = U
′

0 (t)X0 (x) +
∞∑
k=1

U
′

2k−1 (t)X2k−1 (x) +
∞∑
k=1

U
′

2k (t)X2k (x)

∫ 1

0

Ut (x, t) dx = 2U
′

0 (t)

∫ 1

0

dx+
∞∑
k=1

U
′

2k−1 (t)

∫ 1

0

X2k−1 (x) dx+
∞∑
k=1

U
′

2k (t)

∫ 1

0

X2k (x) dx

= 2F0 (t) +
∞∑
k=1

4U
′

2k−1 (t)

∫ 1

0

cos (2πkx) dx+
∞∑
k=1

4U
′

2k (t)

∫ 1

0

(1− x) sin (2πkx) dx

Par intégration par partie

∫ 1

0

Ut (x, t) dx = 2F0 (t) +
∞∑
k=1

4U
′

2k−1 (t)

[
sin (2πkx)

2πk

]1

0

+
∞∑
k=1

2

πk
U

′

2k (t)

D’ou ∫ 1

0

Ut (x, t) dx = 2F0 (t) +
∞∑
k=1

2

πk
U

′

2k (t)

Alors∫ T

0

(∫ 1

0

Ut (x, t) dx

)
dt = 2

∫ T

0

F0 (t) dt+
∞∑
k=1

2

πk

∫ T

0

U
′

2k (t) dt

= 2

∫ T

0

F0 (t) dt+
∞∑
k=1

2

πk

[
ϕ2ke

−(2πkx)
∫ t
0 a(s)ds +

∫ t

0

F2k (τ) e−(2πk)2
∫ t
τ a(s)dsdτ

]T
0

donc

∫ T

0

E
′
(t) dt = 2

∫ T

0

F0 (t) dt+
∞∑
k=1

2

πk

[
ϕ2ke

−(2πk)2
∫ T
0 a(s)ds +

∫ T

0

F2k (τ) e−(2πk)2
∫ T
τ a(s)dsdτ

]
−
∞∑
k=1

2

πk
ϕ2k

On trouve
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∫ T

0

E
′
(t) dt+

∞∑
k=1

2

πk
ϕ2k−2

∫ T

0

F0 (t) dt =
∞∑
k=1

2

πk

[
ϕ2ke

−(2πk)2
∫ T
0 a(s)ds +

∫ T

0

F2k (τ) e−(2πk)2
∫ T
τ a(s)dsdτ

]
En utilise l’estimation suivent :∣∣∣e−(2πk)2

∫ T
0 a(s)ds

∣∣∣ ≤ (2πk)2
∣∣∣e−(2πk)2

∫ T
0 a(s)ds

∣∣∣ ≤ (2πk)2 ;
(
care−(2πk)2

∫ T
0 a(s)ds ≤ 1

)
.

On obtient∫ T

0

E
′
(t) dt+

∞∑
k=1

2

πk
ϕ2k − 2

∫ T

0

F0 (t) dt ≤
∞∑
k=1

2

πk
(2πk)2

[
ϕ2k +

∫ T

0

F2k (τ) dτ

]
≤

∞∑
k=1

8πk

[
ϕ2k +

∫ T

0

F2k (τ) dτ

]
.

En utilise la représentation (2.27) suivante est vraie

0 <
C0

C3

≤ a (t) ≤ C1

C2

.

On considérez l’ensemble M comme suite

M =

{
a (t) ∈ C [0, T ] :

C0

C3

≤ a (t) ≤ C1

C2

}
.

. Il facile de voir que
P : M −→M

L’opérateur P (M) fait corresponde de M .
Nous allons maintenant montre que l’opérateur P est uniformément bornée et equi-continue
sur M .( P opérateur compact,voir chapitre 1)
Soit M1 un sous-ensemble de l’ensemble M .
Depuis P (M1) ⊂ M , alors P (M1) est uniformément borné . Ensuite, nous avons pour a (t) ∈
M1 et t1, t2 ∈ [0, T ]

En utilisant k (t) , N (t)

Alors

|P [a (t1)]− P [a (t2)]| =
∣∣∣∣K (t1)N (t2)−K (t1)N (t1) +K (t1)N (t1)−K (t2)N (t1)

N (t1)N (t2)

∣∣∣∣
|P [a (t1)]− P [a (t2)]| ≤ |K (t1)−K (t2)|

N (t2)
+
|K (t1) (N (t1)−N (t2))|

N (t1)N (t2)
(2.30)
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Où

K (t) = 2F0(t) +
∞∑
k=1

2

πk
F2k (t)− E ′

(t) .

N (t) =
∞∑
k=1

8πk

(
ϕ2ke

−(2πk)2
∫ t
0 a(s)ds +

∫ t

0

F2k (τ) e−(2πk)2
∫ t
τ a(s)dsdτ

)
.

Pour a (t) > 0

Utilisant l’estimation suivant :

Lemme 2.1. Pour t1 ≤ t ≤ t2 où t1, t2 > 0 , on a∣∣∣e−(2πk)2
∫ t1
0 a(s)ds − e−(2πk)2

∫ t2
0 a(s)ds

∣∣∣ ≤ (2πk)2 |t1 − t2|max
[0,T ]

a (t) , 0 < τ < t, et ‖a (t)‖C[0,T ] .

On note la norme de Tchebychev définie par

‖a‖C[0,T ] = max
0≤t≤T

|a (t)| .

Démonstration. On défini g = (t, τ) = e(2πk)2
∫ t
τ a(s)ds t ∈ [t1, t2] , 0 ≤ τ ≤ T .

Où g (., τ) ∈ C [t1, t2] et g (0, τ) est différentiable de (t1, t2), par utilisation théorème des
accroissement fini

|g (t1, τ)− g (t2, τ)| = |t1 − t2| g (t, τ) .

De plus

|g (t1, τ)− g (t2, τ)| ≤ (2πk)2 |t1 − t2| max
C[0,T ]

.

Donc ∣∣∣e−(2πk)2
∫ t1
0 a(s)ds − e−(2πk)2

∫ t2
0 a(s)ds

∣∣∣ ≤ (2πk)2 |t1 − t2|max
[0,T ]

a (t) ,

Et d’autre par on a

|N (t1)−N (t2)| ≤

∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

8πkϕ2k

(
e−(2πk)2

∫ t1
0 a(s)ds − e−(2πk)2

∫ t2
0 a(s)ds

)∣∣∣∣∣
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+

∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

8πk

[∫ t1

0

F2k (τ) e−(2πk)2
∫ t1
τ a(s)ds −

∫ t2

0

F2k (τ) e−(2πk)2
∫ t2
τ a(s)ds

]∣∣∣∣∣
Avec 0 < t1 < t2 < T .

|N (t1)−N (t2)| ≤
∞∑
k=1

8πk (2πk)2 ϕ2k |t1 − t2|max
[0,T ]

a (t)

+

∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

8πk

[∫ t1

0

F2k (τ) e−(2πk)2
∫ t1
τ a(s)ds −

∫ t1

0

F2k (τ) e−(2πk)2
∫ t2
τ a(s)ds −

∫ t2

t1

F2k (τ) e−(2πk)2
∫ t2
τ a(s)ds

]∣∣∣∣∣
≤

∞∑
k=1

4 (2πk)3 ϕ2k |t1 − t2|max
[0,T ]

a (t) +
∞∑
k=1

8πk

∫ t1

0

F2k (τ)
∣∣∣e−(2πk)2

∫ t1
τ a(s)ds − e−(2πk)2

∫ t2
τ a(s)ds

∣∣∣
+
∞∑
k=1

8πk

∫ t2

t1

F2k (τ) e−(2πk)2
∫ t2
τ a(s)ds

Puisque e−(2πk)2
∫ t2
τ a(s)ds ≤ 1, k = 0, 1, 2 , on obtient

≤
∞∑
k=1

4 (2πk)3 ϕ2k |t1 − t2|max
[0,T ]

a (t) +
∞∑
k=1

4 (2πk)3

∫ t1

0

F2k (τ) dτ max
[0,T ]

a (t)

+
∞∑
k=1

8πk

∫ t2

t1

F2k (τ) dτ

On pose

C4 =
∞∑
k=1

4 (2πk)3 ϕ2k, C5 =

∫ T

0

∞∑
k=1

4 (2πk)3 F2k (τ) dτ, C6 = max
[0,T ]

(
∞∑
k=1

8πkF2k (t)

)
.

Alors
|N (t1)−N (t2)| ≤

[
(C4 + C5) max

[0,T ]
a (t) + C6

]
|t1 − t2|

De l’hypothèse (A2)2 et (A3)3

0 < a (t) ≤ C1

C2

<∞ , 0 ≤ t ≤ T.

On obtient

|N (t1)−N (t2)| ≤
[
(C4 + C5)

C1

C2

+ C6

]
|t1 − t2| (2.31)

Remarquez que forme la définition de C1, nous obtenons
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|k (t)| ≤ C1; N (t) ≥ C2 ; t ∈ [0, T ] .

Puisque K (t) est une fonction continu donc pour donné ε > 0 ∃δ1 > 0 .
Tel que δ1 = δ1 (ε) ,∀t1, t2 ∈ [0, T ] (|t1 − t2| < δ) .

D’ou

|K (t1)−K (t2)| < C2ε

2
, pourtout |t1 − t2| < δ1 (2.32)

Soit

δ = min

{
δ1 (ε) ,

C3
2

2 ((C4 + C5)C1 + C2C6)C1

ε

}
De (2.31) pour |t1 − t2| < ε on obtient

|N (t1)−N (t2)| ≤ [(C4 + C5)C1 + C2C6]

C2

× C3
2

2 [(C4 + C5)C1 + C2C6]C1

ε.

D’ou

|N (t1)−N (t2)| ≤ C2
2ε

2C1

(2.33)

Et d’autre part

|K (t1)| ≤ 2 max
t∈[0,T ]

F0 (t) + max
t∈[0,T ]

(
∞∑
k=1

2

πk
F2k (t)

)
− min

t∈[0,T ]
E

′
(t)

Alors
|K (t1)| ≤ C1.

Et
N (t2) ≤ C3 telleque C2 ≤ C3 alors N (t2) ≤ C2.

Et aussi
N (t1)N (t2) ≤ C2

2 ;

En substitution de (2.32) et (2.33) dans (2.30) , donne

|P [a (t1)]− P [a (t2)]| ≤ C2ε

2C2

+
C1C

2
2ε

2C1C2
2

c©2021, I. AOUINA Problème inverse pour une équation de diffusion



2.3. RÉSULTATS D’EXISTENCE ET L’UNICITÉ 40

Alors
|P [a (t1)]− P [a (t2)]| < ε.

Ainsi , l’ensemble P (M1) est equi-continu . alors P (M1) est un ensemble compact et l’opérateur
est compact et l’application de l’ensemble M sur lui même, En utilisant le théorème du point
fixe de Schauder , nous avons une solution a (t) ∈ C [0, T ] de l’équation (2.27) .

2.3.1 Unicité de la solution

Montrons maintenant qu’il existe ΩT0 (0 < T0 ≤ T ) pour le quel la solution (a, U) du pro-
blème (2.1)-(2.4) est unique dans ΩT0 .
Supposons que (U (x, t) , a (t)) et (V (x, t) , b (t)) deux paires de solution du problème (2.1)-(2.4)
. En suite, à partir des représentation (2.25) et (2.27) de la solution

U (x, t)− V (x, t) =
∞∑
k=1

ϕ2k

(
e−(2πk)2

∫ t
0 a(s)ds − e−(2πk)2

∫ t
0 b(s)ds

)
X2k (x)

+
∞∑
k=1

(∫ 1

0

F2k (τ)
(
e−(2πk)2

∫ t
τ a(s)ds − e−(2πk)2

∫ t
τ b(s)ds

)
dτ

)
X2k (x)

+
∞∑
k=1

(ϕ2k−1 − 4πkϕ2kt)
(
e−(2πk)2

∫ t
0 a(s)ds − e−(2πk)2

∫ t
0 b(s)ds

)
X2k−1 (x)

+
∞∑
k=1

(∫ 1

0

F2k−1 (τ)
(
e−(2πk)2

∫ t
τ a(s)ds − e−(2πk)2

∫ t
τ b(s)ds

)
dτ

)
X2k−1 (x)

−
∞∑
k=1

(
4πk

∫ t

0

F2k (τ) (t− τ)
(
e−(2πk)2

∫ t
τ a(s)ds − e−(2πk)2

∫ t
τ b(s)ds

)
dτ

)
X2k−1 (x) .

(2.34)

a (t)− b (t) = P [a (t)]− P [b (t)] . (2.35)

Où

P [a (t)]− P [b (t)] =
2F0 (t) +

∑∞
k=1

2
πk
F2k (t)− E ′

(t)∑∞
k=1 8πk

(
ϕ2ke

−(2πk)2
∫ t
0 a(s)ds +

∫ t
0
F2k (τ) e−(2πk)2

∫ t
τ a(s)dsdτ

)
−

2F0 (t) +
∑∞

k=1
2
πk
F2k (t)− E ′

(t)∑∞
k=1 8πk

(
ϕ2ke

−(2πk)2
∫ t
0 b(s)ds +

∫ t
0
F2k (τ) e−(2πk)2

∫ t
τ b(s)dsdτ

) .
l’estimation suivante est vraie , et on a

∑∞
k=1 8πk

(
ϕ2k +

∫ t
0
F2k (τ) dτ

)
≤ C2 .
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Alors

|P [a (t)]− P [b (t)]| ≤
(
2F0 (t) +

∑∞
k=1

2
πk
F2k (t) +

∣∣E ′
(t)
∣∣)

C2
2

×

(
∞∑
k=1

8πkϕ2k

∣∣∣e−(2πk)2
∫ t
0 a(s)ds − e−(2πk)2

∫ t
0 b(s)ds

∣∣∣ +
∞∑
k=1

8πk

∫ T

0

F2k (τ)
∣∣∣e−(2πk)2

∫ t
τ a(s)ds − e−(2πk)2

∫ t
τ b(s)ds

∣∣∣ dτ) .
Utilisation des estimations∣∣∣e−(2πk)2

∫ t
0 a(s)ds − e−(2πk)2

∫ t
0 b(s)ds

∣∣∣ ≤ (2πk)2 T max
0≤t≤T

|a (t)− b (t)| .∣∣∣e−(2πk)2
∫ t
τ a(s)ds − e−(2πk)2

∫ t
τ b(s)ds

∣∣∣ ≤ (2πk)2 T max
0≤t≤T

|a (t)− b (t)| .
(2.36)

Alors

|P [a (t)]− P [b (t)]| ≤
2F0 (t) +

∑∞
k=1

2
πk
F2k (t) +

∣∣E ′
(t)
∣∣

C2
2

×

[
∞∑
k=1

4 (2πk)3 ϕ2kT max
0≤t≤T

|a (t)− b (t)|+
∞∑
k=1

4 (2πk)3

∫ T

0

F2k (τ) dτT max
0≤t≤T

|a (t)− b (t)|

]

D’ou

|P [a (t)]− P [b (t)]| ≤
2F0 (t) +

∑∞
k=1

2
πk
F2k (t) +

∣∣E ′
(t)
∣∣

C2
2

[
(C4 + C5)T max

0≤t≤T
|a (t)− b (t)|

]
.

Et on a

max
t∈[0,T ]

|P [a (t)]− P [b (t)]| ≤
2 maxt∈[0,T ] F0 (t) + maxt∈[0,T ]

(∑∞
k=1

2
πk
F2k (t)

)
+
∣∣E ′

(t)
∣∣

C2
2

×[
(C4 + C5)T max

0≤t≤T
|a (t)− b (t)|

]
D’ou

max
t∈[0,T ]

|P [a (t)]− P [b (t)]| ≤ C1 (C4 + C5)

C2
2

T max
0≤t≤T

|a (t)− b (t)| .

Si pose α = C1(C4+C5)

C2
2

T

On obtient
max

0≤t≤T
|P [a (t)]− P [b (t)]| ≤ α max

0≤t≤T
|a (t)− b (t)| .

Soit α ∈ (0, 1) un nombre fixe arbitraire. fixe un nombre T0, 0 < T0 ≤ T , telle que

c©2021, I. AOUINA Problème inverse pour une équation de diffusion



2.4. DÉPENDANCE CONTINUE PAR RAPPORT DONNÉES 42

C1 (C4 + C5)

C2
2

T0 ≤ α.

puis formez l’égalité (2.34) on obtient

‖a− b‖C[0,T0] ≤ α ‖a− b‖C[0,T0] .

Pour α < 1 alors l’égalité (1− α) ‖a− b‖C[0,T0] ≤ 0

On obtient a = b pour fixe T0 > 0 , en remplaçant a = b dans (2.34), on obtient

U (x, t)− V (x, t) = 0

Ce qui implique que U (x, t) = V (x, t) et a (t) = b (t) , t ∈ [0, T ] .

2.4 Dépendance continue par rapport données

Théorème 2.2. Sous des hypothèses (A1)− (A3) la solution (a,u) du problème (2.1)(2.4) dépend conti-
nuellement des données pour les petits T .

Démonstration. Soit φ = {ϕ, F,E} et φ =
{
ϕ, F ,E

}
deux ensembles données, qui satisfont les hypothèses (A1)−(A3) . Alors il existe des constantes
positives Mi, i = 1, 2, 3 tel que

‖φ‖C4[0,1] ≤M1, ‖F‖C4,0(ΩT ) ≤M2, ‖E‖C4[0,1] ≤M3,∥∥φ∥∥
C4[0,1]

≤M1,
∥∥F∥∥

C4,0(ΩT ) ≤M2,
∥∥E∥∥

C4[0,1]
≤M3.

Soit (a, U) et
(
a, U

)
est les solution du problème inverse (2.1)- (2.4) correspondant aux don-

nées φ et φ, respectivement selon de l’équation (2.27) nous avons

a (t) =
2F0 (t) +

∑∞
k=1

2
πk
F2k (t)− E ′

(t)∑∞
k=1 8πk

[
ϕ2ke

−(2πk)2
∫ t
0 a(s)ds +

∫ t
0
F2k (τ) e−(2πk)2

∫ t
τ a(s)dsdτ

] , (2.37)

a (t) =
2F 0 (t) +

∑∞
k=1

2
πk
F 2k (t)− E

′

(t)∑∞
k=1 8πk

[
ϕ2ke

−(2πk)2
∫ t
0 a(s)ds +

∫ t
0
F 2k (τ) e−(2πk)2

∫ t
τ a(s)dsdτ

] , (2.38)

Premièrement , laissez nous estimation a− a de calcule que
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∣∣∣∣∣F0 (t)
∞∑
k=1

8πkϕ2ke
−(2πk)2

∫ t
0 a(s)ds − F 0 (t)

∞∑
k=1

8πkϕ2ke
−(2πk)2

∫ t
0 a(s)ds

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣F0 (t)
∞∑
k=1

8πkϕ2k

(
e−(2πk)2

∫ t
0 a(s)ds − e−(2πk)2

∫ t
0 a(s)ds

)
+
∞∑
k=1

8πke−(2πk)2
∫ t
0 a(s)ds (ϕ2k − ϕ2k)

+
∞∑
k=1

8πkϕ2ke
−(2πk)2

∫ t
0 a(s)ds

(
F0 (t)− F ′

0 (t)
)∣∣∣∣∣

En utilisant (2.36) et les hypothèses du théorème, nous avons la suite suivante pour la première
estimation∣∣∣∣∣F0 (t)

∞∑
k=1

8πkϕ2ke
−(2πk)2

∫ t
0 a(s)ds − F 0 (t)

∞∑
k=1

8πkϕ2ke
−(2πk)2

∫ t
0 a(s)ds

∣∣∣∣∣
≤ max

(
∞∑
k=1

4 (2πk)3 |F0 (t)| |ϕ2k (t)|

)
T max |a (t)− a (t)|+

∞∑
k=1

8πkmax |ϕ2k − ϕ2k|

+ max

(
∞∑
k=1

8πk |ϕ2k|

)
max

∣∣F (t)− F (t)
∣∣

≤
∞∑
k=1

4 (2πk)3 ‖F‖C4,0(QT ) ‖ϕ‖C4[0,1] ‖a− a‖C[0,T ] +
∞∑
k=1

8πk ‖ϕ− ϕ‖C4[0,1] +
∞∑
k=1

‖ϕ‖C4[0,1]

∥∥F − F∥∥
C4,0(ΩT )

≤
∞∑
k=1

4 (2πk)3 TM1M2 ‖a− a‖C[0,T ] +
∞∑
k=1

8πk ‖ϕ− ϕ‖C4[0,1] +
∞∑
k=1

8πkM1

∥∥F − F∥∥
C4,0(ΩT )

De même manière on a

∣∣∣∣∣F0 (t)
∞∑
k=1

∫ t

0

F 2k (τ) e−(2πk)2
∫ t
τ a(s)dsdτ − F 0 (t)

∞∑
k=1

8πk

∫ t

0

F2k (τ) e−(2πk)2
∫ t
τ a(s)dsdτ

∣∣∣∣∣
≤

∞∑
k=1

4 (2πk)3 T 2M2
2 ‖a− a‖C[0,T ] +

∞∑
k=1

16πkM2T
∥∥F − F∥∥

C4,0(ΩT )
.

∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

2

πk
F2k (t)

∞∑
k=1

8πkϕ2ke
−(2πk)2

∫ t
0 a(s)ds −

∞∑
k=1

2

πk
F 2k (t)

∞∑
k=1

8πkϕ2ke
−(2πk)2

∫ t
0 a(s)ds

∣∣∣∣∣
≤

∞∑
k=1

16 (2πk)2 TM1M2 ‖a− a‖C[0,T ] + 16M2 ‖ϕ− ϕ‖C4[0,1] + 16M1

∥∥F − F∥∥
C4,0(ΩT )

.
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∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

2

πk
F2k (t)

∞∑
k=1

8πk

∫ t

0

F 2k (τ) e−(2πk)2
∫ t
0 a(s)dsdτ −

∞∑
k=1

2

πk
F 2k (t)

∞∑
k=1

8πk

∫ t

0

F2k (τ) e−(2πk)2
∫ t
0 a(s)dsdτ

∣∣∣∣∣
≤

∞∑
k=1

16 (2πk)2M2
2T

2 ‖a− a‖C[0,T ] + 32M2T
∥∥F − F∥∥

C4,0(ΩT )
.

E
′
(t)

∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

8πkϕ2ke
−(2πk)2

∫ t
0 a(s)ds − E

′

(t)
∞∑
k=1

8πkϕ2ke
−(2πk)2

∫ t
0 a(s)ds

∣∣∣∣∣
≤

∞∑
k=1

4 (2πk)3 TM1M3 ‖a− a‖C[0,T ] +
∞∑
k=1

8πk ‖ϕ− ϕ‖C4[0,1] +
∞∑
k=1

8πkM1

∥∥E − E∥∥
C4,0(ΩT )

.

∣∣∣∣∣E ′
(t)

∞∑
k=1

8πk

∫ t

0

F 2k (τ) e−(2πk)2
∫ t
0 a(s)dsdτ − E ′ (t)

∞∑
k=1

8πk

∫ t

0

F2k (τ) e−(2πk)2
∫ t
0 a(s)dsdτ

∣∣∣∣∣
≤

∞∑
k=1

4 (2πK)3 T 2M2M3 ‖a− a‖C[0,T ] +
∞∑
k=1

8πkT
∥∥F − F∥∥

C4,0(ΩT )
+
∞∑
k=1

8πkTM2

∥∥E − E∥∥
C4,0(ΩT )

.

Où Mk, k = 1, ..6 sont quelques constantes

On a

M1 =
∞∑
k=1

4 (2πk)3 TM1M2 +
∞∑
k=1

4 (2πk)3 T 2M2
2 +

∞∑
k=1

16 (2πk)2 TM1M2 +
∞∑
k=1

16 (2πk)2M2
2T

2

+
∞∑
k=1

4 (2πk)3 TM1M3.

M2 =
∞∑
k=1

16πk + 16M2.

M3 =
∞∑
k=1

8πkM1 +
∞∑
k=1

16πkTM2 + 16M1 + 32TM2 +
∞∑
k=1

8πk.

M4 =
∞∑
k=1

8πkM1 +
∞∑
k=1

TM2.

Après avoir ces estimation dans a− a , nous obtenons
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(1−M1) ‖a− a‖C[0,T ] ≤M5

(∥∥E − E∥∥
C4,0(ΩT )

+ ‖ϕ− ϕ‖C4[0,1] +
∥∥F − F∥∥

C4,0(ΩT )

)
Ou M5 = max {M2,M3,M4} .

L’inégalité M1 < 1 on prend le petites T , finalement on obtient

‖a− a‖C[0,T ] ≤
M5

(1−M1)

∥∥φ− φ∥∥ .
Si pose M6 = M5

(1−M1)
.

Ou ∥∥φ− φ∥∥ =
∥∥E − E∥∥

C4,0(ΩT )
+ ‖ϕ− ϕ‖C4[0,1] +

∥∥F − F∥∥
C4,0(ΩT )

.

De l’équation (2.25) une estimation similaire est également obtenue pour la différence U −U au
comme

∥∥U − U∥∥
C(ΩT ) ≤M6

∥∥φ− φ∥∥ .
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CHAPITRE 3

ÉTUDE NUMÉRIQUE DE PROBLÈME INVERSE

D ans ce chapitre, nous avons introduit un schéma de différences finies de Crank-Nicolson
combiné avec la technique de prédicteur-correcteur pour résoudre numériquement ce

problème inverse. Des exemples numériques sont présentés pour valider l’efficacité de ce
schéma.

46
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3.1 Approximation Numérique

Soient Nx, Nt ∈ N définit tj = jτ, j = 0, 1, ...Nt xi = ih, i = 1, 2, ...Nx + 1 , ou τ = T
Nt
et h =

1
Nx+1

sont le pas d’espace et le pas temps respectivement .
Soit U j

i l’application numérique de U (xi, tj), F j+1
i L’approximation numérique de F (xi, tj) et

aj+1 l’application numérique de a (tj).

1. La discrétisation de la dérivée première ordre dans la direction t est donnée par :

∂U

∂t
(xi, tj) =

U j+1
i − U j

i

τ
+ θ (τ) . (3.1)

2. La discrétisation de Crank-Nicolsonla dans la direction x est donnée par :

∂2U

∂x2
(xi, tj) =

1

2

(
U j
i−1 − 2U j

i + U j
i+1

h2
+
U j+1
i−1 − 2U j+1

i + U j+1
i+1

h2

)
. (3.2)

3. La discrétisation de la condition initiale et aux limites sont données par :

U (xi, 0) = ϕ (xi)⇒ U0
i = ϕi. (3.3)

4. Pour la condition non locale :

U (0, tj) = U (1, tj)⇔ U (x0, tj) = U (xNx , tj)⇒ U j
0 = U j

Nx
. (3.4)

Ux (1, tj) = 0⇔ Ux (xNx , tj) = 0⇒ U (xNx+1, tj)− U (xNx−1, tj)

h
= 0⇒ U j

Nx−1 = U j
Nx+1.

(3.5)

3.1.1 Schéma des différences finies

En utilisant (3.1) et (3.2) et (2.1), on obtient le schéma de Crank-Nicolson défini par :

1

τ

(
U j+1
i − U j

i

)
=

1

2

(
aj+1 + aj

) 1

2h2

[(
U j
i−1 − 2U j

i + U j
i+1

)
+
(
U j+1
i−1 − 2U j+1

i + U j+1
i+1

)]
+

1

2

(
F j+1
i + F j

i

)
.

(3.6)

Le schéma (3.6) devient

U j+1
i−1 − 2 (1 +R)U j+1

i + U j+1
i+1 = −U j

i−1 + 2 (1−R)U j
i − U

j
i+1 −Rτ

(
F j+1
i + F j

i

)
, (3.7)
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U0
i = ϕi, (3.8)

U j
0 = U j

Nx
, (3.9)

U j
Nx−1 = U j

Nx+1. (3.10)

Où R = 2h2

τ(aj+1+aj)
, i = 1, 2, ...., Nx + 1, j = 0, 1, ...Nt

3.1.2 Système matricielle

On observe qu’on obtient Nx équation servant à déterminer les Nx inconnues
(U1, U2, U3, ...., UNx) . On dit usuellement qu’on a discrétisé le problème par une méthode de
différences finies utilisant le schéma Crank-Nicolson . On note que la connaissance des condi-
tions au bord U0 et UNx est nécessaire à la résolution du système , puisque’elles apparaissent
dans (3.7) lorsque i = 1, ...Nx + 1

De l’équation (3.7)-(3.10)a Nx + 1×Nx + 1 de système des fonction linéaire .

AU j+1 = BU j + F j. (3.11)

1. Pour j = 0

De (3.7) on a
Pour i = 1 :

U1
Nx − 2 (1 +R)U1

1 + U1
2 = −U0

Nx + 2 (1−R)U0
1 − U0

2 −Rτ
(
F 1

1 + F 0
1

)
Pour i = 2 :

U1
1 − 2 (1 +R)U1

2 + U1
3 = −U0

1 + 2 (1−R)U0
2 − U0

3 −Rτ
(
F 1

2 + F 0
2

)
Pour i = 3 :

U1
2 − 2 (1 +R)U1

3 + U1
4 = −U0

2 + 2 (1−R)U0
3 − U0

4 −Rτ
(
F 1

3 + F 0
3

)
...

...
...

...
...
...

Pour i = Nx − 1 :

U1
Nx−2 − 2 (1 +R)U1

Nx−1 + U1
Nx = −U0

Nx−2 + 2 (1−R)U0
Nx−1 − U0

Nx −Rτ
(
F 1
Nx−1 + F 0

Nx−1

)
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Pour i = Nx :

2U1
Nx−1 − 2 (1 +R)U1

Nx = −2U0
Nx−1 + 2 (1−R)U0

Nx −Rτ
(
F 1
Nx + F 0

Nx

)
Où

b1 = 2 (1−R)U j
1 − U

j
2 − U

j
Nx
−Rτ

(
F j+1

1 + F j
1

)
, j = 0, 1, ...., Nt.

bNx = −2U j
Nx−1 + 2 (1−R)U j

Nx
−Rτ

(
F j+1
Nx

+ F j
Nx

)
, j = 0, 1, ...., Nt.

bi = −U j
i−1 + 2 (1−R)U j

i − U
j
i+1 −Rτ

(
F j+1
i + F j

i

)
, j = 0, 1, ...., Nt.

2. Pour j > 0 De même maniéré de cas (j = 0) . Donc, l’équation (3.11) écrit comme suite :

AU j+1 = −U j
i−1 + 2 (1−R)U j

i=1 − U
j
i+1, Pour i = 2, 3, ...Nx − 1, j = 0, 1, ...Nt.

Où

A =



−2 (1 +R) 1 0 · · · 0 1

1 −2 (1 +R) 1 0 · · · 0

0 1 −2 (1 +R) 1 0 · · · 0
... . . .

0 1 −2 (1 +R) 1

0 2 −2 (1 +R)


Et

B =



2 (1−R) −1 0 · · · 0 −1

−1 2 (1−R) −1 0 · · · 0

0 −1 2 (1−R) −1 0 · · · 0
... . . .

0 −1 2 (1−R) −1

0 −2 2 (1−R)


Où
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R = 2h2

τ(aj+1+aj)
, j = 0, 1, ...Nt .

F j =
[
−Rτ

(
F j+1

1 + F j
1

)
,−Rτ

(
F j+1

2 + F j
2

)
, ....,−Rτ

(
F j+1
Nx

+ F j
Nx

)]T
Nx×1

.

Remarque 3.1. Les matrice A et B sont définie positive.

Proposition 3.1. A est une matrice tridiagonale a diagonal dominante UTAU est définie positive.
A définie positive⇒ A inversible .
Donc le système admet une unique solution.

Propriétés 3.1. 1. A diagonal dominant par ligne
(
|aii| ≥

∑n
i=1,i 6=j |aij|

)
.

2. A tridiagonale par blocs .

3. A définie positive .

Pour démontre que les matrices A et B sont définie positive, il suffit de montre que

UTAU > 0, U 6= 0.

On a
Pour i = j = 1

|−2 (1 +R)| ≥ |2| = 2 > 0

Pour i = j = 2

|−2 (1 +R)| ≥ |2| = 2 > 0
...
Pour i = j = Nx

|−2 (1 +R)| ≥ |1| = 2 > 0

Donc pour tout U 6= 0, UTAU > 0 .
De même maniéré B est définie positive si UTBU > 0, U 6= 0.

Maintenant, construisons la correction le mécanisme de prédictive-correction Premièrement
, intégrant l’équation (2.1) par rapport à x de 0 à 1 en utilisant (2.3)-(2.4) , et l’équation (2.26), on
obtient

a (t) =
−E ′

(t) +
∫ 1

0
F (x, t) dx

Ux (0, t)
. (3.12)

L’approximation des différences finies de (3.12) est
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aj =

[
− ((Ej+1 − Ej) /τ) + (Fin)j

]
h

U j
1 − U

j
0

.

Où Ej = E (tj) , (Fin)j =
∫ 1

0
F (x, tj) dx, j = 0, 1, ...., Nt.

a0 =

[
− ((E1 − E0) /τ) + (Fin)0]h

φ1 − φ0

.

Et les valeurs de φi nous permettent de démarrer notre calcul. A noter les valeurs de aj, U j
i à

s-itération aj(s),
j(s)
i respectivement . En calcul numérique , le pas de temps étant très petit, on

peut prendre aj+1 (0) = aj, U
j+1(0)
i , j = 0, 1, 2, ..., Nt, i = 1, 2, ..., Nx+1 .

Chaque(s+ 1)-l’étape d’itération ous déterminons d’abord à partir aj+1(s+1) de la formule

aj+1(s+1) =

[
− ((Ej+2 − Ej+1) /τ) + (Fin)j+1

]
h

U
j+1(s)
1 − U j+1(s)

0

.

Alors de (3.6)-(3.9) on obtient

1

τ

(
U
j+1(s+1)
i − U j+1(s)

i

)
=

1

4h2

(
aj+1(s+1) + aj+1(s)

)
×
[(
U
j+1(s+1)
i−1 − 2U

j+1(s+1)
i + U

j+1(s+1)
i+1

)
+
(
U
j+1(s+1)
i−1 − 2U

j+1(s)
i + U

j+1(s)
i+1

)]
+

1

2

(
F j+1
i + F j

i

)
;

(3.13)

U
j+1(s)
0 = U

j+1(s)
Nx

; (3.14)

U
j+1(s)
Nx−1 = U

j+1(s)
Nx+1 , s = 0, 1, 2, ... (3.15)

Le système des équation (3.13)− (3.14) peut être résolu par méthode d’élimination de Gauss.
Si la différence de valeurs entre deux itérations atteint la tolérance prescrite, l’itéra-
tion est arrêtée et nous acceptons les valeurs affichées U j+1(s), U

j+1(s)
i (i = 1, 2, ..., Nx), est

aj+1, U j+1
i (i = 1, 2, ..., Nx), dans le (j + 1) sur le pas de temps (j + 1) respectivement . En vertu

de cette itération , nous pouvons déplacer le niveau de formulaire j au niveau j+1 .
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3.1.3 Exemple Numérique

On considérer le problème inverse de (2.1)-(2.4), avec

F (x, t) =

(
1

π
e−t + 4πe3t

)
cos (2πx) + (2π)2 (1− x) sin (2πx) e3t;

ϕ (x) = (1− x) sin (2πx) , E (t) =
1

2π
e−t, x ∈ [0, 1] , t ∈ [0, T ] .

Il facile de vérifier que la solution analytique du problème (2.1)-(2.4) est

{a (t) , U (x, t)} =

{
1

(2π)2 + e4t
, (1− x) sin (2πx) e−t

}
. (3.16)

Appliquons le schéma qui a été expliqué dans la section précédente pour la taille de pas
h = 0.005, τ = h

4
. Si nous observons ce schéma pour certaines valeurs de T, à savoir, pour

T = Ntτ,Nt ∈ N,
Dans le cas où T = 1

4
les comparaisons entre la solution analytique (3.16) et la solution

numérique aux différences sont représentées sur les figures 1 et 2 .
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La solution analytique et numerique de u(x, t) au t = 7
80

l’orsque T = 1
4

FIGURE 3.1 – Solution exacte et approchée de u(x,t) pour T = 7
80
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La solution analytique et numerique de a(t) l’orsque T = 1
4

FIGURE 3.2 – Solution exacte et approchée de a(t) pour T = 1
4
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Conclusion générale

Dans ce mémoire, nous avons étudié un problème inverse pour l’identification d’un coeffi-
cient de diffusivité thermique en fonction du temps et la distribution de la température dans
une équation de diffusion unidimensionnelle avec une condition d’intégrale et une condition
non locale. Ce travail se déroule en deux étapes :

3 Etude théorique d’un problème inverse : nous avons démontré par la méthode de Fou-
rier et la méthode de point fixe de Schauder l’existence de la solution sur ΩT et l’unicité
sur ΩT0 avec 0 < T0 < T , nous avons montré la dépendance continue de la solution par
rapport aux données du problème inverse.

3 Etude numérique d’un problème inverse : nous avons introduit un schéma de diffé-
rences finies de Crank-Nicolson combiné avec la technique de prédicteur-correcteur pour
résoudre numériquement ce problème inverse. Des exemples numériques sont présentés
pour valider l’efficacité de ce schéma.

Comme perspectives, nous avons prévu le sujet de recherche suivant :

3 Problème inverse pour une équation des ondes avec condition au limite non locale :

utt (x, t) = a (t)uxx (x, t) + f (x, t) , (x, t) ∈ ΩT

u (x, 0) = ϕ (x) , ut (x, 0) = ψ (x) 0 ≤ x ≤ 1

ux (1, t) = 0, 0 ≤ t ≤ T

u (0, t) = u (1, t) , 0 ≤ t ≤ T,∫ 1

0

u (x, t) dx = E (t) , 0 ≤ t ≤ T.
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D ans ce mémoire, nous avons étudié un problème inverse pour l’identification d’un coefficient de

diffusivité thermique en fonction du temps et la distribution de la température dans une équation

de diffusion unidimensionnelle avec une condition d’intégrale lorsqu’un échange de chaleur a lieu à

travers la frontière du matériau. Nous avons démontré que le problème inverse et bien posé sous cer-

taines conditions de régularité sur les données du problème. Le problème inverse est également étudié

numériquement, en utilisant le schéma de différences finies Crank–Nicolson combiné à la technique

du prédicteur-correcteur. Nous avons présenté des exemples numériques pour valider l’efficacité de ce

schéma.

Mots-Clés : Méthode de Fourier, Méthode de point fixe de Schauder, Problème spectral non

auto-adjoint, Schéma de Crank-Nicolson.

I n this memoir, we have studied an inverse problem for the identification of a coefficient of thermal

diffusivity as a function of time and the distribution of temperature in a one-dimensional diffusion

equation with an integral condition when a heat exchange takes place through the material border. We

have shown that the inverse problem is well posed under certain regularity conditions on the data of the

problem. The inverse problem is also studied numerically, using the Crank – Nicolson finite difference

scheme combined with the predictor-corrector technique. We have presented numerical examples to

validate the effectiveness of this scheme.

Keywords : Fourier method, Schauder fixed point method, Non-self-adjoint spectral problem,

Crank-Nicolson scheme.
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