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Résumé

ans ce mémoire, nous avons étudié un probleme inverse pour l'identification d"un coefficient de

diffusivité thermique en fonction du temps et la distribution de la température dans une équa-
tion de diffusion unidimensionnelle avec une condition d’intégrale lorsqu'un échange de chaleur a lieu
a travers la frontiere du matériau. Nous avons démontré que le probleme inverse et bien posé sous
certaines conditions de régularité sur les données du probleme. Le probleme inverse est également étu-
dié numériquement, en utilisant le schéma de différences finies Crank-Nicolson combiné a la technique
du prédicteur-correcteur. Nous avons présenté des exemples numériques pour valider 'efficacité de ce

schéma.

Mots-Clés : Méthode de Fourier, Méthode de point fixe de Schauder, Probleme spectral non

auto-adjoint, Schéma de Crank-Nicolson.

n this memoir, we have studied an inverse problem for the identification of a coefficient of thermal
diffusivity as a function of time and the distribution of temperature in a one-dimensional diffusion
equation with an integral condition when a heat exchange takes place through the material border. We
have shown that the inverse problem is well posed under certain regularity conditions on the data of the
problem. The inverse problem is also studied numerically, using the Crank — Nicolson finite difference
scheme combined with the predictor-corrector technique. We have presented numerical examples to

validate the effectiveness of this scheme.

Keywords : Fourier method, Schauder fixed point method, Non-self-adjoint spectral problem,

Crank-Nicolson scheme.
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Introduction générale

u cours des dernieres décennies, un intérét s’est porté sur la détermination des

coefficients dans 1'équation de diffusion, voir [3} 8, 9, 10} 11} 14, [16]. Des pro-

blémes de cette catégorie apparaissent dans de nombreux modéles mathéma-

tiques, notamment la conduction thermique, le processus de désintégration radioactive dans

une tige, la conception du systeme de chauffage du batiment et le stockage de 1'énergie ther-
mique dans un milieu, voir[1)} 2, 4, 6, 12].

Soit 7' > 0 un nombre fixe. Dans le rectangle Qr = {(z,t):0 <z <1, 0 <t <T}, nous

considérerons le probleme avec conditions initiales et aux limites suivant :

u (2,8) = a(t) uge (v,8) + f (2,1), (2,%) € Qr (1)
w(z,0)=¢(z), 0<z <1 2)
Ug (1,t) =0,0<t<T 3)
w(0,8)=u(l,t),0<t<T (4)

ou f et ¢ sont des fonctions données et la condition (4) est appelée condition au limite non
locale. Si le coefficient a (t), 0 < t < T, est donné, alors le probleme (1))-(4) est appelé probleme
direct.

I est bien connu que 1’'équation (1) modélise un processus de conduction thermique dans
une tige qui subit une désintégration radioactive ou un dommage avec une source de chaleur.
La conductivité thermique, la diffusivité, la capacité thermique et le coefficient de transfert

thermique varient en fonction du degré de désintégration, qui peut étre lié au temps, voir [2,[11].



La fonction ¢ (z) est la température de la tige au temps initial ¢ = 0, alors que u (z,t) est sa
distribution de température dans la tige a l'instant ¢.

Le coefficient de diffusion a (t) > 0 est égal au rapport

’Z(t) ou k (t) > 0 est la conductivité

pep(t)”
thermique du matériau, p est la densité du matériau et ¢, (t) est la capacité thermique, voir
[2, 11]. La condition locale de Neumann (3) modélise que 'extrémité gauche z = 1 de la tige
est isolée de sorte qu'aucune chaleur ne circule a travers la limite gauche x = 1, tandis que la
condition au limite non locale (4) modélise que la température de I'extrémité de gauche v = 0
est égale la température de 1'extrémité de droite x = 1 de la tige pour tout ¢ € [0, T7.

Le probleme (I)-() est bien posé au sens d’'Hadamard si a (t) > 0 est connu. Cependant,

dans le cas a (t) > 0 est inconnu, ce probleme est mal posé. Dans ce cas, il faut tenir compte de

la condition d’intégration supplémentaire
1
/u(m,t)dx:E(t),Ogth, (5)
0

ou F (t) est une fonction donnée.

Le probleme de la détermination du couple (u (z,t),a (t)) satisfaisant les conditions (T)-(5)
est appelé probleme inverse. L'objectif de la résolution de ce probleme inverse est de déterminer
le coefficient de diffusion « (¢) qui produira la distribution d’énergie demandée dans la tige.

Le probleme inverse de trouver le coefficient de diffusion « (t) dans 1'équation avec
conditions aux limites non locales est étudié dans [8},[10, [11].

Dans ce mémoire, nous avons concerné les deux aspects suivants :

v Aspect théorique : nous avons étudié l'existence et 1'unicité de la solution du probleme
inverse (1)-(5) ainsi que la dépendance continue de la solution par rapport aux données,
en utilisant la méthode de Fourier, méthode de point fixe de Schauder et un probleme

spectral non autoadjoint.

v Aspect numérique : nous avons résolu numériquement le probleme inverse (I)-(5) par
le schéma de différences finies Crank-Nicolson combiné a la technique du prédicateur-

correcteur. Des exemples numériques sont présentés et discutés.



Ce mémoire se décompose en trois chapitres de la maniere suivante : dans le premier chapitre,
nous rappelons certaines notions préliminaires fondamentales et les outils nécessaires dans
ce mémoire concernant les espaces fonctionnels, un probleme spectral non autoadjoint et la
méthode de point fixe de Schauder.

Dans le deuxieme chapitre, nous avons démontré par la méthode de Fourier et la méthode
de point fixe de Schauder l'existence de la solution sur Q; et 'unicité sur Qp, avec 0 < Ty < T,
nous avons montré la dépendance continue de la solution par rapport aux données du pro-
bleme inverse.

Dans le dernier chapitre, nous avons introduit un schéma de différences finies de Crank-
Nicolson combiné avec la technique de prédicteur-correcteur pour résoudre numériquement
ce probleme inverse. Des exemples numériques sont présentés pour valider l'efficacité de ce
schéma.

On termine ce mémoire par une conclusion et quelques perspectives.



CHAPITRE 1

RAPPEL SUR DES OUTILS MATHEMATIQUES

@ ans ce chapitre, nous rappelons certaines notions préliminaires fondamentales et les outils
nécessaires dans ce mémoire concernant les espaces fonctionnels, un probleme spectral

non autoadjoint et la méthode de point fixe de Schauder.



1.1. ESPACE NORMES 10

1.1 Espace Normés

Définition 1.1. (Norme). Soit E un espace vectoriel sur le corps K (K =R Ou C). une norme

sur E, est une application||.| : £ — R. vérifiant les condition suivantes :
1. |z >0 et [z]| =0 2=0.
2. || Ax|| = |A\|||z]|, pourtout x € E et pourtout X € K.

3. e +yl < llzll +llyll . pour tout z,y € E.
Remarque 1.1. L'espace vectoriel E muni d’une norme S’appelle espace normé , noté par :

(E, ||-])- les application suivantes sont des normes usuelle sur R".

. = max fzi].

lall, = > faal
i=1
qup = <Z ’xi‘p> pour tout p > 1.

i=1

B =

Exemple 1.1. Soit Q2 un ouvert de R", 'espace vectoriel des fonctions de carré intégrable sur 2

est:

LQ(Q):{f:QaR, /Q|f(x)|2dm<oo}.

L'application ||.|| : L? (2) — R donnée par :

171l = (/Qlf(l’)lzdxf-

est une norme.

1.2 Espace de Banach

Définition 1.2. Un espace de Banach est un espace normé complet.

Définition 1.3. Soit E un espace vectoriel normé .Une suite (), de E est de Cauchy s si

neN

Ve >0,dN e N/Vn>m >N = ||z, —z,] <e

©2021, I. AOUINA Probleme inverse pour une équation de diffusion



1.3. ESPACE DE HILBERT 11

Définition 1.4. Soit E un espace vectoriel normé . On dit que E est complet si tout suit de Cauchy

dans E est convergente dans E.

1.3 Espace de Hilbert

Définition 1.5. (Produit scalaire). Soit E un espace vectoriel sur le corps K. un produit scalaire
sur E est une application (.,.) : E x E — K tell que pour tout z.y, z;, 22 € E et pour tout A € K

ona:

1. (x,x) >0et(z,2) =0 2=0.

2. (z,y) = (y,z) .
3. (z1+x2,y) = (21,9) + (22,9) -

4. (Az,y) = Az,y) -
Remarque 1.2. Un produit scalaire sur E défini une norme sur E donnée par :
VeeE: |z| = (z,2)? .

Exemple 1.2. L'espace R muni de produit scalaire :

Ve e R": Zw,yz

Est un produit scalaire.

1.3.1 Espace L?
Soit [a, b] (—oo < a < b < 00) un intervalle finie ou infinie de R.

Définition 1.6. Soitp € Ravec 1 < p < oo.onnote par L, [a, b] 'espace des classes d’équivalence
de fonctions de puissance p-intégrables sur [a, b] a valeurs dans
C: L?([a,b]) ={f : [a,b] = C, f mesurable ,et || f||,» < oo}

avecC
T (/ f e r”m)

L'espace L” [a,b] muni de la norme ||.|| est un espace de Banach . Si p = 2, alors L? [a, b] est I'es-

pace de classe d’équivalence des fonctions mesurables de carré intégrable sur [a, b] Le produit

©2021, I. AOUINA Probleme inverse pour une équation de diffusion



1.4. PROBLEME SPECTRALE 12

scalaire sur L? [a, b] est définie pour toutes fg € L? ([a,b]) par

b
(fa g)LQ([a,b]) = /a f (x) g (x)dx

L'espace L? ([a, b]) muni de la norme

b 2
1oy = ( / |f(:c)|2d:z:> |

=

est un espace de Hilbert .

1.4 Probleme spectrale

On considere le probléme spectrale suivant :

X" (2)+AX (2)=0,0<x <1, (1.1)

/

X0)=X (1), X (1)=0. (1.2)
Ce probleme est un probléme non auto-adjoint; il a le probléme adjoint suivant :

Y () +\Y (2)=0,0<z<1, (1.3)

/ ’

Y (0)=Y' (1), Y (0) =0. (1.4)

En effet,

/

/01 Y (2) X" (2)dzx = — X' (0)Y (0) + X (0) [Y

/

0)—Y’ (1)} n /01 Y (2) X (z) da.

1l est clair que le coté droit de cette relation s’annule si Y’ (0) = Y (1) et Y (0) = 0.
Le probleme spectral (1.1)-(1.2) possede les valeurs propres :

A = (270)%, n e N.
et les fonctions propres
Xy =2 pour Ny, Xa,_1 = 4cos (2mnz) pour \, = (27n)*, n € N*.

L’ensemble des fonctions { Xy, X2,_1} ne forme pas un systeme complet et n’est pas une base
pour l'espace L? (0,1). Pour compléter la base, voir [4], nous considérons les fonctions propres

©2021, I. AOUINA Probleme inverse pour une équation de diffusion



1.4. PROBLEME SPECTRALE 13

Xo, pour A, associées aux X, définies comme la solution du probleme suivant :

KXo + M Xon = =/ A Xono1, 0< 2 < 1, (1.5)
Xon (0) = Xop (1) 5 X;n (1) =0. (1.6)

Le probleme (1.5)-(1.6) possede les fonctions propres suivantes :
Xop =4(1 —x)sin(2mn), n € N*.
En résolvant le probleme adjoint (1.3)-(1.4), on obtient les fonctions propres
Yy =x pour \g =0et, Yy, ; = xcos(2mn) pour \, = (27m)2 avecn € N*,

et les fonctions propres associés, Y5, = sin (27n) n € N*, sont obtenus a partir du probléme aux

limites suivant :

Yo () + A Yan (2) = =/ AnYano1, 0 < 2 < 1,

Nous avons le lemme suivant :

Lemme 1.1. Nous avons :
1. Les deux systemes des fonctions { Xo, Xon—1, Xon } et {Yo, Yon—1, Yo, } sont orthonormaux sur [0, 1]

c’est a dire

1 0siil
/0 X @)Y, (@) dr =4 ST (1.7)

1 sii=7.
2. Les deux systemes des fonctions { Xo, Xo,_1, Xon } et {Yo, Yau_1, Yo, } sont complets dans L* (0, 1).
Démonstration. 1. La preuve est triviale.

2. Soit f € Ly (0,1) orthogonal aux systeme des fonctions { X, Xo,,—1, X2, }. Alors, f peut
étre présentée par la série

f(z)= Z By sin (2mnz) .

k=1

©2021, I. AOUINA Probleme inverse pour une équation de diffusion



1.5. THEOREME DE POINT FIXE 14

qui converge dans L, (0,1). Comme f est orthogonal avec X, nous avons :

_ /0 4f (2) (1 — ) sin (27ka) da

1
= Z B, / 4 (1 — x)sin (2mrnx) sin (2rkx) dz
0

En utilisant (1.7)), donc, By, = 0 pour tout k£ € N*, alors f () = 0. De la méme maniere, on
peut montrer que le systeme {Yy, Y5, 1, Y2, } est complet dans L? (0, 1).
O

Lemme 1.2 (voir [5]). Les deux systemes des fonctions { X, Xon—1, Xan} et {Yo, Yon_1, Yo, } sont des
bases de Riesz dans Ly (0, 1).

Démonstration. Soit ¢ € L? (0, 1) telle que
+o00
¢ (r) = o Xo (7) + Z [p2r -1 Xok—1 (T) + por Xop ()], (1.8)

k=1

ou

%o :/o ¢ (x) Yo (z) dbx, @o Z/O p (2) Yor () dv, oy :/0 ¢ () Yo (2) dz. (1.9)

Nous avons :

+oo
> o (1.10)
k=1

1.5 Théoreme de point fixe

Les théoréme de point fixe sont les outilles mathématiques de base qui aident a établir 1’exis-
tence de solutions de divers genres d’équations.
Nous rappelons les théoréme du point fixe que nous allons utiliser pour obtenir des résultats

d’existence variés.Nous commencons par la définition d"un opérateur Compact.

©2021, I. AOUINA Probleme inverse pour une équation de diffusion



1.6. OPERATEUR COMPACT 15

1.6 Opérateur Compact

Définition 1.7. Soit E et Y deux espace de Banach ,et P : D (P) C E — Y un opérateur Compact
Ssi:
1. P est continu .

2. P l'application les ensemble bornés en ensembles relativement Compacts.

Proposition 1.1. (voir[15]) Soit E et Y deux espace de Banach , avec M un sous ensemble bornée non
videde E . Soit P : M C E — Y un opérateur donné , alors P est Compact s si la condition suivante
est satisfaite :

Pour tout n € N il existe un opérateur Compact P, : M — Y tel que

1
sup [|P (z) — P, (z)|| < — et dim (vecteurP, (M)) < oo.
n

dans la preuve , nous utilisons d’ensemble relativement Compact dans I'espace de Banach par dimension
fini.

Théoreme 1.1. (Théoréme du point fixe de Schauder)

Soit M un sous ensemble convexe non vide , fermé d'un espace de Banach E, et supposons que P : M —

M est un opérateur Compact . Alors P un point fixe . En fin , nous rappelons le théoreme d’Arzela-Ascoli
pour caractériser les parties relativement Compact .

Théoreme 1.2. Soit E un espace de Banach et M une partie de C ([0, 1], E') , M est relativement Com-
pact dans C ([0, 1], E) si les condition suivant sont satisfait

1. M est uniformément bornée
AM >0,[|f (x)]| <M VfeN zel0,1].

2. l'ensemble M est e qui-continue

Ve > 0,36 >0, |t —to| <0 = ||f (t1) — f (ta)]| < e

Corollaire 1.1. Soit M un sous ensemble non vide ,Compact et convexe d'un espace de Banach E, et
supposons que P : M — M est un opérateur continu . Alors P un point fixe .

©2021, I. AOUINA Probleme inverse pour une équation de diffusion



CHAPITRE 2

ETUDE THEORIQUE DE PROBLEME INVERSE

ﬁ) ans ce chapitre, nous avons démontré par la méthode de Fourier et la méthode de point
fixe de Schauder I'existence de la solution sur Q27 et I'unicité sur {21, avec 0 < T < T, nous
avons montré la dépendance continue de la solution par rapport aux données du probleme
inverse.

16



2.1. POSITION DE PROBLEME 17

2.1 Position de Probléme
on considéré I'équation de diffusion suivante :
ur = a(t) uge + f (2,1), (2.1)
avec la condition initiale
u(z,0)=p(x), 0<z<l, (2.2)

les conditions aux limites non locales

uz (1,t) =0,u(0,t) =u(1,t),0<t <T, (2.3)

et la condition d’intégrale supplémentaire

/01 u(x,t)de = E(t). (2.4)

ou f, p et f sont des fonctions données , et £ (¢) fonctions suffisamment réguliere .

2.2 Le probleme spectrale auxiliaire

Le probléme spectrale associé au probleme de-diffusions (2.1)-(2.3) est un probleme non
auto-adjoint

LX ()= X" (2)+ XX (2)=0; 0< o <1;

(2.5)
X0)=X(1); X' (1)=0.

L'utilisation de la méthode de Fourier pour résoudre le probléme (2.5) conduit au probléme
spectral pour l'opérateur L donner par I'expression différentielle et les condition aux limite .
Les condition aux limite de (2.5) sont régulier, Mais pas fortement régulier (voir [13]).

Nous avons le probléeme de diffusion suivant :

Uy=a(t)Up+F(x,t) 0<2<10<t<T;
U(2,0) =¢(2); (2.6)
U0,8)=U(1,t) Upy(1,1)=00<t<T.

Pour trouver le probleme spectral de

©2021, I. AOUINA Probleme inverse pour une équation de diffusion



2.2. LE PROBLEME SPECTRALE AUXILIAIRE 18

On pose F'(x,t) = 0 alors donnée le probleme suivant :

U=a(t)Uy, 0<x<1, 0<t<T;
U(x,0) = ¢ (z); (2.7)
U,t)=U(1,t) U,(1,t)=0, 0<t<T.

Sipose U (z,t)=X(z)Y (t)#0.

En remplagant dans (2.7)) on obtient :

D’ou

Et comme z et ¢ sont indépendant :

On trouve

1"

X (z) = -2X (2)

/

Y (1) = —a () \Y (£), Vit >0

Nous avons

/

X ()Y (t)=0 alors X (1) =0.

Donc on obtient le systéme suivante :

!

X" (2) + AX (2) = 0;
X0)=X(1); X (1)=0.

Et

/

Y (1) = —a() Y (£); Vit > 0.

©2021, I. AOUINA Probléme inverse pour une équation de diffusion



2.2. LE PROBLEME SPECTRALE AUXILIAIRE 19

Soit le probleme spectrale

LX=X"(z)=-2X(2) 0<ax<l,;

, (2.8)
X(0)=X(1); X (1)=0.

Le probléme spectrale de diffusion (2.7) a les valeurs et les fonctions propres associées sont

respectivement :
e = (27k) k>0 ;X (x) =2, et i (X) =4cos (2mkz); k=1,2,...

Pour trouve les valeurs propres et les fonctions propres de probleme spectral, on résoudre
un probleme de valeur limite non locale pour I’équation de la chaleur par la méthode de Fourier.

Nous avons le probléme spectral auxiliaire :

X' (@) +AX () =0 ,0<0 <1,

/ / (2.9)
X(0)=X(1); X (1)=BX' (0).

Si A\=0=X(2)=0= X (z)=ar+b Pour X (1)=a=0

Et aussi on a

!

X' (1)=BX (0) (Ok)= X" (z)=1b

On choisir b =2 D'ou Xy (z) =2.

Si A >0 alors la solution caractéristique : P+ Ad=0=1r2= -\
A= —4\ = 42X 5 VA = 22V = 11 = =iV 1 = iV
D’ou

X (z) = acos (v Arx) + bsin (v Az)
Pour X (0) = X (1) alors a=acos (v/A) + bsin (vAx)

) =
R cos (vVr) = /A = 21k = A, = (27k)%, k=0,1,2
sin (V) =

Etona

©2021, I. AOUINA Probleme inverse pour une équation de diffusion



2.2. LE PROBLEME SPECTRALE AUXILIAIRE 20

!

X' (1) = BX'(0) alors — \/Measin (21k) + \/Mpbcos (27k) = B <\/)\kb>
D’ou
b= Bb alors b=0 ;(carB # 1)

Donc
X () = acos (2rkz) .

Eton choisir b=2 = a=4 alors Xy (z) = 4cos (2mkz) .
Donc le probleme spectral a les valeurs propres :
Ao = (27k)*; k=0,1,2...

et les fonctions propres :

Xo(z) =2,(Ao=0); Xok—1 (z) = 4cos (2mkx); K = 1,2...
Donc Xj = {Xo (x) = 2; Xop_1 (x) = 4cos (2mkx)}

Si A <0 (donnée solution triviale) .

La famille { X}}, est un systeme non complet, car les fonctions propres X;; k¥ > 0 ne sont
pas orthogonaux a X,.Donc ils ne forment pas une base sur L, [0, 1].

L’idée présentée pour compléter la base (voir [7]).

Alors complété le systeme X, ; k = 0,1,2.. avec la fonction associées suivante :

Xo () =4 (1 — x)sin (27kx); k=1,2 (2.10)

On définit un probléme auxiliaire associée X, pour \; correspondant a X, définit comme la

solution du probléme suivant :

1

—Xop, () = M Xop + VM Xopr 0<2 <1

, 2.11)
Xop (1) =0 ; X0, (0) = X (1); k=1,2;

Pour trouver I'équation (2.10) en utilise I’équation (2.11).
Nous avons
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"

Xop (@) + MeXop = =V e Xop1 O<a <1
Xop (1) =0 ;X2 (0) = Xop, (1); k=1,2

D’ou

Xé/k (2) + M Xop = —4y/ )i, cos <\/Xx> :

!

Xop (1) =0 ;X0 (0) = X (1) ; B =1,2.
On a I'équation homogene X, + Ay Xo = 0

par la méthode caractéristique : 7%+ A\, = 0; r* = =)\
Alors

Xok () = C cos (\/XX) + Cy sin (\/Xx) (2.12)

On résoudre le systéme d’équation de seconde ordre

¢, cos (ﬁx) + ¢, sin (ﬁx) = 0;
— ¢V Asin (m) + v/ Acos (\/xx) = —4v/ X cos (ﬁx) .

D’ou

¢, cos (\/Xx) + ¢y sin (\/Xx) = 0;

—c sin (x/Xx) + ¢, cos (ﬁx) = —4cos (ﬁx) . 219

On va calcule le déterminant de (2.13)

cos (\/Xx> sin (ﬁx)
—sin (\/Xl’) cos (\/Xa:

det = =1+#0.
)
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En utilise la méthode de Cramer on obtient

0 sin (\/Xx>
—4 cos (\/Xx) coS (\/Xq:)

01:

= 4cos (ﬁx) sin (\/Xx)
= 2sin (2\/Xac> :

Donc

c/1 = 2sin (2\/Xx>
Par intégration on obtient

1
c = _ﬁ cos (2\/Xx) + ki;k €R

De méme maniere on trouve cs .

Cy = —2x — % sin <2\/Xx> + ko

Alors en substitution c¢; et ¢, dans (2.12) on obtient

Xon (1) = [_% cos (2/2r) + k] cos (V) + [_zx _ % sin (2ve) + k] sin (Ve

D’ou

Xok () = kqcos (\/XI) — % cos <2\/Xx> COS (\/Xx) — ko sin (ﬁx) — 2xsin <\/Xx> —
\%\ sin (2\/Xa:> sin (\/X:c)

Alors
Xog () = ky cos <\/Xm)—i—(k2 — 2z) sin <\/Xx> —\% [cos <2\/XI) cos (\/Xx) + sin (2\/Xx> sin (\/Xac)]

py
Donc

Xop (z) = <k:1 - %) cos (\/Xx) + (kg — 2z) sin (\/Xx> (2.14)

Avec les conditions aux limite
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Xop (0) =k — =
Xop (0) = Xop (1) = {7 ! f
X%(l):kl—ﬁ

EtOna X, (1)=0 alors

Xop (1) = VA (ky —2) =0 = ky — 2 = 0,carvA = (2rk) # 0
Donc ky; =2

D’ou

Xop =2(1 —x)sin(2rkz); k=1,2,....

Comme choix en multipliée par 2 on obtient

Xopr =4 (1 —x)sin (27kx); k=1,2, .. (2.15)

de le probleme (2.9) , On note le systeme de fonction (2.14) et (2.15) sont définit :

S ={Xo(z) =2; Xop_1(z) =4cos(2rkz); Xop(x)=4(1 —2z)sin(2rkx), k=1,2}. (2.16)
Ansi S = {Xo, Xo, Xox—1} forme un systéme complet, mais non orthogonale .

On prend contre exemple :

1 1
/ XoXopdr = 8/ (1 — x)sin (27kx) .
0 0

Par intégration par partie on obtient

1
4
/ XOXde.T - 7& 0.
0 km

Donc I'ensemble S n’est sont pas orthogonaux sur [0, 1] .

Pour cela on besoin de construire un autre systeme de fonction complet qui forme un
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systeme orthogonale avec le systeme S dans 'espace L, [0, 1].

Pour obtenir 'autre systéme , nous considérons le probléme adjoint :

Y' (x) + Y (2) = 0;

(2.17)
Y (0)=0,Y (0) =Y (1).

Pour obtenons les fonctions propres de probléeme (2.17)
Nous avons le probleme spectrale (2.9) dans le probléme adjoint (conjugue) suivante :

Y () = =AY (2) = 0;
Y (0)=0,Y (0) =Y (1).

En réalitie

/1YX” =Y ()X (1) =Y (0)X (0)+Y (0)X (0)—Y" (1)X(1)+/1XY"

’

= X' (0)Y (0) + X (0) <Y 0)—Y' (1)) +/1XY".

Il est claire que le coté droit de cette relation disparait Si

’

Y (0)=Y (1) et Y (0)=0.

Nous avons (2.17)

SiA=0 alors Yy (z) =ax+b
Ona
Y (0) =Yy (1) alors Yy () =a

Et
Y0(0)=0= b=0 donc Yy (x) =ax

Nous avons

/Olmx)Xo(x) 1

1 1
/2axdx:2a/ zdr =1=a=1.
0 0
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Donc
Yo(z) ==
Si A>0=
Yor () = acos (\/Xx> + bsin (\/Xx)
Avec
Y2/k (0) = Yzlk (1>
Alors
bW = —av/Asin (\/X> + bV \ cos <\/X>
D’ou
COoS \/X =1
( ) = VA=2kr = \= (2kr)?, k=1,2, ...
sin <\/X> =0
FEtona
Y(0)=0=a=0
Donc
Yor () = bsin (2wkx)
De méme maniere
1 1
/ Yar () Xop () dz = 4b / (1 — ) sin? (\/Xx) dz
0 0

=2 [ (1 cos (2VA0) ) i

:2b/01(1—:c)dg;—Qb/l(l—x)cos<2\/Xx>dx

0

:b—Qb/l(l—x)cos<2\/Xa:>dx:1

Ona 2b fol (1 —x)cos (2\/%5) dx , en utilise intégration par partie on obtient :

ﬁ/o sin <2\/X:v> dr = —% [COS (2&33)]:
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Alors )
2b/ (1 —xz)cos (2rkx)dx =0
0

Et sachant que

1

/ Yor () Xog (z)dx =1=b=1.
0

D’ou

Yor (z) = bsin (2mkz) = Yo () =sin (27kx); k=1,2,..
De méme résoudre (2.17) nous avons les fonctions propres{Y, = x; Y5, = sin (27kx)} et les fonc-

tions propres associés sont obtenus a partir du probleme des valeurs limites suivant :

"

Yy 1 (2) = MeYor_1 (0) + VYo, 0<z<1;

’

Yo (0) = Yor_1 (1) ; Yor1(0) =0.

(2.18)
De la méme maniére de on résoudre le ,nous avons :
Vi () + MYt (0) = —VAsin (Vi)
YQIkA (0) = Y2/k71 (1); Yar1(0) =0.
Alors la solution s’écrit sous forme
Yor_1 = ¢ cos <\/X£C) + 9 Sin <\/Xx> ) (2.19)
On résoudre le systeme suivant :

¢, cos (\/X.I) + ¢y sin (\/Xx) =0
—c} sin (ﬁx) + ¢, cos (ﬁx) = —sin <\/Xx>
Ona det =1# 0, on utilise la méthode de Cramer et par intégration on trouve

/ 1
¢, = sin® <\/Xx> Za=j3 {:17 —

Etona

2\1/X sin (2\/XSC> + kl}

Cy = —%Sin (2\/XZL‘> =y = —1 {—

2

1
ol COS (2\/Xx> + k2:|
En substitution ¢; et ¢y dans (2.19) on obtient
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Yor_1 (x) = (k1 + x) cos <\/Xm> + (k?g — %) sin (\/Xx> (2.20)

/

Et d’apres condition aux limite Y, , (0) =Y, , (1) =.

Y/(0)=1+\/X<k:2—ﬁ) i\ L )
Y’(1):1+\/x<,€2_%> :\/X(lm—m)_o:kz—m, (car\/X—ka%())

Etona Y (0) =0= k; =0 de (2.19) on obtient

Yor—1 () = x cos 2mkz) ;k=1,2,..

L’ensemble des fonctions propres de ces probleme S = {Yj ; Yar_1 ; Yar}
Avec

S={Yy(x) =z ;Yor_1 (x) = wcos (2mkz) ;Yay () = sin (2mkx)} . (2.21)

Est un systeme complet dans 'espace L [0, 1].

D’aprés la la normalisation , le systéme bi-orthogonal, alors défini par ces deux Familles
des fonction propres :

S ={2 ;4cos (2nkz) ,4(1 —x)sin (2wkx)}.

S ={z ;xcos(2mkx) ;sin (2mkx)}.

Dont les élément sont orthogonaux deux a deux sur [0, 1] , ce sont aussi des bases de Riesz en
Ly [0,1], c’est-a-dire

0, @ #1;

1
(X, Y)) = / X, ()Y (2) do = 6, =
0 1, 1=7.
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2.3 Résultats d’existence et I"'unicité

Nous avons les hypotheses suivantes sur les données du probleme (2.I)-
(A) E(T)eC'[0,T], E' (t)<0 Vte0,T].

(42) @ (x) € C*[0,1];

1) ¢(0)=p(1);¢ 1)=0; ¢"(0)=¢"(1); [ ¢(x)de=E(0);
(2) o >0,k=1,2,.

(A3) F(z,t) € C(py), F(z,t) € C*[0,1] pour arbitraire fixe Vt € [0,T];
(1) F0,6) = F(L,1); B (1) =0; Fry(0,6) = Fru (1,8);
(2) Fo(t) > 0: Fu(t) > 0: we[o 7);
(3) For(t) >0,k =0,1,2., [y B () dt + 35, 2o —2 [} Fy(t)dt > 0.

Ou gy, = [, ¢ (2) Vi () dz, Fy(t) = [ F(z,t) Yy (x)dz, k=0,,2,..

Remarque 2.1. Les fonctions ¢, E et F satisfaisant les hypothese (A4;) — (A3) par exemple,
¢ (x) = (1 —a)sin2rka); E(t) = 5exp(—t), F(x,t)=(1—z)sin(2rkz)exp (3t) .

le résultat principal est présenté comme suite .

Théoreme 2.1. Soit les hypothése (A,) — (As) satisfaites.Alors les affirmations suivantes sont vraies :

(1) le probleme inverse (2.1)-(2.4) a une solution dans Qr .
(2) la solution de probleme inverse (2.1)-(2.4) est unique en Qb ; oit le nombre T, (0 < Ty < T') est

déterminé par les données du probléme .

Démonstration. Tout solution de I’équation (2.1) peut étre représentée comme :

t)=> Ux(t) Xp(x). (2.22)
k=0
Ot les fonctions Uy, (t), k=0,1,2,... satisfaire le systeme d’équation suivantes .
U ($, t) —|- Z ng ng —|— ng 1 ( )X2k—1 (x)] . (223)
k=1
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En utilisant la méthode Fourier , nous pouvons facilement, voir que Uy (t), k£ =0,1,2, ... satis-

fait le systéme suivant de nombreuses équation linéaires

Uk (0) =

(2.24)

Ou \;, k = 0,1... sont des valeurs propres de (2.9),On voit facilement que les solutions de
(2.24)), sont de la forme

Uy () = Fy (t)
Uy, (1) 4+ (21k)* a () Ugg (t) = Fay, ()
Ugp (1) (27K)% a (t) Ugp—y (t) + 4mkUsy, (t) = Fopy (t), k=1,2, ...

En substituant la solution de ce systeme d’équation et la condition initiale (2.2) dans (2.23),
on obtient la solution du probléme (2.1)- (2.3) sous la forme suivante :

Nous avons I'équation (2.23) pour k=0 alors U (z,t) = UpXy
Ona

Uy (t) = Fy (t)

par intégration a deux coté on obtient

/0 v (s)ds = /0 t Fo (1) dr alorsUs (t) = Uy (0) + /0 t Fy (r)dr

Avec la condition de (2.24) pour k = 0 alorsU, (0) = ¢ (0) = ¢

Donc

UOZ(,O(O)+/O Fo(T)dT

D’ou

U (t) X (2) = [@0 + /0 5 (7) dT] X, (2) .
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Pour k£ = 1, nous pouvons facilement le systeme suivante

!

Uy, (1) 4+ (27k)* a () Uy (t) = Fay ()
Usi (0) = @or

Nous allons cherche la solution de I"équation sous deuxiéme nombre (équation homogeéne)

Ona U, (t) + (2rk)*a (t) Uy (t) = 0, équation a variable sépares

Donc

Par intégration on obtient

U2k (t) = C2k€(*27rk)2 f()t a(s)ds
Pour t=0= Uz (0) = Co = o2
D’ou
Usi, (t) = pape” )" o als)ds

2¢m¢ étape en utilise variation des constants

Nous allons chercher la solution de 'équation sous la forme

t
Use (1) = oo ()40, avee A) = [ a(s)ds
0
Dérivons la fonction Uy, par rapport ¢

On trouve

! / —(27 2 —(on 2
Uy = oy, (1) €~ O A0 — py (8) (2mk)* a (1) e~ BT7A0

Alors substitution 1’expression , on obtient

= oy (1) e CTRIAW — By (1)

= o () = Fyy (1) e~ G040
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Par intégration

t
2 t
S (1) = / Fop (7) =@ 1005 0 (0) | avee gap > 0
0

d’apres condition (2) de I'hypothese (As) on a @, (0) = @or, > 0, alors

(o) t
2 rt
Z U2k XQk Z [90%6 (2mk)* fy a / Foy, (T) e (2mh) I als)ds 7 Xog (35)
k=1 0

De méme travail Nous allons chercher la solution de I’équation sous la forme

!

U2k (t) + (271']{3)2 a (t) UQk—l (t) + 47T]{3U2k (t) = F2k—1 (t)
Usk—1(0) = por—1

On cherche la solution de I’équation sous deuxiéme nombre (équation homogene)
Ona U, ,(t)+ (21k)*a (t) Uss_y (t) 4 47kUsy (t) = 0 équation a variable sépares

Nous avons

Uy () + (27K)% a (t) Unpe_y (t) = —AmkUsy ()

= Uy (t) = C’2k_16—(27rk)2 fg a(s)ds

Pour ¢t =0 alors U2k—1 (O) = Cgk_l = P2k—1

= o1 (t) = par_1€” (2r)* Jo af

Nous allons chercher la solution de 1’équation sous la forme

U2k;—1 (t) = Pop_1 (t) e—(27rk)2A(t)

Dérivons la fonction Uy,_; par rapport ¢ et on substitution , on trouve

—(27mk)?A(t) _ (2mk)? A(t)

o1 ()€ —4rkpoe”

= gy (t) = —47kpay

Par intégration
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ok—1 (1) = —4mkpot + Cop—1, avec pop_1 (0) = Cop_1 = o1

= Qo1 (t) = ar—1 — dmkpoyt

D’ou

= U1 () = (por—1 — dmkipot) o~ (2mk)? [§ a(s)ds

2¢m¢ étape en utilise la méme maniere on trouve la derniere partie

o0

t
Z |:/ (FQk—l (7—) - 47T]€F2k (T) (t — 7')) @_(27rk)2 f.r a(s)dsdT )
0

k=1
En substitution les solution du systeme des équations et condition initial (2.2) dans (2.23) ,
on obtient la solution du probleme (2.1)-(2.3) sous la forme :

Uz, t)= [gpo + /Ot Fo (1) dr] Xo (2)

NE

2 rt ! 2t
X @2]@67(2”16) Io a(s)ds+/ Fop, (7_) e*(?ﬂ'k) f.ra(s)ds:| X2k (SL’)

0

i
L

(2.25)

NE

r 2 rt
(Dan—1 — Akpayt) e~ ™) Jo a(s)ds} Xop—1 ()

M
[

+

t
/ (ngfl (7') — 47TkF2k (7') (t — T)) 67(27%)2 f" a(s)deT:| ngfl (.Z') .
0

NE

e
Il

1 b

Sous la condition (1) de (As) et (As) de la série (2.25) et de %—Z sont uniformément convergentes

en )y car leur sommes majorantes sont absolument convergentes .

ou

par conséquent , leurs U (z,t) et U, (z,t) sont continués dans Q7. De plus et la séries

ars
% du second ordre sont uniformément convergentes dans (. Ainsi nous avons U (z,t) €

C?(Qr) N C*° (Qr). De plus U, (z,t) est continu dans Q7.
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En différenciant la condition (2.4), sous I'hypothese (A;) on obtient.

Onade
! d [* d
/0 U (2, 8)dz = E (t) = E/o U (o ) de = S B (1)
Donc
1 /
/ U(z,t)de =E (t), 0<t<T (2.26)
0
De cela donne
a(t) =pla(t)]. (2.27)

De l'équation (2.1) ona
U =a(t)Up + F (2,1)

Alors par intégration sur [0, 1]

¢ 1 1
/ U (z,t)de = a(t) / Uszdx + / F(z,t)dx
0 0 0

De (2.25)) on trouve

Avec la condition de Ona
1 !
a(t)U, (0,t) = / F(z,t)dx — E (t) (2.28)
0
On va cherche de U, (0, t). De la série (2.23) on dérivée par rapport =

Nous avons

dia:U (x,t) = [4(1 — 2)sin (2mkx) + 87k (1 — x) cos (2mkx)]| Uz (t) — [87k sin (2mkx)] Us—1 (¢)

©2021, I. AOUINA Probléme inverse pour une équation de diffusion



2.3. RESULTATS D’EXISTENCE ET L'UNICITE 34

Alors

& t
Un (0,) = ) _ 8k {wzke-@ﬂkﬂo o) / Fyp (1) O f1 (s g

k=1 0

D’oul’équation (2.28) On a

/

Jy Fa,t) — E'(t)
U, (0,1)

a(t) =

Il est claire que la fonction F'(x,t) s’écrit sous forme

F(x,t) = Fy (t) Xo () + Y Fopor () Xopor () + Y Fop (£) Xop ()

On intégrant sur [0, 1] et intégration par partie , on obtient

/1 F(x,t)de = 2F; (t) /1 dx + i AF%, 1 (t) /1 cos (2rkx) dx + i A4Fy (t) /1 (1 — z)sin (2rkx) dz

0 k=1 0 k=1
i sin (2rkz) 1 > 1 1 [sin(27kz)]!
k=1 0 k=1 0
=, 2
=2Fy (t) + — o (1)
— 7k

D’ou on obtient :

/

28 (1) + 3ty ziFon () — BV (1)

Plaft) = — I L) I
S5 8k [pare (T s . [ By () e e [ als g

(2.29)

On note

= 2 /
= 2 min F i —F — E(t).
o= s )+ iy (2 e 0) s

— 2 -
C, = 2tgf(?:¥} Fo (t) + tlgf(%%(] (Z — Fop, (t)) — min E (t).

T

T, .2
02_/0 E(t)dtJrkZ;%stk—Q/o Fo(t).

o0 T
03:Z8Wk<g02k+/ FQk(T)dT>.
0

k=1

Il est facile de vérifies que Cy, > 0,k =0,1,2,3 et Cy < C3, De (2.25) par intégration sur [0, 7] .
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/OT (/OlUt(x,t)dx) dt:/OTE’(t)dt.

On va cherche a fol Uy (z,t) dz, Nous avons

U (z,1) = +ZU2k (1) Xop—a ( +ZU2k ) Xop (2

1
/Ut(m t)dx—QUO /dm—i—ZU%l /Xkal diU‘f'ZUzk /X%
0

=2F, (t) + Z AUy, (1) / cos (2mkx) dx + Z AUy, (t) /1 (1 — z)sin (2rkz) dx
k=1 0 k=1 0

Par intégration par partie

sin (27kx) =2
U (z,t) de = 2F; ( AU, — U,
[ viwae =2 +z s (1) | ) }+zk o

D’ou X
=2
/ Uy (z,t)de = 2F, (t) + Z %U% (t)
0 k=1
Alors
T 1 T 00 9 T /
U, t)d d 2 Fy (t) dt — U,, (t)dt
[ ([oena)a—: [ nwasy 2 oo
k=1
r - 2 t t 2 rt T
= 2/ F() (t) dt + Z — |:902k€—(27rkx) Jo als)ds + / sz_ (7-) e—(27rl€) I; a(s)dsdT:|
0 k=1 mk 0 0
donc
g ! g = 2 —(27rlc)2 fT a(s)ds 4 —(27rk)2 fT a(s)ds - 2
/ FE (t) dt = 2/ FO (t) dt—{—z — | P2k€ 0 + / FQk (7‘) (& T dT —Z — 2k
0 0 1 Tk 0 — mk
On trouve
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r <. 2 * 9 T o
/ E (1) dH—Z @9021@—2/ Fy(t)dt = Z — {80%6 (2rk)? [y a(s)ds +/ Fop, () e~ @m0 [F a(s)ds g
0 k=1 0

k=1

En utilise 'estimation suivent :
‘e—(27rk)2 fOT a(s)ds < (27T]€)2 —(2rk)? fOT a(s)ds

< (27k)?; (care (2mk)? [ als)ds < 1)

On obtient

r = 2
E(t)dt+z—902k—2/ Fo(t
/0 k:lﬂ-k

Mg
w|‘°

(2rk)’ [@H / ' Fop (7 )m}

8k [go% + /OT o, (7) dT] .

<

Mgu

=
Il

1

En utilise la représentation (2.27) suivante est vraie

Co
—< < —.
0< 2 a(t) G,

On considérez ’ensemble M comme suite

Co Ch
M {a(t)EC’[O, ] C3_a()_02}
.1l facile de voir que
P: M—M

L’opérateur P (M) fait corresponde de M .

Nous allons maintenant montre que 1'opérateur P est uniformément bornée et equi-continue
sur M .( P opérateur compact,voir chapitre 1)

Soit M, un sous-ensemble de 1'ensemble M .

Depuis P (M;) C M , alors P (M) est uniformément borné . Ensuite, nous avons pour a (t) €
My etty, ty €[0,T]

En utilisant & (t), N (¢)

Alors

K ()N (t) — K (1) N (t1) + K (t1) N (t1) — K (t2) N (1)

|Pla(t)] — Pla(t)]] = N (t1) N (t5)

(2.30)
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Ou

K (1) =20 + Y = Fu (1)~ B (1).

k=1

0 t
N () = Y sk (@ke—@wkffo s i [ Fa(r) et “(S)dsdr) .

k=1 0

Pour a(t) >0

Utilisant ’estimation suivant :

Lemme 2.1. Pour t; <t <tqoitt;,to >0, ona

t

e~ [t als)ds _ o=k [5? a(s)ds| < (21k)? [t1 — to r[%a%)]ca (), 0<7<t, et fla@®lcpom-

On note la norme de Ichebychev définie par

||a||C[O,T] = Olggg, la (t)].

Démonstration. On défini g = (t,7) = e@™)’ [Fads ¢ c [t t,] 0< 7 < T.
Ou g(.,7) € Clt,ta] et g(0,7) est différentiable de (¢;,?,), par utilisation théoreme des

accroissement fini

lg(t1,7) — g (to, 7)| = |t — ta] g (L, 7).

De plus

t, 1) —gl(t < 2rk) |t —t .
g (t1,7) = g (ta, 7)| < (27K)" |t glé%%g]

Donc

6—(27rk’)2 fgl a(s)ds 6—(27rk)2 fOtQ a(s)ds

< (2mk)* [ty — to maxa (t),

Et d’autre par on a

> 8k (642”)2 ale)ds _ - (2mk)” fi2 a<s)ds>
k=1

[N () = N (t2)] <
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t
287#6 [/ Foy, (1) o~ (2mk)? [[La(s)ds _ / 2 Foy, (1) e (2mk)? [ “(S)ds]
0

Avec O<ti<ta<T.

IN () — N (t,)] < stk (2k)? @ar |1 —tg\maxa(t)
k=1
= n —(27k)? [ a(s)ds " —(27k)% [*2 a(s)ds & —(27k)? [*2 a(s)ds
+ 287?/@‘ / Fop (1) e 5™ Jr —/ Fop (1) e 5™ I —/ Py (1) e 7
k—1 0 0 t1

—(27k)? [T a(s)ds _ 67(27rk)2 [12 a(s)ds

<Y 4nk)" parlts — ol maxa +Zs7rk/ Fye (1) |e

k=1

+287rk: / Fop (7) e @707 [12 alo)ds

Puisque e (™) [Pal)ds <1 |k —0,1,2 ,on obtient

< 214(27rk) ©ar |t1 — ta] maxa )+ 24 (27k) / Fo (1) dr %78%?a (t)

>
Il

+Z87rk/ For (1) dr

Alors
|N (tl) - N (tg)’ S |:(O4 + 05) I[{)l%ﬂ}}(a (t) + CG:| |t1 — t2|

De I'hypothese (As)s et (A3)s

C
O<a(t)< = <oo ,0<t<T.
Cy

On obtient

C
[N (1) = N (t5)] < <04+05>51+06 [ty — to] (2.31)

Remarquez que forme la définition de C, nous obtenons
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k(1) < Ci; N(t)>Cy st e[0,T].

Puisque K (t) est une fonction continu donc pour donné e >0 36, > 0.
Tel que 51 = 61 (E) ,vtl,tg € [O,T] (|t1 — t2| < (S) .

D’ou

K (8) — K (1)) < 2

5 pourtout |ty — ta| < 6y (2.32)

Soit

03
0 = min < 7 (€), 2 6}
{ 1) 2((Cy + C5) Cy + C2Cg) O
De (2.31) pour |t; — t2| < € on obtient

[(04 + 05) 01 + CQCG] Cg’
N (t1) = N (tp)] < X €
N (t) (t)] = Cs 2[(Cy + Cs) C1 + C2C4) Cy
D’ou
C2¢
N (t1) — N ()| < =2 2.
N ()= N (1) < 55 (239
Et d’autre part
|K (t1)] <2 max Fy (t) + max ii — min E (t)
te[0,T] tef07] \ &= 7wk te[0,T]
Alors
|K (t1)] < Cy.
Et
N (t2) < Cj telleque Cy < C5 alors N (ty) < Cs.
Et aussi

N (t1) N (o) < C3;

En substitution de (2.32) et (2.33) dans (2.30) , donne

Plae)] - Platll < £ + S0
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Alors
|Pla(t)] — Pla(t)]] < e

Ainsi, 'ensemble P (M) est equi-continu . alors P (M) est un ensemble compact et I’opérateur
est compact et I'application de I’ensemble M sur lui méme, En utilisant le théoreme du point
fixe de Schauder , nous avons une solution a (t) € C'[0,T| de I’équation (2.27) .

2.3.1 Unicité de la solution

Montrons maintenant qu’il existe Qg (0 <7, < T') pour le quel la solution (a,U) du pro-
bleme (2.1)-(2.4) est unique dans Qr, .
Supposons que (U (z,t),a(t)) et (V (z,t),b(t)) deux paires de solution du probleme (2.1)-(2.4)
. En suite, a partir des représentation et de la solution

U (x,1) ng% ( (2mk)? 3 a(s)ds _ ,—(2mk)? [ b(s) ds) Xox (2)

4 Z (/ Fo (7 < —(@2rk)? [La(s)ds _ ,—(2mk)? [ b(s)ds) dr) Xop (2)

> 2 rt 2 rt
4 Z (o1 — Akpopt) (67(27rk) J3als)ds _ ,—(2k)? [} b(s)ds) Xop_1 (@)
k=1

oo

1
+ Z </ Fop—y () (67(2“’“) Jrals)ds _ o—(@mk)" [; b(s)ds) dT) Xop—1 ()
0

k=1
0o

t
(47“7{/ For (7) (t —7) (e*(ZTrk)Q Jrals)ds _ — (2mk)? [1b( s)ds> dT) Xop_1 ().
0

(2.34)

k=1

a(t)—b(t)=Pla(t)] - Pb()]. (2.35)

/

2Fy (1) + D pey 2 For (1) — E' (1)
D e 87k <¢2k€_(2”k)2 Sy a)ds o [V oy (1) e~ 27k J7 a(s)deT>

/

_ 2F () + Y pey ZFor () — E' (1)
> e 87k <¢2k6_(2’”")2f5 bsds 4 [ oy (1) e~ () ) b(s)d8d7>

Pla(®)] - Pb@)] =

l’estimation suivante est vraie ,etona ), 87k (gz)gk + fg Foy, (1) dr) <(Cy.
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Alors
2Fy (£) + Yoy 2 Far (1) + | E' (1)
|P[a(t)]—P[b(t)]|§( ’“6522 | ‘)x
2
(mezk) @70 fo af e~ ()" fo bls)ds +Z87rk / Fo, ( )\e—@”’ffffa@ — e (@R [ 6e)ds| g )
k=1

Utilisation des estimations

< (27k)* T max |a (t) — b (t)].

’6—(271'19)2 fot a(s)ds —(27rk) fo (s)ds
0<t<T

2.
‘ef(zﬁk)ij a(s)ds _ ,—(2mk)? [!b(s)ds (2.36)

< (27k)* T max |a (t) — b (t)].

0<t<T
Alors

2Fy () + Yooy ZF (t) + | E ()]
CQ

% T
X [;4 (2rk)? go%T max, |a( )—b(t)| + 24 (27k) /0 Fo (1) dTTorgtagXTm(t) - b(t)|]

[Pla@)] = P@)]] <

D’ou

2Fy (1) + Y50, kF% )+ |E'(t

Pla(] - Pl < Hieor e s o - 0]

Etona
2 max Fy (t) + max * 2R, (1) +|E (¢
tmax \P[ ( >] _ P[b (t)]‘ < t€[0,T 0( ) te[o,:r]2 (Zkfl mk 2k( )) ‘ ( )| y
elo,1) C3
(Co+ CT o la(0) ~ 0 (0]
D’ou L (Cht C)
_|_
_ < Zi\a T 5) _
e [Pla(®)]—=Pb@)] < 2 T max |a(t) —b(t)]-
Sipose a= %T
On obtient

max |P[a(t)] = P[b(t)]] < a max |a(t) —b ()]

0<t<T 0<t<T

Soit o € (0,1) un nombre fixe arbitraire. fixe un nombre 7y, 0 < Ty < T, telle que
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Ch (Cy+ C5)
3
puis formez 'égalité (2.34) on obtient

T()SO(.

la — bHC[O,TO] < alla— b“C[O,To] :

Pour a <1 alorsl'égalité (1—a)lla—>bllcpp <0
On obtient a =b pour fixe T, > 0 , en remplacant a = b dans (2.34), on obtient

U(z,t) =V (x,t) =0

Ce qui implique que U (z,t) =V (z,t) et a(t)=0(t), t€[0,7].

2.4 Dépendance continue par rapport données

Théoréme 2.2. Sous des hypotheses (A,) — (As) la solution (a,u) du probleme (2.1)(2.4) dépend conti-
nuellement des données pour les petits T.

Démonstration. Soit ¢ = {p, F,E}etd = {p,F,E}
deux ensembles données, qui satisfont les hypotheses (A4;) — (A;3) . Alors il existe des constantes
positives M;,i = 1,2,3 tel que O

||¢||c4[0,1] < My, ||F”c40(m) < M, ||E||c4[o,1] < Ms,

HEHC“[OJ] < M, HFHC‘LO ar) S My, ”EHC‘*[OJ] < Ms.
(@r)

Soit (a,U) et (E, U) est les solution du probleme inverse (2.1)- (2.4) correspondant aux don-
nées ¢ et ¢, respectivement selon de I’équation (2.27) nous avons

!

— 2k (t) + Zzozl %ng (t) —F (t)
D ey STk [9021@6_(2”]“)”5 a(s)ds f(f Foy, (1) e~ @m0 [ a(s)deT]

/

B 2F, () + 300, ZFa (1) — E (1)
Zzozl Sk [@%(27(%1@)2 Jia(s)ds + fg F% (7_) 67(27rk)2f: a(s)deT]

a(t)

, (2.37)

) : (2.38)

Premiérement , laissez nous estimation a — @ de calcule que
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Fy ()Y 8mkoye™ @™ oo T (1) 3™ 8rhipge™ k)" Jy alis
k=1 k=1

F, (t) Z 877_]{;@2]@ <e—(27rk)2 fot a(s)ds _ e—(27rk:)2 fg E(s)ds) + Z 87Tk,e—(27rl~c)2 fot a(s)ds (@2]4 . SOQk)
k=1 k=1

43 Sk O 0 (B, (1) - Fo (1) |
k=1

En utilisant (2.36) et les hypotheéses du théoreme, nous avons la suite suivante pour la premiére
estimation

Fy (1) Z gn/{@%e*(%kf Joa(s)ds _ It (t) Z 87rkg02ke*(2”k)2 [ a(s)ds

k=1 k=1
< max <Z 4(27k)* | Fy (8)| [ B (t)|> Tmax|a(t) —a(t)| + Z 87k max | o — Poy|
k=1 k=1

+ max (Z 8k \gpzk|> max |F (t) — F (t)|

3 _ _ _
< 24(27Tk) ”FHC4,0(§T) ”90Hc4[o,1] la — aHC[O,T] + ZSW}V I — 90Hc4[o,1] + Z HSOHC4[0,1} HF - FHC‘LO(QT)

k=1 k=1 k=1
3 _ o —
S 24 (27Tk> TMlM? ||Cl - aHC[O,T] + 2871—]{7 ”SO - @HC“[O,I} + Z 87(le HF - F||C4’O(QT)
k=1 k=1 k=1

De méme manieére on a

< 24 (27Tk)3 T2M22 ||a - a||C[o,tr] + Z 167k M,T ”F - FHCM(

k=1 k=1

Qr)”
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9 ) t © 9 00 t )
Fou (t k Ia —@2rk)? [la dsd o Fou (t k’/ F —(2mk)* [, a(s)dsd
,;1 — P (1) kgl 8 /0 o (T) €™ 0@ T kgl —Fa (t) ,;1 81 b (1)e 0 T

) Z 87rk¢2k€—(27rk)2 fyas)ds _ F (t) Z Sﬂk@%e—(Zwk)Q [La(s)ds

k=1 k=1

<> 4@2rk)’ TMMs ||a =@l gz + 87k 0 = Bllcagy + > 87kM, | E - Ell oo -

k=1 k=1 k=1

- ¢
E (1) 287#{:/ Fop (1) e” ~(mk)* fyalsyds g Z87T]€/ Fo, (1 ~(2mk)* [ als)ds g
k=1 0

< ; 4 (27 K)* T* My Ms [|a — @l o 1y + ; 87T ||F = F || puog,y + ; STRT My [|E = E| 100y -

Ou M, k=1,..6 sontquelques constantes

= 42k’ TM My + ) "4 (2rk)’ T°M3 +> 16 (2k)* TM, My + > 16 (2mk)* M3 T*

k=1 k=1 k=1 k=1

+ ) 4(2mk)’ TM; Ms.
k=1

- Z 167k + 16 M.
k=1

Z SwkM, + Z 167kT My + 16 M, + 32T M, + Z Sk,

= = k=1

- Z 8wkM; + Z TM,.
k=1 k=1

Apres avoir ces estimation dans a — @, nous obtenons
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(1 —M1)|la— 5||c[o,T] < M; (HE - E}}O4,0(QT) + [l — ¢||c4[o,1] + HF - FHC‘*vO(QT))

Ou M5 = max {MQ, M37M4} .

L'inégalité M; <1 on prend le petites T , finalement on obtient

M. _
a _aHC[O,T] < m H¢ - ¢H :

Sipose Ms= -
Ou
¢ =&l = |12 = Ell caogap) + 1o = Pllcapy + 1F = Fll o, -
De l'équation (2.25) une estimation similaire est également obtenue pour la différence U — U au

comme

0~ Tlleqayy < Mo llo— ]|
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CHAPITRE 3

ETUDE NUMERIQUE DE PROBLEME INVERSE

ﬁ) ans ce chapitre, nous avons introduit un schéma de différences finies de Crank-Nicolson
combiné avec la technique de prédicteur-correcteur pour résoudre numériquement ce
probléeme inverse. Des exemples numériques sont présentés pour valider 1'efficacité de ce
schéma.

46
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3.1 Approximation Numérique

Soient N,, N; € N définitt; = j7, j =0,1,.. Ny x; =ih,i =1,2, . N, +1,out = % et h =
o +1 sont le pas d’espace et le pas temps respectivement .
Soit U7 'application numérique de U (z;,t;), F/*' L'approximation numérique de F (z;,t;) et

a’*! 'application numérique de a (t;).

1. La discrétisation de la dérivée premiere ordre dans la direction t est donnée par :

ou Uit -u!

2. La discrétisation de Crank-Nicolsonla dans la direction x est donnée par :

P - (S OB gy
3. La discrétisation de la condition initiale et aux limites sont données par :
U (24,0) = ¢ (2;) = U = ;. (3.3)
4. Pour la condition non locale :
U(0,t;) =U (1,t;) & U(xo, t;) = U (zn,,t;) = Uy = U} . (3.4)

U(rn,41,t5) — Ul(xn,-1,t))

U, (1,t;) =0 U, (zn,,t;) =0 = .

_ J _77]
=0= UNF1 = UNIH.

(3.5)
3.1.1 Schéma des différences finies
En utilisant (3.1) et (3.2) et (2.1)), on obtient le schéma de Crank-Nicolson défini par :
1 ; , 1 A ,
LU =0 = 5 @7 4 @) g (02, =207+ VL) + (U = 2077 4 U2
T 2 2h2 ¢ (3 6)
1 .
- F]+1 F]
).
Le schéma (3.6) devient
Ut 20+ R UM + U = UL +2(00 - R)U! U, — Rr (F/™' + FJ), (3.7)
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U3 =U (3.9)
U1 = Ul 41 (3.10)
OuR= T(Ji—hw) i=1,2,...N,+1, j=0,1,..N,

3.1.2 Systéme matricielle

On observe qu’on obtient N, équation servant a déterminer les N, inconnues
(U1,Us,Us, ....,Uy,) . On dit usuellement qu’on a discrétisé le probleme par une méthode de
différences finies utilisant le schéma Crank-Nicolson . On note que la connaissance des condi-
tions au bord Uj et Uy, est nécessaire a la résolution du systeme , puisque’elles apparaissent
dans lorsque i=1,..N,+1
De 'équation (3.7)-(3.10)a N, + 1 x N, + 1 de systeme des fonction linéaire .

AU = BUY + FY. (3.11)
1. Pourj =0
De (3.7) on a
Pour i=1:

Uy, —2(1+R)U +Uy = -U}, +2(1—R)U} — U3 — Rt (F\' + F)

Pour 1=2:

U =21+ R Uy +Us =-Ul +2(1 - R)U) — Uy — Rt (F5 + FY)

Pour i=3:

Uy —2(1+RU; +U} =-U)+2(1— R) Uy — U — Rt (F} + F3)

Pour i=N, —1:

UJ{TZ—2 -2 (1 + R) U]{/z—l + Ujlvz = _UR/I—Q +2(1 - R) U]%z—l - U](\)/I — Rt (FI{TZ—I + FJ(\)fI—l)
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Pour 1 =N, :

2UN, 1 —2(1+R)Uy, = —2U3, _, +2(1 = R)UR, — R7 (Fy, + FY.)

bh=2(1-R)\U/ —U] -U,, —Rr (F{""+ F/), j=0,1,...N,.
by, = —2U3% ., +2(1—=R) U — Rr (F{"+F{), j=0,1,...,N,.
by=-U_,+2(1- R U/ U, — Rt (F/"' + F/), j=0,1,..,N,.

2. Pour j > 0 De méme maniéré de cas (j = 0) . Donc, ’équation (3.11) écrit comme suite :

AUj+1 = —Uz‘j—l + 2 (1 — R) Uzjzl - Ug-‘rl?POU‘r 1= 2737 Nl“ - 17] = 0’ 1’ Nt

Ou
—2(1+R) 1 0 e 0
—2(1+R) 1 0
0 1 —2(1+R) 1 0
A:
0 1 -2(1+R) 1
0 2 —2(1+R)
Et
2(1—R) ~1 0 e 0 —1
~1 2(1—R) -1 0
0 -1 2(1-R) -1 0
B:
0 -1 2(1-R) -1
0 —2  2(1-R)
Ou
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R:Rﬁ%ﬁ,j:mme.
F=[-Rr (F{" + F]),—Rr (F§*' + FJ), ..., —Rr (F{"" + Ffv)}ixl .

Remarque 3.1. Les matrice A et B sont définie positive.

Proposition 3.1. A est une matrice tridiagonale a diagonal dominante U™ AU est définie positive.

A définie positive = A inversible .

Donc le systeme admet une unique solution.

Propriétés 3.1. 1. A diagonal dominant par ligne <|au~| > Y iz |aij|> .
2. A tridiagonale par blocs .

3. A définie positive .

Pour démontre que les matrices A et B sont définie positive, il suffit de montre que

UTAU >0, U #0.

On a

Pour i=7=1
|—2(1+R)|>2|=2>0
Pour i=j5=2
|—2(1+R)|>2|=2>0

Pour i=j5=N,
|—2(1+R)| > |1|=2>0
Donc pour tout U # 0, UTAU > 0.

De méme maniéré B est définie positive si UT BU > 0,U # 0.

Maintenant, construisons la correction le mécanisme de prédictive-correction Premierement
, intégrant I’équation (2.1) par rapport a = de 0 a 1 en utilisant (2.3)-(2.4) , et 'équation (2.26), on

obtient

B —E (t)+ fol F(x,t)dx
a(t) = (0.0 :

L’approximation des différences finies de (3.12) est

(3.12)
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[— (B — B9 J7) + (Fm)f] h
Ul — Ul '

Ou E/ =E(t)),(Fin) = [| F(x,t;)dz,j=0,1,..., N,

o (BB /7)+ (Fin)°] h
¢1 - (bO ‘

Et les valeurs de ¢; nous permettent de démarrer notre calcul. A noter les valeurs de o/, Uij a
s-itération a/(*) / ®) respectivement . En calcul numérique , le pas de temps étant tres petit, on
peut prendre o/ ! (0) = o/, Uin(O),j =0,1,2,.., Ny, i=1,2,..., Nyyq .

Chaque(s + 1)-I'étape d’itération ous déterminons d’abord a partir a/*1**1) de la formule

(B = ) ) + (Finy ™

aj+1(s+1) _ ' 4
U{+1(S) _ U(J)+1(s)

Alors de (3.6)-(3.9) on obtient

(Uj+1(s+1) _ Uj+1(8)) 1 (aj—i-l(s-i-l) +aj+1(s)) v [(U7+11(s+1) _ ouyiti(stl) + Uj+1(5+1)>

R

- 4_h2 i+1
. (s (s 1 . 4
+ (Uffll(s“) — Uit it )>] +5 (FIT™ 4+ FY)
(3.13)
Ut =y, (3.14)
U =it s =0,1,2, .. (3.15)

Le systeme des équation (3.13) — (3.14) peut étre résolu par méthode d’élimination de Gauss.

Si la différence de valeurs entre deux itérations atteint la tolérance prescrite, l'itéra-
tion est arrétée et nous acceptons les valeurs affichées Ut U7t ;=12 . N,), est
a1 U (i =1,2,...,N,), dans le (j + 1) sur le pas de temps (j + 1) respectivement . En vertu

de cette itération , nous pouvons déplacer le niveau de formulaire j au niveau j+1 .
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3.1.3 Exemple Numérique

On considérer le probleme inverse de (2.1)-(2.4), avec

F(z,t) = (le_t + 47T€3t> cos (2mx) + (2m)° (1 — z) sin (27x) €;

™

¢ (x) = (1 —x)sin(2rz), E(t) = %e_t,x €[0,1],t€[0,7].

Il facile de vérifier que la solution analytique du probleme (2.1)-(2.4) est

1
(27)% + ett’

{a(t),U(x,t)} = { (1 — ) sin (27z) et} : (3.16)
Appliquons le schéma qui a été expliqué dans la section précédente pour la taille de pas
h = 0.005,7 = %. Si nous observons ce schéma pour certaines valeurs de T, a savoir, pour
T = N;7,N, €N,

Dans le cas ot T = 1 les comparaisons entre la solution analytique (3.16) et la solution

numérique aux différences sont représentées sur les figures 1 et 2 .
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1

La solution analytique et numerique de u(z,t) aut = & l'orsque 7' = 1

solution exacte
— — —salution approchée

0.8

FIGURE 3.1 - Solution exacte et approchée de u(x,t) pour T = &
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1

La solution analytique et numerique de a(t) 'orsque 7' = ;

28

saolution exacte
— — — salution approchée

2B

1 | |
a 0.05 0.1 014 0.2 0.24

FIGURE 3.2 — Solution exacte et approchée de a(t) pour T’ = 1
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Conclusion générale

Dans ce mémoire, nous avons étudié un probléme inverse pour l'identification d"un coeffi-
cient de diffusivité thermique en fonction du temps et la distribution de la température dans
une équation de diffusion unidimensionnelle avec une condition d’intégrale et une condition

non locale. Ce travail se déroule en deux étapes :

v Etude théorique d'un probléme inverse : nous avons démontré par la méthode de Fou-

rier et la méthode de point fixe de Schauder 'existence de la solution sur Q7 et 'unicité
sur Qp, avec 0 < T < T, nous avons montré la dépendance continue de la solution par

rapport aux données du probléme inverse.

v Etude numérique d’un probléme inverse : nous avons introduit un schéma de diffé-

rences finies de Crank-Nicolson combiné avec la technique de prédicteur-correcteur pour
résoudre numériquement ce probléme inverse. Des exemples numériques sont présentés

pour valider 'efficacité de ce schéma.
Comme perspectives, nous avons prévu le sujet de recherche suivant :

v Probleme inverse pour une équation des ondes avec condition au limite non locale :

U (2,) = a () ugy (z,8) + f (2,1), (x,t) € Qp
u(z,0)=p (), u(z,0)=¢(z) 0<z <1
up (1,) =0,0<t<T

uw(0,t) =u(l,t), 0<t<T,

1
/ w(e t)de = E(t), 0<t<T.
0
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ans ce mémoire, nous avons étudié un probléme inverse pour l'identification d'un coefficient de

diffusivité thermique en fonction du temps et la distribution de la température dans une équation
de diffusion unidimensionnelle avec une condition d’intégrale lorsqu'un échange de chaleur a lieu a
travers la frontiere du matériau. Nous avons démontré que le probleme inverse et bien posé sous cer-
taines conditions de régularité sur les données du probléme. Le probleme inverse est également étudié
numériquement, en utilisant le schéma de différences finies Crank-Nicolson combiné a la technique
du prédicteur-correcteur. Nous avons présenté des exemples numériques pour valider 'efficacité de ce

schéma.

Mots-Clés : Méthode de Fourier, Méthode de point fixe de Schauder, Probleme spectral non
auto-adjoint, Schéma de Crank-Nicolson.

n this memoir, we have studied an inverse problem for the identification of a coefficient of thermal
diffusivity as a function of time and the distribution of temperature in a one-dimensional diffusion
equation with an integral condition when a heat exchange takes place through the material border. We
have shown that the inverse problem is well posed under certain regularity conditions on the data of the
problem. The inverse problem is also studied numerically, using the Crank — Nicolson finite difference
scheme combined with the predictor-corrector technique. We have presented numerical examples to

validate the effectiveness of this scheme.

Keywords : Fourier method, Schauder fixed point method, Non-self-adjoint spectral problem,
Crank-Nicolson scheme.
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