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Introduction

Les équations intégrales jouent un réle fondamental dans plusieurs domaines des mathéma-
tiques appliquées, de la physique et de I'ingénierie. Elles apparaissent dans la modélisation
de nombreux phénomeénes scientifiques tels que les problémes de transfert de chaleur, la mé-
canique des fluides, 1’électromagnétisme et la théorie du potentiel. Cependant, la résolution
analytique exacte de ces équations demeure souvent difficile, ce qui conduit au recours a des
méthodes numériques d’approximation.

Parmi les méthodes numériques les plus utilisées pour résoudre les équations intégrales
figurent la méthode de collocation et la méthode de Galerkin. Ces deux approches reposent
sur I'approximation de la solution dans des espaces fonctionnels de dimension finie, mais
elles different par leur maniére de construire le systéme approché et par leurs propriétés
numériques.

La méthode de collocation se caractérise par sa simplicité de mise en ceuvre et son effi-
cacité dans plusieurs applications pratiques, tandis que la méthode de Galerkin est reconnue
pour sa stabilité et sa forte base théorique, notamment dans ’analyse fonctionnelle et les
méthodes variationnelles.

L’objectif principal de ce mémoire est d’effectuer une étude comparative entre la méthode
de collocation et la méthode de Galerkin pour la résolution des équations intégrales. Nous
analyserons les fondements théoriques de chaque méthode, leurs avantages, leurs limites
ainsi que leur efficacité a travers différents exemples et applications numériques.

Plan du mémoire :

Le premier chapitre : Notions préliminaires.

Le deuxiéme chapitre : Equations intégrales et leur classification.



Introduction

Le troisiéme chapitre : Méthodes de Collocation et de Galerkin pour la résolution
numérique.

On termine notre mémoire par une conclusion générale.



Chapitre 1

Notions préliminaires

1.1 Espaces Fonctionnels

1.1.1 Espaces continus C[a,b]

Soit X l’ensemble de toutes les fonctions a valeurs réelles z, v, ... qui sont des fonctions
d’une variable réelle indépendante t et sont définies et continues sur un intervalle fermé

donné J = [a,b] en choisissant la métrique définie par

d(z,y) = max |z(t) — y(t)]-

ol max désigne le maximum, L’ensemble C[a,b] muni de cette métrique constitue un
espace métrique. (la lettre C' suggére "continue.") c’est un espace de fonctions car chaque
point de C|[a, b] est une fonction.

Chaque élément de cet espace est une fonction réelle continue définie sur l'intervalle [a, b]
. L’ensemble de toutes ces fonctions forme un espace vectoriel réel, muni des opérations

algébriques définies de la maniére usuelle :

(z+y)t) = z()+y)
(ax)(t) = ax(t),(a € R)



1.1. Espaces Fonctionnels

En effet, si z et y sont des fonctions continues réelles définies sur [a, b] et si a est un réel,

alors © + y et ax sont également des fonctions continues sur [a, b].

1.1.2 Espaces L?[a,b]

Définition 1.1.1  On note L?[a,b] ’ensemble des fonctions (réelles ou complexes) définies

sur Uintervalle [a,b] dont le carré de la valeur absolue est intégrable, c’est-a-dire :

b
(b)) = {f : [a,b] — R, / (@) Pz < oo},

Autrement dit, une fonction f appartient a L?[a, ] si :

- f est mesurable sur [a, b].
b
- L’intégrale / |f(x)|* est finie.

Cet espace est muni de la norme L2 :
b 1
112 = ([ 17()Pda)

Avec cette norme, L?[a,b] est un espace vectoriel normé complet.

(f,9) :/f(x)@dx

1.1.3 Espace de Banach
suite de Cauchy:

Soit (z,) une suite d’¢léments d’un espace normé (E, ||.||); on dit que la suite (z,) est de

cauchy :

Ve > 0,3N.,Vp,g > N.ona | z, —z, ||<e.



1.1. Espaces Fonctionnels

Soit (z,) une suite de Cauchy dans un espace normé (E, ||.||) contient une sous-suite
(znk) convergente vers z alors la suite (x,,) est aussi convergente vers le méme élément x.

Soit (z,,) une suite de Cauchy alors il vient

Ve > 0,3dN.,Vp,g> N.onal z, —z, ||[<e.

en particulier pour ny > N,, on a

Vp, g > Ne, || ©p — T, [|< €.

avec la convergence de la suite (x,) vers x

ng > N, ||zne — || < e

D’ou la convergence de la suite (x,) vers I'élément x

v

Vp, Ny, Ney | zp —z ||=|| 2p — @ + o — T ||

< ey =@k || Hlzaw —2fl <2

Définition 1.1.2 Un espace vectoriel normé (E, ||.|) est dit complet, si toute suite de

Cauchy (x,,) d’éléments de E est une suite convergente dans E.

Autrement dit,

Ve > 0,3N.,Vp,q > N. on a || z, — x| <e.

Cela implique 'existence d’'un élément z € E tel que

lim z, ==

n—oo



1.1. Espaces Fonctionnels

Espaces de Banach

Définition 1.1.3 On appelle espace de Banach (E; ||.||) tout espace vectoriel normé et com-

plet pour la distance déduite de sa norme.

1.1.4 Espace de Hilbert

Définition 1.1.4 Un espace de Hilbert H est un espace préhilbertien complet pour la norme
mduite par son produit scalaire. En d’autres termes un espace de Hilbert est un espace de

Banach dont la norme est induite par un produit scalaire.

Généralement 'espace H est séparable et de dimension infinie, en d’autres termes, il
existe un ensemble dénombrable partout dense dans H et pour tout n € N, il existe n

vecteurs dans H linéairement indépendants

Exemple 1 L’espace L?(a,b)

L’espace L?(I,R) des fonctions de carré intégrale défini par
LHIR) = (s [ £ < oc).
ou l'intégrale est prise au sens de Lebesgue, muni de la norme
11l = ([ 170
induite par le produit scalaire définit par

(f.g) = /I F(@)g(x)da

est un espace de Hilbert



1.2. Normes et produits scalaires

1.2 Normes et produits scalaires

1.2.1 Norme L2

Définition 1.2.1 La norme L? d’une fonction f est définie par :

b
o = ([ 15(@)Pdz)?.

Autrement dit :

1.0n prend la valeur de la fonction f(x)

2.0n calcule son module |f(z)|

3.0n éleve au carré | f(x)|?

4.0n integre sur le domaine considéré

5.0n prend la racine carrée

Interprétation intuitive La norme L? mesure la taille, la longueur ou I’énergie d’une

fonction. Elle est ’analogue continu de la norme euclidienne d’un vecteur :

(21, 2, ..., ) || = \/x% + 23+ ...+ 2.

La somme devient une intégrale.

Quand une fonction appartient-elle & L? ?

fe (o) < / 1 (2)2da < oo.

Cela signifie que son énergie totale est finie.
- f(z) = 175z sur R appartient a L?

- f(x) = 1 sur R n’appartient pas a L>

Propriétés de la norme L?: La norme L? vérifie les propriétés fondamentales d’une
norme :
1. Positivité : || frz|| > 0

2. Séparation : || fr2]| =0 < f = 0 (presque partout)



1.3. Polynémes Orthogonaux

3. Homogénéité : ||af|zz = |al|| [z

4. Inégalité triangulaire : || f + gl|z2 < || fllr2 + [lg]|z2

1.2.2 Produit scalaire

Définition 1.2.2 Soit X un espace vectoriel réel ou complexe. Une application (.,.) : X X

X —>R (ouC)

est appelée produit scalaire sur X si elle vérifie :

@, ) > 0 (positivité)

@, ) = 0 si et seulement si ¢ = 0 (définie positive)
@, 1) = (1h, @) (symétrie)

ap + ¢, x) = alp,x) + 8 (¢, x) (linéarité)

Un produit scalaire définit une norme par

1. ¢
2.
3.
4.

lell = v/ {», ©)

Si I'espace X est complet pour cette norme, alors X est appelé espace de Hilbert ; sinon,

c’est un préhilbertien.
Exemple 1.2.1 L*[a,b]

est un espace de Hilbert muni du produit scalair

(SOaiﬂ):/go(x)Md:c.

1.3 Polyndomes Orthogonaux

1.3.1 Polynéme de Tchebychev

En mathématiques, un polynéme de Tchebychev est un terme de 1'une des deux suites
de polynoémes orthogonaux particulieres reliées & la formule de Moivre. Les polynémes
de Tchebychev sont nommés ainsi en ’honneur du mathématicien russe Pafnouti Lvovitch

Tchebychev.



1.3. Polynémes Orthogonaux

Définition 1.3.1 Soitn € N, on appelle polynome de T’chebychev de degré n , l’application
T, définit de [—1,1] dans R par :

T, (z) = cos(n ar cos(z))

Il existe deux suites de polyndémes de Tchebychev de degré n, I'une nommée polynoémes
de Tchebychev de premiére espéce et notée T;, et ’autre nommeée polynémes de Tchebychev

de seconde espéce et notée U,.

Relation de récurrence entre les polyndémes de Tchebychev de degré n La suite
de polynomes de Tchebychev T, peut étre définie par la relation de récurrence. Ces deux
suites de polynomes de Tchebychev peuvent étre définies par la relation de récurrence

1. To(z) = 1,Ti(x) = z et pour tout n € N

Tn+2 = 2xTn+l =T,

2. Up(z) = 1,Uy(z) = 2z et pour tout n € N

Un+2 = 2'I‘Uvn—i-l - Un

Une définition alternative de ces polynémes peut étre donnée par les relations trigonométriques:

T, (cos @) = cos(nh), soit: T, (x) = cos(n ar cos )

et

U,(6) = sm((gn—}—el)@)

ce qui revient, par exemple, a considérer T, (cos ) comme le développement de cosnf
sous forme de polyndéme en cos 6:

Contrairement & d’autres familles de polynémes orthogonaux, tels ceux de Legendre,
d’Hermite ou de Laguerre, les polynémes de Tchebychev n’ont pratiquement pas d’application

directe en physique. En revanche, ils sont particuliérement utiles en analyse numérique pour

I'interpolation polynomiale de fonctions. En premier lieu, en ce qui concerne le choix des



1.3. Polynémes Orthogonaux

points d’interpolation, comme les zéros de T),(x) ou abscisses de Tchebychev, en vue de lim-
iter le phénomene de Runge. Egalement, ils constituent une base alternative de polynomes
par rapport a la base canonique X" de R[X] des polynomes de Lagrange, ce qui permet

d’améliorer sensiblement la convergence.

Orthogonalité des polynémes de Tchebychev Chacune de T,, et U, est une suite de
polynémes orthogonaux par rapport a un produit scalaire de fonctions, associé a la fonction
poids w(z) = (1 — 22)~2 sur intervalle [1, 1].

Les polynémes de Tchebychev de premiere espéce sont w—orthogonaux, c’est-a-dire

orthogonaux relativement & la fonction poids définie par : w(z) = (1 —2?)"2 .

En effet, pour z = cos(f), de = —sin(0)df, on a alors
/ o r cos(n#) cos(m@) sin(0)
_/lTn(x)Tm(x)w(x)da: = 7r/ Sin(0)] do
= /cos(n@) cos(mb)db
_ %/ cos((n + m)8) + cos((n — m)0))do

0
msin=m=10

R s 1 —

= S.sin=m#0 .

0,sin#m

Racines des polynémes de Tchebychev de premiére espéce

Proposition 1.3.1 Soit n € N*, Le polynéme de Tchebychev de premiére espéce T, admet

exactement n racines simples définies par :

2k —1
2n

xy = cos((

Preuve. Soit n e N*, T, et k=1,....,n
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T, (x) = cos(nAr cos(zy))

= cos(nAr COS(COS(zg—;lW)))

= COS(—2§;17T)
T, étant de degré n, les x; sont exactement les zéros de T,,. Elles sont simples puisque

pour tout k # k', on a xy #

Remarque 1.3.1 On peut généraliser cela a tout intervalle fermé [a,b], d’ou

a+b+b—a <<2/§—1
cos
2 2 2n

T =

1.3.2 Polynome de Legendre

En mathématiques et en physique théorique, les polynémes de Legendre constituent I’exemple
le plus simple d’une suite de polynémes orthogonaux. Ce sont des solutions polynomiales
P, (x) sur le segment [—1,1], de I’équation différentielle de Legendre :
d o d
o (1-2*)—P,(z)| +n(n+1)P,(z) =0,
x

de "

dans le cas particulier ou le parameétre n est un entier naturel. De facon équivalente, les

polynomes de Legendre sont les fonctions propres de I'endomorphisme de R [X] défini par :
dP
P—u(P)= [(1—x2) %]

pour les valeurs propres —n (n+1), n € N.

Ces polynomes orthogonaux ont de nombreuses applications tant en mathématiques,
par exemple pour la décomposition d’une fonction en série de polyndémes de Legendre, qu’en
calcul numérique des intégrales notamment dans les méthodes de quadrature de Gauss,
qu’en physique, ot I’équation de Legendre apparait naturrellement lors de la résolution des

équations de Laplace ou de Helmholtz en coordonnées sphériques.

10



1.3. Polynémes Orthogonaux

1.3.3 Polyndme de Laguerre

En mathématiques, les polynémes de Laguerre, nommés d’apres Edmond Laguerre, sont les

solutions normalisées de 1’équation de Laguerre

' +(1—2)y +ny=0

qui est une équation différentielle linéaire homogene d’ordre 2 et se réecrit sous la forme

de Sturm-Liouville

d d

- (g; exp (—) %) —nexp(—2)y =0

Cette équation a des solutions non singuliéres seulement si n est un entier positif. Les
solutions L,, forment une suite de polynémes orthogonaux dans L? (R™,exp (—x)), et la nor-
malisation se fait en leur imposant d’étre de norme 1, donc de former une base orthonormée.
Ils forment méme une base de Hilbert de L? (R™,exp (—x)dx) .

Cette suite de polynomes peut étre définie par la formule de Rodrigues

_exp(z) d"

Ln (x) n!  dx™

(exp (=) 2")

La suite des polynémes de Laguerre est une suite de Sheffer.

Les polyndémes de Laguerre apparaissent en mécanique quantique dans la partie radiale
de la solution de I’équation de Schrodinger pour un atome a un électron

Le coefficient dominant de L,, est (—1)"/n!. Les physiciens utilisent souvent une déf-
inition des polynomes de Laguerre ou ceux-ci sont multipliés par (—1)"n!, obtenant ainsi

despolynoémes unitaires

1.3.4 Polynémes de Jacobi

Définition 1.3.2 Les polynomes de Jacobi sont les polynomes orthogonaux du produit scalaire

(P,Q) = /(1 —2)*(1 4+ 2)°P(2) Q (v) dz avec a > —let § > —1.

-1

11



1.3. Polynémes Orthogonaux

Pour tout n € N, on note le polynome de Jacobi d’indice n par P,Sa’ﬁ ) (). 11 sont des

solutions de I’équation différentielle homogeéne de deuxiéme ordre

(1-2”)2 +[B—a—(a+B+2)a]z +n(n+a+B+1)z=0,

avec n est le degré du polynome.

Les polyndémes de Jacobi est définis explicitement par trois formules :

Formule de Rodrigue
—1)* 4
(1 —2)*(1+ x)’BPéa”B)(x) = —( ) —d

T g (L= )™+ )]

tels que a, [ sont deux paramétres vérifiant des conditions d’orthogonalité o > —1 et

8> —1.

Formule analytique

P (z)= - ( )( )(@ — 1)f(z +1)"

n

Relation de récurrence

Les polynémes de Jacobi vérifiant la relation de récurrence

PO (l’) = 17
a+pF+2 a—pf

P, =

P )(x) = anrPe?(z) + 8, PO (z) + 4, P (x),

avec
_@2nta+p+1)2n+a+B+2)

" 2(n+1)(n+a++1)

@2n+a+p+2) (e - 5%
2n+1)(n+a+B+1)2n+a+ F)

By =

12



1.3. Polynémes Orthogonaux

(n+a)(n+pB)@2n+a+5+2)
(n+1)(n+a+B+1)2n+a+ )
Les polynoémes orthogonaux standards sont des cas particuliers des polynémes de Jacob:.

n —

Les cas les plus connus sont :
e Les polynomes de Gegenbauer (ou ultrasphérique), obtenus en posant a = f.
e Les polynomes de Legendre L, en posant o = [ = 0.
e Les différents types de polynémes de Tchebyshev T pour i = 1,2,3 et 4 qui sont

obtenus en choisissant des valeurs spécifiques de « et 5 comme suit :

TS (x) = Py 2% (x)
(lvfl)
| T4 () = P> ()

13



Chapitre 2

Equations intégrales et leur

classification

2.1 Définition générale

Définition 2.1.1 Une équation fonctionnelle est connue sous le nom d’équation intégrale

linéaire, avec une inconnue ¢ de la forme.

B(=)

o (x) = fla) + A / E () o (1) dt

a(z)

ou k et f sont des fonctions donnés, a(x) , B(z) sont les bornes de I'intégration, A est

un parametre numérique non nul, réel ou complexe.

2.2 Classification des équations intégrales

2.2.1 Equations intégrales de Fredholm

Définition 2.2.1 On appelle équation de Fredholm de premiére espéce une équation de la

forme:

[ K@ oe@d=i@.

14



2.2. Classification des équations intégrales

Ou ¢ est la fonction inconnue, f et k sont des fonctions connues, les bornes d’intégration

sont constantes. C’est la caractéristique principale d’une équation de Fredholm.

Définition 2.2.2 On appelle équation intégrale de Fredholm de second espéce une équation

de la forme: .
p@)= 1@ +A [ b

Ou ¢ () est la fonction inconnue, k (x,t) et f (x) des fonctions données, \ est un paramétre

réel ou complexe donné.

2.2.2 Equations intégrales de Volterra

les équations de Volterra sont des cas particuliers d’équations intégrales de Fredholm. il

suffit de prendre le noyau k est tel que k (z,t) = 0 pour = < t.

Définition 2.2.3 On appelle équation intégrale linéaire de Volterra de premiére espéce une

équation a une inconnue p (z) de la forme :

/””W,t)@(t)dt:f(x)

Définition 2.2.4 On appelle équation intégrale de Volterra de seconde espéce une équation

a inconnue ¢ (x) de la forme :

so(x)=f<x>+A/xk<x,t>so<t>dt

2.2.3 Equations intégrales de Volterra-Fredholm

Une équation intégrale de Volterra-Fredholm est une combinaison des intégrales de Volterra

et Fredholm disjoints, apparait dans une équation intégrale.

Définition 2.2.5 On appelle équation intégrale de Volterra-Fredholm une équation de la

forme :

ox)=f(x)+ X\ /m ki (z,t) ¢ (t) dt + )\2/ ko (z,t) o (t)dt, x € a,b]. (2.2.1)
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2.3. Existence et unicité de la solution des équations intégrales linéaires de
Volterra-Fredholm

On appele équation intégrale mixte une équation de la forme :
T b
o (z) = f(x) +)\/ / k(s,t)p(t)dtds.
Ou les fonctions ki, ko et f sont connues et ¢ (x) la fonction inconnue.

Exemple 2.2.1

gp(:v):exp(a:)—l—m+1+/0x(x— t)gp(t)dt+/0 exp (z —t) ¢ (t)dt, x€]0,1]

17 T b
go(x):?x2+11.r+/ / (s —t) @ (t)dtds

2.3 Existence et unicité de la solution des équations
intégrales linéaires de Volterra-Fredholm

Dans cette section nous rappelons les théorémes que nous allons utiliser pour obtenir des

résultats d’éxistence et unicité de solution de I’équation (2.2.1).

Définition 2.3.1 Soit X un espace normé et T : X — X wun opérateur T est dit un

opérateur de Picard sl existe p, € X unique tel que

T (p) =@y, et lim T" () = ¥y, pour tout ¢ de X

Théoréme 2.3.1 (principe de contraction) Soit X un espace normé, si T : X — X un

opérateur de contraction admet un point fize unique , alors T est un opérateur de Picard

a’fL

loo — T (@o)|| < 1 le =T ()|l pour tout n € N.

—a
Théoréme d’éxistence et d’unicité

On considére ’équation linéaire de Volterra-Fredholm

o(r)=f(x)+ X\ /w ki (x,t) o (t) dt + )\2/ ko (x,t) o (t) dt, r€lad] . (23.1)
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2.4. Importance des méthodes numériques

Ou

1) f € Clab|k (zt) € C(Dy), avec Dy = {(xt) e R? tel que a <t < x < b}
2) ¢ € Clab]ks (x,t) € C(Dy), avec Dy = [a,b] X [a,b]

3) My = maxpep, |k (x,t)],et My = max(y pep, |k (2,t)|

Théoréme 2.3.2 Dans les condition de continuité ci-dessus, supposons qu’il existe une

constante ¢ > 0 tel que:

%[M1 + Myexp (c(b—a))] < 1.

Alors l’équation (2.2) a une solution unique ¢ € C'la,b], et cette solution peut étre obtenue

par la méthode d’approximation successive, & partir de p € C'[a,b]

Preuve. voir[7]. =

2.4 Importance des méthodes numériques

Les méthodes numériques sont importantes car elles permettent de résoudre des problémes
mathématiques dont les solutions analytiques sont difficiles ou impossibles & obtenir. Elles
jouent un role essentiel dans la simulation, la modélisation et 'optimisation dans plusieurs
domaines tels que les sciences, 1'ingénierie, I’économie et la physique.

Il existe diverses méthodes de projection. Les plus employées sont :

2.4.1 Meéthode de collocation

En mathématiques, une méthode de collocation est une méthode de résolution numérique
d’équations différentielles ordinaires, d’équations aux dérivées partielles et d’équations inté-
grales. L’idée est de choisir un espace de dimension finie de solutions candidates (générale-
ment des polynomes jusqu’a un certain degré) et un certain nombre de points dans le do-
maine (appelés points de collocation), et de sélectionner la solution qui satisfait I’équation

donnée aux points de collocation
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2.4. Importance des méthodes numériques

2.4.2 Meéthode de Galerkin

Est une technique de projection dans laquelle I'espace d’approximation est choisi de maniére

a ce que l'erreur soit orthogonal au sous-espace des fonctions de base.

2.4.3 La méthode de Ritz-Galerkin

Est une méthode utilisée pour résoudre des équations intégrales (ou des problémes aux
dérivées partielles) en approximant la solution exacte par une combinaison linéaire de fonc-
tions de test choisies. Pour une équation intégrale, I’idée générale est de transformer le prob-
léeme en un systéme d’équations algébriques de taille finie, que I'on peut résoudre numérique-

ment.

2.4.4 La méthode de Bubnov-Galerkin

Est une technique d’approximation utilisée principalement pour résoudre des équations aux
dérivées partielles (EDP), mais elle peut également étre adaptée pour résoudre des équations
intégrales. Cette méthode fait partie des méthodes des éléments finis, mais elle peut aussi
étre appliquée a des problémes d’équations intégrales en utilisant des espaces fonctionnels

appropriés.

2.4.5 La méthode de Petrov-Galerkin

Est une méthode numérique utilisée pour résoudre des équations intégrales, en particulier
les équations intégrales de type Fredholm ou Volterra. Elle est une généralisation de la
méthode classique de Galerkin, et elle est souvent utilisée dans des situations ot 1'on veut
obtenir des approximations plus flexibles ou plus précises que celles fournies par la méthode

de Galerkin standard.
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Chapitre 3

Méthodes de Collocation et de

Galerkin pour la résolution numérique

3.1 Principe des méthodes de projection

Dans toutes les méthodes de projection, on étudie la résolution de ’équation intégrale de

Fredholm de deuxiéme espéce de la forme

Ao (s) — /D k(s,t)o(t)dt = f(s), (s € D) (3.1.1)

L’ensemble D est fermé et borné d’un espace complet de fonctions V, tel que V = C(D)
ou V = L?(D) presque partout. On choisit une suite finie d’approximation de sous espace
Vo, tel que Vn C V,n > 1, et V,, de dimension k,. Soit la base (¢, @q, ...... o) de Vy,,
(k = k). Alors le principe de méthode de projection consiste a trouver une suite de fonctions

©,, € Vi, , tel que

kn

on () =D i (5) seD

Jj=1

On introduit le résidu r,,(s) pour approcher la solution de (3.1)
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3.2. Méthode de collocation

ra(s) = gy (s)— /D E(s:0) o (£)dE — f (s)

kn
= Yo (M- [ k0w @) - 6
j=1 b
On note cette approximation par ¢ = ¢, L’équation (3.1) qui peut étre écrite sous la

forme de notation d’opérateur, tel que

A=kK)p=f

et le résidu r,, peut étre écrite sous forme

Les coefficients {ci, ca, ....., ¢, } doivent étre choisis de telle sorte que

o (s) — 0

3.2 WMeéthode de collocation

La méthode de collocation est une méthode numérique utilisée pour résoudre des équations
intégrales. Elle repose sur la réduction du probléme d’intégrale & un systéme d’équations
algébriques en choisissant judicieusement un ensemble de points (appelés points de colloca-
tion) ou la solution approximative est forcée d’étre exacte.

Pour résoudre I’équation de Fredholm de deuxiéme espéce

o(s) - / E(s ) (1) dt = £ (s) (3.2.1)

on choisit un ensemble de noeuds distincts {sg, s1,...., s,} C D tels que :
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3.2. Méthode de collocation

ce qui permet de déterminer les coefficients{cy, c1, ....., ¢, } comme solution du systéme

linéaire suivant :

n

S (gpj (si)—/Dk’(si,t)goj (t)dt> (s, P=0,1,2

=0
D’ou

n

S0, (s:) = cj/k(si,t)goj(t)dt—l—f(si) P= 1,2
7=0 J=0 p

Comme

Pop(s) = ch%‘ (s)
=0
on peut aussi écrire :

n

Pup () = ([ oksntrie @ £6)) = ee, (0

J Jj=0

avec s € D, et P, : V = C(D) — V,, est un opérateur de projection. Pour déterminer

les coefficients c;, on résout le systéme

n

3¢ (gpj (si) — /D E(s0t) o, (t)dt) (). =012 n (322)

=0
Ce systéeme admet une solution unique si et seulement si

det [7/)] (Sz)} #0

ou [¢; (s;)] est la matrice induite du systeme (3.3)
Il faut noter que cette condition implique que le systéme des fonctions {¢g, ©1, ..., ©,, }

est linéairement indépendant.

3.2.1 Application de la Méthode de collocation

Si I'on considére le systéme {1, s, .....s"} des monomes linéairement indépendants, alors on
obtient le déterminant de Vandermonde, pour tout ¢ € {0,1,2,...,n} , on construit une

fonction [; € V,,, telle que :

21



3.3. Méthode de Galerkin

1, sii=j
i (Sj) = 51] = . )

0, sii#]

D’ou
PngO(S):ZQO(Sj)l]’(S>7 seD
5=0
Le systeme {l,1ls, ...., Iy } est appelé la base des fonctions de Lagrange vérifiant :
| Pall = max > i (5)]
j=0

Si on prend V,, = span{l,s,....,s"} alors la base des fonctions de Lagrange est sont

données par :

3.3 Meéthode de Galerkin

Soit V' = L?*(D) ou un autre espace de fonctions de Hilbert, et donne (.) muni d’un produit

scalaire pour. Exiger le résiduel r, pour satisfaire

(rn,0) =0 (3.3.1)

Le coté gauche est le coefficient de Fourier de 7, associé a wu;. Si {(,01, Doy eeeny gpkn} se
compose des membres principaux d’une famille orthonormée s = (y;);>1 qui s’étend sur V,
alors (3.3.1) nécessite les termes avancés a étre zéro dans 'expansion de Fourier de r,, par
rapport a s .

Pour trouver ¢,,, appliquer (3.3.1) & (3.1.1) écrit comme (A — K) ¢ = f .Cela donne le
systeéme linéaire

kn

D ciley o) = Akej ) = (foy =0 i=1,2,..k,

J=1
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3.3. Méthode de Galerkin

C’est la méthode de Galerkin . Pour obtenir une solution approximative a (3.1.1) ou
(A= K) @ = f). Le systéme a-t-il une solution ? Si c’est le cas, est-ce unique ?

La suite résultante desolutions approximatives ¢, converge-t-elle en ¢ dans V.

La converget-elle en C(D), c’est- a-dire que un converge uniformément en ¢. Notez
également que la formulation ci-dessus contient des intégrales doubles <l<:<,0j, g0i>, Ceux-ci
doivent étre calculés numériquement.

Rappeler que

P,h = 0 si seulement si (h,p,) =0 i=1,2,.....k,

A Taide de la projection orthogonale P,, nous pouvons réecrire (3.3.1) comme

BP,r,=0

Les polynomes de legendre sont utilisés comme fonctions d’essai dans la base. Pour
cela,nous proposons une bréve introduction des polyndémes de Legendre d’abord. Ensuite,

nous dérivons une formulation matricielle par la technique de la méthode Galerkin

Exemple 3.3.1 Soit [’équation intégrale de seconde espéce

4 1
u(z)=1- gz—i-/ (2t — 1) u(t)dt
-1
Prenant pour systéme complet sur[—1;1] un systéme de polyndémes de legendre{l; (z)}

i=1,23avecl () =11 (z) =x,l3(z) = %

On cherche la solution sous la forme

32 —1
2

ug(z) = ¢1 + cox + 3

Le résidu est égale a

4 L -1
T3($’):U3($)—1—§$+/ (:ctz—l)(cl+ch+033$2 )dt
—1

En calculant I'intégrale on obtient
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3.4. Exemples Numériques

4 2 4 3, 1
7“3(?[,‘):§$+301—§{E61+l’62—ﬁa763+03 3%~ 3 -1

d’aprés I'orthogonalité du résidu r3 au systéme {1, x, 3‘”22_1} on a

(rg,1) = 6c1—2=0
8 2 8
<T3,[E> = —+-cg——cg—=-c1=0

9 3 45 9

32 —1 2
r3, 5 = 503 =0

On obtient

Donc la solution est

3.4 Exemples Numériques

Dans ce chapitre, nous étudions les performances des méthodes de collocation et de Galerkin

pour la résolution numérique des équations intégrales de Fredholm du second type. L’objectif

est de comparer la précision, la stabilité et le comportement numérique des deux méthodes

a travers trois exemples représentatifs :

e Exemple 1 : solution polynomiale u(z) =1+ Jx ;

e Exemple 2 : solution exponentielle u(z) = e + %x :

e Exemple 3 : solution trigonométrique u(z) = sin(x) + 3(sin1 — cos 1)z ;

Pour chaque exemple, nous calculons la solution exacte, construisons les systémes al-

gébriques associés aux deux méthodes, résolvons numériquement et analysons les erreurs

dans les normes L? et L.

Les erreurs sont définies par :
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3.4. Exemples Numériques

1 3
Erz = |lu = unll 204 = (/0 u(x) — uh(w)!2d33> , Ere = |lu — |, = max |u(z) — un(z)|

z€[0,1]

3.4.1 Exemple 1 : Solution polynomiale
Enoncé

Résoudre ’équation intégrale de Fredholm du second type :

ulx)=z+1+ /1 ztu(t)dt, x€]0,1]. (1)

Calcul détaillé de la solution exacte

Posons A = fol tu(t)dt. L’équation (1) devient :

wx) =1+ (1+ A)z.

En substituant dans la définition de A :

1 1 1
A = /t[1+(1+A)t]dt:/ tdt+(1+A)/ tdt
0 0 0

1 1+ A 1+1+A
2 3 2 3 3
Donc A — ? = g,soit % = %,d’oﬁ A= %
Solution exacte :
9
=14 —-x.
u(zx) —1—41:

Construction du systéme de collocation

On cherche uy(z) = ¢ + 17 + cz? Dans V' = span {1, z, %}
Points de collocation : o = 0,2, = %, To =1

On calcule d’abord :
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3.4. Exemples Numériques

Co C1 C2

1 1
[ttt = [ teo et + sty = o2+ %1 2
0 0 2 3 4
Le résidu est :

R(I):Co+61$+02$2—1—Clﬁ'—l—flf(%—f-gl—i—%).

La condition R(x;) = 0 donne co(1 — %) + cy(z; — &) + o2} — %) = 1 + 25, soit le

systéme:

pour i = 0, (xg =0) :

60:1
pour i = ,(:cl—%)
1 3 C1 302 3
S0t mei ey = 2= (D 22y 2 E
otzat e (3 tE) =g (E1)
pour i =2, (x9 = 1)
2 3
—Co+301+162—2.:>501+102 § (Eg)

2
De (Ey) : ¢y = %— 19—602. En substituant dans (FE») : %— 202 + %CQ = %,done %cz = 0,d’ou

ca=0¢etcp =7,

Solution par collocation :

9 9
co=1 ¢ = 1 e= 0, u(z)=1+ e

Construction du systéme de Galerkin

La condition de Galerkin (R, ;) = 0 avec p;(r) = z' donne :

icj\[i +jl'+ 1 (i+ 2)1(9' + 2)]1_ fﬂ +a)a'dr.

J=0

-~

~
Agj B;

Calcul des éléments de A :
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3.4. Exemples Numériques

A 1 L .7 =0,1,2
i — . - . , 4, ] =V, 1,
TN+l +G+2 Y
1—-1 1_1 1_1 3 1 5
2 26 38 4 3 24
i1 1 _ 1 1_ 1| = 1 2 1
276 3 9 4 12 3 9 6
i_1 1_1 1_ 1 5 1 1
378 4 12 5 16 24 6 80
Calcul du second membre :
1
4 1 1
Bi—/(l—i—x)xldm—_ T
0 1+1 142
er) (8
1,11 _1 s
B=1la+s|=|s
1, 1 7
3T 1 iz

La résolution de AC' = B donne (la solution exacte étant dans V3) :co = 1,¢; = %, cy = 0.

Solution par Galerkin :

Analyse des erreurs

Puisque la solution exacte u(z) = 1+ %x appartient a V5, les deux méthodes la reproduisent

exactement :

Uy (2) = ui*! (2) = u(z).

EY' =B =0,  Efeh=EfY =o.

Interprétation. Cet exemple constitue un test de validation : lorsque la solution
exacte appartient & I’espace d’approximation V,,, les deux méthodes convergent sans erreur.

Cela confirme la consistance des deux formulations.
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3.4. Exemples Numériques

3.4.2 Exemple 2 : Solution exponentielle
Enoncé

Résoudre ’équation intégrale de Fredholm du second type :

u(z) = e + /01 xtu(t)dt, z € [0, 1]. (2)

Calcul détaillé de la solution exacte

Posons A = fol tu(t)dt. L’équation (2) devient u(z) = e* + Az. En substituant :

1 1 1
A:/ t(et+At)dt:/ tetdt+A/ t2dt.
0 0 0

Calcul de fol te'dt par intégration par parties (u = t,dv = e'dt):

1 1
/ te'dt = [tet}é—/ eldt = e — [et}é =e—(e—1)=1.
0 0

Donc :
A 2A 3

Solution exacte :

Construction du systéme de collocation

On cherche uy(x) = ¢o + 1@ + coz? dans Vs,

1

2,272 = 1.

Points de collocation : zqg = 0,21 =
Le résidu est :
Co C1 Co

R(z) = 2 (0O 2y
(r) =co+ 17+ cox” — € :U(2+3—|—4)

La condition R(z;) = 0 donne le systéme A.,C = By :
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3.4. Exemples Numériques

10 0 €0 1
A= 23 1 31, Ba=|es|=]1648721
: 2 3 e! 2.718282
Pour i =0 (2o =0) :
Co = 1
Pouri=1 (z; = 1)
3 C1 362 1/2 C1 302
S+ =+ 2 =2 L 22— 0.898721. E
Wy = 3 16 (E1)
Pour i =2 (23, =1)
1 2c1 3¢y 2c1 | 3¢
S+ 2+ 2 o= T 2 — 9018282, E
L R R (E2)

De (Ey) : ¢ = 3(0.898721 — 32) = 2.696163 — %'
En substituant dans (Es) :

2 902 302
- 2.696163 — — — = 2.218282.
3(69663 16>+4 828

3, 3 3
1.797442 — % n % — 2918282 = % — 0.420840 = ¢y = 1.122240.

(aprés arrondi numérique : ¢ &~ 1.122240, ¢; ~ 2.064903.)

Solution par collocation :

co = 1.000000, ¢, =2.064903, ¢, = 1.122240.
u$(z) ~ 1.000000 4 2.064903z + 1.12224022.

Construction du systéme de Galerkin

La matrice A est la méme que dans 'Exemple 1 :
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3.4. Exemples Numériques

Rlor colm oo
= Ol Wi
0| N

C>|>—l = ,;;lU‘

Le second membre change :

1
Bi:/ e“rid.
0

Calcul de By :

1
By = / e“dr =e— 1~ 1.718282..
0

Calcul de B; (intégration par parties) :

1
B, = / ve*dr = [re” — e*]5 = 1 ~ 1.000000.
0

Calcul de B; (intégration par parties deux fois) :

1 1
By = / v*edr = [1?e"]y — 2/ ze®dr = e — 2~ 0.718282.
0 0

Donc :

e—1 1.718282
B = 1 ~ | 1.000000
e—2 0.718282

La résolution de AC = B donne :

Solution par Galerkin :

co = 1.00937, ¢; = 2.38182, ¢y = 0.80311.

u$ () ~ 1.00937 + 2.381822 + 0.8031122.
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3.4. Exemples Numériques

Analyse des erreurs

La solution exacte u(x) = e* + %x ¢ V5, donc une erreur d’approximation apparait.

Erreur de collocation :

3
u(z) — ul(z) = (e + 593) — (1.000 + 2.064903x + 1.1222402%).

B9 ~6.790 x 1072,  EY% ~ 8571 x 1072,

Erreur de Galerkin

3
u(z) — ul(z) = (e” + 5%) — (1.00937 + 2.38182z + 0.80311x%).

B9 ~1.342 x 1073, FE% ~2.398 x 1072,

Meéthode Co c1 Co

Solution exacte (e” + 2z) 1.000 2.500 0.500(T'aylor)

Collocation 1.000000 2.064903 1.122240

Galerkin 1.00937  2.38182  0.80311
Interprétation.

-La méthode de Galerkin minimise 'erreur en norme 12(1.342 x 1073) par rapport a la

collocation (6.790 x 1072), soit un facteur ~ 2.

1

-La collocation impose I'exactitude aux seuls points {0, 5,1}, d’oll une erreur plus grande

entre ces points.
-La régularité de e” permet aux polynémes de faible degré de fournir une bonne approx-

imation dans les deux cas.

3.4.3 Exemple 3 : Solution trigonométrique
Enoncé

Résoudre I'équation intégrale de Fredholm du second type :
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3.4. Exemples Numériques

u(zr) = sin(x) +/0 xtu(t)dt, x € [0, 1]. (3)

Calcul détaillé de la solution exacte

Posons A = fol tu(t)dt. L’équation (3) devient u(x) = sin(z) + Ax.

En substituant :

1 1 1
A:/ t[sin(t)+At}dt:/ tsm(t)dt+A/ t2dt.
0 0 0

Calcul de fol tsin(t)dt par intégration par parties (u = t,dv = sin t dt) :

/0 tsin(t)dt = [t cos t]} —l—/o cos(t)dt = —cos(1) + [sin t]§ = sin(1) — cos(1).

Donc :

A = sin(1) — cos(1) + g = % = sin(l) — cos(1) = A = g(sm(l) —cos(1)).

Numériquement : sin(1) ~ 0.841471, cos(1) =~ 0.540302, donc A ~ 2(0.841471 —
0.540302) = 2(0.301169) ~ 0.451753.

Solution exacte :

u(z) = sin(x) + ;(sm(l) —cos(1))z = sin(x) + 0.451753x.

Construction du systéme de collocation

On cherche uy(z) = ¢ + 1@ + .

La matrice A, est identique a ’Exemple 2. Le second membre change :

sin(0) 0
Beot = | sin(3) | = | 0.479426
sin(1) 0.841471

Pour i =0 (2o =0) :
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3.4. Exemples Numériques

co = sin(0) = 0.
Pouri=1 (z; =1):
c1 3¢ )
T 5@71(1/2) =0.479426. (E1)
3 16
Pouri=2 (zo =1):
2 3
% n % = sin(1) = 0.841471. (E»)

De (Ey) : ¢; = 3(0.479426 — 22) = 1.438279 — 91%2 .

16
En substituant dans (E»):

3 962 362
—(1.438279 — — — =0.841471.
5 (1438279 — — =) + == = 0.84147

0.958853 — % + 342 = 0.841471 = % = —0.117382 = ¢ = —0.312973.

Et ¢; = 1.438279 — 2208129) ~ 1614260,

(Les valeurs exactes issues de la résolution numérique sont données ci-dessous.)

Solution par collocation :

cop = 0.000000, ¢; = 1.614260, c; = —0.312973.

u$%(r) ~ 1.614260x — 0.31297322.

Construction du systéme de Galerkin

La matrice A est identique. Le second membre :

1
Bi:/ sin(x)x'dr.
0

Calcul de By :
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3.4. Exemples Numériques

1
By = / sin(x)dz = [—cosz]} = 1 — cos(1) ~ 0.459698.
0

Calcul de B; (intégration par parties) :

1 1
By = / zsin(z)dr = [—xcosx](l)—l—/ cos(z)dx = —cos(1)+sin(1) = sin(1)—cos(1) ~ 0.301169.
0 0

Calcul de B, (intégration par parties deux fois) :

1 1
By = / v?sin(z)dr = [—x cosx]y + 2/ zcos(z)dz.
0 0

/0 weos(x)dr = [vsinz]f — /0 sin(z)dx = sin(1) — (1 — cos(1)) = sin(1) + cos(1) — 1.

By = —cos(1) + 2(sin(1) + cos(1) — 1) = 2sin(1) 4 cos(1) — 2 ~ 0.222845.

Donc :

0.459698
B~ |0.301169
0.222845

Solution par Galerkin :

co = —0.00653, c; = 1.53736, c; = —0.22972.

uS(x) ~ —0.00653 + 153736z — 0.229722>.

Analyse des erreurs

Erreur de collocation :

u(z) — ul(z) = sin(z) + 0.451753x — (1.614260x — 0.31297322).
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3.4. Exemples Numériques

E9 ~1.800 x 1072, EY2 ~ 2.368 x 1072

Erreur de Galerkin :

u(z) — u(x) = sin(x) + 0.451753z — (—0.00653 + 1.53736x — 0.2297227).

-3
EY ~ 4.900 x 10, BY ~ 7.890 x 1072,

Meéthode Co c1 Co

Solution exacte (approx.) 0 1.292 —0.167(T'aylor)

Collocation 0.00000 1.614260 —0.312973

Galerkin —0.00653 1.53736  —0.22972
Interprétation.

-Le terme trigonométrique sin(z) rend 'approximation polynomiale plus délicate que
dans I'exemple exponentiel.

-La méthode de Galerkin conserve sa supériorité en norme L?(4.900 x 10~?vs1.800 x
1072), soit un facteur = 2.

-La collocation peut produire une erreur oscillatoire entre les points choisis, phénomene

réduit par la formulation globale de Galerkin.

3.4.4 Comparaison globale

Tableau comparatif des erreurs

Exemple Solution Collocation Galerkin
E;2 Er Epe Eps
Ex. 1 1+ Jz(polynomiale) 0 0 0 0
Ex. 2 e” + 3x(exponentielle) 6.790 x 1072 8571 x 1072 1.342 x 1072 2.398 x 1072

Ex. 3 sin(z) + Az (trigonométrique) 1.800 x 1072 2.368 x 1072 4.900 x 10~3 7.890 x 1073
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Discussion générale

Comportement numérique des deux méthodes.

1. Lorsque la solution appartient a V,, (Exemple 1) : les deux méthodes reproduisent
la solution exacte sans aucune erreur. Cela valide la cohérence des deux formulations.

2. Pour les solutions non polynomiales (Exemples 2 et 3) :

-La méthode de Galerkin fournit une erreur L? environ deux fois plus petite que
la collocation, grace a la condition d’orthogonalité du résidu qui distribue 'erreur de fagon
optimale sur tout le domaine.

-La méthode de collocation impose ’exactitude aux seuls points de collocation ; ’erreur
peut étre plus grande entre ces points .

3. Stabilité : Galerkin est plus stable car sa formulation variationnelle minimise glob-
alement le résidu, tandis que la collocation est sensible au choix des points.

4. Cout de calcul : la collocation est plus simple & mettre en oeuvre (pas de calcul
d’intégrales doubles), ce qui en fait un choix attractif pour des problémes de grande taille.

5. Convergence : les deux méthodes convergent lorsque le degré n de l'espace V,

augmente ; les erreurs diminuent progressivement vers zéro.
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Conclusion générale

Conclusion

Dans ce mémoire, nous nous sommes intéressés a I’étude comparative entre la méthode de
collocation et la méthode de Galerkin pour la résolution des équations intégrales. Apres avoir
présenté les notions théoriques nécessaires concernant les équations intégrales et certains
espaces fonctionnels, nous avons étudié les principes fondamentaux de chacune des deux
méthodes numériques.

La méthode de collocation s’est révélée simple & mettre en ceuvre et efficace pour obtenir
des solutions approchées avec un cotit de calcul relativement réduit. De son coté, la méthode
de Galerkin présente une base théorique solide et offre généralement une meilleure stabilité
et une précision satisfaisante dans I’approximation des solutions.

L’étude comparative réalisée & travers différents exemples nous a permis de mettre en
évidence les avantages et les limites de chaque méthode. Le choix de la méthode la plus
adaptée dépend essentiellement de la nature du probléme étudié, de la précision recherchée

ainsi que des moyens de calcul disponibles.
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Résumé

Ce mémoire présente une étude comparative entre deux méthodes numériques impor-
tantes utilisées dans la résolution des équations intégrales : la méthode de collocation et
la méthode de Galerkin. Apres avoir introduit les notions fondamentales des équations
intégrales et des espaces fonctionnels nécessaires, nous présentons les bases théoriques des
deux méthodes, puis nous réalisons une comparaison numérique sur des exemples tests. Les
résultats montrent les avantages et limites de chaque méthode selon la nature du probleme
étudié.

Mots clés : Polynomes orthogonaux , équation intégrale de Volterra-Fredholm , méth-

ode de collocation , méthode de Galerkin

Abstract

This work presents a comparative study between the collocation method and the Galerkin
method for solving integral equations. After introducing the theoretical framework, numer-
ical experiments are conducted to compare accuracy and computational efficiency.

Keywords : orthogonal Polynomials , Volterra-Fredholm integral equation , colloca-

tion method , Galerkin method
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