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Notations

Nous utiliserons les notations suivantes tout au long de ce mémoire :

e N : Un entier supérieur ou égal a 1.

o) C RV : est un ouvert .

() : La fermeture de €.

o0} : La frontiere (2.

e dist : Distance .

eB(x,r) : La boule ouverte de centre z et de rayon r.
eB(z,r) : La boule fermé de centre z et de rayon r-.
e/d : L'application identité.

edet(.) : Déterminant.

e X\ A : Complémentaires de A a X.

of : RY — RV : est de classe C".

of'(x) : La différentielle de f en x.

¢ flonr : Restriction de l'application f sur QN F.

o('(12) : Espace de fonctions continues sur (2.
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Introduction

On s’intéresse dans cet mémoire a I'étude d"un systéme elliptique non linéaire suivant

—Au = f(u,v) dans <)

—Av = g(u,v) dans Q )
w,v > 0 dans (2

u=v = 0surdd

On démontre 1’existence d'une solution positive (u,v) € C?*(Q2) de systeme (I) en utilisant la
théorie de degré topologique de Leray-Schauder. Ce types des problémes a été étudiés de ma-
niere intensive dans la littérature, voir [1-4,6-7,14-16]. Le systeme (1) résulte de 1’étude de divers
phénomenes non linéaires, tels que la formation de motifs, 1’évolution de la population.
Le systeme (/) apparait dans I'étude de différent modales et physique et biologique tels que la
formation de motifs, I'évolution de la population.
Dans cet mémoire , nous intéressons a la questions de 1’existence d"une paire de fonction lisses
u et v satisfaisant (/) .
Notre intérét réside en partie dans le fait que les systemes semi-linéaires tels que (/) n’ont pas
besoin d’avoir une structure variationnelle. Plus précisément, nous établirons des estimations
a priori et 'existence de solutions positives au systeme elliptique qui applique le théoreme de
degré topologique de Leray-Schauder.

Le mémoire est divisé en trois chapitres comme suivant :
Dans la premiére chapitre : on a présenté la notion de degré topologique.On a commencé par
le degré topologique de Brouwer en dimension finie et puis on a donnés la définition de degré
topologique de Leray-Schauder qui généralise la définition de degré de Brouwer en dimension
infinie. On a donné leurs propriétés fondamentales et utiles dans cette étude ainsi des applica-
tion simple de degré sur le théoreme de point fixe.
Dans le deuxieme chapitre : on a démontré des estimations a priori pour les solutions essen-
tielles de systéme /.La question d’estimation a priori est le point de difficulté dans I’application

de degré topologique car ce dernier impose le non existence de la solution a la frontiere de do-
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maine d’étude. On a utilise la méthode de below-up introduit par Gidas-Spruck [9] qui sert a
réduire le systeme I aprés un changement d’échelé vers un systeme de type Lane-Emden qui
n’admet pas des solutions triviales.

Dans le dernier chapitre : est consacré a I'existence de la solution de systeme (/). On applique
le degré topologique de Leray-Schauder, et en utilisant les estimation a priori obtenue dans
le chapitre 1 et les résultats de régularité de la solution d’équations elliptique, on démontre

I’existence d’une solution positive non triviale (u, v) de classe C?(2) du systéeme ().



CHAPITRE 1

INTRODUCTION DE DEGRE TOPOLOGIQUE

Dans le premiere de ce chapitre de ce mémoire nous exposerons un rappel sur quelques
définition et propriété générale sur le degré topologique de Brouwer et le degré topologique de

Leray-Schauder

1.1 Le degré topologique de Brouwer
1.1.1 Définition de degré topologique de Brouwer

Notation : Soit N > 1 et A l'ensemble des triplets (f, {2, y) , ott Q est un ouvert borné de RY,y €
RN et f: QO — RY est continue et telle que y ¢ f(992). C'est a dire

A= {(f,Q,y) telque . f: Q — R¥est continue,y ¢ f(@Q)}

Définition 1.1. Soient X et Y deux espaces topologiques, f et g deux applications continues de
X dans Y. On dit que f et g sont homotopies s'il existe ' : X x [0,1] — Y continue telle que
F(z,0) = f(x) et F(z,1) = g(x) pour tout x de X.

Théoreéme 1.1. 1l existe une seule application d : A — Z, qui vérifie les propriétés suivantes :

1. (Normalisation) : si Q) est un ouvert borné de RN et y € Q alors
d(1d,,y) = 1.

2. (Additivité) : si Q est un ouvert borné de RN,y € RV, f : Q — RY est continue et )y, Q) sont
des ouverts disjoints inclus dans <) tels que

y & FIQ\( UQy)), alors
d(f,Qy) = d(f, Q,y) +d(f,Q,y).

3. (Invariance par homotopie) : si ) est un ouvert borné de RN h : [0,1] x @ — RN et y :

[0, 1] — RY sont continues et, ¥Vt € [0,1],y(t) ¢ h(t,00), alors
d(h(0,.),2,y(0)) = d(h(1,.), €, y(1)).
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Définition 1.2. L'application d définie dans le théoreme(1.1|est appelé le degré topologique de

Brouwer.

1.1.2 Quelques propriétés

Proposition 1.1. Le degré topologique de Brouwer vérifie les propriétés suivantes :

i) Si (f,,y) # 0alors I'équation ” f(x) = y” admet au moi une solution x € <.

ii)Pour tout z € RY d(f,Q,y) =d(f — 2,Q,y — 2).

iii) Soit (f,Q,y) € Aetr = dist(y, f(9)) > 0. Si g : Q — RY continue et = € RN sont tels que

supaa(lg — f|) + |y — z| < r, alors
d(f, 8, y) = d(g,€, 2).

iv) d(f, ), .) est constant sur les composantes connexes de RN\ f(092).
v) Pour tout = € RN d(f,Q,y) = d(f(. — 2), 2+ Q,y).
Proposition 1.2. Ona
1. Si f € C*°(Q) alors
d(A, B(0,5),0) = sqn(det(A))

d(f,Qy) = Zd B(0,6),0).

zef-1

ot & > 0est assez petit.

2. Si f € C(Q)N alors
d(f, 9 y) = d*(g,9,y),0i g € C(Q)".

telle que supg |g — f| < r, avecr = dist(y, f(0R)).

Preuve : voir[l]

1.2 Le degré topologique de Leray-Schauder
1.2.1 Préliminaire

Nous souhaitons maintenant construire un degré ayant la méme finalité que le degré de
Brouwer, mais en dimension infinie, c’est a dire on prend une équation de la forme f(z) = v,

ou f est continue d'un Banach E dans lui-méme, a au moins une solution z.



On se rend cependant vite compte, sur un exemple, qu’il n’y a aucun espoir en dimension
infinie de construire un degré topologique pour toute application continue (et méme pas toute

application linéaire!).

Exemple 1.1. Considérons F = (>, 'espace des suites x = (x,),>1 bornées, et

S:EF — F
r — S(z)=(0,21,29,......)

Soit i : [0,1] x Q@ — E, ’homotopie entre Id et S définie par
h(t,z) =tz + (1 —t)S(z) = (try, trs + (1 — )y, tag + (1 — t)xs, ...)

pour tout ¢ € [0, 1],

La seule solution de h(t,z) = 0 est la suite nulle.

Si un degré (normalisé, additif et invariant par homotopie) existait pour toutes les applications
continues sur £, donc

1 = d(Id, B(0,1),0) = d(S, B(0,1),0).

I1 suffit démontre que :

d(S,B(0,1),0) = d(S, B(0,1), z)

2] < r = dist(0, S(8B(0,1))) = dist(0,0B(0,1)) = 1

Toujours en utilisant I'invariance par homotopie du degré, on aurait encore
d(S,B(0,1),2) =1, Vz € E proche de 0;

En particulier, tout z proche de 0 aurait un antécédent par S, ce qui est clairement faux : z =

(¢,0,0,...) n"a pas d’antécédent par S dés que ¢ # 0.

1.2.2 Définition de degré topologique de Leray-Schauder

Le degré topologique en dimension infinie ne peut pas donc étre défini pour toutes les ap-
plications continues d’un Banach E dans lui-méme : il faut restreindre les fonctions que l'on
considere. Il existe plusieurs degrés en dimension infinie, qui ont justement pour principale
différence la classe de fonctions a laquelle chacun s’applique; le degré que nous allons étudier
ici, appelé degré de Leray-Schauder, est construit sur les applications qui différent de I'identité

par une application compacte.



Définition 1.3. Soient E et F' deux espaces des Banach et A un fermé de F'.

Une application f : A — E est dite compacte si
1. Elle est continue .

2. Pour tout R > 0, f(AN B(0, R)) est relativement compact dans E . De maniere équiva-
lente, pour toute suite (z,),>; bornée dans A, on peut extraire de (f(x,)),>1 une suite

qui converge dans E.

Notation : Soit £ un Banach et A. I’ensemble des triplets (/d — f, 2, y) ou €2 est un ouvert borné

deE,y € Eet f:Q — E est compacte et telle que y ¢ (Id — f)(99).
Ac={(f.Qy)y€E,[:Q— E est compacte,y ¢ (Id — f)(0Q)}.

Théoreme 1.2. 1l existe une application d : A. — Z telle que :

1. (Normalisation) : si Q) est un ouvert borné de E et y € Q) alors
d(Id,Q,y) = 1.

2. (Additivité) : si ) est un ouvert bornéde E,y € E, f : Q — E est compacte et )y, Q, sont des
ouverts disjoints inclus dans Q tels que y ¢ (Id — f)(Q\(Q1 U Qy)), alors

d(Id— f,Q,y) = d(Id — f,Q,y) +d(Id — f,Q,7).

3. (Invariance par homotopie) : si Q) est un ouvert borné de E,
h :[0,1] x Q — E est compacte, y : [0,1] — E est continue , Vt € [0,1],y(t) ¢ (Id —
h)(t,.))(0R2), alors

d(Id — h(0,.),Q,y(0)) = d(Id — h(1,.),Q, y(1)).

Définition 1.4. L’application d définie dans le théoreme [1.2| est appelé le degré topologique de
Leray-Schauder.

1.2.3 Quelques propriétés

Lemme 1.1. Soient F et E des espaces de Banach et A un ferméde F. Si f : A — E est compacte et si
X est un fermé borné dans A alors : (Id — f)(X) est fermé
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Preuve

On pose y,, = =, — f(x,) est une suite de (/d — f)(X) qui converge vers un y,

alors comme (z,,),>1 € X est borné on peut extraire de (f(x,)),>1 une suite qui converge;

cela montre que z,, = y,, + f(z,) converge elle-méme vers un z € X ( X est fermé) et, par

continuité
y=z— f(z) € (Id— [)(X).

On donne maintenant quelques propriétés important concerna le de degré de Leray-Schauder :

Propriétés 1.1. Le degré topologique de Leray-Schauder vérifie les propriété suivantes :

i) Si (Id — f,Q,y) # 0 alors il existe z € Q tel que x — f(z) = y.

ii) Pour tout z € E,d(Id — f,Q,y) =d(Id — f — z,Q,y — z).

iii) Soit (Id — f,Q,y) € A.etr = dist(y,(Id — £)(9Q)) > 0. Sig:Q — RY compacte et z € RY

sont tels que supsqa(llg — fll) + |ly — 2|| < r, alors
d(Id— f,Q,y) =d(Id — ¢,9, 2).

iv) d(Id — f,(2,.) est constant sur les composantes connexes de E\(/d — f)(09).
v) Pourtout z € E,d(Id— f,Q,y) =d((Id— f)(. — 2),z + Q,y).

Preuve de proposition[I.1]:
i) On montre que si: (Id — f,Q,y) # 0 alors 3z € Q tel que z — f(z) = .
Id — f =y admet des solution si d(Id — f,Q,y) # 0

Par absurde, ona:

d(ld— f,Qy) =0 = VeeQd- f)(x)#y
= y ¢ (Id— f)(Q2) et par I'hypothese y ¢ (Id — f)(0)
= y¢ (Id— f)(Q) avec (2 = QUIN)

Comme (2; = 2y = ¢ disjoints et inclus dans 2.

Ona
y ¢ (Id— f)(Q) = (Id = f)(Q\( U Qy))

Donc par l'additivité de degré topologique on obtient :
d(Id_ f7Q7y) = d(‘ld_ f7917y> +d<]d_f7027y)
D’autre part, on pose que Q = ¢ = (Id — f)(¢\(pU ¢)) ona:

11



Donc
On peut déduire que

d(Id — f,Q,y) =0

Alors (Id — f)(x) = y admet des solution si d(Id — f,€,y) # 0.
ii) On montre que
Vze B, d(Id— f,Q,y) =d(Ild— f—zQ,y— z).
On considéré un homotopie h et y entre (Id — f,y) et (Id — f — z,y — z) définie par:

h:0,1]xQ — E
(t,z) —— h(t,x)=(1—t)Id— f)(z)+t(({d— f)(z)— 2).

et

y:[0,1] — FE
t — yit) =10 —-thy+tly—2).

On montre que y(t) ¢ h(t,00),Vt € [0, 1]. Par absurde, on suppose que
3t € [0,1],3x € 990 : y(t) = h(t, x)

Donc
(I=ty+tly—2) =1 -t)Id— f)(z) +t((Id = f)(z) — 2)

Alors
y=(Id— f)(z),r € 00

Contradiction( d’apres I'invariance par homotopie on a le résultat.) (car y ¢ (Id — f)(09)).

iii) On considéré un homotopie h et y entre (/d — f,y) et (Id — g, z) définie par :

et

t — y(t)=(1—-t)y+tz.
On montre que y(t) ¢ h(t,00),Vt € [0, 1]. Par absurde, on suppose que

It € [0,1],3x € 09 : y(t) = h(t, x)
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y(t) =ht,z) & (I-tyy+tz=(1-t)Id- f)(z)+t{ld- g)()
& y—d—[f)(z) =t[((Id—g)(x) — (Id = f)(z)) + (y — 2)]
= |y —Id=[)@)| <tlgle) = f@)] + ]y = 2]
= |y —(d— [f)(x)| <tr(car |g(z) — f(a)|+ |y — 2] <)
= |ly—({Ud— f)(z)| <r(cart <1).

mais
(ly = (Id = f)(z)| > infreon d(y, (Id — f)(x)) = dist(y, (Id — [)(0Q)) =)

contradiction avec I'hypothese supaqa(|lg — f||) + lly — 2| < -

Alors d’apres l'invariance par homotopie
d(]d_ f?Q)y) = d<]d_ngvz)

iv)

On montre que d(Id — f, (2, y) est constant sur les composantes connexes de E\(Id — f)(09).

On pose :
H:E\(Id- [)(0Q) — Z
y = dld—f,Qy)
D’apres la propriété iii), pour r > 0 assez petit
Ona
d(Id— f,Q,y)) =d(Id— f,Q,z) pour touty, z tq ||y — 2| <r
Dotiona

H(y) = H(2)Vy,z € E\(Id — f)(092) avec ||y —z|| <r

Donc H est continue. Comme Z est un espace discrete (avec le topologie induite de R). Alors
H est constant sur tout composante connexe de E\(Id — f)(02)

Ce que preuve la propriété iv).

V)

Soit (Id— f,Q,y) € Aetnotons Try_f,(2) =d(Id— f(.—2),2+Q,y) . Comme 9(z+Q) = 2+ 00
,ilestclairquey ¢ Id— f(9(2+Q) —z) pour tout z € RY et que 7140, est donc définie sur RY.

Nous allons montrer que Tr4 o, est localement constante; comme RYest connexe,

cela impliquera que Ty4_rq, est constante sur RV et cela prouvera donc v). Comme
pliq q £y P

Tra—f.0y(20 + 2) = Tra—f(—20),20499(2),

13



il suffit de montrer que 7y, est constante au voisinage de 0 pour tout (/d — f,Q,y) € A pour
en déduire qu’elle est constante au voisinage de tout point z; de RY (en utilisant la constance

au voisinage de 0 de 174 () z0+0.y)) -

Soit Q, = {z € Q|dist(x,082) > s}, ouvert inclus dans 2. Comme y ¢ Id — f(092), il existe
s> 0telquey ¢ Id— f(Q\Qy) . Comme Q, D Oy, ,onaaussiy ¢ Id— f(Q\Qy,) et par additivité
du degré avec les ouverts (), et ¢ disjoints inclus dans (2, et puisque d(Id — f,¢,y) = 0, on en
déduit

d(Id— f,Q,y) =d(Id— f,Qs.y). (1.1)

Par ailleurs, dés que z € B(0,s) ,ona Q, C z+ Qety ¢ Id— f((z+Q\Qs) — 2) (car
(z+O\Q) — 2= 0\(Qs — 2) C AN\ ety ¢ Id— f(Q\Dy,)); I'additivité du degré donne donc
aussi

d(Id— f(.—2),z+ Q,y) =d(Id — f(. — 2),8s,y) pour 'ew|z| < s. (1.2)

Fixons z € B(0, s) et considérons 'homotopie h(t,r) = Id — f(x — tz) sur Q, entre Id — f et
Id— f(.—z) (pour toutt € [0,1],,0ona Q, —tz C Q et h est donc bien définie). Pour tout ¢ € [0, 1]
et tout z € 09,

On a dist(z,00) = s, ce qui assure que
dist(x —tz,00) < dist(x,00) + |tz| < 2s

On en déduit que © — tz € Q\Qy, , et donc que y # Id — f(z —tz), C'estadire y ¢ h(t,09,) pour

tout ¢t € [0, 1]. L'invariance par homotopie donne donc
d(Id_ f7 Qs7y) T d<1d_ f( -~ Z)JQS7y)

Ceci pour tout z € B(0, s), ce qui permet de conclure grace (1.1) et (1.2).

1.2.4 Construction du degré de Leray-Schauder

Dans cette section, on donne la preuve du théoréme d’existence de degré de Leray-
Schauder par construction. La preuve se décompose en deux étapes :
Etape 1: Degré de Brouwer dans un espace vectoriel de dimension finie
Dans le parti précédente, Le degré topologique de Brouwer a été construit sur RY. Dans la

suite, nous allons avoir besoin, pour tout espace vectoriel /' normé de dimension finie, d'un
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degré topologique dp sur F'.

L'idée est trés simple : comme F' est de dimension finie, disons N, il existe un isomorphisme
¢ : RNV — F. En définissant Ar comme l’ensemble des triplets ( f, 2, y) tels que  est un ouvert

borné de F,y € F et f : § — F est continue et vérifie y ¢ f(0f2), on constate que pour tout

<f7Q7y) S AF
Ar ={(f,Q,9)/f : Q@ — F est continue,y ¢ f(0Q)}

Proposition 1.3. Pour tout (f,Q,y) € Apona

(oo fop(Q),e (Q),p (y) e A

Preuve
oM@ CRY L 0cF L R ELRY
Alors
plofop:p Q) cRY — RY
D’autre part

Soit x € 9 C F,alors 3t € p~1(Q) = = = ¢(t). donc

fl@) £y = fle@) #y,Vte ' (Q)
= o (fe() # ¢ (y),Vt € (™ ())

Alors
e y) & ¢ o fop(dpTH(Q))
(¢ o fop)(p '(09Q))

Donc

(¢ o fop e (@07 () €A
Définition 1.5. Le degré de Brouwer sur F' est définie par :
dr(f,Q,y) = d(¢g™ o fop(Q), ¢ (Q),¢7 (1)

Ot ”d” est degré de Brouwer dans RY. Alors d vérifie les propriétés de normalisation , d’addi-

tivité et d'invariance par homotopie.

Proposition 1.4. Le degré de Brouwer dp(f, €2, y) est indépendant du choix de ¢
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Preuve
On a par définition :

dr(f,Qy) =d(e™ o fop, o7 (Q), 07 (y)) (13)
On démontre que dr ne dépend pas du choix de ¢. Il suffit de montrer que dy est unique.

Soit d, F un autre degré sur F'.

On pose

g=¢ ofopU=p"(Q),z2=¢"'(y)
On a donc

dr(po fop™ p(U),¢(2) =d(g,U,2) (14)
Alors comme ci-dessus :

d(9,U,2) = dr(pogo o, e(U), 0(2)) (1.5)

définit un degré topologique sur RY. Grace a I'unicité de degré de Brouwer d, on obtient :

d(g,U,2) =d(g,U, z)

D’ou, par et
dr(pogop™,o(U),¢(2) = dr(pogop™ o), p(2))

Donc
dp(f,Qy) = dr(f.Q,y)

Donc dr ne dépend pas du choix de ¢ et dp a forcement 1’écriture (1.3).

Proposition 1.5. Soit G un espace vectoriel normé de dimension finie et F' un sous-espace de G. Soit )

un ouvert bornéde G,y € Fetf : Q0 — F une application continue telle que y ¢ (Id — f)(02). Alors
Etape 2 : Du degré de Brouwer au degré de Leray-Schauder

Définition 1.6. Soient ' et I/ des espaces de Banach et A un fermé de F'. On dit que une appli-
cation f : A — E est de rang fini si :
1. f est continue.

2. f(A) est inclus dans un sous-espace vectoriel de £ de dimension finie.
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Proposition 1.6. Soient F' et E des Banach et A un fermé borné dans F. Si f : A — E est une

application compacte alors, pour tout € > 0, il existe g : A — E de rang fini tel que supa||g — f|| < e.

Nous pouvons maintenant construire le degré de Leray-Schauder, a partir du degré de
Brouwer. Nous connaissons le degré sur une certaine classe I d’applications (celles définies sur
un espace de dimension finie et a valeurs dans lui méme espace); pour définir le degré pour
une application “générale” (i.e. perturbation compacte de 'identité en ce qui nous concerne),
nous allons simplement dire qu’il est égal au degré de n'importe quelle application de I proche
de notre application “générale”, en montrant que cette définition est cohérente (c’est a dire que

deux applications de I proches de notre application “générale” ont méme degré).

Soit (Id — f,Q,y) € A, et r = dist(y, (Id — f)(0Q) > 0 cary & (Id — f)(9Q) ¢ est a dire
y#x— f(x),Voe e o
Par absurde
r = dist(y, (Id — f)(0Q) = 0=y € (Id — f)(0Q)
D’apres le lemme
y ¢ (Id = [)(99) = (Id — [)(9Q)
mais y & (Id — f)(09), contradiction

Soit g : Q@ — E une application de rang fini telle que supg||g — f|| < r (d’apres la proposition
[1.6il est claire que y ¢ (Id — f)(9R) car :

y & (Id— [)(0Q) dest direy # x — g(x),Vz € 0N

Par absurde :
Jredl: y = z—g(x)
= z— f(z) + f(z) — g(z)
y—(z—f(x)) = flz)—g(z)

d’ou
ly — (Id = f(@)[| = infresnlly — (Id— f)(z)]|
= d(y, (Id - f)(09))
etona

|f(x) — g(z)|| < r, contradiction.

17



Notons F' un espace de dimension finie qui contient 1'image de g et y telle que

g:QCcF — F

Par définitionon a :

I1 suftit de montre que cette définition ne dépend pas de g .
Soit g; : © — F une application de rang fini tel que :||f — ¢1]| < r avec F} un autre espace
de dimension fini .
On pose
G=F+F,(FFCGFCQ)

d’apré la proposition2.2 on obtiens
dr(1d — ggrr, QN F,y) = dc(Id — gjgrg, 2N G, y)
dr,(Id = gijorr, 20 F1,y) = de(1d — 1576, 2N G y)
Donc on montre que
de(1d — giore, 2N GLy) = da(ld — gyjare, 2N G, Y).
On construit maintenant dans G ’homotopie entre (Id — ggrg)et(Id — ggrg), telle que
h(t,x) = t(1d — gigrg) (2) + (1 = )(Id = g1grc) ()

On montre que : y € h(t,0(2NQ)) cest dire y # h(t,z),Vr € 0(QNG)
Par absurde, supposons qu’il existe z € 9(Q2 N G) tel que

y = hit,z)
0=y —h(t,z) = y— [tz —gae@) — (@~ f(2) + (1 =)@ - gare(e) — (& = f(2)))]
= y—(z— f(x) = [t(f(@) = gana(x) +(1 = ) (f () — gara(2))
>r 2,7« ;«

> r —r =0, contradiction

donc, d’apres l'invariance par homotopie de G on a:

d(;(fd - Q‘W7 Qn G, y) = dg(]d - gl‘m, aQn G,y)
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Pour résumer, le degré de Leray-Schauder sur A, est donc défini ainsi :

oll g : ? — E est n’importe quelle application de rang fini telle que supg ||f — g| < r, avec
r = dist(y, (Id — f)(052)), et I est un sous-espace de E de dimension finie qui contient y et

I'image de g.

1.3 Applications

Théoréeme 1.3. (Point fixe de Brouwer :)

Soit B la boule unité fermée R et f : B — B continue. Alors f a un point fixe : il existe x € B tel que

f(@) =.

Théoréme 1.4. (Point fixe de Schauder :)
Soit B la boule unité fermée d'un Banach E et f : B — B compacte. Alors f a un point fixe : il existe

x € B tel que f(x) = x.

Preuve des théorémes [L3]et

On va montre 1'existence de la solution de f(z) = x

e 5’il existe un point fixe sur 95, alors il n’y a rien a prouver.

e Si non, on supposer que f(z) # x pour tout € dB. Puisque f n’a pas de point fixe sur le
bord de B, on a bien (I/d — f, B,0) € A (ou A, dans le cadre du théoreme de Schauder);

nous allons montrer que d(/d — f, B,0) = 1, ce qui prouvera que /d — f a au moins un zéro

dans B, et que f a donc au moins un point fixe dans cet ensemble.

on considere I'homotopie suivante : h(t,z) = tf(z). On a h est continue sur [0,1] x B( et

compacte dans le cadre du théoreme de Schauder).
supposons qu’il existe ¢t € [0, 1] et x € 0B, tels que

x — h(t,z) =0,

alors
tf(z) =ux
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comme |z| = 1 et |f(z)] <1, ceciimposet =1 etx = f(x), donc la présence d’un point fixe
de f sur 0B, situation que 1’on a exclue.
On peut donc appliquer les propriétés de normalisation et d'invariance par homotopie du degré

de Brouwer ou de Leray-Schauder qui donnent
1 =d(Id,B,0) =d(Ild— f,B,0)

(puisque h(0,.) = 0et h(1,.) = f). Ce qui conclut la preuve des deux théoremes.
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CHAPITRE 2

ESTIMATION A PRIORI

2.1 Systeme d’équations elliptiques semi-linéaires

On va étudier le systeme d’équation elliptique suivent

—Au = f(u,v) dans <

—Av = g¢g(u,v) dans Q )
u,v > 0 dans

u=v = 0surodQ

On a besoins de ces théorémes concernant la régularité de la solution du probleme elliptique

{ —Au = f dans Q 2.1)

u = 0surof

Théoréme 2.1. Soit u € H' () est une solution faible de probleme Q1)) , avec f € C%(Q) et O est de

classe C*<. Alors u € C**(Q) et on a

lullgza@ < Clllull o) + 1 flloage))

Théoréme 2.2. Soient 0 C RY un ouvert borné et réguliere, f € C(Q) une fonction bornée. u est une

solution du probleme suivant :
—Au = fdans )
u = 0surdf)

Alors
ue C*Q)NCHQ),0<a<1

etona:

HUHC2(§) <C
ot C' > 0 ne dépend pas de || f|| - et .

Théoréme 2.3. (d"Ascoli.Arzeler)
Soient E, F deux espaces métriques tels que E compact et soit A un partie de C(E, F) .

Alors A est relativement compact ssi
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1. A(z) :={f(x), f € A} est relativement compact dans F pour tout x € E .

2. Aest équicontinue : c’est a dire :

Vre E,Ve>0,30 >0,Vf e AVY € E:

d(z,y) <6 =d(f(x), f(y) <e

Théoréme 2.4. (Formule de Green)

Soit Q un ouvert borné de R™ a frontiere 9 de classe C*. Soit f,g deux fonction € H'(Q2). Alors

/Af.gd:z::—/f.ngx+/ V.1 gds.
Q Q o0

O 1 est la vecteur unitaire de la normale I’extérieur a 0).

2.2 Estimation a priori pour n=3

On consideére les non-linéarités f, g : R x R — R suivantes :

f(u,v) = au” + bv?, g(u,v) = cuP + dv’.

ou a, b, ¢, d, et p,q s, sont des réels positives satisfaisant :
p,qg>0,pg>1,r,s>1

Posons
2 1 2 1
oo 2t ) S0 = (¢ +1)
pqg—1 pqg—1

On a le résultats suivant concernant le cas n = 3 :

> 0.

Théoréme 2.5. Soit n = 3. On suppose que
1. a+5>1
2. mazx{r,s} <5, et

3. B#2/(r—1eta#2/(s—1).

(2.2)

1l existe une constante M = M(n,a,b,c,d,p,q,r,s) > 0, telle que tout solution positive (u,v) de (I)

de classe C* satisfait

[ull ey < M, V]| ooy < M,
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Avant de donner la preuve du théoreme 2.5 Nous commencons d’abord par le résulta parti-

culier suivant de théoréme

Théoréme 2.6. Sou les méme hypotheses de théoreme[2.5, on suppose de plus que a=b=c=d=1
Alors il existe une constante M = M (n,p, q,r,s) > 0, telle que tout solution positive (u,v) de (I)
de classe C?, avec

flu,v) =u" +v% glu,v) =u?l 4+ v°.

satisfait

||U”Loo(ﬂ) <M, ||U||Loo(Q) <M (2.3)

Comme mentionné dans l'introduction, par un argument de blow-up, la preuve du théo-
réme 2.6 est réduit a 'un des lemmes ci dessous. Les deux premiers lemmes donnent

des résultats de non-existence pour le systeme ci-dessous.

Lemme 2.1. (Serrin and Zou [12]])
Soit n = 3 et on suppose que p,q > 0 telle que pg < 1ot oo+ > 1.

alors le systeme Lane-Emden

{Au—l—vq = 0 (2.4)

Av+uP = 0, z€eR"

n’admet pas une solution positive (u,v) non triviale.

Quand Q = R%} = {z = (2/,z,) € R" : x,, > 0}, le lemme 2.1] a été généralisé par Birindelli

et Mitidieri a une dimension arbitraire n > 3 pour les solutions bornées.

Lemme 2.2. (Birindeli and Mitidieri [3])

Soient n > 3 et p,q > 1 et soit le systeme de Lane-Emden

{Au+v‘1 = 0 25)

Av+uP = 0, 2R}

avec la condition aux limites nulle w = v = 0 sur OR", = {x,, = 0} n’admet pas de solution bornée non
triviale positive (u, v), a condition

max(a, f) > (n — 3).
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Remarque 2.1. e Notons que le lemme [2.2|est valable pour tout p, ¢ > 1 lorsquen = 3.

e Lorsque n = 4 a 'aide du lemme 2.1, on améliore légerement le lemme 2.2 sous la condition.

1 1 1

—t— >
p+1  g+1~ 3
Le résultat de non-existence suivant pour 1'équation de Lane-Emden est grace a Gidas et

Spruck [8].

Lemme 2.3. (Gidas et Spruck [8,9] )

Soit p € (1, (n+ 2)/(n — 2)) et supposons que u est un solution positive de
Au+u’ =0, 2 € (2.6)

Alors

u=0siQ=R"onQ =R avecu = 0 sur OR"}..

Remarque 2.2. Quand 2 = R"} , Dancer[5] a généralisé la condition ci-dessus p € (1, (n+2)/n —

2))ape (1,(n+1)/n—3)) pour les solutions bornée .

On donne le résultat suivant concernant un changement de variable dont la preuve est im-

médiate.

Lemme 2.4. Soit (u,v) une solution de classe C* de (I) avec
fu,v) =u" +v%et g(u,v) = uP + v°.
et soit & € Qet S,ly,ls >0, et on pose
a(y) = S~ ulz), B(y) =Sv(@), y=(z-§)s" (2.7)

Alors w et U satisfont le systeme suivant

AT+ Sy 4 Gah—1=2bga = )
A@_i_ Sp—l—2l2ﬂp + SSll_l1_2l2@5 — O

Apres ces préparation, nous pouvons démontrer le théoreme[2.6].
Preuve de théoréme [2.6: La preuve est basée sur ’absurde. On suppose que le théoreme
est faux. Alors il existe une suite des solutions {uy(z), vx(z)},-, de classe C? du systeme (1) telle
que:

]}EEO(HWHLOO(Q) + vkl poo () = 00 (2.8)
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Pour k =1,2,....On pose

My, = supgequi(r) = ug(mi) , Nk = supgequi(r) = vg(C)-

ou 7k, (i € Q. Dans le lemme 2.4], nous prenons

! 1
ll:g O,l2:B>0.

et

U= U, U=y, S:Sk:Mk+N,i/h—>oo.

Le choix sur & sera déterminé plus tard. Clairement

En outre, la pair (y, 7)) donnée par (2.7) satisfait :

up < 1,7, <1 (2.9)

et
At + SLup +v = 0

{ AT, +uh+ SP v, = 0 (2.10)

ou
l=r—1-2lb=r—1-2/8#0
m=sl —1l; —2l;=(a(s—1)—2)/5 #0.
Par hypothese (3) : Nous considérerons plusieurs cas en fonction des valeurs [ et m des
parametres.

I1 est clair que (2.10) est symétrique par rapport a [ et m et nous ne traiterons les deux cas

suivants concernant les valeurs de .
Cas 1:1>0.nous divisons en outre la prouve en deux sous-cas .

(i) m > 0 : nous montrons d’abord :

M
lim —— = 0.
k—o00 Nk/ 1
C’est équivalent & montrer que
lim 7 (0) =0
k—o0
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En effet, on a

donc

On choisit £ = 7, , alors

D’ ot

Donc

ur(y) = g ur(x)
e(y) = S;u(z
y = (z—¢5¢

g (0) = S, 'ug(€) ,car 0= (z — 5)5}5 ==

My,
ﬂk 0) = Sfluk Tk) — Sile =
(0) = S uelr) = 513 =
My,
N/
Ek(o) . k—
1/11 +1
Ny
/L My
IRy A |

Par absurde. Supposons qu’il existe ¢y > 0 et sous suite (toujours en utilisant les méme indices

) telle que :

D’autre part

donc

On pose

avec

Donc

u,(0) > e0, k=1,2,.. (2.12)

M,

ﬂk(O)IW <
k

ﬂk«)) - [80, 1)

uk(z) = w(y)
w(z) = Tr(y)
z = ySli/2

Juy(2) 8zj_ 124 ~
Z aZ] 8% _Sk azzuk(z)

ayz‘uk
j=1

92 _ [ 87 sij=i

O in(y) = (502 i (2)

Yi

= S02 Uy, (2)
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Donc

ATy, = SLAT

le méme chose, on a

ATy, = SLAD,
Dongc, par (2.10) , ux(z),0x(2) sont bornés et satisfont :
u(0) € [e0, 1), Atg +u, + S, 0] = 0. (2.13)

Pour chaque %, on note :

di = dist(7,,09) , n, = S, * = 0.

car (—ly — /2 < 0)

On distingue deux cas. Le premier, si que la suite {dj/n;} n’est pas bornée. Alors, Par le
théoreme de la régularité elliptique standard2.1} la suite @ est bornée dans I'espace C* qui
s'injecte de maniére compacte dans 'espace C? grace au théoréme d’Ascoli-Arzeld2.3] Alors
uy, (apreés extraction d’une sous-suite si nécessaire) converge uniformément vers une fonction
positive u € C?*(R™) sur tout sous ensemble compact K C R". de plus, u satisfait (apres le

passage de la limite dans 1’équation(2.10))
Au+u" =0, z € R

avec (2 = R" puisque évidemment par (2.9) et 'hypothese [ > 0, comme v (z) est borné. Alors

lim S, /*5(2) = 0

k00
uniformément sur R". Donc u = 0 par le lemme[2.3| D’o1, a cause de hypothese (2) de théoreme
on obtient une contradiction immédiate avec (2.12).

Le deuxiéme cas, si la suite {dy/n;} est bornée. On a la suite {d;/n;} est minoré par une
constante strictement positive. En effet, Par la théoreme de la régularité elliptique la suite
ay, est bornée uniformément en k dans 1'espace C?, et en particule elle est uniformément Lip-
schitzienne, c’est a dire

3 5 d
|76 (0) — @k (0, —dp /mi)| < Cn_Z‘
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Donc

d
1-0<cr
ng

ce qui donne i—’; > % > 0, pour tout k. Dans ce cas il existe s > 0 tel que dj/n;, — s, etil
existe une fonction positive u € C?*(R”) qui est la limite de @), dans C? uniformément sur tout
sous-ensemble compact, donc cette fonction apres le passage a la limite dans 1’équation (2.13),
satisfait avec

Q=R =R"N{z" > —s}, u=0surJR;].

Donc u = 0 par le lemme ce qui donne a nouveau une contradiction avec (2.13). Et (2.11)

est prouvé .

Ensuite, puisque m > 0, nous utilisons (2.10) et prenons £ = ¢, pour dériver .

1/l
li k S
Ayl

Cela est impossible , compte tenu de (2.11)) .

(ii)) . m<0:

Comme [ > 0, donc (2.11) satisfait. Maintenant on prends £ = (j, , alors clairement on a :

Ona
T1(0) = S, " (€), car 0= (z—&)S"” donc x=¢

On prends ¢ = (y, alors

Donc )
1 =
— 7 - 7
vp(0)0 = S.'N,}!
1
1 N1
_NY
= T = T
Mk+Nkll 1 N]il
+31,
Alors

U(0) — 1 lorsque k — oo
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En procédant comme en (i), a I'aide du fait m < 0 et (2.14) , on passe a la limite dans (2.10) pour

déduire qu ‘il existe v € C*(R") telle que
At =0, z € R",5(0) = 1.
a condition que la suite {dj/n;} soit non borné, et pour certains s > 0
AT =0, z € R},9(0) = 1,7|prr = 0.
a condition que la suite {d;/n;} est bornée avec
dy = dist(C, 09) , ny = SE* — 0.

Le deuxiéme cas ne peut pas se produire, puisque le principe Phragmén-Lindelof [13] im-
plique 7 s’annule identiquement, ce qui contredit avec 7(0) = 1. Si la premieére possibilité se

présente, alors

T=3(0) =1

Comme toutes les fonction harmoniques bornées sur R" doivent étre constantes donc

lim T (y) = 1

k—o0

uniformément pour y € B = B;(0) . En outre par (2.11)

lim @ (y) = 0.

k—ro0
uniformément sur B. D’autre part, on applique la formule de Green a (2.10) sur B
0 u(0) = [,zm(x)%E(x,0)do+ [, [Stu; + 0] G(z,0)dx
> faB ﬂk(x)aa—f(x,())da + fB G (z,0)dr — fB G(z,0)dx =c¢, >0

lorsque k — oo, ott G(z, y) est la fonction de Green sur B, ce qui donne une contradiction.

Cas 2:1< 0. Encore une fois nous considérons deux cas .
(i) . m > 0: la preuve est essentiellement la méme que celle de (ii) de cas 1.
(ii) . m<0:

MpS;t + NS~ > e > 0.
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Dongc, sans parte de généralité (£ = 7, ou £ = (i), nous pouvons assumer
ﬂk(O) +6k(0) >c>0.

En faisant tendre £ — oo dans (2.10), de méme comme dans le cas 1, on déduire qu “il existe

u > 0etv > 0 satisfaisant (2.4)ot1(2.5).

u(0)+v(0) >c>0,u+7v< 1.

impossible, en vue de lemme2.T|ou de lemme[2.2].
I s’ensuit que (2.8) ne peut pas satisfait et la preuve est complete .

Nous concluons la section avec la preuve de théoreme 2.5 suivante
Preuve de théoréme[2.5:

La preuve se réduit essentiellement a celle du théoréme nous considérerons différentes
cas possibles pour les valeurs de a,b,cet d .
Cas1:

Soit b = 0 ou ¢ = 0. Cela se réduit simplement au cas d’équations simples suivantes
—Au =au", —Av =dv’ dans ), u = v = 0 sur 9f).

Comme max{r, s} < 5, alors on peut appliquer le Théoreme 1.1 dans le I’article de B. Gidas-].
Spruck [9], et on déduit que les solutions u et v sont bornées.

Cas2:

a=0etd+# 0. Doncb,c > 0. Comme a = 0, le terme qui contient [ n"apparait pas et donc on le
traite simplement comme [ < 0. si m> 0, (i) du cas 2 du théoreme 2.6|s’applique. Si m < 0, on
procede alors exactement comme (ii) du cas 2 du théoreme

Cas 3:

d = 0. Donc a,b,c > 0. Depuis d = 0, le terme impliquant m n’apparait pas et donc on le
traite simplement comme m < 0. Il s’ensuit que les arguments du cas 2 ci-dessus (a = 0)
s’appliquent.

Cas4:

a=d=0.Doncb,c > 0. Puisque a = d = 0, le terme impliquant [ ou m n’apparait pas et donc

on le traite simplement comme [ < 0 et m < 0. Il s’ensuit que les arguments du (ii) du cas 2 du
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théoreme2.6|s’appliquent.

Ceci complete la preuve du théoréme

2.3 Estimations pourn >3

Dans cette section, nous considérons le systeme (/) avec des fonctions plus générales f et g
pour n > 3, qui peut également dépendre de la variable indépendante = .
Supposons que :

fiOXRXR—7R; g:QxRxR—R.
sont des fonctions continue. Soient
a:NQ—R; b:Q—R;, c:Q—R; d:Q—R

sont des fonctions continues positives. Nous supposons en outre que a, b, ¢ ot d sont stric-
tement positives ou identiquement nulles sur Q. Nous aurons besoin de la croissance suivante

de f et g a l'infini.

Hypotheses 2.7. Il existe des nombres positifs p, g avec pg > 1 et r, s > 1 tels que pour u,v > 0 et fixe

x €€

e f(x7 u7 v) : g(l‘7 u? U)
lim = 138 lim
utv—oo a(x)u” + b(x)ve utv—oo c(x)uP + d(x)v?

=1.
Nous généralisons d’abord le théoréme [2.5|aux fonctions générales f et g pourn = 3.

Théoréme 2.8. Soient n = 3 et (u,v) une solution positive de (I) de classe C*. Supposons que I'hypo-

these[2.7]est vraie. Alors il existe une constante positive M = M(n, a,b,c,d,p, q,r, s) telle que
[ull oo () < M, (V]| ooy < M, (2.15)

a condition que
1. a+p8>1
2. maz {r,s} < b,et

3. B#2/(r—1)eta#2/(s—1).
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Preuve : La preuve est essentiellement la méme qu’avant, mais nous ne considérons que pour
les cas | > 0 et m > 0. Supposons par absurde, que (2.15) est faux. Alors il existe une suite des

solutions {uy(x), v, (z)} de (I) telles que
]}LTEO(HUI@HLOO(Q) + vkl poo (o)) = o0 (2.16)

Nous voulons dériver une contradiction avec (2.16). A la lumiere du théoréme nous
supposerons que toutes les fonctions a(z), b(z), c(z), d(x) sont strictement positives.
Comme dans la section 2, nous utilisons la méme transformation donnée dans le lemme

avec la méme notation et on montre

M,
lim —— = 0. (2.17)
k—o0 Nk/ 1
Supposons le contraire. C’est-a-dire
§=7r , Uk(0) > eo. (2.18)
Posons
(2) = Wly), T(z) = Tly), 2 = ySy".
et
ar(2) = a(& + S27%2), b(2) = b(& + S222).

et

cu(2) = (& + S 7%2), di(2) = d(& + S2722).

Sans perte de généralité, nous pouvons supposer §, — &. Il vient que

a0 = lim ax(2) = a(&) > 0,

by = lim bk<2) = b(fo) > 0,

k—o00

co = lim ¢x(2) = ¢(§) > 0,

k—o0
et

k—o00
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uniformément sur tout sous-ensemble compact de I'(T est soit R?* ou R?, voir ci-dessous égale-
ment) puisque S, — ocoetly +1/2>0.

Par des calculs directs, ux(z) et v (z) sont bornés et satisfont
Al + Sy 72 (¢ + S22 Sti(2), SHT(2)) = 0. (2.19)
En utilisant[2.7} il existe M > 0 tel que pour u,v > 0
|f(z,u,v)| < 2[a(z)u” + b(x)v!] + M.

I1 s’ensuit que

< (aptl + bpSy P50 + o(1)
< M.

Skflfﬂgflf(é'k + Sk_h_l/227 Skﬂk(Z)J S]i;l’fl\]/k<2)>’ (2.20)

Par conséquent, via la théorie elliptique standard 2.Tet a 'aide de (2.19) et (2.20), nous dé-

duisons qu'il existe u € C*(T") N C1*(T") (apres extraction d’une sous-suite) telle que

klggo ug(z) = u(z)

uniformément sur tout sous-ensemble compact de I en topologie C'* pour tout « € (0, 1) .

En outre, d’apres (2.18), on a:
4(0) > & (2.21)

Par conséquent, la condition [2.7/implique clairement que (tenant en compte 1+ 2l; +1 =1)

limysee S; 227 F (& + 5,722, St (2), SUT(2))
ur

e, * PSS o, () + 0,5, T

= lim
ko0 T ST (2)+bp ST Y (2)

limy oo [0 (2) + 0S5 2T(2)|
= aou"(2)

uniformément sur tout sous-ensemble compact de I' (apres extraction d"une sous suite). Il s’en-

suit que u(z) satisfait (au sens faible)
At + agu” =0 dans T’

Avec condition aux limites appropriée. Il s’ensuit que @(z) = 0. Comme précédemment on

obtient une contradiction avec (2.21)). Donc (2.17) est vrai.
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En procédant de la méme maniére et en utilisant le fait m > 0 (en prenant &, = (i) pour

obtenir ”
N 1

li i
Cela est impossible en vu de (2.17) et la preuve est complete.

=0.

Lorsque n > 3, les résultats de non-existence de type Liouville pour la solution positive du
systeme Lane-Emden ne sont pas disponibles pour tous les exposants sous-critiques (p, ¢), voir
les lemmes [2.5] et [2.7) ci-dessus. Par conséquent, nous avons des résultats similaires mais plus

faibles quelecasn = 3.

Théoréme 2.9. Soit n > 3 et soit (u,v) une solution positive de (I) de classe C*. Suppose que |2.7| est

vrai. Alors il existe une constante positive M = M (n, a,b, c,d, p, q,r, s) telle que
HUHLoo(Q) <M, HUHLOO(Q) < M, (2.22)
a condition que les trois conditions suivantes soient remplies.
1. maz(a, B) > n—2,ou,maz(p,q) < (n+2)/(n —2) et min(p,q) < (n+2)/(n —2)
2. max{r,s} < (n+2)/(n—2),et
3. p#2/(r—1)eta#2/(s—1).

La preuve est essentiellement la méme que celle du théoreme Cependant, nous utilise-

rons également les résultats de non-existence suivants pour n > 3.
Lemme 2.5. Supposons que n > 3 et p, q sont des nombres positives satisfaisant soit pg < 1 soit
max(a, f) > n — 2.
Alors le systéme Lane-Emden n’admet aucune solution positive et non triviale.

Le lemme a d’abord été prouvé par Mitidieri [11] pour p, ¢ > 1, puis étendu a des cas général

dans [12] .

Lemme 2.6. (de Figueiredo and Felmer [6l] )
Soit n > 3 et supposons que p, q sont des nombres positifs satisfaisant
n+2

2 et min(p,q) <
et min .
B P;q n—9

Alors Le systéme Lane-Emden (2.4)n’admet aucune solution positive et non triviale.

max(p, q) < nT
n J—
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Enfin, on a une version demi-espace du lemme 2.6 pour les solutions bornées.

Lemme 2.7. Soit n > 3 et supposons

n+1 , n+1
q) < t q) < .
maz(p,q) < —— et min(p,q) < ——

Alors le systéme Lane-Emden (2.5)n’admet aucune solution bornée positive et non triviale.

La preuve est la méme que celle du lemme en utilisant un argument de Dancer[5] et le

lemme de non-existence 2.6].
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CHAPITRE 3

EXISTENCE DE LA SOLITON DU PROBLEME
VIA LE DEGRES TOPOLOGIQUE

Dans ce chapitre, nous allons démontrer 1'existence de la solution faible non trivial de sys-

teme (/), en appliquant le degré topologique de Leray-Schauder développé dans le chapitrel.

—Au = f(u,v) dans <

—Av = g(u,v) dans Q 0
u,v > 0 dans 2

u=v = 0 surodfd

3.1 Préliminaire

Théoreéme 3.1. (Premiere fonction propre de —A)

Le probleme
—Au = Au,dans()
u = 0,surof)

admet une infinité dénombrable des valeurs propres et fonctions propres (A, ¢n)
avec

Ap — +00

et

A= inful, >0

et il existe une fonction propre ¢1 > 0 dans (2 associée a Ay et on a ¢, € C(S2) . ¢y s’appelle la

premiere fonction propre de laplacien sur €.
On a besoin de ce théoréme concernant le principe de maximum

Théoreme 3.2. (principe de maximum faible )

Soit u € C%(Q) N C(Q) tell que
—Au > 0dans Q)
uw = 0 surdf
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Alors

u>0 sur Q.

Théoréme 3.3. (principe de maximum forte )

Soit u € C*(Q) N C(Q) tell que

—Au > 0dans )
= Osur 0f2

Alors

u=20,00u>0 dans (.

Théoréme 3.4. (Lax-Milgram)
Soit H un espace de Hilbert. Soient a : H x H — R une forme bilinéaire continue et coercive, et
F : H — R est une forme linaire contenue.

Alors il existe une v € H unique tell que

a(u,v) = F(v). Yo € H

3.2 Résultat principale
On donne I'énoncé des résultats principaux concernant I’existence de la solution du systeme
(D.

Théoreme 3.5. Soit n = 3, et soit f et g sont donnés par 2.2). Sous les hypotheses de théoréme 2.5} on
suppose en plus

p,qg>1, a+b>0, c+d>0.
Alors le systeme (1) a une solution positive non-triviale .
Théoréme 3.6. Soit n > 3 et supposons que f et g satisfassent I'hypothese[2.7)avec
1. max(a, B) > n — 2,0u,mazx(p,q) < (n+2)/(n—2) et min(p,q) < (n+2)/(n —2)
2. max{r,s} < (n+2)/(n—2),et
3. a#2/(s—1)et 8#2/(r—1).

Alors le systeme (1) admet une solution classique positive non triviale w .
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3.3 Preuve de théoreme 3.5 et[3.6

D’abord, on consideére les notations suivantes :
W = (u,0), avec ||| = [lu] + [|vf|.
On suppose d’abord que f et g vérifient les hypothése suivantes :
(H1): f,g € CY(R" x R x R) avec f, g # 0.
(H2) : Il existe des constantes A, ;1 > 0 tel que pour u,v > 0
flz,u,v) + Au >0, g(x,u,v) + pv > 0.

(H3) : Pour u,v > 0

f(LU,’U,,U) 3 O(u + U) ) g(:r,u,v) w O(U 0 U)'
comme u + v — 0 uniformément dans 2 .
(H4) : Il existe M > 0 tel que pour u,v > 0 etz € (2

flz,u,v) + g(z,u,v) > A(u+v) — M.

ol \; est la premiere valeur propre de (—A, Hy) .

On dit que le systeme (/) a la propriété (AP) si :

(AP) : Pour (¢, %) € C(Q) x C(Q), soit w = (u, v) une solution positive de
Au+ f(x,u,v) = ¢, dans )
Av + g(x,u,v) = 1, dans 2

u=v = 0, surdfQ
I existe alors une constante positive C' = C([[(¢, ¥)[| ;= (q)) > 0 (indépendant de w) telle que

Wiy < €

Remarque 3.1. La propriété (AP), via la théorie de la régularité elliptique standard2.T} implique

||W||027&(§) <
pour tout o € (0, 1).
Alors, on commence a démontrer le résultat d’existence suivant.
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Théoreme 3.7. Sous les hypotheses (H1),(H2),(H3), (H4), (AP), le systeme (1) admet une solution

classique positive w non triviale. c’est-a-dire :
u,v > 0 sur )

Dans la preuve, on va utiliser la théorie de degré topologique de Leray-Schauder développé

dans le chapitre 1. Pour cela, on considéré les espaces suivants, avec a € (0, 1)
E=C2Q) x C2%Q) . H=CQ) x C(Q), (3.1)

H* ={w = (u,v) € H : u,v > 0 sur Q}

ou

Co* (@) = C** (@) N Co(Q)

ot I'espace Cy(2) est I'espace des fonctions continue sur et qui s’annulent sur la frontiere 9.

I1 est bien connue que E et H sont des espaces de Banach avec les normes :
Wl = llullgea + [0l cae» IWllg = llullpe + 0]l oo

(respectivement) . On considéré aussi l'opérateur

T:(—Au—i—)\ 0

0 —Aer,u):E—)H'

] FAu+du = h
(wopes (k) f et =

avec \, ; donné avant.
D’apres le théoreme de Lax-Milgram [3.4et la théoreme de la régularité elliptique2.1], il est

évident que 7" est bien défini et inversible et on a
[Wllp < ¢, ¢ dépend de |(h, k)|

avec w = (u,v)
T-':H—E.
Etl'opérateur T;: H — H définie par

To(w) = To(u, v) = ( J;Eigg;i;g) . w=(u0) € H
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Consideére maintenant 1’opérateur F' par
F=T"'0T,: H—s H.

qui a (¢, 1) associe F(¢,1) = (u,v) out (u, v) solution de

{—AuHu = f(x,6,0) + A
—Av+mw = g(z,¢,v) + wp

Il est claire qu” un point fixe de F' est une solution du systeme .

On démontre le lemme suivant :
Lemme 3.1. L'opérateur F' : H — H, définie ci dessus, est compact.

preuve

Soit (¢n, 1¥y,) une suite bornée de H. On montre que 1’on peut extraire une sous-suite convergent

de F/(¢n,n) -

On note par (u,, v,) = F(¢n, 1), alors (u,, v,) est une solution de

—A'Un + pv, = 9(517, ¢n7 1/Jn) 1 M@Dn

Comme (¢, ¥,) est borné et f, g sont continues alors :

||f(l', ¢n7 ¢n) y >‘¢TLHL°°(Q) S (&1

”9(957@“7/%) - M¢n"L®(Q) S C2

D’apres la théoreme de la régularité elliptique standard2.1} la suite des solutions (u,, v,) est

borné dans F, eton a

[(n, va)llg = llunllge.o + llvnllca < e

ou ¢ dépend de ¢; et ¢, . D’apres le théoréme d’Ascoli2.3| I'injection C** — C* est compacte,

alors il existe une sous suite (noté encore) (u,, v,) telle que :
(Un, vy) — (u,v) dans H

C’est-a-dire :
F(¢n7wn) — (u7 U)

Donc F' est compact .
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On est prét maintenant a démontrer le théoreme3.7].
Preuve de théoreme On applique le degré topologique de Leray-Schauder sur I'opérateur

F=T"'T,: H— H.
D’apres le principe de maximum 3.3} on a
F(H*) C H*.

En effetsiw = F(G) avecw = (u,v), G = (¢, )

alors

{—Au+>\u:f(x,¢,w)+>\¢ > 0
—Av+pv = g(x,4,9) +wp > 0

Doncu > 0etv > 0.

On pose
U= HiafEs
ol Haals:
U: = U\Ui

(o1 0 < r < R sont des réels positives a choisir ultérieurement).
On va montrer que
d(Id—F,U,0)=0
d(Id—F,U,,0) =1
d(Id— F,U,,0) = —1

e On commence par démontrer que d(/d — F,U;,0) =1

On considérer I'homotopie suivant
h(t,w) = tF(w)

On montre que w =tF(w), Vt e [0,1], Vu e U,
Ona
oUy = {w e H* Wil =l ey + 10l i) = 7

Montrons que w # tF(w) pour |[|w||, =7
Par absurde, soit w = (u,v) € 9U; avec w = tF(w).
Alors w = (u,v) satisfait :

{—Au+Au = t[f(z,u,v) + Aul. (3.2)

—Av+pv = tlg(x,u,v)+ pol.



On multiplie (3.2) par ¢, et intégrons par parties sur €2 on obtient

{ Jou(=Ag1) + X [qupr = t [, f@,u,0)dr + X [ uds.
fQU(_A¢1)+/'LfQU¢1 = thg<x7u7U)¢l+t:quU¢1'

Donc
PN {)xlfﬂugzﬁl = th (x,u,v)p1 + (t /\fﬂugzﬁl
M Jovdr =t [og(x,u0)o0 + ( Mfg“¢1
)xlfugzﬁlgf f(z,u,v)dq
= { M £ Fie
— )\1/9(u+v)¢1 §/Q(f(x,u,v)+g(x,u,v))¢1 (3.3)

D’apres ’hypothese (H3) : Ve > 0,37 > 0:
si|u+ v| <ralors |f(x,u,v) + g(z,u,v)| <e(u+v)

Poure = )\

:>)\1/(u+v)<b1<)\1/(u+v)¢1
Q

Q

C’est une contradiction. Donc pour [|w||; = [[ull () + V]| poe () = 7, On@a W # tF (W)

et par l'invariance par I’homotopie, cela implique
d(Id— F,U,,0) =d(Id,U;,0) =1

e On démontre maintenant que d(I/d — F,U,0) =0

II suffit de montre que :
d(Id — F,U,0) =d(Id — (F + towy),U,0) =0
ottty > 0 (choisir ultérieurement), wy = (¢1, ¢1) € HT, ol ¢; est la premiere fonction propre de
—-A
Par absurde, supposons que d(Id — (F + tywy),U,0) # 0 alors 3w = (u,v) telle que
C’est a dire,

“Avt o+ Altd) = glw,uv) +

I
=
=
I
=
+
>
S

(3.4) < { (3.5)
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— { —Au—tg(A+ M) = flz,u,v)
—Av —to(p+M)p1 = g(z,u,v)
— —A(u+v) —to(2A + A+ w)op1 = f(z,u,v) + g(z, u,v)

On multiplie par ¢,, et on integre sur 2 on obtient

= — [ou4v)d1 —to(2A + X+ ) [ 07 = [ (f(z,u,v) + g(x,u,v))pr.
= 1M+ A+ p) [0 = Jo— [(f(z,u,0) + g(z,u 0)) + (u+ )] .

D’apres 'hypothese
w@n A+ [ B < [ o
Q Q
fQ Mg,
=1ty <
M OOV
On pose

fQ M¢,
@A+ A+ 1) [ &2

Cop =

= tp < <o,

Alors si on choisit tg = 2¢g > ¢ on obtient contradiction donc
w # F(w) + towy pourt > t.

Donc

d(Id — (F + towo,U,0) =0
o Il reste & montre que
d(Id— F,U,0) =d(Id — (F + tywy, U,0)
On considéré I’homotopie
h(t,w) = F (W) + ttowy

Il s’agit de montrer que w # h(t,w), Vw € U
wedl & ||wly;=R

Soitw € H : ||w| 5 = R telle que w = F(w) + ttow

Alors
{ —Au = f(z,u,v) + Mttopr + Attodr = fi
—Av = g(z,u,v) + Mttoy + pttodr = g1
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[l < Nl ey + to D]l oo
gl < Mgl ooy + o 911l Lo ()

Donc d’apres (AP), 3¢ > 0 tell que (¢ = ¢(t))

[ull ey < & [0l pooiy S €
Wl = llull ooy + VIl ooy = 2¢

avec le choisde R =2c+1 > ||w|
alors

w # F(w) + tow pour |w|l; =R

Donc

d(Id — F,U,0) = d(Id — (F + towo),U,0) = 0

Comme U = U; UU,
Alors

d(Id — F,U,0) = d(Id — F,Uy,0) + d(Id — F,Us, 0)

Donc
d(Id — F,U,,0) = —1
D’ot les équation w = F'(u, v) admet une solution w dans U, c-a-dire

w > 0dans Q(r < [|ul| pec (o) < R)

et

—

—Au = f(x,u,v)
—Av = g(z,u,v)

Preuve de théoreme[3.5

C’est un cas particulier de théoreme I suffit de vérifier les hypothese
(H1),(H2),(H3),(H4),(AP) :
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Vérification de (H1) : évidente (f,g € C*(R" x R x R), f, g # 0)
Vérification de (H2) : 3\, u > 0 tell que Vu,v > 0

flx,u,v) +du >
g(z,u,v) +pv > 0

il suffit de prendre A = 1 = 0, donc (H2) est satisfait
Vérification de (H3) : Vu,v > 0

f(z,u,v) =o(u+v),g(z,u,v) =o(u+v)

ona f(z,u,v) =au" + bl r>1¢>1

[z, u,v) _au” + ! < Va2 + b2 /u? + v24

u—+v u+v U+ v

On pose k = min{r, s} > 1

alors, pour 0 <u+wv < 1,ona:

u2k + U2k

ur 02 <
< c(u+wv)?

d’ou
k
fuv) <+va?+ bZC(u ul’ =cva? + b2 (u+v)"t =0

U+ v uU+v

Donc
flawo)

U+ v

D’ou

f(l’,u,l)) = O(U + U)
La méme chose pour g(z, u,v).
Vérification de (H4) : M > 0,Vu,v > 0
f(x,u,v) —|—g(x,u,v) > /\1(U+U) - M
Ona
flx,u,v) + g(x,u,v) = au” + cu? + bv? 4+ dv®

Et
a+b>0,c+d>0
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Comme p, ¢ > 1, alors

f(I,U7U> +g<I,U,U) u—‘,—v_—>>oo +00
U+ v

Alors
f($7 u? /U) —"_ g(x7 /U/, U)
u—+v

>)\1

pour u +v > A > 0, pour certain constant A > 0
D’ou
flz,u,v) + g(z,u,v) > A\ (u+v), pouru+ov>A

pour

O<ut+v<A ona: \(ut+v)<\A=M
De (3.6) et (3.7) . On a en déduite que
/\1(U+’U) < f(ﬁ,u,v)+g(x,u,v)+M,Vu,v >0

Donc

flz,u,v) + g(x,u,v) > M(utv) — M

Vérification de (AP) : évidente par (i) .

(3.6)

(3.7)

Remarque 3.2. Il est facile de voir que les composantes u et v sont soit strictement positives soit

identiques nulle, via un principe de maximum fort.

Corollaire 3.1. Soit n = 3 et supposons que f et g satisfassent la condition [2.7|avec

1. a+p8>1,
2. maz {r,s} <5, et
3. a#2/(s—1)etp#2/(r—1).

Alors le systeme (1) admet une solution classique positive non triviale w .

La preuve est la méme que celle de théoreme3.5. Lorsque (1) est irréductible, a savoir :

f(z,0,v) # 0 pour v > 0; g(z,u,0) # 0 pour u > 0,

Alors la solution de (/) obtenue dans le théoréeme [3.7|est nécessairement positive.
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Théoréme 3.8. Supposons que les conditions données dans le théoreme 3.7| se vérifient. Ensuite, les
solutions de (I) obtenues dans le théorémd3.7] sont nécessairement positives, i condition que (I) soit

irréductible.

Preuve de théoreme[3.8:

Nous devons montrer que w est strictement positif. Aprés ’argument de 1’étape 1 du théoreme
, un argument de principe maximal fort montre que les composantes u et v sont soit stric-
tement positives soit identiques a zéro. Nous affirmons qu’aucun composant v ou v ne peut

disparaitre a I'identique. Sinon, supposons que u = 0. Ensuite nous avons
f(xz,0,v) =0, de,v=0

sinse (/) est irréductible. Par conséquent u = v = 0. Ceci est impossible car (u,v) est une

solution non triviale.
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Résume

Le travail qu’on a fait dans ce mémoire un résultat trés important c’est I'étude sur l'existence

de solutions d"un systéme d’équation elliptique non-variationnel, est toujours difficile .

—Au = f(u,v) dans <

—Av = g(u,v) dans Q )
w,v > 0 dans 2

u=v = 0 surodf

On applique la méthode de degré topologique de Leray-Schauder pour démontrer 1’existence
d’une solution non-triviale du systéeme (/). Nous permet de démontrer des estimations a priori
et ensuite on utilise ces estimations pour appliquer la méthode de degré topologique pour dé-
montrer 1’existence de la solution.

Mots clés : Degré topologique de Browrer et de Leray-Schauder, estimations a priori, prin-
cipe du maximum, problémes elliptiques non-linéaire, systéme elliptique variationnel, pre-

miére fonction propre de Laplacien.
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Abstract

The work that we have done in this dissertation a very important result is the study on the

existence of solutions of a non-variational elliptical equation system, is always difficult.

—Au = f(u,v) dans <

—Av = g(u,v) dans Q 0
u,v > 0 dans (2
u=v = 0surodfl

We apply the Leray-Schauder topological degree method to demonstrate the existence of a non-
trivial solution of the system (I. Allows us to demonstrate a priori estimates and then we use
these estimates to apply the topological degree method to demonstrate the existence of the so-
lution.

Keywords : Topological degree of Browrer and Leray-Schauder, a priori estimates, principle
of the maximum, nonlinear elliptical problems, variational elliptical system, first proper func-

tion of Laplacien.
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