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Notation

Dans tout ce qui suit, nous utiliserons les notations suivantes.

RN espace euclidien de dimension N, N un nombre naturel non nul
x vecteur de RY, o = (21,29, ...,2n), 1, ER, 1 <i < N

dx mesure de Lebesgue N-dimensionnelle

|E| ou mes (F) mesure de Lebesgue d’un ensemble E

Q partie ouverte de RV

(.,.) crochet de dualité entre X et son dual

Jq, f(x) dzintégrale de f sur Q par rapport & la mesure de Lebesgue
supp u Support de la fonction u

Vu= Du = (2%, 2u 0u ) gradient de u

9217 Jwa? T Dan
div u divergence du vecteur u, divu = 54 + f—“ + ...+ da—“
T To TN
fon— f  dénote que la suite {f,} converge vers f.
fo— f  dénote que la suite {f,} converge faible vers f.
LP(Q) = {u: Q — Rmesurable ( [, |u(z)|P)dz < +oo tel que 1 < p < oo}
1/
uy = [y lu@)rde]"” = Julis.
L>*(Q) ={u:Q — Rmesurable,3M > 0| |u(z)| < Mp.p.} La norme est notée | - |1.
q ConjuguédeHélderdep:q:zﬁsip>1etq:oosip:1
D() espace des fonctions indéfiniment dérivables sur €2,

a support compact dans 2
Wie(Q) = {u € LP(Q) | Vu e LP(Q)}.
p-p- presque partout
WyP(Q) adhérence de D(Q) dans WP(1Q).
W17 (Q) dual de WHP(9).
H'(Q) = Wh2(Q).
HAQ) = W),
H7Y(Q) dual de H} ().



Introduction

Les mathématiques consistent d’abord en un langage, qui permet de transcrire des
problémes de nature quantitative : C’est la modélisation. Une fois cette trans- crip-
tion faite, des outils sont disponibles pour comprendre et résoudre les problémes
issus des phénoménes du monde réel qui utilise les lois de la physique (mécanique,
thermodynamique, électromagnétisme, etc.), ces lois sont, généralement, écrites sous
la forme de bilans qui se traduisent mathématiquement par des Equations Diféren-
tielles Ordinaires ou par des Equations aux Dérivées Partielles.

Les équations aux dérivées partielles (EDPs) interviennent aussi dans beaucoup
d’autres domaines : en chimie pour modéliser les réactions, en économie pour étudier
le comportement des marchés, en finance pour étudier les produits dérivés et en
traitement d’images pour restaurer les dégradations.

I’étude systématique des EDPs est bien plus récente, et c’est seule- ment au
cours du 20éme siécle que les mathématiciens ont commencé & développer 1’arsenal
nécessaire. Un pas de géant a été accompli par Schwartz lorsqu’il a fait naitre la
théorie des distributions (autour des années 1950), et un progrés au moins compara-
ble est du & Hérmander pour la mise au point du calcul pseudo diférentiel (au début
des années 1970). Il est certainement bon d’avoir a Iesprit que I’étude des EDPs
reste un domaine de recherche trés actif en ce début de 21éme siécle. D’ailleurs,
ces recherches n’ont pas seulement un retentissement dans les sciencesappliquées,
mais jouent aussi un role trés important dans le développement actuel des mathé-
matiques elles-mémes, a la fois en géométrie et en analyse. L’analyse mathématique
de ces équations aux dérivées partielles nécessite un choix approprié des espaces
fonctionnels et une définition claire de la notion de solution (I’existence et parfois
'unicité).

Dans ce cadre on va étudier dans ce mémoire 'existence d’une solution de

I’équation
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telle que A un opérateur non linéaire .

Généralement il’ya plusieurs méthodes de la resolution de problémes aux limites :
Némériquement comme la méthode des éléments finis ou la méthode des différences
finis . Ou bien Théoriquement comme la méthode du point fixe ou la méthode
variationnelle . la méthode des opérateurs monotones qui on va utilisée dans ce
travail, situeé dans un cadre théorique ayant plusieurs applications dans 1’analyse
fonctionnelle et la théorie des opérateurs . Cette méthode basseé sur des conditions
qui on appliqueé sur I'opérateur A vérifie toutes les hypotéses du théoréme (2.6) .
De plus on va étudie 'opérateur pseudo-monotone et I'opérateur de Leray-Lions qui
est trés important pour donnée 1’éxistence de la solution de probléme traité .

Notre objectif dans ce sujet comment utilisé la méthode des opérateurs mono-
tones qui a initiée par G.Minty en 1962 pour prouvons I’existence d’une solution d’un
probléme aux limites non linéaires Au = f. On prender comme exemple I'opérateur

p-laplacien non linéaire
—Aju = —div(|Vu| > Vu),1 < p < co.

Ce mémoire est décompose en trois chapitres de la maniére suivante:

Dans le premier chapitre, on dennera quelque équations modeles linéaires et non
linéaires .

Dans le seconde chapitre nous avons utilisé des définitions, des inégalités prin-
cipales et quelque conditions sur opérateur A qui sont nécessaires pour une bonne
compréhension de la résolution de problémes traités . Ce chapitre basée sur le

théoréme (2.6) qui donnée 'existence d’un solution pour la méme équation
Au = f.

Dans le troisiéme chapitre s’intéresse 4 appliquer la méthode pricedent sur deux

types, opérateur pseudo-monotone et I'opérateur de Leray-Lions .
y



Chapitre 1

Equation modéles

Ce chapitre consistue un rappel de quelque notions et compléments mathématiques
en relation avec le travail, on présentons en particulier certain exemples sur
I’équations linéaires et non linéaires, de plus on va effectuer quelques rappels sur les

problémes aux limites linéaires et non linéaires [3],[4].

1.1 Quelques notations

Dans tout ce qui suit Q désignera un domaine borné de R, N > 1i.e.un ouvert
connexe et borné de RY. Sa frontiére sera désignée par I' ou 99 et son adhérence
par € .

Nous supposons qu’en chaque point x € 9 (sauf éventuellement en un nombre fini
d’entre aux) le vecteur unitaire normale & 0f), et sortant de 2, est défini et nous
désignerons par v = v(z):

v=(v1,...,UN).

Soit u = u(z1, ..., xy) un fonction définie dans 2 C RY. En supposant qu’il exist,on

appelle gradient de u au point x le vecteur

ou ou

Vu(z) = <8_x1 T), ... %(x))

La norme euclidienne de Vu est notée par |Vul:

1/2
Vul ou |? - ou |”
ul = ||=— ot | —
(9x1 6’xN
Pour la fonction u, la dérivée dans la direction de la normale sortante est définit par
ou  Ou ou
— = — o+ —nN. 1.1
ov  0n R ory YN (1.1)
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Dans le cas bidimensionnel, le point générique de R? étant noté (z,y), on définit la

dérivée tangentielle par:

Ou _ —@I/ + %Vx,l/ = (Va, 1y). (1.2)

or oz Y oy

Soint u : Q — R une fonction. On introduit

e L’opérateur de Laplace par

0%u 0%u
Au=—+ ..+ — 1.3
" ox3 T 0% (1.3)
e L’opérateur biharmonique par
N
ot
A%u = A(Au) = S 1.4

En écrivant les expression (1.1),(1.3),(1.4) nous supposans que toutes les dérivées

qui y figurent existent-disons-pour le moment, au sens usuel.

Dans le cas N=2, on préfére , comme a 'accoutuée, désigner les deux variables
par z et y de sorte que l'opérateur de Laplace (ou laplacien)s’écrite :
Pu  0%u
Au=—+—
ox?  Oy?

et 'opérateur biharmonique(ou bilaplacien)s’écrit :

O*u 0*u O*u
APy = 2
YT Gt * 0x20y? * oy*

1.2 Exemples d’équations linéaires

1.2.1 L’équation de Poisson & 2 dimensions

Soit 2 un domaine plan et soit f = f(z,y) une fonction donnée dans €2 . On cherche

une fonction u = u(z,y) définie sur Q = Q U 9N et satisfaisant 'équation
—Au = f dans €.

Cette équation (appelée équation de Poisson ) modélise plusieurs phénoménes

physiques, tels que

e la forme d’une membrane placée au dessus de {2 et soumise a des forces verti-

cales.
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e la distribution stationnaire de la chaleur sur un plaque de forme 2 avec une

conductivité et des sources internes de chaleur indépendantes du temps.

La fonction f représente soit la charge verticale soit les sources de chaleur.

On peut adjoindre & I’équation de Poisson différentes condition sur 0f2.

Par exemple, la condition
u = 0 sur 0f)

qui signifie que la membrane est fixée sur tout son pourtour ou que la plaque est

tenue a la température zéro sur son pourtour; la condition
Qu — g sur 09, ( g = (z,y) définie sur 99)

signifie que 1’émission de chaleur est prescrite sur la frontiére de la plaque ; la

condition

g—:f + cu = d sur 0f)
ou ¢ = c(x,y) et d = d(z,y) sont des fonctions donnes définies sur 02, signifie que
I’échange de chaleur entre la plaque et le milieu ambiant obéit a une loi donnée.
1.2.2 L’équation de la plaque

Soient , de nouveau, {2 un domaine plan et f = f(x,y) une fonction donnée sur €2 .

On cherchons une fonction u = u(z,y) satisfaisant I’équation
A*u = f dans Q. (1.5)

La fonction u décrit le fléchissement d’une plaque mince (d’épaisseur constante,
homogeéne et isotrope), chargée verticalement par la charge f.

L’équation (1.5) avec les conditions
uzOet%zOsuraQ

décrit le fléchissement d’une plaque dont le pourtour est encastré.
C’est en premiére approximation que les phénomeénes physiques sont modélisés par
des équatoins linéaires . Si on veut plus de précisions on aboutit a des équations

non linéaires.
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1.3 Exemples d’équations non linéaires

1.3.1 L’opérateur de Laplace non linéaire ou le p-laplacien

C’est I'opérateur donné, en N dimension par

=2

—Ayu(z) = —div(|Vul > Vu) = Z

ol p > 1 est un nombre réel . Si [Vu| =0et 1 < p <2 on convient de poser

]Vu\p_Q Vu = 0; cela est raisonnable puisque, pour N = 1 cela s’écrite

Z—Z P2 Z—; = 0, et ceci peut se justifier en remarquant que , pour tout nombre réel
r,on a
1 sir > 0;
r = |r|sign(r),sign(r)=¢ 0 sir=0;
-1 sir<0.

de sorte que |r|"~*r = |r[P~! sign(r) qui est nul pour r = 0.

On peut considérer I’équation
—Ayu= f(z) dans (1.6)

qui se réduit a I’équation de Poisson dans un ouvert de RY pour p = 2. En étudiant
la torsion d’un barre cylindrique de section transversale constante, on peut trouver
une équation ou intervient le p-laplacien voir| §].

L’équation (1.6) nous sera trés utile du point de vue méthodologique , nous la
prendrons pour modéle pour illustrer de nombreux concepts et assertions .Nous

utiliserons aussi comme modéle I’équation:
—2
—Apu+ |ul’""u = f(x) dans ,
qui & une dimension (N = 1) s’écrit

—h (|2 )+ ul P = f(w),e € Q= [a,b].

1.3.2 L’équation de Monge-Ampére

Soit € un domaine de R? . le probléme de trouver une surface représentée par la
fonction u = u(z,y),(x,y) € Q dont la forme sur 99 et la courbure sont imposées

conduit & I’équation non linéaire, dite de Monge-Ampére:

2u 2 2
5557 — (3mgs)* = f(x,y) dans Q

avec la condition

u = g sur 0f)
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1.4 Classification des équations aux dérivées par-
tielles linéaires du second ordre

Soit © un domaine de RY . Considérons 1’équation linéaire aux dérivées partielles

du seconde ordre

N N
0*u ou
”21 az‘,j(@axi%j + Z,Zai(x)al’i + a(r)u = f(z),x € Q (1.7)

ou les coefficients a;j,a;,7,j = 1,..., N,a et f sont des fonctions réelles définies sur
Q. Les solutions de (1.7) sont supposées de classe C? dans ). La matrice carrée
A(z) = (a;j(z));; dordre N , formée des coefficients des dérivées d’ordre le plus
élevé et supposée symétrique.

Soit zg un point quelconque de Q et A;(xg), ..., An (o) les valeurs propres (qui sont
alors réelles) de la matrice A(zo). Désignons par N; = N, (z) le nombre de valeurs
propres positives ,par N_ = N_(x() le nombre de valeurs propres négatives et par

No = Ny(z) celui des valeurs propres nulles. Donc N = N, + N_ + N .

1.4.1 Définitions

L’équation (1.7) est dite du type elliptique (ou elliptique) au point zo de € si
N = N, ou N = N_. Elle est dite elliptique sur un ensemble £ C ) si elle est
elliptique en tout point de F.

L’équation (1.7) est dite du type hyperbolique (ou hyperbolique) au point z,
de Qsi N, = N—1et N =1o0ubien N, =1et N = N — 1. Elle est dite
hyperpolique sur un ensemble E C (2 si elle est hyberpolique en tout point de E.

L’équation (1.7) est dite du type ultrahyperbolique au point z, de Q si
1 < Ny < N — 1. Elle est dite ulrahyperpolique sur un ensemble FE C (2 si elle est
ultrahyberpolique en tout point de FE.

L’équation (1.7) est dite du type parabolique (ou parabotique) au point xy de
Q) si Ng > 0. Elle est dite parabotique sur un ensemble E C €2 si elle est parabotique
en tout point de F.
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1.5 Probléme aux limites

On parle de problémes aux limites lorsqu’on se donne:

e une équation différentielle (par exemple 'équation (1.6)).

e un certain nombre de conditions aux limites (indépendantes en un certain

sens).

Conditions initiales et conditions aux limites :

Contrairement aux EDOs, les conditions initiales ne suffisent pas a assurer
I'unicité de solution. Il faut également fournir des conditions aux limites. Pour
certains types d’équations (ex. EDPs elliptiques), le concept de condition initiale
n’a pas de sens.

Les conditions initiales et les conditions aux limites se distinguent de la maniere
suivante :

u Une condition initiale s’applique pour une valeur donnée (et unique) d’une
variable indépendante. A partir de cette condition initiale, il est possible de déduire
la solution pour toutes les autres valeurs de la variable indépendante.

u Une condition aux limites est appliquée en tout point de la frontiére du domaine
sur lequel on souhaite résoudre I’équation (et non en un point unique). Il n’est pas
possible de déterminer la solution en partant simplement d’un seul point de la limite
de domaine et en progressant a l'intérieur de celui-ci, car la solution est également

conditionnée par sa valeur en tous les autres points de la frontiére.

1.5.1 Probléme aux limites linéaires

Soient un réel L > 0 et trois fonctions données f(x), p(z), ¢(x) : [0, L] — R continues
par rapport a la variable z . On cherche & déterminer une fonction u(z) € C?([0, L])

qui satisfait (pour deux réel ¢q et ¢, donnés)

—% +p(x) 2 + g(z)u = f(z),z €[0,L] (équation differentiélle)
(1) CZ(O) = (p
cl(L) = c¢g, (conditions aux limites)

avec cl(z) correspondant a une des deux options suivantes

() = u(z) (condition de Dirichlet)
= 9 () (condition de Neumam)

Le probléme (1) est un probléme aux limites linéaire unidimentionnel du second

ordre.
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1.5.2 Probléme aux limites non linéaires

Nous prendrons comme modéles d’équations paraboliques non linéaires les équations

u — Dpu = f(z,t) dans Qx]0,T[, (T > 0)

et
uy — Apu+ |ulP?u = f(z,t) dans Qx]0,T[, (T > 0)

avec la condition de Dirichlet homogéne
u=0 sur 00 x[0,T]

et la condition initiale

w(z,0) = ug(x), =€

1.6 Equation d’évolution

Les phénoménes physiques dépendent généralement du temps de sorte que les équa-
tions qui les modélisent dépendent elles aussi du temps; elles sont évolutives. Les

équation d’évolution les plus simples sont ’équation de la chaleur et des ondes.

1.6.1 Equation de la chaleur

C’est ’équation du type parabolique la plus simple; elle s’écrit dans le cylindre

0x]0, +oo[C RY x R:
u — Au(z,t) = f(z,t) dans Qx]0,4o00], (1.8)

ol uy = %. L’équation de la chaleur modélise plusieurs phénoménes physiques de
type diffusion; en particulier la distribution de la température u dans le domaine €2
avec une source de chaleur f dépendant du temps.

On peut adjoindre a I’équation de la chaleur différentes conditions sur 92 x [0, +o0].

Par exemple, la condition aux limites de Dirichlet homogéne:
u=0 sur 00 x[0,+00] (1.9)

qui signifie que 'on maintient le bord de 2 & la température zéro ;ou la condition

aux limites de Neumann homogéne:

ou

5 0 sur 09 x [0, +o0], (1.10)
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qui signifie que le flux de chaleur a travers la frontiére 02 est nulle; ou encore la
condition :
ou

—4cu=d sur 00 x|[0,+00]
v

ou ¢ = c(x,t) et d = d(x,t) sont des fonctions données définies sur 9 x [0, +ool,
qui signifie que ’échange de chaleur entre le domaine €2 et le milieu ambiant obeit
a une loi donnée.

Pour espérer que le phénoméne modélisé par (1.8) soit complétement déterminé, il

faut encore adjoindre a cette équation une condition unitiale ou donnée de Cauchy:
u(z,0) = up(z),2 €Q et wuy €N (1.11)
qui décrite ’état initial du phénoméne étudié

1.6.2 Equation des ondes

C’est, I’équation de type hyperbolique la plus simple ; elle s’écrit dans le cylindre
0x]0, +oo[C RY x R:

uy — Au(x,t) = f(z,t) dans Qx]0,+o0], (1.12)

. 2 , . .
ol Uy = %. L’équation des ondes modélise,par exemple:

e Losque N =1 et Q =]a, b[, les petites vibrations d’une corde qui est soumise

a une force extérieure f.

e Lorsque N = 2 et ) =]a, b[, les petites vibrations d’une membrane élastique.
Pour chaque t > 0 , le graphe de la fonction * — wu(x,t) coincide avec la

configuration de la membrane a 'instant ¢.

e En généralement la propagation d’une ondes dans un milieux élastique ho-

mogeéne (acoustique, électromagnétique,...).

On peut adjoindre a ’équation des ondes différentes conditions sur 02 x [0, +oc[.Par
exemple, la condition aux limites de Dirichlet (1.9) qui exprime que la corde ou la
membrane est fixée & ses extrémiés; ou la condition aux limites de Neumann (1.10)
qui exprime que les extrémités sont libres.

Ici, pour espérer que le phénoméne modélisé par (1.12) soit complétement déterminé,
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il encore en plus de la condition initiale (1.11) adjoindre une autre condition initiale

comime :

0 _
8—1;(95,0) =uv(x), €N vy €N (1.13)

qui décrit la vitesse initiale de l'onde étudiée . Les équations (1.9) et (1.13)

traduisent 1’état initiale du systéme étudié.



Chapitre 2

Existence de la solution de Au = f

Dans ce chapitre, nous introduisons le cadre fonctionnel qui permet la résolution d’un
probléme aux limites non linéaire. Nous définissons pour cela les espaces fonctionnels
de Sobolev dans lesquels nous travaillons. Ce chapitre aussi a pour but de présenter
un certain nombre d’outils d’analyse de théorie des espaces de Sobolev qui seront
utilisés dans la suite de ce mémoire. Nous en profiterons également pour introduire
les principales notations. La méthode de la résolution basée sur le théoréme (2.6).
De plus on va prenderons comme exemple 'opérateur p-laplacien qui vérifie touts

les hypothéses de théoréme précedent

2.1 Définitions et premiéres propriétés

Soit © un ouvert de RY et p un nombre réel supérieur ou égale & 1. On définit

I'espace de Lebesgue LP(£2) par :

LP(Q):{f:Q—ﬂR mesurable et (/|fyp>’1’<oo}.
Q

On le munit de la norme suivante

1
oy == ([ 157)", p21.

Quand p = 2, cette norme provient d’un produit scalaire. De plus si p = +oo on a :

/]

IS [[zoe (= supess [ f(z) | .
z€QN
Définition 2.1 L’espace de Sobolev WP(Q) est défini par
Wi (Q) = {u € LP(Q) | Vu € (LP(Q))N}.

Remarque 2.1 Les espaces LP()) sont caractérisés par des classes de fonctions

wdentifices en dehors d’ensembles de mesure nulle.

15
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On vérifié sans difficulté que I'espace de Sobolev WHP(Q) est un espace fonctionnel
muni de la norme

[ ulwra@=[lullp + 1 Vup (2.1)
Lemme 2.1 L’espace W'P(Q) muni de la norme (2.1)est un espace de Banach pour

1 <p<Ho0.

Preuve — Soit {u,} une suite de Cauchy dans I'espace W'?(Q). Alors, la suite
{Vu,} est de Cauchy dans LP(2). Rappelons alors que I'espace LP(2) est complet

et de ce fait, il existe des fonctions u et £ telles que u, et Vu, convergent vers u,

1
loc

respectivement vers £ dans LP(2). De plus, vu que LP(Q2) C L;,.(£2), on voit que
u, —u dans L} (Q) quand n — 400

ou encore

u, —»u dans D'(Q) quand n — +oo.

Donc, on a d’une part

Vu, = Vu dans D'(Q) quand n — +oo
et d’autre part

Vu, — & dans D'(Q) quand n — +oo.

Maintenant, grace a la séparabilité de D(£2), on voit que Vu = £. Alors, le lemme

en découle. ]

Définition 2.2 L’espace Wy (Q) est défini par la fermeture de Uespace D(Q), rel-
ativement & la norme (2.1), Wy (Q) = D(Q)W e

. Autrement dit
WyP(Q) = {U c WP (Q), avec u=0 sur 89}.
Celte espace muni d’une norme équivalente & la norme (2.1), donnée par

| u HWOLP(Q):H Vu | zr@) -

Pour les résultats sur les espaces Wy " () et WH?(Q) le lecteur pourra trouvé toutes
les démonstrations dans l'ouvrage de Adams [1]. Citons cependant, que dans la

plupart des cas, les espaces W, (Q) et WHP(Q) ne coincident pas.
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2.2 Inégalités principales

Soient © un ouvert de RV, 1 < p < ¢ < oo deux réels et p’ I'exposant conjugué de

e 11
p, 1.e. —i—p, 1.

b
Lemme 2.2 (Inégalité de Hélder ) Si f € LP(2),g € LPI(Q), alors f-g € L*(Q)
et

| f-gllev@=I fllze@ll g ||Lp’(9)
Si de plus | Q| < oo et f e L), alors f € LP(N2) et

1_1
[ fllzeey <[ QP74 || fllzage

En paticulier
LYQ) C LP(Q), V1<p<g<oo

Lemme 2.3 Soient p; € [1,+00] des exposants avec 1 < i < k tels que :
Up=1/p1 + ..+ 1/pr < 1. Alors, pour toutes fonctions f; € LPi(Q)), nous avons
f=fi.fr € LP(Q) et linégalité de Hilder généralisée

(WP | PR Y A [P

Lemme 2.4 (Inégalité de Young) Soient a et b deux réels positifs. Soit p > 1,
alors

b?
ab< & + ?, avec p = ——. (2.2)

Lemme 2.5 (Inégalité de Poincaré) Soient 1 < p < oo et Q un domaine de
mesure finie. Alors, il existe une constante C dépend de p telle que pour toute

fonction u € D(Q2) on a
| wllr< C || Vu || o) - (2.3)

De plus, par la densité de D(Q) dans W, P(Q), Uinégalité (2.3) reste vraie pour toute
fonction u € Wy P(Q).

Remarque 2.2 Il est évident que cette inégalité ne peut étre généralisée aur espaces
de Sobolev W'P(Q) . Pour s’en convaincre, il suffit de considérer les fonctions

constantes sur €0 borné (ou de mesure finie).
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2.3  Dualité

Nous allons dans ce paragraphe nous intéresser au dual d’un espace de Sobolev. Le
dual d’un espace de Banach existe toujours, nous nous proposons d’identifier ses
éléments dans le cas des espaces de Sobolev. Il est souvent commode de considérer
les espaces de Sobolev W1P(€Q) comme le produit de copie des espaces fonctionnels
LP(€2). Nous introduirons pour cela un nouvel espace de fonctions, qui nous donnera
notamment quelques nouveaux résultats concernant les espaces de Sobolev W1P().
définissons 'opérateur linéaire P par
P: W (Q) — (LP(Q))N*!
u > Pu:(u,g—;,g—;,...,%)

On remarque sans difficulté que pour toute fonction u € WH(Q), on a

= ||uHW1,p(Q)

N
ou
|1 Pull gyt = llull o) + D Ha_x L (9)
i=1 !

Autrement dit, P est un isomorphisme isométrique de WHP(Q) dans W C

(LP(£2))V*1.0n peut de plus montrer que
1. V1 <p< oo, LP(Q) est séparable.
2. V1< p<oo, LP(Q) est réflexif

3. L'(Q) est séparable mais pas réflexif, son dual est L>(Q) par contre le dual

de L*>(§2) contient strictement L'(£2).

4. Le produit d’espaces vectoriels séparable, respectivement réflexif, est encore

un espace séparable, resp. réflexif.

On peut donc conclure que WH?(Q) = P~1(W), posséde les mémes propriétés. Avant
de donner une caractérisation de 'espace dual d’un de Pespace de Sobolev W1?(Q),
rappelons deux principaux résultats d’analyse fonctionnelle bien connus, dont on

trouvera les preuves respectives par exemple dans 'ouvrage de Brezis [?|.

Théoréme 2.1 (Hahn-Banach) Soient (E,||||) un espace normé sur le corps K,
T :D(T) Cc E — K une application linéaire et bornée. Alors il existe un élément
T eE tel que

T(u) =T(u),Yu e D(T) et

|75 = sup{|T(w)| s uw € D(T) et |jul =1}
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Théoréme 2.2 (Théoréme de Représentation de Riesz) Soient 1 < p < oo,
T € LP(Q) et p' le conjugué de p. Alors, il existe v € LP(Q) tel que pour tout
u € LP(Q)

T(U)Z/{)U(I)U(IWZ(%W et [0l @) = 1Tl Loy

Corollaire 2.1 Soit 1 < p < oo Pour tout opérateur T € (LP(Q)N+1) il ex-

N+L telle que pour toute fonction

iste un unique v = (vo,v1,...,vn) € (L¥(Q))
u = (ug, uy, ..., uy) € (LP(Q))NH!
N

T(u) = ZW"’UZ’) et |[vll o @yn+r = 1Tl zo@yn+ry

1=0

Théoréme 2.3 Soit 1 < p < co,Pour tout opérateur T € (WHP(Q))', il existe un
élément v € (LP (Q))NFL, telle que pour tout u € WP(Q)
Y. ou
T(u) = (u,vo) + Z(@ﬂw et min [|vf| v = [Tl grie@)y
i=1 !

N+1

oil le minimum (atteint) est pris sur tout les v € (L” (2))N*!, pour qui vérifie la

condition précédente.

Preuve — Définissons

™ W —= R
Pu — T*(Pu)="T(u)

Vu que P est un isomorphisme isométrique, 7% € W’ et || T*|lw+ = [|T'|| y1.5(q)y - Par

le théoréme de Hahn -Banach

Ainsi Vu € WH(Q), on a

N
~ ou
T =T*(Pu) =T(Pu) = —.V;

(u) (Pu) = T(Pu) = (u,v) + ;(axiﬂf}
1Tl w1y = 1T lw = 1T llwr = [Jvll 1 @v+1

Théoréme 2.4 ([1]) Soient 1 < p < 00 et p' = -E5. Le dual de Uespace WyP(Q)
est W17 (Q).
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Théoréme 2.5 (Théoréme de convergence dominée de Lebesgue) par Soit

(fn) une suite de fonctions de L'(Q) . On suppose que
1. folz) — f(z) p.p.surQ,

2. il existe un fonction g € L*(Q) telle que pour chaque n, |f.(z)] < g(z) p.p.

sur ).

Alors f € LY(Q) et || fo — fll;0 — O.

Lemme 2.6 (Formule de la divergence et de Green) Soit Q0 un domaine de
RN, et n(z) sa normale extérieure. Soit u et v deuz fonctions réqulieres, w un

champ de vecteurs défnis sur 2. Alors

/ divw dz = / w-ndo (formule de la divergence)
Q G
ou
/(Au)v dr = —/ Vu- Vv dx—l—/ —v do (formule de green)
Q Q a0 On

2.4 Opérateurs monotones

V désigne un espace de banach réel , V' son dual topologique de V/
Définition 2.3 Un opérateur A:V — V' est dit

e monotone si  (Au— Av,u —v) > 0,YVu,v € V

o strictement monotone si  (Au — Av,u —v) > 0,Yu,v € Vu #v

Exemple 2.1 Lopérateur A : HY(Q)) — HY(Q) défini par Au = —Au est mono-
tone, H} () étant muni de la norme du gradient. En effet, pour u,v € H} (),

(Au— Av,u —v) = /QV(U—U).V(U—U)

2
= flu-— U||H5(Q)

> 0.

2.5 Opérateurs bornés

Définition 2.4 Soit V et W deux espaces de banach et soit AV — W un opéra-

teur. On dira que A est borné s’il envoie tout borné de V' dans un borné de W; i.e

Vp>0, 3C,>0: A(By(0,p)) C Bw(0,C,)
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2.6 Opérateurs hémicontinus

Définition 2.5 Un opérateur A : V. — W est dit hémicontinu au point us, de V
si pour toute suite {u,} convergeant vers u., le long d’une ligne, la suite {Au,}

converge faiblement vers Aus, dans W. En d’autres termes :
VoeV, Y{AICR, X =0, A(tue + Av) = Auy

faiblement dans W.
St A est hémicontinu en tout point de V' , on dit qu’il est hémicontinu sur'V . Dans
les espaces réflexifs et pour W = V', et passant du sequentiel au continu, on peut

définir Uhémicontinuité sur V' en exigeant que :
Vu,v,w €V lapplication R 3 X+ (A(u+ \v),w) € R
est continue .

Exemple 2.2 L’opérateur A : Hy(Q) — H1(Q) défini par
Au = —Au = —div(Vu) est hémicontinu . En effet ; soient u,v,w € Hg(Q) et
A€eR, on a:

(A(u+ o), w) = /QV(u—Ir o).V

= /Vu.Vw+)\/ VoVw
Q Q
= a-+ b

ce qui montre que X\ — (A(u + A\v),w) est continue.

2.7 Théoréme d’Existence

Notre resultat principale dans ce mémoire est :

Théoréme 2.6 Soient V un banach réflezif séparable et A:V — V' un opérateur

e borné
e hémicontinu

e coercitif, au sens que
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® monotone

Alors,
VieV ,3ueV tel que Au=f

Pour la preuve de ce théoréme, on peut renvoyer le lecteur au livre [10]
Lemme 2.7 Soit Q un ouvert borné de RN, et soit ['opérateur
AV =WPQ) -V =W 17 (Q)

défini par
Au = —div(] Vu [P Vu), 1<p<oo

Alors, Uopérateur A vérifie toutes les hypothéses du théoréme (2.6) donc
Vfe W_l’p/(Q), Ju e W,P(Q) tel que Au=f
Preuve — D’aprés la formule de green on a
o € WIP(Q) : (Au, o) — /Q Va2V,

Montrons que I'opérateur A est borné de Wol’p(Q) dans W17 . Soit p > 0, pour
u € By (0, p), on peut écrire :

|VulP2Vu.V|.

| Au [|yr= sup |[(Au, p)| = sup
peV peEV
llell<1 el <1

Mais

‘/Q|Vu|p_2Vu.V<p) < /Q|vu|p—1.|w|

< ([1va)” ([ ver)’
= Nl el
< pt

D’ou || Au ||, < pP~t. cela montre que A(By(0,p)) C By (0, pP~1)

Montrons que Uopérateur A est hémicontinu de V dans V' . soit v € V, et {\,}

une suite réelle qui converge vers 0

VgeV, (A(uw + M), g) — (Auy, g)
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on a

(At g) — / Vit Vuon. Vg
Q

Alors
(A(tuoo + Apv),g) = /Q IV (too + Ap0) P72V (o + Av) Vg
= /Q |(Vttso + A V) [P (Vitee + A\ V) Vg
L. (Vg + A V) |P72(Vg + A V)V g —=PP [V [P72(Vius ) Vg

on peut metter |\,| < 1, Alors

(Vitoe + A VO)P2(Vto + A V0)Vg| = ||V + A, V0) Vgl

IN

p—1
1Vl + [l V0] W9l

< [19ucl + 90) 19l

On rappelle que

N
(Z a;)* < max{1, N*~'} Za?, Va;, >0, >0 (2.4)

i=1 =1

En utilisant 1 et (2.4), on écrit

p
’(V“oo+AnW>!”‘2(Vuoo+Aan)V9‘ < | pg | +[ " }
1 1,201
s —|V9|p+%i)(lwmlp+|vv|p).
p p

Le fait que g, v, us € W, 7(Q), implique que

maz(1,2P71)

1
S|Vl + ST (IVuael + Vo) € 24(9)
p p

D’aprés théoréme de convergence dominée de lebesgue

lm (A(tuso + M), 9) = (A(ux), 9)

n—-+o0o

d’ot I’hémicontinuité de A.
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Popérateur A est coercitif puisque :

A Vul|P

llm < U7U> — hm fQ| |

foly =400 |[V]|y foly—+oo || v |lv
| v [y

[v|y =400 H v ”V
= lim |[o|f'=+400 car 1<p<+oo.

[v]y =400

Montrons que 'opérateur A est monotone :

On rappelle que Vz,y € RY : (|z[P~22 — |y|P2y)(x —y) > alz —y[P,a >0
Alors Vu,v € V

(Au — Av,u —v) = / (\Vu|p’2Vu - \Vv|p’2Vv)V(u — )
Q

/ a|Vu — Vol?
Q
0

v

v

Alors, Popérateur A vérifie toutes les hypothéses du théoréme (2.6) donc

Vfe W’l’pl(Q), Ju e WyP(Q) tel que Au=f



Chapitre 3

Application du théoréme 2.6

3.1 une application du théoréme 2.6

Soit Q un ouvert borné de RY et soit p €]1,4o00[ un nombre réel. Considérons

Popérateur A : V = Wy?(Q) — V' donné par

Av = —div (a(x, vv)), VeV

avec les hypothéses suivantes sur a :

a..0) a:Q x RY — RN est Carathéodory, rappelons que cela signifie que:
Pour presque tout z € €, Papplication & — a(z, &) est continue (de RY dans RY)et

pour tout & € RN Iapplication x € Q — a(z, &) est mesurable .
a,.1) da > 0 tel que

a(z,8).6 > a || & By, VEERY, pp en zeQ

Le point est mis pour le produit scalaire dans RY.On dit que @ est coercitive

a,.2) 3C > 0 et une fonction ag € Lp/(Q), (= + z% = 1) positive , telles que :

1
p

25
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| a@,8) llw< O I € 15" +ao(@) }, Ve €RY et pp en 2eQ

Cette condition est dite de croissance.

a..3), G est strictement monotone i,e.

a(z, €) — a(x,g')} . [g - g’} S 0,VEE eRYE4E pp en zEQ

Théoréme 3.1 sous les hypothéses (a..0—3) pour tout f € W=17(Q), il existe une

fonction u € Wol’p(Q), unique solution de probléme illiptique

(P) —div <a(x, Vu)) = f, dans Q
u = 0, sur S,

. 1 . . S 1. p
Preuve — so0it V = Wy"*, muni de la norme du gradient, et considérons 'opérateur

A:V — V' défini , pour u,p € V par

(Au, @) = < — div <d(x,Vu)>,g0> = /Qd(x, Vu).V

On a d’aprés a,.2) et 'inégalité de Holder :

(gl < C [ {[7ur+a}ivel
Q

p—1
< o{Ivult iy + a0l I Vel

Lr(Q)

Ce qui montre que, pour u € V, Au est bien défini et que A est borné

A est coercitif, puisque, d’aprés a,.1) :

(Au,u)y = /Qd(x,Vu).Vu

> o [ [vup=aul
Q
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A est hémicontinu. En effet soient u,v,w € V et A € R.

Montrons que la fonction de R dans R:

A= (Alu+ ), w) :/

d(m, V(u+ )w)) Vuw
0

est continue. Soit A € R fixé et soit {\, fune suite de R convergeant vers A. Posons
folz) = &(x, V(u+ )\nv)> NVw
Comme a est de Carathéodory et A\, — A dans R, on a:
d(x, V(u+ )\nv)> — d(x, V(u+ )\v)) p.p dans

et comme

d(:z:,V(u+)\nv)>.Vw < C{|Vu+)\an|p_l+ao}.|Vw\
< G{IVul 4 VP g bV

< C{|Vu|p_1 + |[VolP~! + ao}.\Vw|

avec C, = C'max{1,2°7?} puisque la suite {\,} est bornée, il résulte alors du

théoréme de convergence dominée de Lebesgue que

lim (A(u + A\v),w) = (A(u + \v), w)

n—oo

d’ott ’hémicontinuité de A

A est strictement monotone : Soient u,v € V avec u # v, d’aprés a,.3), on a

(Au — Av,u — v) :/

Q

[d(:p, Vu) — a(z, Vv)} . [Vu — Vv} >0

Donc, d’aprés le théoréme(2.6) pour tout f € W’l’p/(Q), il existe u € W, () tel

que Au = f
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ie.,

{ Joale, Vu). Ve = (f,¢), Ve WyP(Q)
u € WyP(Q)

Montrons que u est unique. Supposons l'existence de u; et uy tels que :

[TV = (1), VoW (@) i=1.2
Q

Donc par soustraction :

/ [&(l’, VU1) — &(J), VUQ)] .Vgp = 07 Vgo c Wol’p(Q)
Q

d’ol, en prenant ¢ = uy — us:

/Q [d(x, Vuy) — a(x, VUQ)] . [Vul — VUQ} —0

Cela implique, grace a (a..3),que :

[d(m, Vuy) — alx, Vug)} . [Vul - VUQ] =0 pp dans K
de sorte que Vu; = Vus p.p dans €2, donc u; = uy sur chaque composante

connexe de 2 et comme u; = uy sur J€2, on a u; = uy p.p dans §2. [ |

3.2 Opérateures pseudo-monotones

Définition 3.1 Un opérateur A:V — V'

i) On dit que A est pseudo-monotone (au sense 1) s’il est

e pour tout u, — u dans V faible avec lim,, o sup (Au,,u, —u) <0

on a

lim inf(Au,, u, —v) > (Au,,u—v), YvoeV

n—oo

i)On dit que A est pseudo-monotone (au sense 2) s’il est



CHAPITRE 3. APPLICATION DU THEOREME 2.6 29

e pour tout u, — u dans V faible avec A(uy,) — & dans V' faible et

lim sup(Au,, u,) < (&, u)

n—o0

on a

E=Au) et (Aup,u,) — (Au,u)

Proposition 3.1 Si A est borné, alors A est pseudo-monotone au sense 1 si seule-

ment st il est pseudo-monotone au sense 2

Preuve — Supposons d’abord que A soit pseudo-monotone au sens 1(mais pas

nécessairement borné). Soit u, une suite telle que w,, — u, A(u,) — ¢ et

lim sup(A(uw,), w,) < (€, )

n—ao0

On en déduit que

lim sup(A(un),u, —u) = lim sup({(A(uy,), u,) — (A(u,) —u)) <O0.

n—aoo n—aoo

Donc, par pseudo-monotonie au sense 1,il vient que pour tout v € V,

lim inf(A(u,),u, —v) > (A(u),u — v),

n—aoo

d’out en développant le crochet de gauche,

lim inf(A(u,), u,) — (§,v) > (A(u),u — v).

n—o00
Prenant v = u, on en déduit que lim,, . inf(A(u,), u,) > (£, v),d’ou
(Alun), un) — (€ u)
et en reportant dans I'inégalité ci-dessus
(& u—v) > (Au),u —v).

Prenant v = u + w, on en déduit que £ = A(u) et que A est pseudo-monotone au

sense 2.
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Supposons maintenant que A soit pseudo-monotone au sens 2 et borné. Soit u,
une suite telle que u,, — w et lim,,_,, sup(A(u,), u, —u) < 0. Soit v € V. Comme

A est borné, on peut extraire une suite telle que

Auy) =€ et (A(uy), Uy —v) = lm inf(A(u,), u, — v).

n—o0
Comme

(A(tup ), u) — (€, u), on a d’abord lim, o sup(A(u,),ul,) < (£,u). Donc, par
pseudo-monotonie au sense 2, il vient que £ = A(u) et (A(u),),u.,) — (A(u),u). On

voit donc que
(A(u)),ul, — vy — (A(u),u — v)

rn

donc A est pseudo-monotone au sense 1 [ ]

Proposition 3.2 Si A:V — V' est borné, hémicontinu et monotone, alors A est

pseudo-monotone (au sense 1).

Preuve —

a) Soit {u;} une suite convergeant faiblement vers v dans V.Supposons que

lim sup(Au;, u; —u) <0

Jj—00

Si A est monotone,on a

lim (Auj,u; —u) — 0 (3.1)

j—0o0

En effet,la monotonie de A et la convergence faible de {u;} vers u implique que

(Auj,u; —u) > (Au,uj —u) = 0 pour j— oo

Et donc

0 > lim sup(Au;, u; —u) > lim inf(Au;, u; —u) > lim sup(Au,u; —u) =0

j—o0 Jj—oo Jj—oo
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Dot (3.1)
b) pour v € V et t €0, 1], posons w = (1 — t)u+tv. On a (Au; — Aw,u; —w) de

sort que :

t(Auj,u —v) > —(Au;, u; — u) + (Aw, u; —u) — t{Aw, v — u).

Do, grace a (3.1):

t lim inf(Au;,u—v) > —t(Aw,v — u),

j—00
d’ot, en divisant par ¢ et tenant compte de (3.1):

lim inf(Au;,u; —v) > (Aw,u—v) (3.2)

j—ro0

w=(1—-tu+tv Vtel0,1]

En faissant tendre ¢ vers 0 dans (3.2), et en utilisant I’hémicontinuité, on déduit

lim inf(Auj,u; —v) > (Au,u —v), YveV

J—00

Ce qui signifie que A est pseudo-monotone au sense 1 . [ ]

3.3 les opérateurs de Leray-Lions
On travaille dans les espaces W, ?(Q). Soit F': Q x R x RN — RY une fonction telle
que

i) I’ est mesurable par rapport & z € €2, continue par rapport a (s, \) € R x RV,

i) Tl existe k € L” () et une constante C' tels que
V(z,5,0) € QxR xRY, |F(z,s,\)] < k(z) + C(|s|” " + AP,

iii) Pour x et s fixés, F' est monotone par rapport a \,
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iv) Il existe une constante a > 0 telle que
Y(z,5,A) € QxR xRN, F(x,s,\)-A>al\P.

Théoréme 3.2 L’opérateur A(u) = —div(F(z,u, Vu)) est borné, pseudo-monotone

et coercif de Wy'(Q) dans W17 (Q)

Cette famille d’opérateurs contient ce qu’on appelle les opérateurs de Leray-

Lions|9]

Preuve — Voir [9] n

Corollaire 3.1 : Si A est un opérateur pseudo-monotone(au sense 1) coercitif,

alors

VieV JueV tel que Au=f



conclusion

Dans ce travail nous utilisons le cadre théorique pour prouvons l'existence d’une
solution d’un probléme aux limites non linéaire Au = f . La méthode de la résolution

s’appelle la méthode des opérateur monotones .
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Résumé

Dans ce travail, nous prouvons I'existence d'une solution d'un probleme Au =f avec

des conditions aux limites, tel que I'opérateur A est un opérateur non linéaire. La méthode
de la résolution de notre probléme basée sur le Théoreme (2.6). Cette méthode

s'appel méthode des opérateurs monotones qui a initiée par G.Minty en 1962.

Mots clés

espace de Sobolev, monotone, pseudo-monotone, opérateur non
linéaire, equation Au =f

gadlall
s b iy e Ausf JSEall dall slag) Lielaidy 05 138 Ulee 4

1962 <l A (53 sanal) Jalall Gyl (ansi A8 lal) o3 (2.6 )i kil Lo adiad Jall 3k 5 s e Jale A Jalal)

G.Minty <k o
daalidal) cilalsl)

Ausf Aslee | bd e dele | BN AS | iy 8 ges sliad
Abstract

In this work, we prove the existence of a solution of a problem Au = f with boundary
conditions, the operator A is a nonlinear operator, thode of the solution of our
problem based on the theorem (2.6). This method is called the monotonic operator
method which was initiated by G.Minty in 1962.

Key words

Sobolev space, monotone, pseudo-monotone, operator nonlinear,
equation Au =f
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