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Introduction

Dans ce mémoire on a étudié les propriétés topologiques de 'opérateur de Nemytskii qui
est défini de la forme suivante: Ny = f (y, ¢ (y)) dans les espaces fonctionnels notamment les
espaces de Lebesgue et leur espace généralisé ’espace d’Orlicz.

Cette étude comporte plusieur information sur 'opérateur de superposition (la continu-
ité,lipshitzienne,transforme des ensemble mesurable en ensembles mesurables,...etc).Et une
technique importante ce que n’appelle linéairisation:

linéiarisation dans I’espace de Lebesgue:
f (s,w)] < als)+bluf"
et dans ’espace d’Orlicz:
lg (s,u)| < a(s)+bM (s, %)

telle que g(s,u) = N {s, % [f(s, rM_l(s,u))]} .A cet fait,on utilise cette technique pour
résoudre un type trés utile dans les domaines que soit mathématique ou soit physique,ce

sont les équations intégrales non linéaires de type Hammerstein

o (z) = f(o)+ / k(e y) f (9,0 () dy

Notre travail est organisé(partagé)en trois chapitres.

le premier chapitre ,est consacré de définition les espaces fonctionnels: Lebesgue et Orlicz.

Le deuxiéme chapitre est trés important car il est consacré aux propriétés de 'opérateur
de superposition dans les espaces de lebesgue LP (€2) et orlicz L¥ (2) .

Dans le troisieme chapitre,on résoudre 1’équation de Hammerstein dans l'espace de
lebesgue L? (Q2) et démontrer I'existence et 1'unicité de la solution de cette équation .avec

une solution numérique a ses équations et leur comparaison avec les solutions exactes.



Chapitre 1

Les espaces de Lebesgue et Orlicz

Dans ce chapitre , nous présentons quelques définitions et théorémes sur les espaces de

Lebesgue L? () et Orlicz L¥ (2) qui 'on utilisera dans le chapitre qui suit.

1.1 Espace de Lebesgue L? (1))
Définition 1.1.1 Soit p € R, 1 < p < 00.0n appelle espace de Lebesque L (2) ,l’espace
L (Q) = {f : Q — R, f mesurable et /|f\pdu < oo}

Pour toute fonction f € LP () ,on pose

1/p

£ = ([ 17 @F duto)
Définition 1.1.2 L’espace de Lebesgue L™ () est défini par
L= (Q)={f:Q =R, f mesurable et 3 C >0 tel que |f (x)| < C pn—pp}
Pour toute fonction f € L™ (Q2),on pose

[fllze = inf{C <0,|f(z)| <C pu—pp}



1.1. Espace de Lebesgue L* (£2)

1.1.1 Inégalité de Holder

Nous allons voir maintenant une inégalité tres utile :I'inégalité de Holder.

Définition 1.1.3 Pour 1 < p < oo,l’exposant conjugué de p est le nombre q > 1 vérifiant
% + % = 1.0n notera que p = 2 < q = 2 (et d’ailleurs c’est le seul cas ot p et q sont

tous les deuz entiers) ,que ¢ — 400 < p — 1 et q — 1 & p — +oc. Onaquiet

(-1 (p-1)=1

[ay

Théoréme 1.1.1 (inégalité de Hélder)Soit 1 < p < oo,et ]l) + % = 1.Alors pour toutes

onctions mesurables f,q: Q — R positives ,on a:
g +

s (o) (o)
/Qfgdué (/Qdeu)m (/Qg%lu)l/z.

s’appelle l'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Pourp=2:

Corollaire 1.1.1 Pour 1 <p < oo et % + % = 1,0n a:
ferr(Qetge L1(Q) = fge LYQ)
et:
1fglly < £, gl -

Preuve. ( Iinégalité de Holder)

1)Réductions

oSi [|f[|, = 0, alors Jo fPdp = 0, et comme f >0, on a f? =0 pu — pp.alors fg=0 p —
pp.et fQ fgdp = 0. L’inégalité est donc vérifiée dans ce cas.

De méme ,si [|g|, = 0.

On peut donc supposer || f[|, > 0 et [|g[|, >0 .

e L’inégalité est alors évidente si fQ fPdu = +o00 ou si fQ g%dp = 400 (car ,comme on a
supposé les intégrales > 0,le produit sera +oo ). On peut donc supposer qu’elles sont toutes
les deux < +o00 (c’est-a-~dire que f € LP(Q2) et g € LI(12)).

oll suffit de plus de montrer I'inégalité lorsque | f|[, = [lgll, = 1.En effet ,pour f,g

arbitraires avec 0 < || ||, < +o0 et 0 < [|g||, < +o0,si I'on pose:



1.1. Espace de Lebesgue L* (£2)

1 1
fi=—f et g1 =779,
1 £1l, lgll,

ona | fill, = llgll, =1 et alors:

Jutodi = oy (161, (lall, ) di = 1171, gl Jy Frand
1/ 1/
< £, glly (o Frdn) ™ (Jo gid) ™ = 11£1L, gl -
2) Preuve proprement dite. On suppose donc [|f]|, = [|g[|, = 1.On utilisera le lemme

suivant.

Lemme 1.1.1 511 < p,q < 400 et %+% = 1,0n a pour tous nombres réels positifs a,b > 0 :

aP b
ab < —+ —.
p q

Ce lemme reste vrai ,de facon évidente si a = +00 ou b = 400 .On a donc ainsi:

flz)g(z) < @ + @,Vm € 0.

11 suffit alors d’intégrer pour obtenir:

Jo fodu < fo Ldp+ fo Edp

1.1.2 Inégalité de Minkowski

Théoréme 1.1.2 Pour 1 < p < oo,on a,pour toutes fonctions mesurables f,g: € — R ou

C
1/p 1/p 1/p
Pa Pd Pq .
(/Q\f+g! u) s(/ﬂm u) +(/Qrg1 u)

Pour f,g € LP (Q) ,cette inégalité s’écrit:

1f +gll, < I1F1l, + llgll,



1.1. Espace de Lebesgue L* (£2)

Preuve. Si [, |f|" du =400 ousi [, |g]” du = 400,l'inégalité est évidente ;on peut donc
supposer que f,g € LP () .D’autre part,on peut aussi supposer que ces deux intégrales ne
sont pas nulles car sinon f ou g serait nulle u-presque partout,et alors,f + g serait égale
[-presque partout a f ou a g ,et I'inégalité serait,la aussi ,évidente.

On écrit alors:

f+g _ /11, foy llgll, g
Il +lgll,  — Wfl+lgll, 1F,  Ifl+gll, gl
ftg <« Ml g, gl gl
Il +Hlgll, = WFl+lgll, 1A, 1+l Tl

La fonction = +— 2 étant convexe,on a [ax + (1 —a)y]’ < az? + (1 — a) y? pour tous

z,y > 0 et 0 < a < 1.Par conséquent (en utilisant ceci avec a = || [, / <||f||p + ||g||p>> :

f + gl I, 1f17 lgll,  lgl”
P = W7, + ol AR AT, + Tl Tl
(171, + llgl,) p T llglly 171 11, gl Nl

En intégrant,on obtient:

p P p
I+l A A P T
(171, + gl )’ 19+ 17 ™ 7T, -+ ol Ty

ce qui est I'inégalité de Minkowski. m

1.1.3 Complétude des espaces

Théoréme 1.1.3 (théoréme de Riesz-Fisher.) Pour 1 < p < oo ,l’espace vectoriel

normé LP () est complet :c’est un espace de Banach.

Preuve. C’est presque la méme que dans le cas p = 1.
+o00

Soit f, € L7 (1) telles que »_ || full, < +oo0.
n=1

Posons :

(@)=Y [lfal@)ll, < +oo,

et
on (@) =D [ fal@)].

Puisque [|[|, est une norme (inégalité¢ de Minkowski),on a:

N
lonll, < Xl -
n=1



1.1. Espace de Lebesgue L* (£2)

Appliquons le Lemme de Fatou (puisque ¢? = th T )
——+00

fQ ©Pdp < liminf fQ Ohdp = hm 1nf ||80NH

N— 400

< hm1nf<2||fn||) (zlnfnnp) <+

Il en résulte que P est p-intégrable et donc,en particulier,que ¢ ()’ < 400 pour p-
presque tout = € Q. Alors ¢ (z) < +00 pour p-presque tout z € .

Cela signifie que,pour ces z ,la série Y f, (z) est absolument convergente.A fortiori ,elle
n

converge,et I’on peut donc poser ,pour ces x:
+oo
=2 _Jal@)
n=1
(et f(z) = 0 pour les autres) .Alors f : @ — R ou C est mesurable ,et:
Z fa

p +
fQ dp = fQ dp < fQ < |f‘)
n=N+1 n=N+1

Jolo—on)du — 0,

N
f - szlfn

par le Théoréme de convergence dominée,que I'on peut utiliser car:

N p
(p—on)" = 0

et:
(o —on) | = (p—on) <P e L' (D),

en utilisant le fait que ¢y > 0.

N p
f—=>ful dn < 4+00,au moins pour N assez grand

n=1

Cela prouve en particulier que fQ

N
et donc que f — > f, € LP (), ce qui entraine que f € LP () .Ensuite,cela prouve que

n=1

—  0,et cela termine la preuve. ®m
» N—+o0

N
’f_ ;lfn

Cas particulier important p=2.

Pour f,g € L*(2),on pose ,dans le cas réel:

(f/g) = /Qfgdu

et,dans le cas complexe:



1.1. Espace de Lebesgue L* (£2)

(f/g) = /Q f7du

On pose de plus (f/g> =(f/9g).
Cela définit un produit scalaire sur L? (), et H f H = ( flf ) .Le Théoréme de Riesz-
2

Fisher assure alors que

L*(Q) est un espace de Hilbert.

Corollaire 1.1.2 Si p est une mesure positive bornée : () < 400, alors ,on a pour

1<p <py<o0:

1

1f1L, < ()55 ||f],, ,Vf € L7 (9).

En particulier,si pi (2) < 400;

1<pi<py<oco= LP(Q)C L (Q)CL"(Q).

Preuve. Soit p = py/p1; on a p > 1.Alors ,avec % =1- ]13 =1- i—;,l’inégahté de Holder
donne:
Ifl = S lfI" du= Jo|fI” Tdu
1/ 1/ 1-21
< (o lFIPTdp) ™ (o 10%dp) " = || FIIp, ()7 7=
|

Définition 1.1.4 Pour tout 1 < p < oo,||||,, est une norme sur L* ().

Théoréme 1.1.4 (Miintz) Soient C ([0,1],R) lespace des fonctions continues de [0, 1]
dans R et a,,n > 0,une suite strictement croissante & valeurs positives .Alors ,l’espace

vectoriel

E =wvect(fn(x) = x%;n > 0)

est dense dans C ([0, 1],R) dans pour la norme ||.|| 2 st seulement si et la série de terme

s . —1 7
générale o, " diverge.



1.2. Espace d’Orlicz

Théoréme 1.1.5 (Théoreme de représentation de Riesz)Soient (2, F, ju) un espace mesuré
1 < p < o0, q lexposant conjugué de p et ¢ : L () — R une forme linéaire. Alors il existe

une unique fonction u € L7 (Q) telle que

(p.f) = / ufdu pour tout f € LP ()
Q

De plus,|[ull o = @]l -

1.2 Espace d’Orlicz

Les espaces d’Orlicz ont été présentés la premiére fois en 1931 par le mathématicien polonais
W. Orlicz et plus tard a été baptisé du nom de lui.

Dans cette section on expose les propriétés générales

Définition 1.2.1 (a) Soit I un intervalle dans R.puis f : I — R est convex si pour tout
r,y €l et
a €01 flar+ (1 -a)y) <af(z)+ (1 —-a)f(y)

se tiennent .si l’enegalite est strict pour tout x # y et a € (0.1), alors f est strictement
convexe.
(b) Uinegalite 1.2.1 est renversée, puis [ serait concave.si elle est strict pour tout x # y

et a € (0.1), puis [ serait strictement concave
N-fonction

Définition 1.2.2 Soit ¢ (u) = |u|’ : R — R une fonction,telle que:
(i) ¢ est paire ,convere et continue,
(i))Vt>s>0,¢(t)>¢@(s)>0,

(iii) im#2 = 0 et lim £ = oo

La fonction ¢ est appelée fonction de Young ou N-fonction

Définition 1.2.3 (Définition équivalente)

Une fonction o (u) s’appelle N-fonction s’elle admette la représentation



1.2. Espace d’Orlicz

ot la fonction p(t) est continue pour t > 0, positive pour t > 0 et non décroissante qui

vérifiée les conditions

p(0) = 0,p(c0) = limp(t) = 0o (1.2.1)

t—o0

Définition 1.2.4 Soit la fonction positive p(t),t > 0,continue & droite pour t > 0, crois-
sante est satisfaite la condition (1.2.1).0n définit la fonction q(s),(s > 0) par l’égalité

— sint. 1.2.2
q(s) sint (1.2.2)

La fonction q est dite fonction conjuguée de la fonction p.

Définition 1.2.5 Si ¢ est une N-fonction ,alors la fonction conjuguée (duale) 1): [0, 00] —
[0, 00], est définie par
¥ = sup{zy — p(z)}. (1.2.3)

Exemple 1.2.1 Soient Myet My deux N-fonctions

1.M;(u) = %, a > 0,00 p(t) = M;(t) = t*L,(t > 0), donc q1(s) = s"71(s > 0) avec
é + % = 1. Alors la fonction conjuguée est
_bl”

g

2.My(u) = explul — |u] — Low po(t) = My(t) = exp(t) — 1 (t > 0) done gx(s) =

|v]
Nl(z/):/o q1(s)ds

In(s 4+ 1),(s > 0).Alors la fonction conjuguée est

[v]
Ny(v) = /0 q@2(s)ds = (1 + |v]) In(1 + |v|) — |v|. (1.2.4)

Inégalité de Young
Nous utilisons la ligne du raisonnement habituellement utilisée dans la dérivation de

linégalité de Holder,géométriquement il est clair que linégalité suivante est vérifiée

uv < M(u) + N(v) (1.2.5)



1.2. Espace d’Orlicz

Remarque 1.2.1 On déduit d’aprés (1.2.5) linégalité
N(v) > uv — M(u),
et par conséquent on a

N(v) = max [u|v| — M(u)]. (1.2.6)

u>0
La formule (1.2.6 )est une définition de N-fonction complémentaire de M.

La condition A,

Définition 1.2.6 On dit que la N-fonction M (u) satisfaite la condition Ay, s’il existe une

constante k > 0 telle que
MQ2u) < kM (u), (u > ug) (1.2.7)

pour une valeur positive de uyg.
Remarque 1.2.2 On le voit facilement que nous avons toujours k > 2 on a
M (2u) > 2M (u) pour u # 0.

Exemple 1.2.2 1-La fonction M(s) = |s|In (|s| + 1) est satisfaite la condition Ay.En effet

,on peut vérifier que M est N-fonction et on a
a: k=4.
2- On a aussi ,la fonction M(s) = ]13 |s[” ,pour p > 1 est vérifiée la condition Ay.En effet,

onak=2P

1.2.1 Les classes des espaces d’Orlicz
Définition 1.2.7 L’ensemble de toutes les fonctions mesurables f: Q — R.telles que
[ @(f1du <o
Q
est noté par L?(1).
Remarque 1.2.3 I- Z”(u) l’ensemble des classes des espaces d’Orlicz.

2- Les classes d’Orlicz L¥ne sont pas des espaces vectoriels.

10



1.2. Espace d’Orlicz

Exemple 1.2.3 On considére Q = ]0,1[ et ¢(t) = expt, alors la fonction u(z) = —3Inz

appartient a Z‘P,mais la fonction v(z) = 2u(z) = —Inz , n'appartient pas.

Définition 1.2.8 Soit L?(u) Uensemble,présenté dans la définition (1.2.6),sur un espace
de mesure arbitraire (Q, %, 1) .Alors Uespace L?(p) de toute fonctions mesurables f: € —

R, telle que of € z“’(,u) pour o > 0,s’appelle l’espace d’Orlicz. Autrement dit
L¥?(p) = {f: Q — R, measumble;/ O(af)dp < oo pour a > 0} (1.2.8)
Q

Nous inclurons maintenant deux propriétés supplémentaires liées aux espaces classiques

de Lebesgue L'(u) et L>(u),dépendant la détermination de la théorie de Iespace d’Olicz.

Proposition 1.2.1 (a) Soit
(1)L} = U{Z:” (1): ®portée sur toute N-fonctions},
(11)L>®° = U{E%/” (n): ® portée sur toute N-fonctions}.

(b) St (2,3, p)un espace mesuré et (®,V) couple de N-fonctions complémentaire, alors
Ll(u):ﬁ.ﬁ ou L#. LV = {f.g:fefﬂ/"(u),geﬁ}.

Définition 1.2.9 Soit ®(u) une N-fonction.On note par L?() la classe de ces fonctions

valeurs réelles,définie sur €2 ,par

plu; @) = / & [u(e)] du < oo.

1- Les fonctions qui est différentes seulement sur un ensemble de la mesure zéro ,noteront
sotent considérées distinct.

2- La classe L#(Q) s appelle classe d’Orlicz,nous écrirons L? au lieu de L#(9) .

3-Toutes les fonctions bornées,mais non toutes les fonctions sommables, appartiennent
a L¥.

4- On le voit facilement que chaque fonction dans la classe L% est sommable.

Comparaison de classes
Les Classes d’Orlicz L#1 et Z‘P2,qui sont déterminées par des N-fonctions distincte ¢, (u)

et y(u),est généralement distincte.

11



1.2. Espace d’Orlicz

Théoréme 1.2.1 L’inclusion suivant
L‘Pl C L‘P2
est vérifié si et seulement si ,s’il existe des conctantes positives ug et a telles que

pa(u) < apy(u), (u > uo)

Remarque 1.2.4 En déduit de théoréme ci-dessus que les deux fonctions ¢, et p, déter-
miner la méme classe d’Orlicz,si et seulement si,s’il existe des constantes positives a ,b et

ug telles que

apsy(u) < pr(u) < bpy(u), (u = uo) (1.2.9)

1.2.2 La norme de lespace d’Orlicz L¥((2)

La norme d’Orlicz

Définition 1.2.10 Soit (2,3, 0) un espace mesuré.
Soientu: @ — R une fonction mesurable et (p, 1)) couple complémentaire,de N-fonctions,

alors on définit la norme d’Orlicz ||.|| , = w— |ull , ,par

=l =sup { [ Juids [ w0ydn <1}, (1.20)

Les assertions juste prouvées mous permettrons de présenter la norme d’Orlicz dans

lensemble L¥ a laide de légalité suivante:

/Q w(@)v(z)dz] .

Jull, = sup (1.2.11)

p(vY)<1
D’apreés la définition la norme ci-dessus,est que satisfaite les axiomes habituels:
1-[|ul|, = 0 ssi u(z) =0 p.p;
2-|laull, = alull,;
F-lJur + wall, < fluall, + [luzll, -

L’ensemble L¥ devient un espace linéaire normé qui s appel lespace d’Orlicz.

Proposition 1.2.2 La formule (1.2.11) définie une norme dans L¥.

12



1.2. Espace d’Orlicz

La norme de Luxemburg
Lensemble L¥peut étre transformé en espace de Banach & l'aide des normes distinctes de
la norme présentée ci-dessus.

Considérerons une telle norme qui a été étudiée en détail par Luxembourg([4]).

Définition 1.2.11 Soient ¢ une fonction de Young et u une fonction mesurable définie sur

Q ,le nombre
. 1
Jull =l = inf{k > 0; [ ol Jual)do < 13

est appelé la norme de Luxemburg de .
Remarque 1.2.5 On peut noter,par
Jull, = inf %,
ou le minimum est sur tout k > 0,tel que
M%¢%=A¢F%QLMSL
La norme de Amemiya

Définition 1.2.12 Soient ¢ une fonction de Young et u une fonction mesurable définie sur

Q ,le nombre
ol A — i X
fully =l = mig (1 + [ fru)) o)

est appelé la norme de Amemiya de u.
Théoréme 1.2.2 Soit p(u) une N-fonction arbitraire, avec u(x) € L?,alors la formule
=i f1 k d
umu—g@u+§f[w@]m
est valide.
Théoréme 1.2.3 Soit u € L¥(2),alors

[ully < flully < 2 lull; -

13



1.2. Espace d’Orlicz

Remarque 1.2.6 Dans le papier ([4]) les auteurs que la norme de Amemiya et d’Orlicz

sont éqgales.
Inégalité de Holder

Théoréme 1.2.4 Soit (p, 1) le couple complémentaires de fonctions de Young.

Siue L?(Q) etv e LY (Q),alors u,v € L' (Q) et

/Q\U(x)v(fv)\ dz < lull, [[vll,

1.2.3 Complétude des espaces

Théoréme 1.2.5 Les espaces d’Orlicz LY sont complets ,i.e.,sont des espaces de Banach.

Convergence au moyenne
Nous disons que la suite des fonctions w, () € L? (n=1,2,---) est convergente au

moyenne vers la fonction uy € L? si

lim [ ¢[u, (z) —ug (z)]dz = 0.

n—oo 0
Drapreés linégalité p (u; ) < [lull, que chaque suite uy, (z),(n =1,2,---) converge en
norme dans lespace L¥ vers une fonction ug () est également la convergence au moyenne

vers ug (x) .Linverse,d’une fagon générale n’est pas vraie.

Théoréme 1.2.6 Soit ¢ une N-fonction satisfaite la condition As ,alors la convergence en

norme équivalente & la convergence au moyenne.
Remarque 1.2.7 pour chaque fonction u(x) € L¥ nous avons
[ull, = sup |(u,v)] < p(u;p) +1. (1.2.12)

p(vsi)

Linégalité (1.2.12)aussi s’appelle inégalité de Holder.

1.2.4 L’espace E¥

Définition 1.2.13 On note par E¥ la fermeture dans L¥de l’ensemble de fonctions bornées.
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1.2. Espace d’Orlicz

1.2.5 Critéres de compacité

Critére de Vallée Poussin
Nous nous rappelons qu'une famille  de fonction ¢ (x) équi-continue absolument en

intégrale ,si pour un € arbitraire et un h > 0 peut étre trouvé,tels que ,on a

[le@ldr <

pour toutes les fonctions dans la famille & ,ou mes ¢ < h.
Le critere général pour I'équi-continue absolument en intégral d’une famille des fonctions

est donnés par le théoréme suivant.

Théoréme 1.2.7 (de Vallée Poussin) Soit o(u), (0 < u < 00) une fonction monotone et

croissant qui satisfaite la condition

lim o (u) =

n—oo u

Supposer que u(x) une fonction d’une certaine famille de R,lintégrale de fonction ¢ [|u (x)|]

est uniformément bornée

/ﬂgp[[u(a:)|]dx§A<oo,u(x) € R

Alors la famille R est équi-continue absolument.

Critére de compacité de Kolmogrov pour l’espace E¥
Une famille R des fonctions de 'espace E¥ est compacte si et seulement si,les conditions
suivantes sont satisfaisantes
(1) flull, < A, u(z) e R
(ii) Pour & > 0 arbitraire,et un § > 0 peut étre trouvé,tel que r < §,implique ||u — uT‘”(p <

¢ pour toute les fonctions du famille .

Théoréme 1.2.8 On suppose que le N-fonction ¢ (u) satisfaite la condition As.
La condition nécessaire et suffisante qu’une famille de fonctions ® C L¥ = L¥ est

compacte,s’il est les deux conditions suivantes soient satisfaisantes:

15



1.2. Espace d’Orlicz

(i) Jqelu(x)de < Au(x) e R

(ii) pour un € > 0 arbitraire,et un § > 0 peut étre trouvé,tel que
/go[u(a:) —u, (x)]dr < e
Q
pour toute les fonctions du famille R.

Critére de Riesz pour la compacité des espaces E¥

Nous donnerons un critére pour la compacité pour qu’'une famille de fonctions dans E¥

Théoréme 1.2.9 Une famille R de fonctions dans lespace E¥ est compacte si seulement

si,les deux conditions suivantes soient satisfaisantes:
(i) lull, < A, u(z) € R

(ii) Pour un € > 0 arbitraire,et un § > 0 peut étre trouvé, tel que d(h,0) < §,alors

|u(z 4+ h) —u(z)||, <&, pour tout u(z) € R

16



Chapitre 2

L’opérateur de superposition

Dans ce chapitre , nous présentons quelques propriétés topologiques de 'opérateur de su-

perposition dans les espaces de Lebesgue L (§2) et Orlicz L? ()

Définition 2.0.14 Soit la fonction f: Q) xR — R, on dit que f est satisfaite la condition
de Carathéodory,si
(i) La fonction x — f(z,y) mesurable dans l’ensemble ), pour y € R

(ii) La fonction y — f(x,y) est continue dans R, pour x € Q

Définition 2.0.15 Soit la fonction f : Q) X R +— R, satisfaite la condition de Carathéodory,
alors pour chaque fonction x (s) étant mesurable sur ’ensemble S , nous définissons 'opérateur

F' de superposition comme
(Fz)s=f(s,x(s)) .s€Q

L’opérateur ' s’appelle aussi 'opérateur de Nemytskij

2.1 Propriétés de l'opérateur de superposition dans
I’espace de Lebesgue L7 ((2)

Théoréme 2.1.1 L’opérateur de superposition F' est généré par 'application f de L,dans

L, si seulement si il existe une fonction a € L, et des constantes b > 0, > 0 tels que

1f (s,u)| < a(s)+bluf’ (2.1.1)
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2.1. Propriétés de I'opérateur de superposition dans I'espace de Lebesgue LP (Q2)

pour tous les (s,q) € Q x R tels que
A(s) <6, pu(s)|ulf <oP. (2.1.2)
Preuve. Pour la preuve voir [1]. m

Théoréme 2.1.2 Si I application de L, dans Ly, alors I est localement borné si et seule-

ment si la fonction f(s,.) est borné pour chacun s € €.
Preuve. Pour la preuve voir [1]. m

Théoréme 2.1.3 Si F' application de L, dans L, , alors F' est borné sur les ensembles
borné si et seulement si pour chacun r > 0 il existe une fonction a, € Lyet une constante
b, > 0 tels que |f(s,u)|? < a,(s) + b, |u|’ soutient pour tous les (s,u) € Q x R tels que

w(s) |ul’ < rP D’ailleurs, évaluation suivant.
pp (r) < wvg (r) < |FOl, + 3pp (1) (2.1.3)

se tient,par pp (r) = p(F, B,) = sup ||[Fz| et vy (r) =inf {||la,|, + brP}.

]| <r

Preuve. Pour la preuve voir [1]. m

Théoréme 2.1.4 Soit f une fonction admissible, et supposer que la superposition opérateur
F est généré par Uapplication f dans 'espace Ly.Alors la fonction de growth pp(r) =

p(F,B,) = sup |Fz| de F est donné par

]| <r

| Fw, ||, if r<r,,
pp(r) = (2.1.4)

lim [|[Fw,l|, if r>r.,
e—0

la ot w, € W, et w,, € W, ,arbitraire. D’ailleurs,légalité

pp (r) = vy (r) (2.1.5)

se tient,on

vy (r) =inf{[lall; + b, : | f(s,u)] < a(s) +blul} (2.1.6)

Preuve. Pour la preuve voir [1]. m
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2.1. Propriétés de I'opérateur de superposition dans I'espace de Lebesgue LP (Q2)

Théoréme 2.1.5 Soit f une fonction sup-mesurable, et supposer que la superposition opéra-
teur F' est géneré par Uapplication f dans l’espace Ly , ot la mesure fondamentale p est
atomique.Soit f Uopérateur admissible majorant de f, et F ol ‘opérateur de superposition
généré par [ dans Ly .Puis pi (1) = pp (r) et Ve r (r) = vy (r) ;par conséquent, (2.1.5)

se tient.
Preuve. Pour la preuve voir [1]. m

Théoréme 2.1.6 Soit f une fonction sup-mesurable, et supposer que l’opérateur de super-
position F' est généré par Uapplication f de L, dans L,. Alors les trois conditions suivantes
sont équivalentes :

(a) F est absolument borné

(b) Pour chacunr > 0 il existe une fonction monotoniquement croissante ®,. dessus [0,00)
tels que @ est une fonction croissant non négative sur [0,00) tels que 7}1_{210 @ = 00 prises, et
Uopérateur de superposition F, est généré par la fonction f, (s,u) = ug () @, [| f(s,u)| uo (s)_l]
(avec vy une unité arbitraire dans L, ) est borné sur la boule B, (L,) .

(¢) Pour chacun r > 0 et € > 0 un peuvent trouver une fonction a. € Ly tels que
[ (s, u)|” < ac(s) +elul” (u(s) [ul” < rP). (2.1.7)
Preuve. Pour la preuve voir [1]. =

Théoréme 2.1.7 Soit f une fonction sup-mesurable, et supposer que la superposition opéra-
teur F' est généré par Uapplication f de L,dans L,.Est ' alors continu si et seulement si f

est sup-équivalent a une certaine fonction de Carathéodory.
Preuve. Pour la preuve voir [1]. m

Théoréme 2.1.8 Soit f une fonction sup-mesurable, et supposer que la superposition opéra-
teur I est généré par Uapplication f de Lydans L, .Est F' alors uniformément continu dessus
ensembles borné si et seulement si pour chacun € > Oetr > 0 un peut trouverb. >0, > 0 et
ac € Ly avec [la ||, < € tels que |f(s,u) — f(s,0)] < ac(s) +e¢ <|u|p/q + |U|p/q> T
se tient pour p(s)|ul® < rPu(s) v’ < 1P et p(s)|u—v|? < 6° D’ailleurs, l’évaluation
suivante:

wr (1,0) < vy (r,6) < (1+ 2" wpe (r,6) (2.1.8)
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2.1. Propriétés de I'opérateur de superposition dans I'espace de Lebesgue LP (Q2)

se tient,par wr (1,9) oi est définiwy (r.6) = sup {|| Fars = Faea|  [les| < . [ < 1 Jay = o] < 6)
et v (r,9),prés vy (r,d) = inf {Haqu + 2Pl 4 beép/q}

Preuve. Pour la preuve voir [1]. =

Théoréme 2.1.9 Soit f une fonction sup-mesurable, et supposer que la superposition opéra-
teur F' est généré par Uapplication f de L, dans L, .Est F' alors faiblement continu st et

seulement si la restriction de €. x R satisfait
f(s,u) ~a(s)+b(s)u(s € Qe,u€R), (2.1.9)
aveca € L, etb e L,/L, , et la restriction de f a Qq xR est une fonction de caratheodory.
Preuve. Pour la preuve voir [1]. m

Théoréme 2.1.10 Soit f une fonction de Caratheodory, et supposer que la superposition
opérateur F' généré par Uapplication f de L, dans L, .Alors les trois conditions suivantes
sont équivalent :

(a) L’opérateur F satisfait une condition de Lipschitz
[ Fay — Faol|, < k(r) |21 — 22|, (1,22 € B, (Ly)) . (2.1.10)

(b) Donné deux fonctions x1,x, , on peut trouver une fonction ¢ € By (Lqg/Lyp) tels que
Fry(s) = Fag (s) = ((s) [21(s) — 22 (s)] prises.

(¢) La fonction f satisfait une condition de Lipschitz
[f(s,u) = f(s,0)| < g(s,w) fu—v] (Jul,|v] Sw), (2.1.11)

la ot la fonction g produit d’un opérateur de superposition G qui applique la boule
B, (Lp)dans la boule Byy (Lq/Ly) .D’ailleurs, dans le cas p = q (p < q , respectivement) la
fonction g dans (2.1.11) est essentiellement est lié (identiquement zéro, respectivement).En

conclusion, dans le cas p > q , chacun les conditions ci-dessus est équivalente a les suivantes
(d) Pour chacun X\ > 0 , il existe une fonction ay € Ly tels que c(p) = sup ||ay||; < o0
A>p
(p>0) et

1f(s,u) — f(s,0)|" < X%y (s) + NP7 |u—v]”. (2.1.12)
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2.2. Propriétés de I'opérateur de superposition dans 'espace de Orlicz L¥ (Q2)

l’état de Darbo
ay (FN) <k(r)a,(N) (N C B, (L)),

la ot «y, dénote la mesure de Hausdorff de noncompactness oo (N) = inf{r : r > 0, N C
B, (X) + ¢, cfinite} dans Uespace L,.Puisque 'espace de Lebesgue L, est a- nondegenerate

pour 1 < q < oo,
Preuve. Pour la preuve voir [1]. m

Théoréme 2.1.11 Soit f une fonction de Caratheodory, et supposer que la superposition
opérateur F' est généré par Uapplication f de L, dans L, .Puis l’état de Lipschitz (2.1.10)
et l’état de Darbo oy (FN) < k(r)a, (N)(N C B, (L,)) sont équivalent.

Preuve. Pour la preuve voir [1]. m

2.2 Propriétés de l'opérateur de superposition dans

I’espace de Orlicz L¥ ()

Lemme 2.2.1 L’opérateur de superposition F' est généré par certains sup-mesurables l'application
f de la boule B, (Lys) dans la boule Bg (Ly)si et seulement si la superposition opérateur G

est généré par la fonction

g(s,u) = N {s,% [f(s,er(s,u))]} (2.2.1)

Uapplication de la boule d’unité By (L) dans elle-méme.
Preuve. Pour la preuve voir [1]. =

Théoréme 2.2.1 L’opérateur de superposition F est généré par l'application f de la boule
B, (Lyr) dans Uespace Ly si et seulement si il exist R > 0,6 > 0,e > 0,b>0 et a € Ly tels

cela

N(s, }l% Fls,u) < a(s)+bM (5,2) (2.2.2)

pour satisfaire (s,u) € Q X R tout X (s) <€ et pu(s) M (s,u/r) < 9§
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2.2. Propriétés de I'opérateur de superposition dans 'espace de Orlicz L¥ (Q2)

Preuve. Pour la preuve [1]. =

Théoréme 2.2.2 Soit f une fonction sup-mesurable, et supposer que le domaine de la
définition D (F) de lopérateur de superposition F , produite prés f et considérée en tant
que l'opérateur entre les deux espaces d’Orlicz Ly et Ly, a les points intérieurs. Alors F' est
borné dessus chaque boule contenue dans D(F') si et seulement si, pour chacun s € Q4 , la

fonction f(s,.) est borné sur chaque intervalle borné dans R.
Preuve. Pour la preuve voir [1]. m

Théoréme 2.2.3 Soit f une fonction sup-mesurable.L’opérateur de superposition F' est
généré par f est borné de la boule B, (Ly) dans Uespace Ly (I’espace Ey, respectivement)
si et seulement si pour certains R > 0 (pour tous R > 0 , respectivement) la relation (2,2,2)
prises pour presque tous s € §) avec p(s) M (s,u/r) < 1, et certains a € Ly et b > 0
D’ailleurs, les (2.1.3) prises d’évaluation ot pp (r) est défini par pp(r) = p(F,B,) =
sup ||[Fz|, et vs(r) = inf{||a.||, + b7} dénote Uinfimum de tous les R > 0 tels que

]| <r

(2.2.2) se tient avec ||al|, < letb<1.
Preuve. Pour la preuve voir [1]. =

Théoréme 2.2.4 Soit f une fonction sup-mesurable. Puis [’'opérateur de superposition F
généré prés f est absolument borné de la boule B, (Lys) dans Uespace Ly si et seulement si
il existe une fonction monotoniquement croissante ®, sur [0,00) tels que (2.29) prises, et
lopérateur de superposition F, généré par la fonction f, (s,u) = ug (s) ®, [/ (s,u)| uo (s)_l] (avec

ug une unité arbitraire dans Ly ) est borné sur la boule B, (L) .
Preuve. Pour la preuve voir [1]. =

Théoréme 2.2.5 Soit f une fonction sup-mesurable, et supposer que l'intérieur G du do-
maine de la définition D(F') de Uopérateur de superposition F | généré par f et considéré
en tant qu’opérateur entre Ly, et Ly , non vide.Puis, si ['opérateur F est allumeé continue
G , la fonction f est allumée sup-équivalente a une certaine fonction de Caratheodory § (G).
Réciproqguement, si la fonction f est sup-équivalente & un certain Caratheodory la fonction

dessus § (G) et N € Ay, Uopérateur Fest allumée continue sur G .
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2.2. Propriétés de I'opérateur de superposition dans 'espace de Orlicz L¥ (Q2)

Preuve. Pour la preuve voir [1]. =

Théoréme 2.2.6 Soit f une fonction de Caratheodory, et Soit xo un point intérieur du
domaine de la définition D(F) de lopérateur de superposition F', généré par f et considéré
en tant qu’opérateur entre Ly; et Ly .Est F' alors continu a xy st et seulement si [’opérateur
de superposition F est généré par applicationde la fonction f (s,u) = f(s,z0(s) +u) —
f(s,mq(s)) de l'espace LY, dans l’espace LY D’ailleurs, si F' est continu a xg, F est continu

a chaque point de ensemble zo + LY, .
Preuve. Pour la preuve voir [1]. =

Théoréme 2.2.7 Soit f une fonction sup-mesurable, et supposer que la superposition opéra-
teur F' généré par l'application f de Ly, dans Ly.Est F' alors faiblement continu si et seule-
ment si la restriction de f : Q. x R satisfait (2.1.9) avec a € Ly et b € Ly/Ly, et la

restriction de f Q4 X R est une fonction de Caratheodory.
Preuve. Pour la preuve voir [1]. m

Théoréme 2.2.8 Soit f une fonction de Caratheodory, et supposer que la superposition
opérateur F généré par Uapplication f de Ly; dans Ly.Alors les trois conditions suivantes
sont équivalent :

(a) L’opérateur F satisfait une condition de Lipschitz
HFLL’l —F.Z'QHN S k(T)H[L’l —IEQHM (331,%’2 € Br (LM)) (223)

(b)Donné deux fonctions x1,x2 € B, (Ly) , on peut trouver une fonction ¢ € Byqy (Ln /L)
tels que Fxy (s) — Fao(s) = ((s) [x1 (s) — xo (8)] prises.

(¢) La fonction f satisfait une condition de Lipschitz
[f(s,u) = f(s,0)] < g(s,w) [u—v|  ([ul,[v] <w), (2.2.4)

la ou la fonction g est généré d’un opérateur de superposition G qui applique la boule
B, (L) dans la boule By (Ln/Las) -
Dans le théoréme 2.1.10, on a donné encore un autre état équivalent (d) qui peut étre

considéré comme famille de Lipschitz conditionne pour la fonction f(s,u) .Un fait semblable
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2.2. Propriétés de I'opérateur de superposition dans 'espace de Orlicz L¥ (Q2)

peut étre avéré ici :si M et N sont deux fonctions de Young avec M 3 N , tous les états de
théoréeme 2.2.8 sont équivalents a le suivant :
(d) Pour chacun A > 0 , IL existe une fonction ay € Ly tels que c(p) = sup ||ay||; < oo
AZp
(p>0) et
1
N(s,—

Lemme 2.2.2 Soit Qy = ¢, et soit M = M(u) et N = N(u)étre deux autonomes fonctions

F(s,0) = F(s,0]) < ax () + M (5,%) + M (s, M= v]) (2.2.5)

de Young.Est (Lys, Ly) alors a V' - pair si et seulement si

— N1 (1/u) -
T (1) < (2.2.6)

De méme (Lys, Ly) est a Vi -pair si et seulement si

lim 2 (/)

S T (1) <0 (2.2.7)

Théoréme 2.2.9 Soit 2y = ¢ soit f une fonction de Caratheodory, et supposer que opéra-
teur de superposition F' est généré par Uapplication f de Ly; dans Ly , ot le fonctionns
de Young M et N satisfaire la relation (2.2.7).Satisfait F alors la condition de Lipschitz
(2.2.3) si et seulement si F' est constant, c.-a-d. la fonction f ne dépend pas dessus u.

Maintenant analysons l’état de Darbo

ax (FN) < k(r)an (N) (N C B, (Ly)), (2.2.8)

la ot apy dénote la mesure de Hausdorff de noncompactness o (N) = inf{r:r >0, N C

B, (X) + ¢, c finite} dans Uespace Ly ceci finir
Preuve. Pour la preuve voir [1]. m

Lemme 2.2.3 L’espace d’Orlicz Ly, avec ou la norme du Luzemburg ou La norme d’Orlicz-

Amemiya est o - nondegenerate si Qg = .

Théoréme 2.2.10 Soit f une fonction de Caratheodory, et supposer que la superposition
opérateur ' généré par Uapplication f de Ly, dans Ly .Puis l'état de Lipschitz (2.2.3) et
’état de Darbo (2.2.8) sont équivalent.

Preuve. Pour la preuve voir [1]. m
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Chapitre 3

Application

Dans ce chapitre nous discuterons sur 'objectif de notre article dont on prouve 'existence
de la solution d’une équation intégrale non linéaire de type Hammerstein en utilisant la
technique de décomposition dans les espaces de Lebesgue et on montre efficacité de ce

résultat par des exemples numériques.

3.1 Reésoudre I’équation de Hammerstein dans espace

de Lebesgue L7 (1))

Définition 3.1.1 Dans tout ce qui suit ) désigne un ensemble mesurable de [’espace eucli-
dien.

L’objet présent est ’étude de [’équation

u(z) = / ke, y) f (. u(y))dy (3.1.1)

avec x,ydésignant des variables indépendantes. L’équation plus générale

o (z) = g(z) + / ke, 9)f (4. o(y))dy (3.1.2)

dans laquelle g(z) est une fonction connue, se raméne o [’équation (3.1.1) par la substi-

tution

u(y) = ¢ (y) — g(v), (3.1.3)



3.1. Résoudre I'équation de Hammerstein dans espace de Lebesgue LP (€2)

cette équation a été étudiée par M.M. Hamerstein.

Théoréme 3.1.1 Soit S = {u(x)} un ensemble de fonctions dans l’espace hilbertien, si l’on
a pour u € s

(i) Jqo Jo K (2,y)dzdy < L2,

(ii) sup f*(z,u(x) < D(z)

(i1i) f(z,u(z))est continue en u,alors l'opérateur

Au = k(x,y) f(y,u)dy (3.1.4)

est continu sur S dans ’espace hilbertien, ou L est une constante et D(x) est une fonction

sommoable.

3.1.1 Existence et unicité des solutions

Dans cette section on donne quelques théorémes d’existence et unicité des solutions des

équations intégrales non-linéaires,on s’intéresse aux équations de type Hammerstein.

Théoréme 3.1.2 L’équation (3.1.1) admet une solution,si les conditions suivantes sont

vérifiées:

(1) Jq Jo ¥ (z,y)dxdy < C,

(ii) f2(x,u(z)) < C(x) pour [, u?(z)dzx < K,

(iii) f(x,u) est continue en u pour fQ lu(z)|? dz < K,
(iv) C1Cy < K ou Cy = [, C(x)dx

Preuve. Considérons L ’ensemble des fonctions mesurables u(x) ,telles que

— {u(x);/ﬂ|u(m)|2dx < K}.

I'ensemble L est convexe et fermé dans I'espace hilbertien ,en vertu de théoréme (3.1.1),I’opérateur

Aulz) = [ Ko.9)f(w. )y
Q
est compact et continu dans ’espace hilbertien.

L’opérateur est évidement mesurable,puis nous avons
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3.1. Résoudre I'équation de Hammerstein dans espace de Lebesgue LP (€2)

Jo A%u(z)dx

IN

IA

<

Ja UQ k(z,y) f(y

(Jo Jo K (@, y)dady. [o f2(y

C’ng < K.

Ju(y))dy]” dx
u(y))dy) 3

D’apres le théoréme de Schauder,il existe dans 1’ensemble des fonctions {u(z) < k} une

fonction u(z) pour laquelle,on a

ulx) = / ke, y) g, w)dy,

cette fonction est la solution cherchée. m

Théoréme 3.1.3 L’équation (3.1.1) admet une solution unique,si l'on a:

i) [q Jo ¥z, y)dedy < Ch,

i) [, f2(y,u(y))dy < Cy,pour u tel que [, u(z)*dy <k,

iv) C1L =¢q < 1,
)0102<]{3

(
(
(iii) fQ (z,u1) — f(z,u9)*dv < L [, |ur — us|?* dw,pour u tel que [, u?(z)dz <k,
(
(v

Preuve. De la méme maniére du théoréme précédent,on voit que l'existence de la

solution sera démontrée.

Si nous prouverons que l'ensemble S = {u ()} des fonctions u(z) pour laquelle

/ u?(x)dr < k,
Q

la sphere S(0, k) ,se transforme en sous-ensemble,nous avons

Jo [Aus () = Ayus (2)]* dae

IA A

IN

Ja [fﬂk 2, y)(f (y, u1)

Jo Jo B (z,y da:dy Jolf
ClL fQ Uy — U/Q)Zdy

— f(y,U2))dy]2d3:

(y,u1) — f(y, uz)dy

q Jo(ur — ug)*dy, avec q < 1,

de plus cette solution est unique en vertu du principe de Cacciopoli. =

Théoréme 3.1.4 On suppose que les fonctions k(x,y) et f(y, ¢

sutvantes

27

(y)) vérifiant les conditions



3.1. Résoudre I'équation de Hammerstein dans espace de Lebesgue LP (€2)

(A1) le noyau k(z,y) est mesurable sur [a,b] X [a,b] et tel que
(2 1,7 d) ™ < My pour tout y € [a, 8],

olo<peto,p>1.
(A2) Le noyau k(z,y) est mesurable sur [a, b] X [a,b] et tel que

p—1

(f; k(z,y)| 71 dy) ™7 < My,pour tout = € [a,b].

(A3) La fonction non linéaire f(y, ¢ (y)) de [a,b] x R,dans R satisfaite la condition de
Carathéodory et telle que

2
q

|f(y, 0 ()] < ao(y) + bole(y)]«,

ou ag(y) € L7 ([a,b] ,R), by > 0 et %—l— % =1
Sous les conditions (A1),(A2),(A3)'opérateur

Ap (z) = / ke, ) (s o)), (3.15)

est de LP dans LP.

Preuve. D’apres la condition (A3),on peut écrire

@I < (Jao)l + bole W)

donc

q

st etol, = ([ \f(y,sO(y))\qdy); < ([ (1wt +wlo 1) a0

en utilisant 'inégalité de Minkovski,on a

el < (1 1aatl?) + (08 1er))

< e (lastl, +nl OIF).

Par conséquent l'opérateur f(y, ¢(y)) est un élément continu de L7 ([a, ], R).
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3.1. Résoudre I'équation de Hammerstein dans espace de Lebesgue LP (€2)

Dans 'espace LP ([a,b],R) on considére

Ap (z) =/ k(z,y)f(y, o(y))dy,

on obtient
A (2)] = | [ k(x,9)f (v, y)dy(
< [Nk y) fy. e ()] dy,
= LG 917 110 I el )7 £ 0 I dy, *
< (L W) 715 @I de) " (f )7 ) (1S D)1 dy) ™

(p—0) _ 1

Ap @] < My f o) (J 1kl 1F e )N dy)”

alors,
(p=0) (r=a) b % b
Ao @) < (M sl (42 el 70 ) )
(Plap@Pdr)’ < 257 [£we) 5" (2 ko)l £z <>>|qdyd:c)E
(p—0) % 1
< 307 el (e an)” (1500 G an))
< 37 st go<y>>u1—% M5 1. o)
e @), < 07 0] F e,

Par conséquent,l’opérateur Ay (x) est bien défini de L? vers LP par 'interpolation. m

On considére ’équation intégrale non linéaire suivante

= [ k(. 9) £ (v, 0 (v))dy,

Nous voudrons savoir quelles sont les conditions exiger dessus sur k(z,y) et f(y, o(y))

pour que cette équation admet une solution ¢ (y) € LP ([a,b]) .

Théoréme 3.1.5 On suppose que les fonctions k(z,y) et f(y, p(y)) vérifiant les conditions

suvantes

(B1) le noyau k(x,y) appartient a 'espace LP pour tout z € [a, 0]
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3.1. Résoudre I'équation de Hammerstein dans espace de Lebesgue LP (€2)

(J2 k(e ) dy)” < N (2), Vo € [a, 1]

(B2) la fonction f(y, ¢(y)) appartient a I'espace LP pour tout x € [a, b|

<f 1f(y, ey )quy> <C.

et satisfaite la condition de Lipschitz

|f (v, 01(4) — Fy, 029)| < L) |1 (v) — 2 (v)]

avec la fonction L(y) appartient a ’espace L4 avec q<np,

IJ—Q

(f | L(y |p qdy> < N,
Sous les assomptions (B1) et (B2) ,I’approximation successive
Cna (@) = [} (2, 9) F (4, 0.(1))dy,
converge presque partout a la solution de 1’équation (3.1.1) vérifier
pr NP(y)dy = N? < 1.

Preuve. Pour cette méthode,on pose ¢,(y) comme fonction identiquement nulle et

successivement

b
SOnJrl(x) = / k($’ y)f(y> @n(y))dly’ n = Oa ]-7 27 e, N,

donc ,on obtient

| onia (@) — (@) < [V 1@y 00®) = F(y, 001 (1)) dy
[Pnia(@) = eu@) < 7 1K) () |§< ¢y 1
< (kP ay)” (S1E) ™ (1 ens) = eur)l dy)’
Par conséquent
|Pnia () — @ (2)]" < Nf’(:v)Né’/ leni1(y) — 0| dy. (3.1.6)
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3.1. Résoudre I'équation de Hammerstein dans espace de Lebesgue LP (€2)

utilisons la condition ¢, (y) = 0,0n obtient

o1 (@) < NP(a (/ |fa:0|"dy) _ N(@)C,

et par (3.1.6) ,elle vient

p2(2) = 1 (@)l < N{(@)NG [ N{(z)CPdz = C"N"N{(x)
ps(x) = pa(@)l” < NP(2)NF [, CPNP(2)NPde = CPN*N{(a),

plus généralement

|ons1(2) = pu(@)]” < CPNYPNY (a0),

et d’apreés la simplification

|oni1(2) — ()| < CN""Ni(2).

Cette expression donne la suite suivante ¢, (z) et on exprime par la série

01 (2) + (02 (2) — @y (@) + - + (0, (2) — @y () + -+ -,

majorant par

Ny (z) (1+ N+ N>+ NP7t 4 )

Naturellement cette série est convergente ,et par conséquent la suite ¢, (z) converge vers
la solution de I’équation(3.1.1). m

Implémentations numériques

Dans cette section on donnons certains exemples numériques pour résoudre 1’équation
de Hammerstein,ou la fonctiony représente la solution exacte et p représente la solution

approchée.
Exemple 3.1.1 On considére l’équation intégral de Hammerstein

10p (z) + fo exp (t* + %) (¢ (1)) dt = 10z — Le—1)exp (a4,
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3.1. Résoudre I'équation de Hammerstein dans espace de Lebesgue LP ()

ou la solution exacte est ¢ (t) = t.

t

solution exacte

solution appro

Erreur

Erreur[10]

0.000000
0.250000
0.500000
0.750000
1.00000

0.000000e + 000
2.500000e — 001
5.000000e — 001
7.500000e — 001
1.000000e + 000

2.209477e — 005
2.500222¢e — 001
5.000235e — 001
7.500303e — 001
1.000060e + 000

2.209477e — 005
2.218125e — 005
2.351976e — 005
3.031818e — 005
6.005982¢ — 005

2.1462¢ — 003
2.1546e — 003
2.2846e — 003
2.9450e — 003
2.8340e — 003

Tableau 1 .Coparaison entre la solution exacte ,approchée et Ierreur [10]

Exemple 3.1.2 On considére ’équation intégral de Hammerstein

20 (x) — fol sin (exp () + x) exp (¢ (t)) dt = 20z + cos (exp (1) + x) — cos (1 + ),

avec la solution exacte esty (t) = t.

points de t  solution exacte solution appro Erreur Erreur[10]
0.000000  0.000000e + 000 —3.184043e — 006 3.184043e — 006 1.6361e — 005
2.50000 2.500000e — 001  2.499964e — 001  3.602525e¢ — 006 4.3978e — 005
0.500000  5.000000e — 001  4.999962e¢ — 001  3.797019e — 006 6.8861e — 005
0.750000  7.500000e — 001  7.499962e¢ — 001  3.755433e — 006 8.9462e — 005
1.00000 1.00000e + 000  9.999965e¢ — 001  3.480352e — 006 1.0450e — 004

Tableau 2 .Coparaison entre la solution exacte ,approchée et I'erreur [10]

Exemple 3.1.3 On considére ’équation intégral de Hammerstein

o (@) = Jy to (o 0) dt = s — o,

1

oll la solution exacte est ¢ (t) = 5.
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3.1. Résoudre I'équation de Hammerstein dans espace de Lebesgue LP ()

point de t

solution exacte

solution appro

Erreur

Erreur[25]

0.000000
0.200000
0.400000
0.600000
0.800000

1.000000e + 000
9.615385e — 001
8.620690e — 001
7.352941e — 001
6.097561e — 001

1.000000e + 000
9.615348e — 001
8.620617e — 001
7.352832¢ — 001
6.097415e — 001

0.000000e + 000
3.642846e — 006
7.285693¢ — 006
1.092854¢e — 005
1.457139¢e — 005

0.000000e + 000
1.154620e — 004
2.389660e — 004
3.581180e — 004
4.780980e — 004

Tableau 3 .Coparaison entre la solution exacte ,approchée et I'erreur [10]
Exemple 3.1.4 On considére l’équation intégral de Hammerstein
o (x) — fol sin(t 4+ x) In(p (¢))dt = exp(z) — 0.382sin(z) — 0.301 cos(x),0 < x < 1,

ou la solution exacte est ¢ (t) = exp(t).

points de t  solution exacte  solution appro Erreur Erreur[55]
0.000000  1.000000e + 000 1.000195e + 000 1.953229¢ — 004 0.000000e + 000
0.200000  1.221403e + 000 1.221559¢ + 000 1.567282¢ — 004 1.940000e — 004
0.400000  1.491825¢ + 000 1.491937¢ + 000 1.118852¢ — 004 5.410000e — 004
0.600000  1.822119e¢ + 000 1.822181e+ 000 6.258175e¢ — 005 3.360000e — 004
0.800000  2.225541e + 000 2.225552e 4+ 000 1.078332e¢ — 005 2.890000e — 004

Tableau 4 .Coparaison entre la solution exacte ,approchée et I'erreur [55]
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Conclusion générale

conclusion générale

Dans ce mémoire,nous avons étudier les propriétés topologiques de 'opérateur de

superposition qui est défini de la forme suivante:

(Fx)s = fls,z(s)] ,s € Q (1)

Ou 2 un ensemble mesurable.
Et aussi s’appelle opérateur de Nemytskij
Cette étude a une intérét dans le domaine des équations intégrales non linéaires,particuliérement

les équations de type Hammerstein,de cette forme:

Ho (x) = / k(e.y) £ (9, o)) dy. @)

Alors pour montrer que I’équation (2) admet une solution ,on utilise la décomposition
de Nemytskij pour dit que l'opérateur H de Hammerstein est contractant d’ot admet un
point fixé qui est représente la solution et pour démontrer que cette équation a une solution

unique, on utilise la technique d’approximation successive.

34



1]
2]

Bibliographie

J.APPELL AND P.P.ZABREIKO, Nonlinear superposition operators , spring 1989.

K. BARON AND H. HUNDZIK, Orlicz spaces which are LP-spaces,Aequationes Mathe-
maticate. Vol 48 (1994).

L. DIENING,Mazimal function on generalized Lebesque spaces LP () ,Math. In-
equal.App, Vol 7 (2004).

B. GAGULSur les équations intégrales dans les espaces d’Orlicz, université de

M’sila,2014-2015.

M.A KrasNoseLskii, P.P. ZaBrEikOo, E.I. PustyLINKk AND P.E.

SBOLEVSKII, Integral operators in spaces of summable functions,(English transla-

tion : Noordhoff, Leyden,1976), Nauka Moscow, 1966.
D.L1, Mesure et Integration ,université d’Artois.July 8.2010.

M. NADIR AND B. GAGUL,A numerical approximation for solutions of Hammerstein

integral equations in LP spaces,Sao paulo Journal of Mathematical Sciences Vol 8(2014).

P.P. ZABREIKO AND J.I. PUSTYL'INK,On the continuity and complete continuity of

nonlinear integral operators in LP spaces,Uspehi Mat. Nauka, Vol 19 (1982).

35



