
DEMOCRATIC AND POPULAR REPUBLIC OF ALGERIA 

Ministry of Higher Education and Scientific Research 

Mohamed Boudiaf university of M’sila 

Faculty of Mathematics and Computer Science 

Department of Mathematics 

 

 

 

MASTER THESIS 

 
Field: Mathematics and Informatices 

Stream: Mathematics. 

Option: Mathematical and Numerical Analysis 

 
Presented by : Ms. Benghada Dalal 

 
Theme 

 

Operational Matrices of Lucas Polynomials for 

Solving Linear Volterra Integral Equations  
 
 

Publicly supported:10\06\2024. 

Board of jury : 

 
 

 

Academic year : 2023/2024. 

Dr. NADIR Mostefa  Prof, University of M’sila President 

Dr. KHIRANI Amina M.C.A, University of M’sila Supervisor 

Dr. GAGUI Bachir  M.C.A, University of M’sila Examiner 



REPUBLIQUE ALGERIENNE
DEMOCRATIQUE ET POPULAIRE

MINISTERE DE L'ENSEIGNEMENT
SUPERIEUR ET DE LA RECHERCHE

SCIENTIFIQUE

Université Mohamed Boudiaf de M'sila
Faculté des Mathématiques et de l'Informatique

Département des Mathématiques

Mémoire de Master

Domaine : Mathématiques et Informatique
Filière : Mathématiques
Option : Analyse Mathématiques et Numérique

Thème

Soutenu publiquement le : 10/06/2024.

Devant le jury composé de :

Président : M r NADIR Mostefa Proof, Université de M'sila
Encadreur : Mme KHIRANI Amina M.C.A, Université de M'sila

Examinateur : M r GAGUI Bachir M.C.A, Université de M'sila

Année universitaire 2023/2024.

Présenté par :

Melle BENGHADA Dalal

Matrices Opérationnelles des polynômes de Lucas
pour la Résolution des Equations Intégrales 

Linéaires de Volterra



Table des matières

1 Préliminaire 2

1.1 Notion d'analyse fonctionnelle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

1.1.1 Espace vectoriel normé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

1.1.2 Espace de Banach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

1.1.3 Espaces de Hilbert . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

1.2 Notions sur les opérateurs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

1.2.1 Opérateurs linéaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

1.2.2 Opérateurs bornés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

1.2.3 Opérateurs compact . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.2.4 Équations aux Opérateurs compacts . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.3 Notions d'analyse numérique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.3.1 Méthodes spectrales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

2 Équations intégrales et leurs classi�cation 13

2.1 Classi�cation des équations intégrales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

2.1.1 Équations intégrales linéaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

2.1.2 Équations intégrales linéaires de Fredholm . . . . . . . . . . . . . 13

2.1.3 Équations intégrales linéaires de Volterra . . . . . . . . . . . . . . 14

2.1.4 Équation intégrale mixtes (de Volterra-Fredholm) . . . . . . . . . 15



2.2 Existence et unicité de la solution des équation intégrale linéaire de Volterra 15

2.2.1 Introduction à la méthode de théorie du point �xe : . . . . . . . . 15

2.2.2 La méthode de Gronwall . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

2.3 Méthodes de résolution analytiques des équations intégrale de Volterra . 19

2.3.1 Méthode des approximations successives . . . . . . . . . . . . . . 19

2.3.2 Méthode de développement en séries . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2.3.3 La méthode de décomposition d'Adomian . . . . . . . . . . . . . 22

2.4 Dé�nition de polynôme de Lucas et ses propriétés : . . . . . . . . . . . 23

2.4.1 Approximation d'une fonction par le polynôme de Lucas . . . . . 26

3 Résolution numérique des équations intégrale linéaires de Volterra avec

les polynômes de Lucas 27

3.1 Description des méthode . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

3.2 Relations matricielles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

3.3 exemple numériques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

3.4 $exemples Illustra tifs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

BENGHADA Dalal



Table des �gures

2.1 Les Polynômes de Lucas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

3.1 graphe des solutions exacte et approchée . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

3.2 graphe des solutions exacte,approchée et err . . . . . . . . . . . . . . . . 35

3.3 graphe des solutions exacte et approchée . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

3.4 graphe des solutions exacte et approchée . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38



Liste des tableaux

3.1 L'erreur entre la solutions exacte et approchée pour l'exemple (3.2) . . . 33

3.2 L'erreur entre la solutions exacte et approchée pour l'exemple (3.3) . . . 34

3.3 Comparaison pour l'exemple (3.3) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

3.4 L'erreur entre la solutions exacte et la solution approchée pour exemple (3.4) 36

3.5 Comparaison entre les Solutions de polynôme de Lucas et Legendre (3.4) 36

3.6 Comparaison L'erreur entre la solutions exacte et la solution approchée

pour exemple (3.5) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

I



Remerciements

J�e �r�e�m�e�r�c�i�e ALLAH , �q��u�i� �m�'�a� �d�o�n�n�é �l�a� �f�o�r�c�e , �l�a� 	s��a�n�t�é �e�t �l�a� �v�o�l�o�n�t�é �d�e
�c�o�m�m�e�n�c�e�r� �e�t

�d�e �t�e�r�m�i�n�e�r� �c�e �m�é�m�o�i�r�e.
T�o�u�t �d�'�a�b�o�r�d� �c�e �t�r�a�v�a�i�l �n�e 	s��e�r�a�i�t 	p�a	s �a�u	s�	s��i� �r�i�c
h�e �e�t �n�'�a�u�r�a�i�t 	p�a	s 	p�u� �a�v�o�i�r�

�l�e 	j�o�u�r� 	s��a�n	s
�l��a�i�d�e �e�t �l��e�n�c�a�d�r�e�m�e�n�t �d�e 	p�r�o�f�e
s�	s��e�u�r� KHAIRANI AMINA 	j�e �l�e �r�e�m�e�r�c�i�e

	p�o�u�r� �l�a� �q��u�a�l�i�t�é �d�e
	s��o�n� �e�n�c�a�d�r�e�m�e�n�t �e�x�c�e
p�t�i�o�n�n�e�l, 	p�o�u�r� 	s��a� 	p�a�t�i�e�n�c�e, 	s��a� �r�i�g�u�e�u�r� �e�t 	s��a� �d�i	s�	p�o-

�n�i�b�i�l�i�t�é �d�u�r�a�n�t �m�o�n�
	p�r�é
p�a�r�a�t�i�o�n� �d�e �c�e �m�é�m�o�i�r�e.
J'�a�d�r�e
s�	s��e �m�e
s 	s��i�n�c�è�r�e
s �r�e�m�e�r�c�i�e�m�e�n�t
s �l�e 	p�r�o�f�e
s�	s��e�u�r� N�a�d�i�r� �m�u	s��t�a	p�h�a�

J'�a�d�r�e
s�	s��e �m�e
s 	s��i�n�c�è�r�e
s
�r�e�m�e�r�c�i�e�m�e�n�t
s �à� M�o�n	s��i�e�u�r	s �l�e
s 	p�r�o�f�e
s�	s��e�u�r	s GAGUI B�a�c
h�i�r� �e�t ABDEL-

KEBIR S�a�a�d�

�q��u�i� �m�'�o�n�t �f�a�i�t �l��h�o�n�n�e�u�r� �d�'�a�c�c�e
p�t�e�r� �d�'�é�v�a�l�u�e�r� �c�e �m�é�m�o�i�r�e.
E�n�f�i�n�, 	j�e �r�e�m�e�r�c�i�e �t�o�u	s �l�e
s �é�t�u�d�i�a�n�t
s �d�e �m�a� 	p�r�o�m�o�t�i�o�n� �d�e 	s�	p�é�c�i�a�l�i�t�é A�n�a�-

�l�y
s��e M�a�t
h�é�m�a�t�i�q��u�e �e�t N�u�m�é�r�i�q��u�e

II



Dédicaces

	j�e 	s��o�u�h�a�i�t�e �d�é�d�i�e�r� �c�e �t�r�a�v�a�i�l �à� �l�a� �m�é�m�o�i�r�e �d�e �m�e
s �c
h�e�r	s 	p�a�r�e�n�t
s D�o�c�t�e�u�r�
BENGHADA CHERIF & ELFAR .H .

	j�e �n�e 	s��a�u�r�a�i	s �t�r�o�p� �v�o�u	s �r�e�m�e�r�c�i�e�r� 	p�o�u�r� �v�o�s �c�o�n	s��e�i�l
s �v�o�t�r�e 	s��o�u�t�i�e�n� �e�t �v�o�s
�e�n�c�o�u�r�a�g�e�m�e�n�t
s,a�i�n	s��i� �q��u�e 	p�o�u�r� �v�o�s

	p�r�i�è�r�e
s �q��u�i� �m�'�o�n�t �a�c�c�o�m	p�a�g�n�é �t�o�u�t �l�e �l�o�n�g �d�e �m�e
s �é�t�u�d�e
s. C�e �t�r�a�v�a�i�l �e
s��t �l�e
�f�r�u�i�t �d�e �t�o�u	s �v�o�s 	s��a�c�r�i�f�i�c�e
s ,b�i�e�n� �a�u�-�d�e�l�à� �d�e
s �m�o�t
s. I�l �r�e�f�l�è�t�e �t�o�u�t �l��a�m�o�u�r�

�q��u�e 	j�e �r�e
s�	s��e�n	s 	p�o�u�r�
�v�o�u	s.
A �m�e
s �c
h�e�r	s �f�r�è�r�e
s :ANES & & MOUHAMED
A �m�e
s �c
h�è�r�e
s 	s��÷�u�r	s :SALIHA & & JANA
A �t�o�u�t�e
s �l�e
s 	p�e�r	s��o�n�n�e
s �q��u�e 	j'�a�i�m�e.

III



Introduction

Les méthodes numériques permettent d'obtenir une solution approximative des pro-

blèmes pour lesquels la solution exacte est di�cile, voire impossible à trouver analyti-

quement, d'où l'importance des méthodes numériques. Di�érents méthodes ont été dé-

veloppées et utilisées par plusieurs recherches pour obtenir une solution approchée des

équations intégrales. Dans ce mémoire, nous considérons L'équation intégrale de Volterra

de deuxième espèce, qui prend la suivante :

ϕ(x)− λ
∫ x

a

k(x, t)ϕ(t)dt = f(x) x ε [a, b]

Les équations intégrales de Volterra de deuxième espèce jouent un rôle important dans

l'étude des problèmes mathématiques, physiques et d'ingénieries, tels que les problèmes

de mécaniques, les théories potentiels , électrostatiques, astrophysiques, et le problème de

transport, aussi les équations di�érentielles fractionnaires, les système dynamiques. Parmi

les méthodes utilisée nous avons la méthode de Galerkin, la méthode de collocation, et

d'autres . nous cherchons à trouver la solution approchée des VIE's de deuxième espèce

par le polynôme de Lucas que nous utilisons en raison de ses caractéristiques pratiques,

telle que sa dé�nition simple, sa rapidité d'exécution et sa représentation e�cace des

fonctions, ce qui accélère le rapprochement des solutions avec précision et e�cacité, en

plus d'autres propriétés utiles des polynôme de Lucas.

L' objectif de ce mémoire est de présenter des méthodes de résolution numérique

1



LISTE DES TABLEAUX 1

optimales pour les équations intégrale de Volterra en utilisant les polynômes de Lucas,

en mettant l'accent particulier sur la méthode de collocation.

Ce mémoire on va traiter les équations intégrales linéaires de Volterra, on va chercher

une solution approché par le polynôme de Lucas est partagé en trois chapitres :

Le premier chapitre pose les bases nécessaires à la compréhension des problèmes trai-

tés. Il introduit les dé�nitions essentielles et les outils mathématiques fondamentaux qui

seront utilisés tout au long de l'étude.

Dans le deuxième chapitre, nous présentons des dé�nition précises des équations inté-

grale linéaires et les classi�ons, dans le but de familiariser le concept d'équations intégrale.

On trouve aussi une étude sur l'existence et l'unicité est les méthodes analytique pour

résoudre les équations intégrale linéaire de type Volterra.

Le Troisième chapitre est consacré à l'étude d'une solution numérique de l'équation

intégrale linéaire de Volterra en utilisant la méthode de collocation avec le polynôme de

Lucas en montrant l'e�cacité de cette méthode à travers les exemples pour comparer entre

la solution exacte et la solution approchée sera présente par des �gure et des tableaux à

la �n de chaque exemple suivi par une conclusion générale.

BENGHADA Dalal



1
Préliminaire

L'objectif de ce chapitre est de dé�nir quelques notions fondamentales et théorèmes

que nous utiliserons dans les autres chapitres.

1.1 Notion d'analyse fonctionnelle

Tous ces espaces constituent un outil fondamental de l'analyse fonctionnelle en per-

mettant la résolution d'équations par approximation avec des solutions non nécessaire-

ment dérivable même continues .

1.1.1 Espace vectoriel normé

Dé�nition 1.1 Soit E un espace vectoriel sur un corps K = R ou C on appelle Une

norme sur est une fonction E est une fonction ‖ . ‖: V → R+qui satisfait les propriétés

suivantes : Pour tout x,y de V etλ deK

1. Positivité :‖ x ‖> 0 et ‖ x ‖= 0 si et seulement si x = 0

2. Homogénéité absolue : ‖ λx ‖=| λ |‖ x ‖

3. 3. Inégalité triangulaire : ‖ x+ y ‖≤‖ x ‖‖ y ‖

Un espace vectoriel V muni d'une norme est appelé un espace vectoriel normé.

2



CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRE 3

1.1.2 Espace de Banach

Dé�nition 1.2 (suite de Cauchy)Soit V un espace vectoriel normé on dit que (xn)nεNest

une suite de Cauchy si

∀ε〉0∃n0εN,∀p, q ≥ n0, ‖ xp − xp ‖< ε

Dé�nition 1.3 Un espace vectoriel normé V est dit complet si tout les suites de Cauchy

convergent dans V

Remarque 1.1 Un espace de Banach est un espace vectoriel normé et complet.

Exemple 1.1 Tout espace vectoriel normé de dimension �nie (en particulier Rn) est un

espace de Banach.

1.1.3 Espaces de Hilbert

Dé�nition 1.4 Soit H un espace vectoriel normé. On appelle produit scalaire sur H

toute fonction qui satisfait les propriétés suivantes :

Pour tout x; y; z de H, et α , βde k

1. 〈αx+ βy, z〉 = α〈x, z〉+ β〈y, z〉

2. 〈x, y〉 = 〈y, x〉

3. 〈x, x〉 ≥ 0 et 〈x, x〉 = 0 si et seulement si x = 0

Dé�nition 1.5 Un espace de Hilbert est un espace vectoriel muni d'un produit scalaire.

Remarque 1.2 À partir du produit scalaire on peut dé�nir une norme induite par :

‖ x ‖=
√
〈x, x〉.

qui est appelée norme euclidienne ou norme de Hilbert.

Exemple 1.2 L2 ([a, b]) l'espace des fonctions de carrées intégrables est un espace de

Hilbert muni d'un produit scalaire :

∀f, gεL2 ([a, b]) : 〈f, g〉 =

∫ b

a

f(x)g(x)dx

BENGHADA Dalal



CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRE 4

1.2 Notions sur les opérateurs

1.2.1 Opérateurs linéaires

Dé�nition 1.6 Soit E et F deux espace vectoriel,une application A : E → F est dit

linéaire s'il véri�e les conditions suivantes

∀ϕ1, ϕ2 ∈ E, on a A(ϕ1 + ϕ2) = A(ϕ1) + A(ϕ2).

∀ϕ ∈ E, λ ∈ K= (RouC), ona A(λϕ) = λA(ϕ).

Continuité des opérateurs linéaires

Soient E et F deux espaces normés, un opérateur linéaire A dé�ni sur un sous ensemble

G ⊂ E dans F est dit continu au point x0 de G si, on a la propriété suivante

Pour toute suite xn de G converge vers x0, la suite A(xn) converge vers A(x0) c'est à

dire

lim
n→∞

A(xn) = A(lim
n→∞

xn) = A(x0).

L'opérateur linéaire A est dit continu sur G, s'il est continu en chaque point de

l'ensemble G.

Soient E et F deux espaces normés, un opérateur linéaire A dé�ni sur un sous en-

semble G ⊂ E dans F, est dit continu partout sur G s'il est continu en point x0 de

G.

1.2.2 Opérateurs bornés

Dé�nition 1.7 Soient E et F deux espaces normés. Un opérateur liné aire A : E →

F est dit borné s'il existe une constante M ≥ 0, telle que :

‖x‖ ≤ C‖x‖E, ∀ x ∈ E.

BENGHADA Dalal



CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRE 5

Dé�nition 1.8 Soient E et Fdeux espaces vectoriels normés. On dé�nit une norme sur

l'espace vectoriel de tout les opérateurs linéaires bornés de E dansF par :

‖A‖ = sup
‖x‖=0

‖A(x)‖F
‖x‖E

= sup
‖x‖=1

‖A(x)‖F = sup
‖x‖≤1

‖A(x)‖F

L'espace des opérateurs linéaires bornés deE dansF muni de cette norme est noté par

L(E,F ), et L(E)si E = F

Proposition 1.1 La norme ‖A‖ = sup‖x‖≤1 ‖A(x)‖F sur la boule unité est toujours �nie

pour tout opérateur liné aire continu.

Un opérateur linéaire A est continu, si et seulement si, il est borné.

Théorème 1.1 Soient E et F deux espaces vectoriels normés et A : E → F un opérateur

linéaire. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1. A est borné.

2. A est continu sur E .

3. A est continu à l'origine.

Théorème 1.2 Tout espace vectoriel normé de dimension �nie est complet et

par conséquent tout sous espace de dimension �nie d'un espace vectoriel normé est

fermé.

1.2.3 Opérateurs compact

Dé�nition 1.9 Soit A un opérateur linéaire d'un espace normé E dans un espace normé

F, on dit que A est un opérateur compact s'il envoie tout ensemble borné G dans E à

un ensemble relativement compact A(G) dans F. Autrement dit, la fermeture A(G) est

compacte.

BENGHADA Dalal



CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRE 6

Ensembles relativement compacts

Un ensemble G ⊂ E est relativement compact si pour toute suite {un} de G, il existe

une sous suite {un(k)} qui converge dans F.

Théorème 1.3 (critère de compacité)

Un opérateur linéaire A : E → F est compact si et seulement si pour toute suite bornée

ϕn de E, la suite Aϕn contient une sous suite convergente dans F.

Proof. Il su�t d'appliquer les dé�nitions appropriés d'un ensemble borné et un ensemble

relativement compact. �

Théorème 1.4 Une combinaison linéaire A = αA1 + βA2 des opérateurs compacts est

un opérateur compact.

Théorème 1.5 Le produit AB de deux opérateurs bornés A et B est compact si l'un des

opérateurs A ou B est compact.

Proof. Soit {ϕn} un suite bornée de E, alors si B est un opérateur borné la suite

Bϕn(x) est aussi bornée, et de la compacité é de l'opérateur A il existe une sous suite de

A(Bϕn(x)) qui converge, ce qui implique que AB est compact.

D'autres part si B est compact, on peut extraire de la suite Bϕn(x) une sous suite

convergente Bϕn(k)(x), et de la continuité de l'opérateur A car il est borné la suite

A(Bϕn(k)(x)) converge, ce qui implique que AB est compact. �

Théorème 1.6 Soit E un espace normé et F un espace de Banach, et soit {An} une

suite d'opérateurs compacts de E dans F, convergente en norme vers l'opérateur linéaire

A de E dans F

lim
n→∞

‖An − A‖ = 0.

Alors A et compact.

Corollaire 1.1 La boule unité B(0, 1) dans un espace de dimension in�nie n'est pas

compact.

BENGHADA Dalal



CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRE 7

Théorème 1.7 Un opérateur compact est un opérateur borné. La réciproque est

fausse.

Théorème 1.8 L'opérateur intégralA deC(G)dansC(G)à noyau continu est un opérateur

compact.

1.2.4 Équations aux Opérateurs compacts

Équations de second espèce

Soit A un opérateur compact d'un espace normé X dans lui même alors l'opérateur

T = I − A dé�ni l'équation de second espèce donné par

ϕ− Aϕ = f ; ϕ, f ∈ X

où f est un fonction donnée et ϕ la fonction inconnue

Théorème 1.9 Le noyau de l'opérateur T dé�ni par

kerT = N (T ) = {ϕ ∈ X ; Tϕ = (I − A)ϕ = 0} ,

est un sous espace fermé et de dimension �nie

Théorème 1.10 La suite d'ensemble des noyaux

N (T ) , N
(
T 2
)
, ......, N (T n) , ...

est une suite croissante stationnaire. Autrement dit,elle ne contient qu'un nombre �ni

d'ensemble distincts , c'est à dire il existe un entier p ∈ N tel que

{0} ⊂ N (T ) , N
(
T 2
)
⊂ .... ⊂ N (T p) = N

(
T p+1

)
= .....
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Le nombre p est appelé le nombre de Riez de l'opérateur compact A pour l'ensemble

des noyaux {N (T n)}

Théorème 1.11 L'image de l'opérateur T dé�ni par ,

ImT = T (X) = R (T ) = {ψ} = {Tϕ} ; telle que ϕ ∈ X

est un sous espace fermé

Le nombre de Riez p pour l'ensemble des noyaux {N(T n)} et le nombre de Riez

q pour l'ensemble des images {R (T n)} sont égaux. Autrement dit

p = q

Théorème 1.12 Les sous espaces N (T n) et R (T n) sont supplémentaires. Autrement dit

X = kerT n ⊕ ImT r ≡ N (T n)⊕R (T n)

où r = p = q est le nombre de Riesz

Lemme 1.1 L'opérateur T = I − A est injectif si et seulement si,T r est injectif pour

tout r ∈ N

Lemme 1.2 L'opérateur T = I −A est surjectif si et seulement si T r est surjectif pour

tout r ∈ N

Théorème 1.13 soit A un opérateur compact d'un espace normé X dans lui même alors

l'opérateurT = I−A est injectif si et seulement si il est surjectif, de plus l'opérateur admet

un inverse T−1 = (I − A)−1 borné
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Théorème 1.14 soit A un opérateur compact d'un espace normé X dans lui même alors,

pour que l'équation non homogène

Tϕ = ϕ− Aϕ = f

admette une solution unique ϕ ∈ X, pour tout f ∈ X, il faut et il su�t que l'équation

homogène

Tϕ = ϕ− Aϕ = 0

admette la solution triviale ϕ = 0.

1.3 Notions d'analyse numérique

1.3.1 Méthodes spectrales

L'objectif de cette section est de présenter des méthodes numériques basées sur une

approximation spectrale pour les équations intégrale

Méthode de collocation

Le principe de la méthode de collocation appliqué la résolution numérique d'équation

intégrales . L'idée est de choisir un espace de dimension �nie de solutions approximative

(généralement des polynômes jusqu'à un certain degré) et un certain nombre de points

dans le domaine (appelés points de collocation), et de sélectionner la solution qui satisfait

l'équation donnée aux points de collocation

ϕ(x)− λ
∫ x

a

k(x, t)ϕ(t)dt = f(x) (1.3.1)

L'équation (1.3.1) (1.3.1) peut être mise sous la forme d'une équation

fonctionnelle linéaire.

ϕ(x)− Aϕ(x) = f(x) (1.3.2)
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Pour la solution de l'équation (1.3.1) dans l'espace fonctionnel complet

,C([a, b]), ouL2([a, b])est généralement pris.

On choisit une suite de sous-espaces de dimension �nie Vn (dim Vn = n), n ≥ 1 et soit

{ψ1, ψ2, ...ψn} une base de Vn.

On cherche la fonction approximative ϕn(x)ε Vn de la fonction ϕ(x)donnée par.

ϕn(x) =
n∑
i=1

αiψi(x), xε [a, b] (1.3.3)

Pour déterminer les coe�cients (αi ), on substituant, cette fonction dans l'équation

(1.3.3)

et on exigeant que l'équation soit exacte dans le sens ou le résidu rn(x) est nul sur un

système de n÷uds x1, x2, ....xnε[a ;b ] ; (i.e, aux points de collocation)

avec

rn(x) = ϕ(x)− Aϕ(x)− f(x)

rn(x) = ϕ(x)− λ
∫ x

a

k(x, t)ϕ(t)dt− f(x)

=
n∑
i=1

αiψi(x)− αi
∫ x

a

k(x, t)ψi(t)dt− f(x)

=
n∑
i=1

[ψi(x)−
∫ x

a

k(x, t)ψi(t)dt]αi − f(x)

ce qui conduit à la résolution du système linéaire
n∑
i=1

[ψi(xj)−
∫ xj

a

k(xj, t)ψi(t)dt]αi = f(xj) (1.3.4)

qui s'écrit sous la forme WA = F , où

W =
n∑
i=1

[ψi(xj)−
∫ xj

a

k(xj, t)ψi(t)dt]αi j = 1, ......n

A = αi ,i = 1, ......n

F (xj) = f(xj), j = 1, ......n

ce système admet une solution unique si det(W ) 6= 0, ce qui dé pend d'ailleurs du choix

des points de collocation.
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Méthode de Galerkin :

Soit V un espace de Hilbert on se donne une suite de sous espace Vn ⊂ V de dimension

�nie. Soit {ψ1, .....ψn} une base orthonormale de Vnon cherche une fonction ϕ(x)ε Vn

proche de la solution exacte du problème original (1.3.3).

pour le problème (1.3.3) L'objectif est de minimiser la disparité entre la solution

recherchée est la solution exacte,donnée par :

rn(x) =
n∑
n=0

αi(I − A)ψi(x)− f(x) (1.3.5)

d'où on impose la condition d'orthogonalité suivante

〈rn, ψj〉 =

〈
n∑
n=0

αi(I − A)ψi(x)− f(x);ψj(x)

〉
= 0, j = 1, .....n (1.3.6)

ce qui implique

〈
n∑
i=0

αi(I − A)ψi(x), ψj(x)

〉
− 〈f(x), ψj(x)〉 = 0 , j = 1, .....n (1.3.7)

ou

n∑
i=0

[〈ψi(x), ψj(x)〉 − 〈Aψi(x), ψj(x)〉]αi = 〈f(x), ψj(x)〉 , j = 1, .....n (1.3.8)

Ainsi, on obtient le système linéaire :

n∑
n=0

[∫ b

a

[ψi(x)− Aψi(x)]ψj(x)dx

]
αi =

∫ b

a

f(x)ψj(x), j = 1, .....n (1.3.9)

de la forme WA = F

où

W =
n∑
n=0

[∫ b

a

[ψi(x)− Aψi(x)]ψj(x)dx

]
, j = 1, .....n

A = αi ,i = 1, ......n

F =

∫ b

a

f(x)ψj(x), j = 1, .....n
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Évidemment, ce système admet une solution unique si le det(W ) 6= 0.
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2
Équations intégrales et leurs classi�cation

Dans ce chapitre, on donne la dé�nition d'équation intégrale linéaire et leur classi-

�cation, ainsi que résultat d'existence pour l'équation intégrale linéaire

2.1 Classi�cation des équations intégrales

2.1.1 Équations intégrales linéaires

Dé�nition 2.1 On appelle équation intégrale linéaire une équation où la fonction incon-

nue �gure sous le signe
∫
, telle que :

ψ(x)ϕ(x)− λ
∫

Ω

k(x, t)ϕ(t)dt = f(x) (2.1.1)

où f etk etψsont des fonctions données ,λ est un paramètre numérique et ϕ la fonction

inconnue,Ω est une ensemble fermé,borné et mesurable

1. Si f(x) 6= 0 l'équation est dite équation intégrale non homogène.

2. si f(x) = 0 l'équation est dite équation intégrale homogène .

2.1.2 Équations intégrales linéaires de Fredholm

Dé�nition 2.2 On appelle les équations intégrales linéaires de Fredholm, sont données

par la forme :

ψ(x)ϕ(x)− λ
∫ b

a

k(x, t)ϕ(t)dt = f(x), a < x, t < b (2.1.2)

13
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où k et f sont des fonctions connues et λun paramétrer non nul, et ϕ(x)la fonction

inconnue,les bornes d'intégration sont constantes. C'est la caractéristique principale d'une

équations de Fredholm .

Dé�nition 2.3 1. Si ψ(x) = 0 l'équation (2.1.1) s'écrit sous la forme :

λ

∫ b

a

k(x, t)ϕ(t)dt = f(x).

2. Si ψ(x) = 1 l'équation (2.1.1) s'écrit sous la forme :

ϕ(x) = f(x) + λ

∫ b

a

k(x, t)ϕ(t)dt

équation intégrale de Fredholm du second espèce

2.1.3 Équations intégrales linéaires de Volterra

Les équations de Volterra sont des cas particuliers d'équations intégrales de Fredholm

il su�t de prendre le noyau k est tel quek(x, t) = 0 pour x ≺ t

Dé�nition 2.4 Les équations intégrales linéaires de Volterra, sont données par la forme :

ψ(x)ϕ(x)− λ
∫ x

a

k(x, t)ϕ(t)dt = f(x), a < x, t < b (2.1.3)

où k(x, t)et f(x) sont des fonctions connues et un paramètre non nul, et ϕ(x)la fonction

inconnu

1. Siψ(x) = 0 l'équation (2.1.2) s'écrit sous la forme :

λ

∫ x

a

k(x, t)ϕ(t)dt = f(x)

appelée équation intégrale de Volterra du premier espèce.

2. siψ(x) = 1l'équation (2.1.2) s'écrit sous la forme :

ϕ(x)− λ
∫ x

a

k(x, t)ϕ(t)dt = f(x)

appelée équation intégrale de Volterra du second espèce.
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2.1.4 Équation intégrale mixtes (de Volterra-Fredholm)

Une équation intégrale de Volterra -Fredholm est une combinaison des intégrales de

Volterra

et Fredholm disjoints, apparait dans une équation intégrale

Dé�nition 2.5 On appelle équation intégrale de Volterra-Fredholm une équation de la

forme :

ϕ(x) = f(x) + λ1

∫ b

a

k1(x, t)ϕ(t)dt+ λ2

∫ x

a

k2(x, t)ϕ(t)dt, xε [a, b] (2.1.4)

Où les fonctionsk1 , k2et f(x)sont connues et ϕ(x) la fonction inconnue, et λ1et λ2 sont

des paramétrer non nuls

2.2 Existence et unicité de la solution des équation in-

tégrale linéaire de Volterra

Nous pouvons démontrer l'existence et l'unicité en utilisant plusieurs méthode telles

que la contraction de Banach et la méthode de Gronwall.

2.2.1 Introduction à la méthode de théorie du point �xe :

Dé�nition 2.6 [13] Soient H est un espace de Hilbert et A un opérateur borné, l'opé-

rateur A est dit opérateur contractant s'il existe une constante k telle que : 0 < k < 1

et

‖Aϕ1 − Aϕ2‖ ≤ k ‖ϕ1 − ϕ2‖ , pour tout ϕ1, ϕ2εH

Théorème 2.1 [13] Soit A un opérateur contractant dans un espace de Hilbert H , alors

l'équation

Aϕ = ϕ

admet une solution unique ϕ dans H , cette solution est le point �xe de cet opérateur.

Corollaire 2.1 Supposons que l'opérateur A admet un point �xe dans l'espace de Hilbert

H alors l'opérateurAn admet le même point �xe ϕ.
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Corollaire 2.2 Soit A un opérateur dans l'espace H tel que l'opérateur est un opérateur

contractant, alors A admet un point �xe unique ϕ dans l'espace H.

Théorème 2.2 [13] Soit H est un espace de Hilbert et A un opérateur borné dans H

avec la propriété suivant :

‖Aϕ1 − Aϕ2‖ ≤ k ‖ϕ1 − ϕ2‖

alors l'équation suivante

ϕ− λAϕ = f

admet une solution unique pour toute f ε Hà condition que est |λ| petit.

Théorème 2.3 Soit k(x, t) est une fonction continue pour x, y ε [a, b] alors l'équation de

Volterra

ϕ(x) = f(x) + λ

∫ x

a

k(x, t)ϕ(t)dt a ≤ x ≤ b (2.1.5)

admet une solution unique ϕ pour tout f dans L2 [a, b] et λ dans R.

2.2.2 La méthode de Gronwall

Théorème 2.4 [3] Soit l'équation de Volterra de première espèce∫ x

a

k(x, t)ϕ(t)dt =f(x)

telle que f, k des fonctions continue ,dérivable sur [a, b] ; si

k(x, x) 6= 0 et
∫ b

a

∫ b

a

|k(x, y)|2 dxdy < +∞

Alors ,il existe une solution unique et continue de l'équation de Volterra de première

espèce

Lemme 2.1 (Gronwall)
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Soit f, g : [0, α ] → [0,∞] deux fonctions continues et soit c un nombre positif

f(t) ≤ c+

∫ t

a

g(s)f(s)ds , 0 ≤ t ≤ α

Alors

f(t) ≤ c+ exp

∫ t

a

g(s)ds , 0 ≤ t ≤ α

Théorème 2.5 Soit 0< α ≤ ∞, on suppose que f :[0, α ] → R une fonction continue et

k(x, t)et un matrice n×n des fonctions telle que 0 ≤ t ≤ x ≤ α, si 0 < t < α, alors il

existe une unique solution ϕ(x) pour l'équation intégrale de Volterra (2.1.5)

Proof. Soit l'équation de Volterra (2.1.5) On dé�nie la suite (ψn(x)) sur l'intervalle

[0, T ]par la méthode d'approximation successive, on obtient :

ψ0(x) = f(x)

ψ1(x) =

∫ x

a

k(x, t)ψ0(t)dt

...

ψi+1(x) =

∫ x

a

k(x, t)ψi(t)dt

K = max
0≤t≤T

k(x, t)

F = max
0≤t≤T

∣∣∣∣f |ψ1(x)| ≤
∫ x

a

|k(x, t)ψ0(t)| dt ≤ K F x(x)

∣∣∣∣
|ψ2(x)| ≤

∫ x

a

|k(x, t)ψ1(t)| dt ≤ 1

2
K2Fx2

...

|ψn(x)| ≤
∫ x

a

|k(x, t)ψn−1(t)| dt ≤ F (K x)n

n!

par récurrence la relation précédente est vraie ∀ n ε N , on a :

∞∑
i=0

F (K x)n

n!
= F eKx
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est une série de Taylor qui converge uniformément et absolument sur [0 ; T] , Alors la

suite ϕn(x) =
∑∞

i=0 ψi(x) converge vers ϕ(x) =
∑∞

i=0 ψi(x)∫ x

a

k(x, t)ϕ(t)dt =

∫ x

a

k(x, t)(
∞∑
i=0

ψi(t)dt)

=
∞∑
i=0

(

∫ x

a

k(x, t)ψi(t)dt)

=
∞∑
i=0

ψi+1(t)

= ϕ(x)− f(x)

Donc il existe une solution ϕ(x) telle que

ϕ(x) = f(x) +

∫ x

a

k(x, t)ϕ(t)dt (2.1.6)

Nous pouvons montrer l'unicité, on suppose qu'il existe deux solutions X(x) et Y(x)

de l'équation (1.1.6), donc

X(x)− Y (x) =

∫ x

a

k(x, t)(X(x)− Y (x))

On obtient donc la suite suivante :

|X(x)− Y (x)| ≤ k

∫ x

a

|X(x)− Y (x)| dt

cette relation est de la forme suivante

|Z(x)| ≤ k

∫ x

a

|Z(t)| dt

telle que Z(x) =X(x)− Y (x), ona ∀c > 0 la relation

|Z(x)| ≤ c+ k

∫ x

a

|Z(t)| dt

la relation précédente est vraie pour c = 0 telle c est une constante, d'après le lemme

de Gronwall

|Z(x)| ≤ ceKx = 0
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puisque c = 0 ,donc

Z(x) = X(x)− Y (x) = 0

X(x) = Y (x)

Alors la solution de l'équation (2.1.5) est unique. �

2.3 Méthodes de résolution analytiques des équations

intégrale de Volterra

nous allons présenter quelques méthodes Analytiques pour obtenir la solution de

l'équation intégrale de Volterra.

Considérons l'équation intégrale de Volterra :

ϕ(x) = f(x) + λ

∫ x

a

k(x, t)ϕ(t)dt 0 ≤ x ≤ (2.1)

où k(x, t)et f(x) sont des fonctions connues et un paramètre non nul, et ϕ(x)la fonction

inconnu ; xε [0, a] il existe plusieurs techniques pour résoudre les équations intégrale de

Volterra, et la méthode de Picard permet de résoudre facilement celles de la deuxième

espèce.

2.3.1 Méthode des approximations successives

Soit une fonction ϕ0(x) continue sur[0, a] (Notons qu'un bon choix de l'approximation

initiale)

Substituons ϕ0(x) dans 2.1

ϕ1(x) = f(x) + λ

∫ x

a

k(x, t)ϕ0(t)dt

ϕ2(x) = f(x) + λ

∫ x

a

k(x, t)ϕ1(t)dt

En continuant le processus on obtient une suite :

ϕ0(x), ϕ1(x), ϕ2(x)....ϕn(x)
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où

ϕn(x) = f(x) + λ

∫ x

a

k(x, t)ϕn−1(t)dt

les fonctions ϕ0, ϕ1, ϕ2....ϕn sont dé�nies et continues sur [0, a] d'après la théorème du

point �xe[7].ϕn(x) converge vers la solution ϕ(x)de l'équation intégrale.

Exemples 2.1 Soit l'équation intégrale de Volterra suivante :

ϕ(x) = 1 +

∫ x

0

ϕ(t)dt

En posantϕ0(x) = 0 alors

ϕ1(x) = 1 +

∫ x

0

(t− x)ϕ0(t)dt

ϕ1(x) = 1 +
1

2!
x2

ϕ2(x) = 1 +

∫ x

0

(t− x)ϕ1(t)dt

ϕ2(x) = 1 +
1

2!
x2 +

1

4!
x2

ϕ3(x) = 1 +
1

2!
x2 +

1

4!
x2 +

1

6!
x3

Géneralment, nous obtenons pour (n) approximation. (2.2)

ϕn(x) =
n∑
k=0

x2n

(2k)!
, n ≥ 0.

ϕ(x) = lim
n→∞

(
n∑
k=0

x2k

(2k)!

)
= coshx

2.3.2 Méthode de développement en séries

la solution peut écrite sous la forme

ϕn(x) =
∞∑
n=0

anx
n (2.3)

où a les coe�cients et x sont des constantes qui doivent être déterminés.Remplacent

dans l'équation 2.1 On trouve
∞∑
n=0

anx
n = f(x) + λ

∫ x

0

k(x, t)
∞∑
n=0

ant
ndt

a0 + a1x+ a2x
2 + ....+ anx

n + ... = f(x) + λ

∫ x

0

k(x, t)a0dt+ λ

∫ x

0

k(x, t)a1xdt+ λ

∫ x

0

k(x, t)a2x
2dt+ ....+ λ

∫ x

0

k(x, t)anx
ndt + : : :

BENGHADA Dalal



CHAPITRE 2. ÉQUATIONS INTÉGRALES ET LEURS CLASSIFICATION21

Après le calcul des intégrales 2.1 , En comparent les coe�cient des deux membres de

l'équation 2.1on trouve les an et par conséquente en remplaçant dans la solution

ϕn(x) =
∞∑
n=0

anx
n

Exemple 2.1 Soit l'équation intégrale de Volterra suivante :

ϕ(x) = 1 + 2 sin(x)−
∫ x

a

ϕ(t)dt

Nous supposons que la solution sous la forme de série ϕ(x) =
∑∞

n=0 anx
n remplaçant

donc la série dans l'équation et nous avons la série de Taylor de sin(x)

∞∑
n=0

anx
n = 1 + 2

∞∑
n=0

(−1)n
x2n+1

(2n+ 1)!
−
∫ x

a

∞∑
n=0

ant
ndt

1 + 2
∞∑
n=0

(−1)n
x2n+1

(2n+ 1)!
−
∞∑
n=0

an
xn+1

(n+ 1)!

En comparant les coe�cients de la même puissance de x donnent l'ensemble de valeurs

suivant :

a0 = 1

a1 = 2− a0

a2 = -a1
2

a3 = − 2
3!
− a2

3!

a4 = a3
4!

Ainsi, les valeurs des coe�cients peuvent être calculées pour être

a0 = a1 = 1 , a2 = 1
2!

, a3 = 1
3!

et a4 = 1
4!

où ce résultat donne :

ak =
1

k!

donc

ϕ(x) =
∞∑
n=0

1

k!
xk
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Par conséquent , la solution est donnée par

ϕ(x) = (1− x2

2!
+
x4

4!
+ .....) + (x− x3

3!
+
x5

5!
+ ...)

= cos(x) + sin(x)

est la solution de l′équation.

2.3.3 La méthode de décomposition d'Adomian

La méthode d'Adomian s'applique dans les équations intégrales linéaire et non linéaire

et même les équation intégro-di�érentielle.Elle a été introduite par George Adomian et

ressemble à la méthode précédente.

ϕ(x) =
∞∑
n=0

ϕn(x)

avec ϕ0(x) comme le terme en dehors du signe intégral.

donc

ϕ0(x) = f(x)

Substituer l'équation ( ) dans l'équation ( ) rendements

∞∑
n=0

ϕn(x) = f(x) + λ

∫ x

0

k(x, t)

{
∞∑
n=0

ϕ(x)

}
dt

Les composantes ϕ0(x), ϕ1(x), ϕ2(x), ...ϕn(x)..de la fonction inconnue ϕ(x)

peut être complètement déterminée d'une manière de récurrence si nous �xons

ϕ0(x) = f(x)

ϕ1(x) = λ

∫ x

0

k(x, t)ϕ0(x)

ϕ2(x) = λ

∫ x

0

k(x, t)ϕ1(x)

...

ϕn(x) = λ

∫ x

0

k(x, t)ϕn−1(x)
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Cet ensemble d'équations 2.4 peut être écrit comme système de récurrence suivante :

ϕ0(x) = f(x)

ϕn+1(x) = λ

∫ x

0

k(x, t)ϕn(x)

on va illustrer cette technique par l'exemple suivant

Exemple 2.2 Soit l'équation intégrale de Volterra suivante ϕ(x) = x+
∫ x
a

(t− x)ϕ(t)dt

Considérons la solution sous la forme de la série ϕ(x) =
∑∞

n=0 ϕn(x)

Ensuite Substituant cette série dans l'équation donnée, nous avons

∞∑
n=0

ϕn(x) = x+

∫ x

a

(t− x)
∞∑
n=0

ϕn(t)dt

On choisit ϕ0(x) = 0, ceci donne ϕ1(x) = x et

ϕ2(x) = x+

∫ x

a

(t− x)ϕ1(t)dt

ϕ2(x) = x+

∫ x

a

(t− x)tdt

= = x−
[
xt2

2
− t3

3

]x
0

= x− x3

3!

ϕ(x) = x+

∫ x

a

(t− x)ϕ(t)dt

ϕ(x) = x+

∫ x

a

(t− x)(t− t3

3!
)dt

= x− x3

3!
+
x5

5!

En continuant de cette façon, nous obtenons une série ϕ(x) = x− x3

3!
+ x5

5!
−.... = sin(x)

2.4 Dé�nition de polynôme de Lucas et ses proprié-

tés :

Dé�nition 2.7 Le polynôme de Lucas est un type de polynôme à coe�cients entiers

dé�ni récursivement,
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il est noté Ln (x) est dé�ni comme suite :

1. Les polynôme de Lucas initiaux : sont dé�nis comme (L0 (x) = 2) et (L1 (x) =

x)

2. Le polynôme de Lucas (Ln (x)) est dé�ni par la relation de récurrence (Ln (x) =

xLn−1 (x)− Ln−2 (x)).

ou par série :

Ln(x) =

n
2∑

n=0

(
n− k
k

)
xn−2k

Les premier polynômes de Lucas sont :

n Ln(t)
0 2
1 t
2 t2 + 2
3 t3 + 3t
4 t4 + 4t2 + 2
5 t5 + 3t2 + 5t
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Figure 2.1 � Les Polynômes de Lucas

Proposition 2.1 Les propriétés des polynôme de Lucas comprennent :

1. Coe�cients entiers :Tous les coe�cients des polynôme de Lucas sont des nombres

entiers.Les racines des polynôme de Lucas sont souvent des entiers.

2. Relation de récurrence : chaque terme de la séquence de Lucas est la somme de

deux termes précédents ,ce qui lui confère une structure récurrente caractéristique

3. Formule explicite : il existe une formule explicite pour calculer lt n-nième terme

de séquence de Lucas sans avoir besoin de calcul les termes précédents.cette formule

implique les racines d'une équation quadratique.

4. Relation avec les nombres de Fibonacci : le polynôme de Lucas est étroitement

lié aux nombre de Fibonacci.en fait,si vous décalez la séquence de Fibonacci d'un

terme,vous obtenez la séquence de Lucas
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5. Présence dans divers domaines mathématiques : le polynôme de Lucas appa-

rait dans divers domaines des mathématiques,notamment en théorie des nombres,en

combinatoire,en algèbre linéaire, et même en cryptographie.

6. Applications en cryptographie : les propriétés du sont utilisé es dans certains

algorithmes cryptographie, tels que le cryptosystè me de Lucas en raison de sa

structure et de ses propriétés uniques.

En résumé,le polynôme de Lucas est une séquence de nombres fascinante avec des

propriétés riches et variées,qui trouve des application dans divers domaines des mathé-

matiques et de l'informatique,notamment en cryptographie

2.4.1 Approximation d'une fonction par le polynôme de Lucas

Exemple 2.3 Soit la fonction suivante : f(x) = sin(x).

On peut approchée la fonction f par les polynômes de Lucas pour N = 2

ona :

f(x) =
2∑
i=0

αiLi(x) == α0L0(x) + α1L1(x) + α2L2(x)

sin(x) = α0(2) + α1(x) + α2(xˆ2 + 2)

pour x = 0 ⇒ 0 = 2α0 + 2α2

pour x = 0.1 ⇒ sin(1) = 2α0 + α1 + 3α2

pour x = 0.2 ⇒ sin(2) = 2α0 + 2α1 + 6α2 0
sin(0.1)
sin(0.2)

 =

2 0 2
2 0.1 2.01
2 0.2 2.04

 α0

α0.1

α0.2

 alors

α =

 0.0499
1.0033
−0.0499


donc

Sin(x) = 0.0499(2) + 1.0033(x)− 0.0499(2 + xˆ2) = −0.0499x2 + 1.0033x.
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3
Résolution numérique des équations intégrale
linéaires de Volterra avec les polynômes de

Lucas

Dans ce chapitre ,on va résoudre numériquement les équations intégrales linéaire

de Volterra de deuxième espèce par la méthode de collocation(il y'a plusieurs méthodes

numérique pour résoudre E. I. L. V méthode de Galerkin,......) ,pour obtenir la solution

polynomiale de Lucas des E.I.V et donnés quelques exemple pour Démontrer l'e�cacité

de la méthode.

3.1 Description des méthode

Considérons les équations intégrale de Volterra

ϕ(x) = f(x) + λ

∫ x

a

k(x, t)ϕ(t)dt (1)

telle que f(x) et k(x, t) sont des fonctions continus sur intervalle a ≤ x ,t ≤ b ;λ est

constant ,la fonction ϕ(x) doit être déterminée comme fonction continue .la recherche de

la fonction approximative ϕN de la fonction ϕ est donné par :

ϕ(x) ∼= ϕN(x) =
N∑
n=0

anLn(t) (2)

a ≤ t ≤ b, n = 0, .....1

telle que : Ln les polynômes de Lucas, et an les coe�cient à de
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Dans cette étude ,la méthode utilise des points de collocation standard dé�nis dans

(5),ou les points sont dé�nis comme suit

xi = a+
b− a
N

; i = 1, 2, ....., N (3)

Nous allons analyser l' équation de Volterra les convertir en forme matricielle en

suivant les étapes suivantes :

3.2 Relations matricielles

Dans cette section ,le processus suivant est utilisé dans cette section l'expression dé�nie

dans l'équation (2)sous forme de matrice

ϕ(x) = ϕN(x) = [L0(x)L1(x), L2(x)......Ln(x)]× A = L(x)× A

ou A = [a0a1a2.....an]T

à partir de la dé�nition du polynôme de Lucas , on obtient la matrice :

L(x) = X(x)DT (4)

de l'équation des relations matricielles il s'ensuit que

ϕ(x) ∼= ϕN(x) = X(x)DTA (5)

L'étape suivante consiste à introduire la relation matricielle de la fonction du noyau

comme :

K(x, t) = X(x).K.XT (t) (6)

Pour trouver l'expression de la fonction noyau , nous utilisons la formule de Taylor à

deux variables :

Formule de Taylor de deux variable est une généralisation de la formule de Taylor

pour une fonction d'une seule variable.
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Elle permet d'approximer une fonction (f(x, y)) autour d'un point ((a, b)) en termes

de ses dérivées partielles jusqu'à un certain ordre .la formule de Taylor de deux variables

est donnée par :

f(x, y) ≈ f(a, b)+
δf

δx
(a, b)·(x−a)+

δf

δy
(a, b)·(y−a)+

1

2!
(
δ2f

δx2
(a, b)·(x−a)2+2

δ2f

δxδy
(a, b) · · ·

Cette formule peut être étendue pour inclure des termes d'ordre supérieur en dérivant

plus de fois la fonction (f) par rapport à (x) et (ϕ).

et nous trouver l'expression suivante :¿

K = [Kp,q] ;Kp,q =
1

p!q!

δp+qk(0, 0)

δxpδtq
; p, q = 0.....N

de même ,l'utilisation de la relation matricielle pour ϕ(t) est obtenue comme :

ϕ(t) = X(t)×D × A (7)

Remplacer la relation matricielle et (5), (6) et (7) dans(1) l'équation donne

X(x) D A = f(x) + λ

∫ x

a

X(x)KXT (t)X(t)dt D A

X(x) D A = f(x) + λX(x)K

∫ x

a

XT (t)X(t)dt D A (8)

L matrice M est obtenue à partir de l'intégrale ci-dessous,

M =

∫ x

a

XT (t)X(t)dt =

∫ x

a


1
...
...
tN

 [1 t · · · tN
]

=

∫ x

a

[
ti+j
]
dt i, j = 0, 1......, N

M(x) =

[
ti+j+1

i+ j + 1

]
; i, j = 0, 1......, N (9)

Remplacer(9) par (8) donne
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X(x) D A = f(x) + λ X(x) K M D A (10)

en�n,les points de collocation (3) sont appliqués à la relation (10) pour obtenir une

équation algébrique de la forme

X(xi) D A = f(xi) + λ X(xi) K M D A (11)

Après application de point de collocation ,l'équation algébrique en (10) se réduit à

une équation matricielle fondamentale

(X − λ XKM )D A = F (12)

où

X =


X(x0) 0 0 0

0 X(x1) · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · X(xN)

 K =


K 0 0 0
0 K · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · K

 M =


M(x0)
M(x1)

...
M(xN)



X =


1 xN0 · · · xN0
1 xN1 · · · xN1
...

...
. . .

...
1 xNN · · · xNN


De plus , la matrice fondamentale (12) est écrite sous une forme compact comme

suite :

W A = F (13)

Ou sous forme de matrice augmentée,comme suit :

[W ;F ] =


W00 W01 W0N ; f0

W10 W11 W1N ; f&
...

. . .
... ;

...
WN0 WN1 WNN ; fN


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Un système non homogène d'équations linéaires est soluble si et seulement son déter-

minant n'est pas égal à zéro, donc :

|W | 6= 0 ⇒ A = W−1F

Donne une solution unique A est la matrice de coe�cient nécessaire du polynôme de

Lucas, donc la solution approximative (2) est obtenu.

3.3 exemple numériques

Dans cette section, on va traité quelques example pour résoudre les équations inté-

grales linéaires de Volterra de deuxième espèce, en utilisant les polynômes de Lucas et la

méthode de collocation.

Exemple 3.1 Considérons l'équation intégrale de Volterra :

y(x) = x+

∫ x

a

(t− x)y(t)dt, 0 ≤ x ≤ 1.

On cherchons un approchée écrit sous la forme :

ϕ(x) ∼= ϕN(x) =
N∑
n=0

anLn(x)

ona

f(x) = x et k(x, t) = t− x (des fonction continue dans l'intervalle[0,1])

ϕ(x)=sin(x) est lq solution exacte

Tout d'abord ,le problème est résolution (N = 2), donc pour xi = {0, 1/2, 1} .

l'équation fondamentale de la matrice pour ce problème est écrite comme suit :

W = (X − λXKM ) L
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Alors

A = W−1 F

K =

 0 1 0
−1 0 0
0 0 0

 M(x) =

 x x2

2
x3

3
x2

2
x3

3
x4

4
x3

3
x4

4
x5

5

 M =

M(0)
M(1

2
)

M(1)



X =

1 0 0
1 1

2
1
4

1 1 1



X =

100 000 000
000 11

2
1
4

000
000 000 111

 λ = 1 K =



0 1 0 0 0 0 0 0 0
−1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 −1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 −1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0


F =

0
1
2

1


[W ;F ] =

2 0 2 ; 0
9
4

25
48

48
192

; 1
2

3 7
6

49
12

; 1

 .
La résolution du système d'équations pour les trois inconnues dans la matrice ci-dessus

donne A

comme suit :

A =

 72
307
330
307
−72
307


par conséquent,ona :

$y2(x) ≈ 72

307
(2) +

330

307
(t)− 72

307
(t2 + 2) (3.1)

Ce qui simpli�e à :

y2(x) ∼= −
72

307
x2 +

330

307
x

En appliquant les mêmes étapes utilisées pour (N = 2) lorsque (N = 3), on obtient :
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y3(x) ' sin(x)

Ce qui est la solution exacte.

3.4 $exemples Illustra tifs

Dans cette section on va traité quelques exemple pour résoudre les équations intégrales

de Volterra avec le polynôme de Lucas par la méthode Collocation .

Exemple 3.2 On Considère l'équation s de Volterra de second espèce

ϕ(x) = x+

∫ x

0

(t− x)ϕ(t)dt, 0 ≤ x ≤ 1

la solution exacte donné par :

ϕexct(x) = sin(x)

x Sexct err(N = 4) err(N = 6) err(N = 8)

0.1 9.9833e-02 2.6120e-05 4.1032e-08 9.3067e-11
0.2 1.9867e-01 9.3858e-06 1.1889e-08 9.7398e-11
0.3 2.9552e-01 7.7049e-06 7.6803e-09 4.6349e-11
0.4 3.8942e-01 1.0265e-05 5.7590e-09 1.8342e-11
0.5 4.7943e-01 1.3508e-06 2.2096e-09 2.4165e-11
0.6 5.6464e-01 7.4108e-06 1.0054e-08 7.3433e-11
0.7 6.4422e-01 4.8100e-06 3.1763e-09 1.2282e-10
0.8 7.1736e-01 1.1439e-05 7.2214e-09 2.1175e-10
0.9 7.8333e-01 2.6755e-05 4.2899e-08 2.6910e-10
1 8.4147e-01 2.3863e-06 3.8895e-09 4.1328e-10

Table 3.1 � L'erreur entre la solutions exacte et approchée pour l'exemple (3.2)
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Figure 3.1 � graphe des solutions exacte et approchée

Exemple 3.3 On Considère l'équation s de Volterra de second espè ce

ϕ(x) = 6x− 3x2 +

∫ x

0

ϕ(t)dt, 0 ≤ x ≤ 1

la solution exacte donné par :

ϕexct(x) = 6x

x Sexct Sapp err(N = 2)

0.1 6.0000e-01 6.0000e-01 0
0.2 1.2000e+00 1.2000e+00 0
0.3 1.8000e+00 1.8000e+00 0
0.4 2.4000e+00 2.4000e+00 0
0.5 3.0000e+00 3.0000e+00 0
0.6 3.6000e+00 3.6000e+00 0
0.7 4.2000e+00 4.2000e+00 0
0.8 4.8000e+00 4.8000e+00 0
0.9 5.4000e+00 5.4000e+00 0
1 6.0000e+00 6.0000e+00 0

Table 3.2 � L'erreur entre la solutions exacte et approchée pour l'exemple (3.3)
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x Sexct errLu(N=2) errLg[13](N=8)
0 0 0 0
0.1 0.6 0 0
0.2 1.2 0 0
0.3 1.8 0 1,1102230246e-015
0.4 2.4 0 0
0.5 3 0 0
0.6 3.6 0 0
0.7 4.2 0 0

Table 3.3 � Comparaison pour l'exemple (3.3)

Figure 3.2 � graphe des solutions exacte,approchée et err

Exemple 3.4 On Considère l'équation de Volterra de second espèce

ϕ(x) = 1 + 2 sin(x)−
∫ x

0

ϕ(t)dt, 0 ≤ x ≤ 1

la solution par :

ϕexct(x) = cos(x) + sin(x)
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x Sexct Sapp err(N=5) err(N=7)
0.1 1.0948e+00 1.0948e+00 1.5009e-06 1.4305e-09
0.2 1.1787e+00 1.1787e+00 2.0304e-07 8.9841e-10
0.3 1.2509e+00 1.2509e+00 7.1306e-07 1.3192e-12
0.4 1.3105e+00 1.3105e+00 9.9135e-08 3.4768e-11
0.5 1.3570e+00 1.3570e+00 3.0669e-07 3.5165e-10
0.6 1.3900e+00 1.3900e+00 1.3069e-07 9.3344e-11
0.7 1.4091e+00 1.4091e+00 6.9763e-07 4.5035e-11
0.8 1.4141e+00 1.4141e+00 3.3609e-08 8.1867e-10
0.9 1.4049e+00 1.4049e+00 1.7805e-06 1.7998e-09
1 1.3818e+00 1.3818e+00 2.7158e-07 3.0160e-10

Table 3.4 � L'erreur entre la solutions exacte et la solution approchée pour exemple
(3.4)

x errLu errLg[13]
0 1.2259e-12 3 :970354698501488e-05
0.1 1.8171e-08 3 :509603230256175e-07
0.2 7.9560e-09 8 :650733198667382e-07
0.3 4.7985e-09 6 :624327508752970e-08
0.4 1.8459e-09 6 :066674289817442e-06
0.5 1.7331e-09 2 :192544910559757e-04

Table 3.5 � Comparaison entre les Solutions de polynôme de Lucas et Legendre (3.4)

Exemple 3.5 On Considère l'équation de Volterra de second espèce

ϕ(x) = 2 exp(x)− x− 2 +

∫ x

0

(x− y)ϕ(t)dt, 0 ≤ x ≤ 1

la solution par :

ϕexct(x) = xexp(x)
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Figure 3.3 � graphe des solutions exacte et approchée

x Sexct Sapp err(N=8) err(N=10)[13]
0.1 1.1052e-01 1.1052e-01 5.5485e-10 1.3794e-09
0.2 2.4428e-01 2.4428e-01 7.3340e-11 1.3687e-09
0.3 4.0496e-01 4.0496e-01 2.3326e-10 1.3173e-09
0.4 5.9673e-01 5.9673e-01 1.1044e-10 1.2679e-09
0.5 8.2436e-01 8.2436e-01 1.8697e-10 1.2457e-09
0.6 1.0933e+00 1.0933e+00 2.9199e-10 1.2399e-09
0.7 1.4096e+00 1.4096e+00 2.4780e-10 1.1800e-09
0.8 1.7804e+00 1.7804e+00 7.1708e-1 9.0268e-10
0.9 2.2136e+00 2.2136e+00 2.4697e-10 1.0517e-10
1 2.7183e+00 2.7183e+00 9.5406e-10 1.7211e-09

Table 3.6 � Comparaison L'erreur entre la solutions exacte et la solution approchée pour
exemple (3.5)
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Figure 3.4 � graphe des solutions exacte et approchée
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons abordé la méthode de collocation pour résoudre les

équations intégrales de Volterra .L'objectif de ce travail est d'obtenir une solution ap-

proximative de ces équations en utilisant les polynômes de Lucas.Nous avons présenté

quelques exemples où la solution exacte est connue et nous avons obtenu les résultats et

les solutions à l'aide du logiciel MATLAB.

Nous avons trouvé que la méthode donne une convergence approximative vers la so-

lution exacte à travers les exemple étudiés.Pour les fonctions exponentielles(e) et les

fonctions trigonométrique (sin(x), cos(x)) nous avons remarqué que plus la valeur de (n)

augmente, plus la solution approchée se rapproche de la solution exacte.Dans certains cas

le solution exacte est atteinte,comme démontré dans l'exemple où la solution exacte est

un polynôme. Cette convergence démontrée dans un tableau.

En conséquence, nous concluons que la méthode de collocation utilisant les polynôme

de Lucas est e�cace et applicable à l'équation intégrale linéaire de Volterra
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Résumé: 

Le but de ce mémoire, est la résolution numérique de l’équation 
intégrale de Volterra du second type, en utilisant le polynôme de 
Lucas . De plus de nombreux exemples sont présentés pour illustrer 
la précision et l’efficacité de la méthode
proposée

Mots clés:

⦁ Polynôme de Lucas
⦁ Equation intégrale de Volterra
⦁ la méthodes de Collocation.   

Abstract:      

The goal of this memory is consecrated to the numerical method to 
find approximate solutions to the volterra integral equation of the 
second kind using the Lucas polynomial , many examples are 
presented to illustrate
the accuracy and efficiency of the method

keywords:

⦁ Lucas polynomial, Volterra integral equation , Collocation 
method.

⦁ Volterra integral equation 
⦁ Collocation method

الملخص

ا التᜓاملᘭة الهدف من هذه المذكرة هو اᘌجاد الحلول التقᘭᙫᗫᖁة لمعادلة فولت ᢕᣂ

جميع وعᣢ من الرتᘘة الثانᘭة وذلك ᗷـاستخدام كثᢕᣂ حدود لو᛿اس وطᗫᖁقة الت

حة ᡨᣂقة المقᗫᖁم أمثلة مختلفة لتوضيح دقة الطᘌذلك تم تقد.

الᝣلمات المفتاحᘭة

ا ,  كثᢕᣂ حدود لو᛿اس ᢕᣂة لفولتᘭطرق التجميع,  المعادلة التᜓامل

1



ᤧᕦᕥᕤᕣ﷽

خري ﴿   
᠑
ᘭْكَ مَرهً ا

᠐
ا عَل ﴾وَلقَدّ مَنَنَّ

ᢝ الختام
ᡧᣚــــج من المشاعر المتناقضة،  فرحة ا...  وᗫᖂملؤه مᘌ ᢝ ᢔᣎلإنجاز وحزن الفراق،  أقف اليوم أمامᜓم ،  قل

.مشاعر ممزوجة ᗷذكᗫᖁات رحلة تعلᘭمᘭة طᗫᖔلة مليئة ᗷالتحدᘌات والإنجازات

، ولا طᗫᖁق ᛿ان م
᠍
ᢝ لها أن تكون، لم ᘌكن الحلم قᘘᗫᖁا

ᡧᣙᘘ ة، ولا ي ᢕᣂلم تكن الرحلة قص ᢝ
ᡧᣎلات، لـــكᘭسهᙬالᗷ 

᠍
حفوفا

.فعلتها

 

 ᢝ
ᡨᣎشجاعᚽ ؤمنᗫو ᢝᣐنجا ᣢان يُراهن ع᛿ ة والوقارْ منᘘُهُي

᠐
ه الله ᗷال

᠐
 من ᛿لل

᠐
ᣠا من ا... إᘌ ملᝏها أنا أ ᕛ ᢝ

ᡧᣎودعت
. المسᢕᣂ الذي ᗷدأناه معا

_حفظه الله _ " أᗷــي"  

ᢝ ال᜻ون ملا 
ᡧᣚ ضاهيها أحدᘌ من لا ᣠإ ᢝ

ᡨᣛᗫᖁأزالت الأشواك عن ط ᢝ
ᡨᣎة الᘭد الخفᘭال 

᠐
ᣠإ ᢝ

ᡨᣎنعم ᢝ
ᡧᣎالحارس قرة عي ᢝᣝ

 ᢝ ᢔᣎوجنة قل.

_حفظها الله _ "أمــي "

 
ᢝ للأمام ولا تقᘘل الاسᙬسلام     

ᡧᣎتدفع ᢝ
ᡨᣎالطموحة ال ᢝᣓنف 

᠐
ᣠإ

ام والتقدير ᡨᣂل الاح᛿ ᢝ
ᡧᣎم مᝣة لᘭمᘭالتعل ᢝ

ᡨᣍ ᢕᣂلة مسᘭحرفا ط ᢝ
ᡧᣎل من علم᛿ 

᠐
ᣠإ.

ا

 

حَ                                    
ᠬ
نِ ٱل

᠐
ᡧَ ﴿ وَءَاخِرُ دَعۡوَىٰهُمۡ أ ᢕᣌِم

᠐
عᅮَٰل

ᠬ
ِ رَبِّ ٱل

ᡐᕝِ ُمۡد﴾
                                                                                                               

.دلال 
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