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Résumé

Deux codes sont équivalents par permutation g §gaux a une permutation prés
de leurs coordonnées , nous présentons ici une éamhble de calculer cette permutation. Nous
introduisons la notion de signature comme une p&tpd’une position d’un code. Pour déterminer
la permutation entre deux codes equivalents ffit€le trouver une signature totalement
discriminante. Notre intention porte sur le casetie signature n’est pas totalement discriminante

Mots clés: code , eéquivalence , permutation , signature aliilant , enumeérateur de poids .

Two codes are permutation eglent if they are equal up to a fixed permutatibthe
code words coordinates , we present here a study@bompute this permutation , we introduce
the concept of signature : a property of a pasitiba code. To compute the permutation between
two équivalent codes , one needs a signature vidiithly discriminant , our intention stand over
the case which the signature is not fully discriam.

Key words : Code, equivalence , permutation , signature , irardar, weight enumerator .
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NoTATIONS

G| : L'ordre d’'un groupe finiG ou le cardinal d’'un ensemble fi6i
[G: H] : L’indice du sous groupd dansG.

Z : L'ensemble des entiers relatifs.

N : L'ensemble des entiers naturels.

Z/nZ :L'ensemble des entiers modutd] N".

S, : Le groupe symétrique de degré

X : La classd'@rbite) dex modulo une relation d’équivalence.
K© : Le groupe multiplicatif d'un corpsavecK “ = K -{0}

F, : Un corps fini de cardingl

A[x] : L’anneau des polyné6mes a une indéternxrstg un anneag.
Q) : L'idéal engendré pdrdans A[x]

C : Isomorphisme de groupes, de corpspdiees vectoriels,...
[X] : La partie entiere d’'un réel

a(x) :Le poids délammingd’'un motx.

rg H : Le rang d’une matricH.

Ker H : L'espace nul d'une matridd.

I : Matrice identique de taillex k.

‘A : La transposée d’une matrie

A[x]/(f) : L’anneau quotient de!\[x] modulof.

<X,y > :Le produit scalaire deety.

c” . Le dual d’'un cod€.

W (x,y) ou W(x,y) Le polyndbme énumeératedes poids d’'un cod€.
I : Un ensemble ordonné de cardinal

o(c) :LlactiondeoUS, surle mot.

o(C) :Ll'actiondeocUS, surle codeC.

o(i) :Limagedeill paro.

Perm (C): Le groupe de permutations d’'un cdde

S,(I') :Legroupe des permutations monomialek de

Aut (C) : Le groupe d’automorphismes d’'un cade

c” . Le code étalé @&
C~ C :Lescodef etC' sont équivalents par permutation.
C, : Le cod€ poingonné en

V(C) :L’image deC par l'invariantv.
S(C,i) :Limage du coupléC, i) par la signatur&.



Notations et definitions

SoitE un ensemble non vide
I'ensembleS(E) des bijections d& sur E, muni de la loi de composition des
applications, est un groupe appelé le groupe syauéetdeE.

Si E est fini, de cardinaln=1,0n note S, le groupe symétrique dE. les

éléments des, sont appelés des permutationdde

Action d’un groupe fini sur un ensemble

G désigne un groupe fini &un ensemble fini non vide.

Définition
le groupeG opére sur 'ensemble s'’il existe une applicatiom: GXxE - E
Ou ¢( g.,x) sera noté&y .x, satisfaisante, pour toug,g, 0 G, xO E aux conditions :
i) 9;.(9 %x)=0,0, X
ii ) 1x = x oulest I'élément neutre d&

Définition
Un corps da éléments est dit ucorps finide cardinaf

On note souvenit; un corps fini & éléments.



Codes correcteurs d'erreurs

2. les codes
SoitQ un ensemble non videggelémentsQ) sera appelé un alphabet.
Soientk etn deux entiers naturels non nuls akecn ..

Un k -uplets a de Q* sera appelé un message ou un mot de londgietisera noté
soit:a=(a,a,,...,a,) SOit:a=aa,..a.

L’ensemble des messages sera une paidieQ*.

On introduit ainsi une application injective :

f: E-Q"
a=(a,a,....8) c=(C,GC,,....C,)
appelée application de codage ou encodeur

NotonsC = f(E) I'image def.

C est appelé code de longueusurQ , et les éléments deé s’appellent les mots
du code.

Le cardinal du code est par définition celuiCle

Distance de Hamming
La distance de Hammingentre deux mots x=(x,.X,,...x,) et

y=(Yy..Y,...y, ), que I'on noteral( x,y) ,est le nombre d’indicasels quex # vy, .
C'est-a-dire :

d(xy)=fii/% % y]J.



Distance minimale d'un code
La distance minimale d'un codgest la distance minimum entre deux mots

distincts de ce code. On la nate

d= Min{d( x,y)! x,yOCetx# y}.

Dans la suite , nous preno@s= F

Le poids de Hamming
Le poids de Hamming d’'un mot=(x, ,x,,...x,) de F, noté «(x), est le

q 1

nombre d’indices i tels que #0.

a(x)=Ki/x #0}.

Polyndme énumérateur des poids

Définitions
1) La distribution de poids d'un code de longueun sur un corps finiF,est la
suite A,,A,,...,A olchaqueA ; 0<i<n, estle nombre de mots daisle poids .

2) Le polyndme énumératewy (x,y) deC estlepolyndmele Z[x,y] définipar:

n

W (xy)= 3 Axy.

i=0



Equivalence de deux codes

Groupe de permutations d'un code
Soient n un entier positif non nul € une puissance d'un nombre premier
soitl un ensemble ordonné de cardinaitilisé pour indexer les cordonnées

des mots de=;' (dans la suite nous prenons={12,.n })
une permutatioaJS, agit sur les mots dg;’comme sulit :
si ¢c=(c),, estun motde, alors:

ial

O(C)=(Cdnlm :(Cauwca@w-~@amﬂ

Soit maintenan€ un code de longueursur F, .
La permutations de S, définit une action sur le cod&comme suit :
(o.C)~ o(C)

avec o(C)={o(c)/ coc} .

Notation :
SoitC un code de longueursur F, .
Notons pern{C)le sous ensemble de tous les élémerts S, ;tels ques(C)=C.
I.e:

pern{C)={c0S, / o(C)=C}.

Proposition :
L’ensemble pern{C), muni du produit usuel des permutations, est ums so

groupe des, .



Définition
Le sous groupepern(C) de S, est appelé le groupe de permutations du code

Equivalence par permutation

Soit [, 'ensemble des codes de longuesur F, .
Définissons I'applicatiorp de S, x [, dandi, par :

#(o.Cc)=0(C)
avec :
a(C)={o(x)/ xOc}.
Proposition

L’applicationg définie une opération des, surl,. (c'est-a-dires, opere sur

Lo )

Soit(la relation suk,, définie par :
Pour deux codes et C' de Cy;
CUC - oOs,;C' =0(C) .
Proposition
La relation//définie suil, est une relation d’équivalence.
Définition
Deux codes de méme longueursurrF, ,sont équivalents par permutations

s’ils sont équivalents au sens de la relafibdéfinie ci — dessus .

Cela revient a dire que deux codesetC' de méme longueur sont équivalents par

permutation s’il existe une permutatio s, telle que :

c' =o(C).



Proposition
Le nombre des codes équivalents par permutatiam@de C de longueur n est

| perr;(CX '

Proposition ( résultat original )
Soit C un code de longueur n syralors :
1) Le nombre des permutations des, qui produisent un méme code
équivalent par permutation a C , égern(C) .
2) Si C' est un code équivalent a C par une permutatignalors o est
unique si et seulement si le groupe de permutateC est trivial (c’est
a dire réduit & l'identité ).
Proposition
Deux codes de méme longueur équivalents par petionit@nt des groupes
de permutation isomorphes.
Proposition
Deux codes équivalents par permutation Ont :
1) méme longueur .
2) méme distribution des poids .
3) méme distance minimale .

4) méme polyndbme énumerateur des poids.



Delermisation de Mequivalence de deiw: codes

Il s’agit ici d’essayer de répondre aux deux goestsuivantes :

1. Etant donné deux codé3 et C', décider siC et C' sont équivalents par
permutation ?

2. SiC et C' sont équivalents par permutation, retrouver lanpgationo telle

que o(C)=C'?.

.Notations et définitions
| désigne toujours I'ensemb]&,2,...,0 /7 N.

Pour tout xOF, supp(x)={i 01 : x, #0} désigne le support de.

Codes poingonnés
SoitC un code de longueursurF, .

SiJest une partie non vide dle

E :{XD F.": supp(x) O J}
Définition
Le codeC poinconné em est par définition :
C=(C+E )N E

Equivalence : Pour tout code C de longueurpoyr tout i//1 , et pour toute

permutationo //S,., nous avons :
g(G)=0(C)ap -



Notations
NotonsL, I'ensemble de tous les codes de longuesurF,.

I'ensemblel =U [, est'ensemble de tous les codesiyr

n=1n

Soit E un ensemble non vide sur lequel la notion d’égadt définie.

Définition
Un invariant suE est une application v: C - E telle que deux codes
équivalents prennent la méme valeur pac’est a dire :
OCOG, ,OolS,:v(o(C))= v(C).

Corollaire
Soit v un invariant et soit C un code de longueupaur tout i/ et pour

toute permutatiowr /7S, ; nous avons :
v (G) = v(a(C)sgp)-

Définition
Une signaturé sur un ensembl& est une application qui a tout coGede
longueur n et a tout élémendel, associe un élemes8t( C, i )JdeE
et telle que pour toute permutation’/S, et pour tout del :
SE(C)o()=S(C,i).

Définition
Une signaturé& esttotalement discriminantpour un codé€ de longueun si
S(C,1)ZS (C, j)pour tout , j distincts dd.

Cela veut dire que l'applicatiog: i - S (C, i )est injective, pouC

donné. Nous dirons alors que les positiohd sont discriminées.



Proposition

Soit C un code de longueur n, S est une signattaéement discriminante
pour C ; alors :
1) le groupe de permutation de C est trivial.

2) la signature S est totalement discriminante gout codeC’ équivalent a C.

Proposition
Etant donnés deux codes équivalents C'etels quec’ = o ( C) , et une
signature S totalement discriminante pour C , alorest bien déterminée et elle

est unique.

SoientA, B respectivement les ensembles des val8ur€ , i )etS (C', j), pour
tout(i,j) JIxlI;
C'esta dire :
A={S(C,i)/liJl}
B={S¢.])/10l}

Remarque importante

La méthode ainsi présentée dans la preuvapesiée algorithme de séparation
des supports di a NICOLAS SENDRIER, il permet deuer la permutatioro
Si la signature est totalement discriminante.

Pour décider sC et C' sont équivalents, l'algorithme apporte la répoase
|A=[B/<n ([NS 96] et [NS 02]).



Rappels et notations

Dans tout ce qui suiC et C' représentent deux codes équivalents de
longueum tels quecg (C ) =’
et Sune signature définie comme suite :
S(C,i)=v(¢)ouv est un invariant.
Supposons dans la suite gBer'est pas discriminante enpositions seulement,
c’est a dire que :
S(C,i)=S(C,3)=....=S(C,4)aveci, iy .... LTI .

et 2<s<n-2.

Partition associée a une signature

Si S est une signature € est un code de longueunr Soit la relationR.
définie sur par :
[i,j Oi R j = S(C,i)=S(C,j))
Lemme
la relationr, ainsi définie est une relation d'équivalence suetl elle

permet de définir une partition de | selon SGet

Proposition
Si{j1,J2, ... .14 } estune partition de | selon C et S etcsi= o( C) ,

alors la partition de | selorc’ et S est:

{ O'(jl),O'(jz), ------ O'(jd) }

Proposition
Sic' = g(C) et S n'est pas discriminante en s positionsi, , .... , ¢t del
pour C, alors S n’est pas discriminante en s posgio (i; ), o(i2), .... g(ls)

de | pourcC'.



Proposition

Si S est une signature non discriminante eni, .... , § de | pour C;
alors
{i1, ..., k} est stable par I'action du groupe de permutasiaie C.

Soit pouri fixé ; 'applicationg. de{i;, I, ...., i } dansE définie par:

Pc(a)=UC; )

Proposition
Si l'application ¢c est injective , alors les images de, i, .... , L paro

peuvent étre déterminés immédiatement agee o (C) .

Exemple

Considérons les deux codest C' définis par :
C={01101, 01011, 01110, 10101, 11110}
C' ={10101,00111,10011, 11100, 11011 }

Prenons comme signature .



S(C,i)=v(§)=W(G), le polynébme énumérateur des poid<Cdeouri=1, 2,
C,={01101, 01011, 01110, 00101} % + 3%
C,={00101, 00011, 00110, 10101, 10110} 3% + 2x°
C;={01001, 01011, 01010, 10001 , 11010} 3% + 2x°
C,={01101, 01001, 01100, 10101, 1110&}2)3 + 3
Cs={01100, 01010, 01110, 10100, 11110.} 3¥ + x*+ x*

Remarquons que les positions 2 et 3 ne peut &ceiminées.

PourC' : C; ={00101, 00111, 00011, 01100, 01011 }3¥ + 2xX°
C, ={10101, 00111, 10011, 101003} X + 3%’
C; ={10001, 00011, 10011, 11000, 11011} 3% + x> + x*
C,={10101, 00101, 10001, 11100, 1100L.} 2¥ + 3%’
C,={10100, 00110, 10010, 11100, 11010} 3¥ + 2x°
Remarquons que polL’ , les positions 1 et 5, ne peuvent étre disciesn
D’apreés: S(C,1)=SC’',2) noustironso(1)=2.
S(C,4)=SC’' ,4) noustironsog(4)=4.
S(C,5)=SC’',3) noustironsg(5)=3.
Soient les applications :
fc(a)=W (Gq,0y), poura7{2,3}.
P (B) =W (C'i2p). pourBU{1,5}.
alors : C(1,2;={ 00101, 00011, 00110 } = e (2) =34
C1,3;={01001, 01011, 01010, 00001 }- @c (3) = X + 2X +x°

... ,b.Alors :

C'(2 1;,={00101, 00111, 00011,00100 }» @ (1) = x +2X+ X

C'(2.5y={10100, 00110, 10010 } - P (5)=3%X
doncgc et @ sont injectives et dgc (2) = P (5), nous tironr(2) =5,

etde ¢c (3) = ¢ (1), nous tirongr (3) = 1..

1 23 45
o=
25143

ainsi la permutatiowest :



Conclusion

Questions

> L’invariant proposé par Sendrier est le polynémenéérateur des poids
est-il possible de trouver un autre invariant quiag mieux efficace pour
les codes ou au moins pour certaines classes @s €od

» Est il possible de construire une signature guaiséstalement
discriminante pour les codes ou au moins pouaress classes de
codes?

» Sile groupe de permutations d'un co@en’est pas trivial, comment
rendre ce travail de détermination de la permutiadie la permutation
oas, ; telle queog(C)=C' applicable ?

Enfin , nous pensons qu’on peut commenaecpnstruire un codeg(L') a
partir deC(C') dont le groupe de permutatiopsrm ( L)est le groupe quotient
pern(C)/ perm(C)qui est trivial a condition que les codest L' ainsi construits
sont équivalents par permutation uniquesiCetC' sont équivalents par

permutations ou on peut déduire a partir den.



introduction

L’étude de I'équivalence de deux codes est unlpnod important en théorie

des codes correcteurs d’erreurs : supposons gueayons deux codes. Il s'agit de
trouver une permutation (ou une matrice monomjaielle que I'image du premier
code par cette permutation est le deuxiéme code.

Toute une classe de cryptosystemes fondés suhdari¢ des codes
correcteurs d’erreurs utilisent comme clef sectgtecode linéaire trés structuré,
pour lequel on dispose d’un algorithme de décodapgle, et fournissent comme
clef publigue un code équivalent.

Outre son importance en cryptographie, I'équivateaide a classifier les codes, en
particulier, les codes auto duaux. Deux codes é&tpnvs ont la méme structure :
méme distance minimale, méme distribution des poidsirs groupes de

permutations sont isomorphes.



Chapitre | Définitions et propriétés élémentaires

INTRODUCTION GENERALE
Présentation du probleme

Il est possible de définir la notion d’équivalertmedeux codes de plusieurs maniéres :

- comme équivalence par permutation .

- comme équivalence par matrices monomiales .

- comme équivalence par matrices monomiales et aufinisones de corps de base.

Chaque définition étant plus générale que lesépi@ates. Dans ce travail nous nous
intéresserons a deux premiers cas. S'il s'agitpgemutations, nous parlerons d’équivalence
par permutation, sinon d’équivalence.

L'étude de I'équivalence de deux codes est unlpnod important en théorie des
codes correcteurs d’erreurs : supposons que nauss aeux codes. Il s’agit de trouver une
permutation (ou une matrice monomiale..) telle duvage du premier code par cette
permutation est le deuxiéme code.

Toute une classe de cryptosystemes fondés suhélari¢ des codes correcteurs
d’erreurs utilisent comme clef secrete un codeali@étrés structuré, pour lequel on dispose
d’un algorithme de décodage rapide, et fournissemme clef publique un code équivalent.
Outre son importance en cryptographie, I'équivaderaide a classifier les codes, en
particulier, les codes auto duaux. Deux codes éiprivs ont la méme structure : méme
distance minimale, méme distribution des poids,rslegroupes de permutations sont
isomorphes.

Tout cela nous a incité a nous intéresser a lar@ation de I'équivalence et de
I'équivalence par permutation des codes.

Déroulement de la these

Dans cette these, nous nous intéressons a I'éh@wique des codes équivalents par
permutation ainsi a la détermination de la pernmagui assure cette équivalence lorsqu’elle
est unique tout en s’appuyant sur les notions diilants et des signatures fondées a partir des
polynbmes énumérateurs de poids.

Le premier chapitre est un chapitre d’introduct@mnnous présentons des notions et des
propriétés fondamentales concernant les groupsescdgos finis et les espaces vectoriels.
Nous avons étudié un peu plus en détail les grodeeermutations et les corps finis car ses
notions interviennent beaucoup dans les chapittéssugjvent. Les notions citées dans ce

chapitre représentent I'outil mathématique utipsé@r I'étude des codes correcteurs d’erreurs.



Chapitre | Définitions et propriétés élémentaires

Le second chapitre regroupe les définitions eplepriétés fondamentales des codes
correcteurs d’erreurs ; nous étudions les codeec®urs et leurs parametres (section 2.2).
Nous nous traitons une classe particuliere desscpdesavoir les codes linéaires ainsi que
leur décodage (section 2.3 ; 2.4 ; 2.5 et 2.6)se@ion 2.7 représente une étude sur la dualité
ou nous avons pu calculer le code dual d'un code athogonal dans un cas particulier en
montrant la proposition 2.7.6. Enfin la section 2dprésente la définition du polynéme
énumeérateur qui sera utilisé comme invariant damchapitre quatre.

Le troisieme chapitre est consacré a I'étude, iapes détaillée, des groupes de
permutations et de I'équivalence des codes :nawdicsts les définitions et les propriétés des
groupes de permutations des codes et la notioruidd@gnce sur deux niveaux ,a savoir
équivalence par permutations et isomorphisme. Momstrons que nous pouvons représenter
le groupe d’automorphisme comme groupe de pernoasatiet I'équivalence comme
équivalence par permutations. Enfin nous étudiesgtopriétés de deux codes équivalents.

Enfin, dans le quatriéeme et dernier chapitre, natr®duisons les notions des codes
poingonneés et leurs propriétés, les notions d’ilaves et signatures introduites par NICOLAS
SENDRIER.

Nous étudions la détermination de la permutatiefi@juivalence en considérant une
signature totalement discriminante. Enfin nous wises un cas ou la signature utilisée n’est
pas totalement discriminante et nous montrons quees certaine condition est vérifiee, la
permutation peut étre calculé dont nous avons péreontrer.

Citons finalement que ce travail a pouorigine les rapports de recherche de
NICOLAS SENDRIER [NS96] et [NS02] qui a étudié lmpleme d’équivalence des codes

en introduisant les notions d’invariants et de atgres.



Chapitre | Définitions et propriétés élémentaires

DEFINITIONS ET PROPRIETES ELEMENETAIRES

1. Introduction
Ce chapitre est un chapitre de préliminaires.dbg’ici de présenter la terminologie est
les principales notations; tout en ciblant les tsh§udiés.
Les définitions et résultats énoncés constitueriase pour explorer ces objets. D'autres
éléments viendront les compléter au cours desrdifté chapitres.
2. Groupes
Dans cette section nous rappelons les définitibriesenotations usuelles de la théorie
des groupes. Pour une description détaillée vad $R] ; [LIG 73] ; [AD 79] .
Définition 2.1
SoitG un ensemble non vide.
Uneloi de composition internsurG est une applicatiop de GxG dansG.
Notation 2.2
L'image ¢(x,y)de (x,y)IGXG par¢ seranotéxgy ou xysi aucune confusion n’est a
craindre.
Définition 2.3
Soit G un ensemble non vide muni d’une loi de cositipn interne définie par :
(X, y)—>xy
G posséde unstructure de groupéou par abus de langage dBe&st un groupe) si :
(i) cette loi est associative : quelques soient Emeéhtsx,y zdeG
X2 = xy)
(i) G posséde un élément neutre e pour cette loi : jootx (1G
XE=ex=X
(iii) tout élémentx 1 G posséde un symétriqué (ou x™) deG, tel que :
X' =x'x=e
Exemple 2.4
SoitE un ensemble non vide, 'ensemIidg&) des bijections d& surE, muni de la loi de
composition des applications, est un groupe agpajéoupe symétrique de SiE est fini, de

cardinaln=>1,on note S, le groupe symétrique de. les éléments d&, sont appelés des

permutations d&.
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Remarque 2.5

1. si la loi de G est commutative, c'est-a-dire c’est pour toyty UG, xy=yx, le

groupeG est dit commutatif ou abélien.
2. sile cardinal d&s est fini, G est dit fini et le nombre de ses éléments estlappedre

deG, et est notdG|.

Définitions 2.6
SoitH une partie non vide d’'un groufe H est appel@&n sous-groupdeG si :
) x,yOH = xyOH.
i) xOH = x™ OH.
ou x™* désignd' élémensymétriquedex dansG.
Soit H un sous-groupe dé&. Pour tout élémentx(1G, on définit 'ensemble
Hx:{hx/ h( H} appelé la classe a gauche de x moétlo
De méme, on définikH ={xh/hOH} la classe & droite de x modulo H.
Désignons par (G / H)g (respectivement(G/H),) l'ensemble des classes a gauche
(respectivement a droite) modutb
Lemme 2.7
Soit H un sous-groupe de G ; il existe une bijectie (G/H), sur (G/H),.
Preuve
Puisque pouiX, Y UG ona:
Hx=Hy « xy'0OH « x*)"y*0OH = x*H=y™"H.
On vérifie facilement que la correspondande— xH est une application bijective de
(6/H),dangG / H),. c.q.f.d

Si le groupe G est fini, les ensemblgs/ H),et (G/H), sont donc de méme cardinal , ce

dernier est appelé l'indice de H dans G et jGtéH |.

Théoréme (de Lagrange) 2.8
L'ordre et I'indice d’'un sous-groupe H d’un groufiai G sont des diviseurs de l'ordre

de ce groupe e[G:H]:%.
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Preuve

Soit H un sous-groupe d’'un group@ et soit x[JG .I'application y— yxest une
bijection deH sur Hx, toutes les classes a gauche sont équipotentls @onc sont
équipotentes entre-elles.

Pour toutx, y[O0G ; soit Hx=Hy ou bien soitHxn Hy=@.
Cela permet de conclure que les classes a gauaherfbune partition de G.

Comme le cardinal dé5 / H), est [6:H] nous avons :
G| =|H|[G: H] c.q.f.d
Groupe cyclique 2.9
Il est clair, en utilisant la définition 2.6 de vogue lintersection d’'une famille
quelconque(H i )m/ de sous groupes d’'un grou@eest un sous groupe &

Lemme 2.9.1
Soit x un élément de G, il existe un plus petissgroupe de G contenant Xx.

Preuve

G est un sous groupe de contenantx, soit (Hi)iD, la famille non vide des sous-

groupe deG contenank, et soit. H = (1 H,. C’est un sous groupe @contenank. SiL est
ig/

un sous-groupe deG contenant x, L est l'un des H; , donc HOL.
c.q.f.d

Le plus petit sous-groupe d’'un grou@econtenani est appelé le sous-groupe @e
engendré pax, et il est notégp(x). L'élémentx est dit élément générateur dp(x).
Exemples 2.9.2

1. le sous-groupe dé&Z,+) engendré panlJ N est I'ensemble des multiples delansZ.
2. le sous-groupgp(3) de Z /42 est{T)f%iI}.
3. Le sous-groupgp(2) de Z /42 est{ﬁ f}.

4. le sous-groupe
gp(7)deS ot 7(1)=1,:(2)=3,7(3)=2, est{id,}
avecid est I'application identique dﬁ,2,3}.

Définition 2.9.3
Un groupeG est ditcycliques’il existe un élément qui sera appelé générateur tel que

G=gp(x)-
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Il est aisé de vérifier qu'un groupe est cyclique de génératexisi, et seulement si ,
tout élémeny deG s’écrit x* ot SL Z .
C'est-a-dire que gp(X) :{xS / sDZ} avec :

X.X.X...X sfoissi s>0
x® =Je sis=0
-1 -1 -1 ‘o o

XX .xX ", —sfoissi s<0

Pour plus de détails sur les groupes cycliques remusyons a [LJG 73ju a[RG 97].
Le théoréme suivant permet de classifier tousglesipes cycliques, nous le citons sans
démonstration, car cette derniére peut étre tiede’ichporte quel ouvrage traitant les groupes
cycliques.
Théoreme 2.9.4
Soit G un groupe cyclique.

1. si G estinfini ; G estisomorphe a Z

2. si G estfini d'ordré&k 2 1,G est isomorphe & / kZ .
Groupes abéliens finis 2.10

Lors de la caractérisation du groupe multiplicdtiin corps fini,nous aurons besoin au
théoréme principal des groupes abéliens finis gumet de parcourir tous les modéles des
groupes abéliens finis. Pour une démonstrationparirexemple [AD79].

Théoréme principal des groupes abéliens finis 2.10.
Tout groupe abélien fini G est isomorphe a un prbdirect |L|Hl de groupes cycliques
i=1

non triviaux tels que pour=1,2,3... r
|H,| divise|H,,] .
Exemple 2.10.2
Il y a exactement quatre types de groupes abéfirissnon isomorphes d’ordr&00,
quisont:Z/100Z, Z2/2Z2%x2Z2/50Z, Z/5Z2x2/20Z, Z/10Z % Z /10Z.
Groupe symétrique S, : 2.11
L’étude des codes équivalents a un code est badé guoupe de permutations de ce

code, ce groupe est un sous-groupe du groupe sgoetd’'un ensemble fini utilisé pour

indexer les positions des mots du code. La se@&i@ndu chapitre Ill concernant le groupe



Chapitre | Définitions et propriétés élémentaires

d’automorphisme d’'un code donné montrera ce denterme groupe de permutations d’'un
autre code. Ce résultat particulier est inspiré Ipathéoreme de CAYLEY qui permet de
représenter les groupes comme groupes de pernmsatio

Théoréme (de CAYLEY ) 2.11.1

Tout groupe G est isomorphe a un sous-groupe dupyc(S(G),o).
Preuve

Soit f:G - S(G)définie parf(g)=f, ouf (x)=gx pour toutx de G. Pour un
0, UG, sig G, 'équation enx, g, X=g posséde une solution uniguet il en résulte que
f,, est une bijection d& surG. on vérifie facilement quéest injective. Comme pour tous

X’g’g,DG!
fgg’(x) = gg’x = fg(g,x) = fg(fg’(x)) = fgo fg'(x)

On constate quieest un isomorphisme d&sur f(G),sous groupe deS(G)e) c.q.f.d.
L'ordrede S, 2.11.2

Pour toutn =1 ,le groupe symeétriqué&, est d’ordren!
ou nl= nx(n-1)x..x2x1

Pour une permutatiomde S, ,nous écrivons

avec

o(k)=i, eti, 0{12,...,} pour toutk =1,...,n.

Groupe de permutations 2.11.3

SoitG un sous-groupe d&E). On I'appelle un groupe de permutationsEde

Le cardinallE| deE est le degré dé.
Le cardinal|G| deG est I'ordre deG.

Nous noterongx I'imageg(x) de xOE sous 'action de la permutatiop U G .
Si gx = X, nous disons qugfixe X (ouXx estfixé parg).

Nous noterongl I'élément neutre d&S(E)etg™ le symétrique de .
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Propriété 2.11.4
Sig,hOS(E),alors(gh)* = h*g™.

Preuve

Il suffit devérifier queh™g™ est le symétrique dgh dansS(E). c.q.f.d
Proposition 2.11.5

Si G est un groupe de permutations de E , alogs iest de méme powGx", pour
toute permutatiorx deE avec :
xGx'={xgx*/g 0 G }.

Preuve

Il suffit de montrer quexGx™" est un sous groupe d§(E).
Soient a, BOXGX™ ; alors ils existeng, ,g, OG tels que :

a=xg,x" et f=xg,x".
aB =( xg,x ") ( xg,x)=x(g,x™" xg, )X =xg,0,x " OXGX*
a™ =(xg,x™*)™" = xg;' x™; (parla proposition 2.11.4)

Donc :a ' OxGx™
En vertu de la définition 2.6¢Gx™ est un sous-groupe @& E), pour toutx 0S(E).
Définition 2.11.6

Les notions sont celles de proposition 2.11.5ruge xGx* est appelé le groupe
conjugué des.
Action d’un groupe fini sur un ensemble 2.12

Dans toute cette sectio@,désigne un groupe fini & un ensemble fini non vide.
Définition 2.12.1

On dit que le group& opeére sur I'ensemblE si G est isomorphe a un sous groupe
du groupe symétriqu&( E).

La définition précédente peut étre facilement mangu’elle est équivalente a la
définition suivante :
Définition 2.12.2

le groupeG opére sur I'ensemblg s'il existe une applicatio® : GXE - E

Ou ¢( g,x)sera notég.x, satisfaisante, pour toug,,g, G, x E aux conditions :
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I. 0,.(9,-x)=0,0, X
ii. 1x = xoulestI'élément neutre d8.
Exemple 2.12.3
Soit E={12,...n} . S, opére suE comme suit : pous 0S, XOE ; (0, X)~ o(X)
Remarque et définitions 2.12.4
Soit G un groupe opérant sur un ensenblda relationd définie surk par :
xOy « LgUG;y=g9gx
est une relation d’équivalence .
La classe dex[DE modulo cette relation est appeléarbite de x qui sera noté par
G.xouXxouorb (x)
Gx = {g.x/gDG}: {y OE/Og 0O G; g.x=y}
L’ensembleG, :{g O0G/gx= x} est un sous groupe eappelé lestabilisateurdex.
3. Corps finis
Nous rappelons dans cette section , des définigbdgs propriétés liées au corps finis ,
nous le faisons trés brievement ,pour une étude gétaillée nous renvoyons par exemple a
[RG 97] ou [MS 77] .
Caracteéristique d'un corps 3.1
Soit K un corps, désignons pér(resp.1 ) I'élément neutre pour I'addition (resp. la

multiplication) du corps<, on a un unique homomorphisme d’anneguxZ — K définie

par :
#(n)=nl

» Si ¢ estinjectif, il identifie Z & un sous-anneau #e; alorsK contient aussi le corps
des fraction®) deZ , on dit queK est de caractéristique nulle .

» Si ¢ n'est pas injectif , son noyau estunid@d@ou p>0 ; Z/ pZ s'identifie & un sous
anneau d«,il est donc integre,de sorte guest un nombre premier; on dit gkieest de

caractéristiqu@. dans ce cag/pZ est un corps qu’on note, .

Le sous corpsQouF, deK est le plus petit sous corps ide on I'appelle le sous corps

premier deK.
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Définition 3.2
Un corps de éléments est dit uzorps finide cardina
Exemple 3.3

Pourp premier; F, est un corps fini de cardingl
Théoreme 3.4
Soit K un corps fini. Posonsg =card(K ) alors
i.  La caractéristique de K est un nombre premier p
ii.  Kestun espace vectoriel de dimension finie nFsuet on aq = p"
Preuve
Commé est infini,K ne peut étre de caracteéristique nulle. Donc itieon F avec

p premier. AinsK est un espace vectoriel sk, sa dimensiom est finie, sinorK serait

infini. En tant qu’espace vectoriklest isomorphe & ; donc K ap" éléments c.q.f.d

Théoréme 3.5

Soit K un corps fini de cardinal q

Le groupe muItipIicatii(K D,E)J est cyclique d’ordre g-1.
Preuve

Le groupe(K D,E)] est commutatif (car tout corps fini est commutatiést le théoreme de
WEDDERBURN) et fini. D’aprés le théoréme 2.10.1existent des groupes cycliques
H,,..H, telsque:

KYOH, xH, x..xH,

etpour touti =12,...r -1, |H,| divise [H ,,|

L’entier s:|H,|est donc un exposant de chaque élémeri de

donc pour toutxOK", x> =1 ; en d'autre terme tout les éléments Késont racine du

polyndmex® — 10K |[x] or ce polynéme admet au plsigacines donc
K% <s
Mais |H,|=sdivise ‘KD‘ ,d’ou |Hr| = ‘KD‘, et comme K" est fini cela entraine que

K'=H,. c.q.f.d

r

10
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Théoréme 3.6
Soit K un corps fini de cardinal q.

Pour toutx O K "” on a X™* =1, et pourtout xO K on a X' = x.
Preuve

Daprés le théoréme 3.5, lordre deK"est g-1; donc pour tout

xO K" onax®" =1etparconséquerpour toutx DK onax? = x. c.q.f.d

Il en résulte du théoréme 3.6. qu’un cdimpisK a qéléments est I'ensemble des racines
du polynémex® - x.
On note souvenE, un corps fini & éléments.
Définition 3.8

Un élément générateur du groupe cycli(ﬁ,y'éL d’'un corps finiF, est appelé ualément
primitif de F, .
Théoreme 3.8

Soita un élément primitif d’un corps firf, ; alors

F, ={oLa.a?,..a"?]

aveca®" = 1 de plusa® est primitif si et seulement ki et g-1 sont étrangers.
Preuve

Elle repose sur le théoreme 3.5. et sur lerme 2.8. en tenant compte que l'ordre de

a* est a-1

S R c.q.fd
p ged(k,q1) A

le théoreme 3.8. permet de construire un corps Fini, il suffit de remarquer qu’un
élément primitif deF, est une racineg¢l)- iemede l'unité .
Deux corps finis de méme cardirmpsont, par le théoréme 3.6, corps de racines dinpoie

X% —x qui est unique a un isomorphisme prés,donc ilg¢ soigues a un isomorphisme

prés,c'est-a-dire qu'ils sont isomorphes.

11
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Construction et théoreme 3.9

Soit p un nombre premier, commEg_ est un corps, les idéaux de I'anneau principal
Fp[x] sont principaux. Soitf [ Fp[x] un polynéme de degné>0 et soit {) I'idéal principal
engendreé pdat
Soit g +(f) un élément arbitraire de I'anneau quoti@ra{x]/(f ).

Par la division euclidienne, ils existenth,r O Fp[x] tels que :
g =hf +r avecdeg r < deg f = npuisquehf D(f) yilvientqueg+(f)=r+(f),
c.a.d. que tout élément de I’anneﬁﬂ[x]/(f) s’écrit d’'une fagon unique sous la forme :
a, tax+..+a X" +(f), a0F,

Si nous identifionsF, au sous anneaja + (f)) alJF.}, tout élement de
F,[x]/( f)peut s'écrire sous la forme :

a, +a,(x+ f)+..+a _(x+f)!

Posons+( f ) =a, nous pouvons donc écrire tout éIémeniF@e[x] /( f)sous laforme
uniquea, +a,a +...+a,_,a"*, et nous pouvons considerer [x]/( f )comme un espace
vectoriel surF, dont une base eft.a,a?,...a"*}

Comme0 +( f )OF, [x]/( f), nous avonsf(a)=f +(f)=0+(f)=0
C'est-a-dire que est une racine de f dams, [x]/( f ).

Donc nous pouvons énoncer le théoreme suivant :
Théoreme

Soit f 0 F,[x]de degrés n>0. Alors [x]/( f) est un espace vectoriel de dimension n
sur F, de base{l,a,a2 ,...,a”‘l} avec a = x +(f)
De plusF ,[x]/( f ) estun corps si et seulement si f est irréductible
Exemple d’ un cops fini 3.10

Le polyndme f(x) =x®+x+1 est irréductible sur le corps finF, = {01} de
degrés2. Donc Fz[x]/(x2 +x+1) est un corps fini de cardinal = 2° = 4, dont ses
éléments peuvent étre représentés sous fameba, avecab appartiennend F, et x est
satisfait a f (¢)=0. c'est-a-direx® +a+1=0 ou a? =a+1.

Donc F, = F,[x]/(x* +x+1) = {01,a1+a}.

12
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Parexemplex(l+a) = a +a*= a+a+1=1
4. Espaces vectoriels
Dans cette section nous rappelons quelqueasiti@s nécessaires de I'Algebre linéaire ,
nous citons certaines propriétés qui seront uplms définir les codes linéaires a travers le
chapitre I1.
Notations 4.1
SoitV un espace vectoriel sur un cokps

V " désigne I'ensemble desuplety v,,v,,...,y )avec v, OV
dim V (oudimV) désigne la dimension désurkK.
A' désigne la transposée d’'une matAce
Proposition 4.2

Soit K un corps, I'ensembke” muni de I'additiordéfinie par :

(XX 000X, ) H (Y1 Yoo Yn ) = (X4 + Y1 Xo + Yo, + Y, )

et la multiplication par scalairel (0K :
AKXy %o 0%, ) = (AX,AX, ..., AX,, ) est un espace vectoriel de dimension n sur K
Sous espace vectoriel 4.3

Soit W un sous ensemble d’ un espace vectdfisur un corpK . W est un sous

espace d¥ si et seulement si pour toyt,vOW,AOK. uvOW et AuOW .
Exemples 4.4

* SoitV = F22 , W = {(ap)/aD F2 } est un sous espacede

e W= {v= (X XprenX )OFS /X, X, +..4X, =0 } est un sous espace sy
Définitions 4-5
Soitf:V - Wune application linéaire et sditla matrice associéefa
ker f = ker A ={ vOV/f(v) =0 } est le noyau deou I'espace nul de la matrice.
f(V)= AV = {f (v) VOV }: {A.v JAVELY }est 'espace image de(ou de la matric@ . )
On rappelle qu&er f (resp.f (V)) est un sous espace \déresp. deh) .
Théoreme 4-6
V et W sont des espaces vectoriels sur K de diorengnies .
SoitT :V - Wune application linéaire Alors
dmV=dimKerT +dim T (V)

13
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Preuve
En effet il est facile de remarquer q¥e/ kerT est isomorphe & (V) en tant

gu’espaces vectoriels .
Théoreme 4.7
Soit V un espace vectoriel de dimension finie mmied sur un corps K Alors

i) V est isomorphe & " .

i) Si K est un corps fini de cardinal q , $t éini de cardinal d' .
Preuve
Pouri) , il suffit de considérer I'isomorphisme

V - K"
ae +..+a.e - (a,a,,..a,)

ou (e.e,...e) estunebasedeVsurkK.
Pourii) , il découle dae). .qd.d

14
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CODES CORRECTEURS D' ERREURS
1. Introduction

Pour communiquer des informations on les codesm@yen de chiffres, de lettres, de
sons,...,.etc. Malheureusement quand une transmissoprolonge des erreurs finissent
toujours par se produire. Afin de corriger une @rrgui vient d’étre détectée on pourrait
recommencer la transmission, mais ce n’est pasuaipossible car le message original peut
étre perdu (satellite qui se déplace, résultat daloul qui n’est pas enregistré,...,etc.) ou bien
le temps peut manquer (suivi d'un phénoméne phgsiutemps réel.). en outre il ne faut pas
oublier gu'une nouvelle transmission risque diduiwe de nouvelles erreurs. C’est
pourquoi,lorsqu’une erreur est détectee, il vawtuxichercher a la corriger directement plutét
gue de chercher a retransmettre le message. Laiethdes codes vise les deux buts: la
détection et la correction des erreurs.
2. les codes

SoitQ un ensemble non videggélémentsQ sera appelé un alphabet.

Soientk etn deux entiers naturels non nuls akes n ..
Un k —uplets a de Q* sera appelé un message ou un mot de londyeirsera noté soit :
a=(a,a,,..,8,) soit:a=aa,..a,.
L’ensemble des messages sera une péauie Q" .
La technique du codage par bloc consiste a assaabaque moa=(a,,a,,...,a,) JE ,un
mot plus long, c'est-a-dire un mot @ , de facon unique. On introduit ainsi une appiarat
injective :
f: E-Q"
a=(a,a,,..,a)c=(c,C,...,C,)
appelée application de codage ou encodeur. Le geasaE est modifié pour fournir le mot
c=f(a)dQ". Cest le mott qui sera transmis et lu par un systéme quelcopque donner
un message recy= (X, X,,...,X,) qui contient éventuellement quelques erreurs.
NotonsC = f (E) l'image def. Commef est injectivef réalise une bijection dé sur

C et C peut étre considéré comme I'ensemble de tous éssages possibles.
C est appelé code de longueusurQ , et les éléments de s’appellent les mots du code. Le

cardinal du code est par définition celuiGle
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Exemples 2.1
i) C,={133311111 est un code de longuedisur Q, ={13}.
i) C, ={aaaabcdextim,aabl} est un code de longuetiet de cardinad surQ
I'alphabet de la langue francaise.
iy C, ={1a,00 0a 11,a0} est un code de longueRiet de cardindb sur le corps finiF,
construit en 1.3.10.
Distance de Hamming 2.2

Pour compter le nombre d’erreurs, on introduitlistance de Hamming s@®". elle

permet de mesurer le degré de différence entre ahatsx ety de Q".
Définition 2.2.1
La distance de Hammingntre deux motx =( X, ,X, ,...,X,) €ty =(VY,,Y,,....Y, ), que
I'on noterad( x,y),est le nombre d’indicastels quex; # vy, .
C'est-a-dire :
dixy)=fi/x zv}.

Exemples 2.2.2

)] nous avonsi(133111) =2 et d(311111) =1 pour I'exemple 2.1).

ii) d(aaaaaabb)=2 et d(bcdextim)=4 pour 'exemple 2.1i).

iii) d(0a,a0) =2 pour 'exemple 2.1ii).
Proposition 2.2.3

La distance de Hamming est une métrique@Ur, pour lequelQ" est appelé espace de

Hamming.

Preuve

Au lieu de montrer la proposition de facarecte, nous donnons une preuve basée sur les

lemmes suivants qui sont faciles a montrer :
Lemme 1
Soit E un ensemble non vide et 8aiE x E -~ R* une application telle que :
" J(Xxy)=0« x=y.
» J(xy)=1pourtoutxetydeEtelsquety.

Alors 0 est une distance sur E.
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Lemme 2

Soient(E, ,d,),(E, d,),...(E, ,d,), n espaces métriques. AloBS=E, xE, x...xE,
est un espace meétrique pour E muni de la distaheel, +d, +...+d, définie par :

d(x,y)=d,(X,y; ) +dy (%Y, )+t d (XY, )
avecX = (X, ,X,,....X, ) ety =(vy,,¥,,...,y, ) de E.
Si nous posons dans le deuxieme lemme :
E,=E,=..=E,=Q et d, =d,=...=d,=J ,Q" muni ded=d, +d, +...+d, est un
espace métrique avec :
d(x,y)=0(x,,y,)+0(X,,Y,)+...+O(X,,Y,)
=i/ x =y}
c.q.f.d
Distance minimale d’'un code 2.2.4
La distance minimale d’'un codg est la distance minimum entre deux mots distincts
de ce code. On la note
d =Min{d(x,y)/ x,yOCetx# y}.
Un code& de longueun, de cardinaM et de distance minimabkkest appelé un code
[n,M d]. Les nombres,M ,d sont les paramétres du code.
La distance minimal@ permet d'obtenir le nombre maximum d’erreurs geiedde
peut corriger.

Si le motc=(c,c,,...C,) a été envoyé avec moins terreurs de transmission, le mot
obtenu x=(x,,X,,...,.X, ) Vvérifie d( x,c)<t.ainsi 'on peut retrouvec a partir dex, si et

seulement si, il existe un unique mot de code située distance de<t. Cela revient a dire
gue les boules fermées de raytorentrées sur les éléments du c@eoient disjointes. Un
code corrigera erreurs si cette condition est vérifiée.

Théoreme 2.2.5

Un code C de distance minimale d corrige au p‘:tus[dT_l} erreurs et en détecteé - 1.
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Preuve
Le codeC ne corrige paserreurs si et seulement si :
xOQ",Oc,c'dC,c#c ,d( x,c)<tetd(xc)<t Q)
et cela entraine
d<d(cc')<d(cx)+d(xc')<2t ,soitd <2t (2)
La réciproque est vraie, en effet ,si (2) est w&if, on peut toujours trouver deux mots de

code c et ¢ situés a la distancel I'un de lautre,et les noterc=(c,,c,,....G,) et
€' =(C;,Cy,---Cy ,Cysp»---Cpp ) Quitte & permuter les coordonnées. Il existe dsuiers naturels

p et q inférieurs ou égaux at tels que d=p+q<2t, et le mot

X =(C},C5 €} Cpig e Cprq Cas - Cy ) VErIfie bien d(x,c)=p<t et d(xc')=q<t cela

prouve (1).

En conclusionC corriget erreurs si et seulement 8 <d, et cela équivaut &< [d;l]

c.q.f.d

A
y
A
v

d=3 et e=1 " d=4 et e=1

Exemples 2.2.6
1) DansFj, le codeC =(542991) est de distance minimak, ce code détecte une erreur
sans pouvoir la corriger.

2) DansF}2, la droite vectoriell&x-3y = 0détermine un cod€' , sa distance minimale est

2. il est facile de savoir si un mot appartier€a,et d’exhiber 'encodage :
fiF, > F3
t - (3tht)
Le poids de Hamming 2.2.7
Le poids de Hamming d’'un mot=(x, ,X,,...,X,) de F;', noté a(x), est le nombre

d’indices i tels quex; 0.

a(x)=fi/x #0}.

18



Chapitre Codesrecteurs d’erreurs

Nous pouvons remarquer que le poidsx) = d( x0).
Par exemple, dank,’, nous avong.(1101) =3 et «(0011) =2,
Théoreme ( Borne de Hamming ) 2.2.8
Soit C un code suF,, de longueur n et de cardinal M
Si le code C corrige t erreurs alors :
M(1+(g-1)C;:+..+(g-1)'C!)<q".
Preuve

Dans Fqn ,

ilya(g-1)"C,"mots de longueun et de poidsn. les boules fermées de
rayonst et de centres danS sont disjointes. Chaque boule fermée,parmiNesoules,

contientl+(gq-1)C} +...+(gq—-1)'C! mots. Le nombre total des mots B¢ estq" , d'ou

le théoreme. c.q.f.d
Remarque

Si I'égalité a lieu, le code est dit parfait.
Théoreme ( Borne de Singleton ) 2.2.9

Si C ur[n,M ,d] code surF,, alors M <g"** .

Preuve

SiC est un[n,M ,d] code,alors la restriction@de la projection

k] an”“’”qm efface les d-1 derniers symboles du code, Cc'est-a-dire

(Xy 1 Xg 1eeeXy ) (Xq X5 10X, 41 ) » €St ENCOTE injection cdrest minimale, alorfC| < q"*.

c.q.f.d
Pour pouvoir travailler avec les codefauit mettre plus de structure.
3. Les codes linéaires
si q est puissance d'un nombre premier, d'aprés |.8161.3.8. il existe a un

isomorphisme prés un unique corps fifi de cardinal .

choisissonsE:Fqk comme ensemble de message. L'ensentbldevient maintenant un
espace vectoriel de dimensi&rsur F_, et il est naturel de ne considérer que les fonsti
d’encodagd linéaires. Le codeC = f(Fq") est alors structuré en sous-espace vectoriel de

F, .

q
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Définition 3.1
Un code linéairede dimensiork et de longueun sur F,est un sous-espace vectoriel
de dimensiork de F_'.

Si la distance minimale dé estd, on dit queC est un code de paramétr[ensk,d], et sig=2;
le codeC est ditcode binaire
Pour un code linéair€, on retrouve la distance de Hamming par la formule
d( x,y)=a(x-Yy), et la distance minimale du co@ear
d = minfe( x)/ xOC etx#0}.
Matrice génératrice 3.2

L’application linéaire f : Fqk - F; posséde une matrice que l'on not&Badans les

bases canoniques. Ici I'écrituf& désigne la transposée de la matfcqui possedé lignes
etn colonnes, et tout mot d&s’écrira sous la forme :
c= f(x)=xG.
Ol c=(c, Cy,-. €y )OF, €L X= (X, X, 00%, ) O Fq" sont des vecteurs lignes.
Définition 3.2.1
Une matrice génératrice du codeest une matric& de taillek x n telle que :
C={cOF"/ IXOF);c=xG}.
Remarque 3.2.2
Puisqu’on peut se donner un sous-espace vecfetidonc un code linéaire) par une
base,une matrice génératrice d’'un code lindaiest une matrice dont les lignes forment une
base deC.
Exemple 3.2.3

Soit G la matrice génératrice du [5,2] code bind&irdelle que :
01111
G=
(1 001 oj

C={c, (01111)+c, (10010)/ ¢, .c, OF,}
C ={0000001111100101110%

DéterminionsC :

Ainsi le codeC est de paramétre[552,2] et, par exemple,le messadé est codé par

c=11G=11101.
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Matrice de contrble 3.3

On peut aussi se donner un sous-espace vectarelup systeme d’équations
indépendantes. Une matrice de contréle d’'un coueaireC est la matrice d'un systéme
d’équations linéaires homogénes indépendantes|@spiice des solutions €8t autrement
dit :
Définition 3.3.1

Une matrice de contréld d’'un code linéair€C est une matrice de taillgm—k)xn et
de rang(n—-k) vérifiant: C= {CD Fo/H ‘c= O}.
On tire de la définition, qu€ = KerH et rgH =n-k aveck la dimension d€ surF, .
Exemple 3.3.2
Supposongy=2,n=6,k =3 (doncM =2° =8).
C le code lineaire de paramétr[@s?»] dont la matrice de controle est donnée par :

0 00

1
H= 0 0
0 1

O kL

1
0
1

b
o

CommeC = KerH

c,+c,+c, =0
c=(¢;,C,,C5,C,,C5,Cs )OH = H ‘c=0 < {c, +c, +¢, =0
c,+c;+¢c, =0

Si le messaga =011 est transmis,alors le mot de code correspond e€111110.
Le codeC contient2® mots de code :
000000,001011,010101,011110,100110,101101,110010001

Définition(syndrome d’'un code) 3.3.3

Toute application linéaireS: F' - F;"ou nON de noyalC est appelé syndrome @e

L’ application S(x)=H 'x définit un syndrome de.

Principe de décodage par syndrome 3.3.4

Supposons quelC est le mot de code envoye, eflF; le mot regu. La différence
e=r —c est le vecteur d’erreur. Son poidge) est le nombre de bits erronés dans le mot

recu.
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SoitH la matrice de contrdle dg et soit le syndromsdu mot recu défini par :
‘s=H'r=H'e.

Le syndrome est nul si et seulementr§iC. Le syndromeS définit un isomorphisme du
quotientF;' / C sur Fq”"‘. Si le syndrome est non nul ,on corrige le motiregen appliquant
le principe du maximum de vraisemblance : on sausir un mot de poids minimum dans sa
classe moduld, c'est-a-dire un mot de poids minimum parmi ceyand méme syndrome
guer. dans le cas ol (e) est strictement inférieur d/ 2 , alors e est I'unique mot de poids
minimum dans la classe denoduloC et on récupére bien le mot de code émis.
Exemple 3.3.5

Soit le cod€ de I'exemple 3.3.2.

Le tableau suivant est construit de la maniéreasuer:

La premiére ligne regroupe les représentants déspainimums,des classes & modulo

C. la deuxiéme ligne regroupe les syndromes assaeasS( x) =H 'x..

000000 100000 010000 00100(¢ 000100 00oo1Lo 000001 10020

000 011 101 110 100 010 001 111

Si r =101001 est le mot recu,on calcule son syndro8(@)=H ‘r =100, par le principe cité
plus haut,le mot envoy@est dans la classe @s=000100moduloC,
c'est-a-dire c=r-e=101101
4. Codes systématiques

A chaque motx=(x,,X,,....Xx,) du message on adjoinn—-k symboles
Cyar--C, dépendant linéairement despour obtenir le mot de code= f (x).

Les symboles ajoutés sont appelé bitsodédle.
Ona:
C=(Xy X5y s X sCragseeiCr ) = ( Xy X )/ T A).
Ou (/, / A)désigne la matric&k xn obtenue en écrivant cote a cote la matrice idaatig

de taillek et une matrice quelconqué.
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Définition 4.1
Un codeC sera dit systématique s’il posséde une matriceérgénce de la forme
G=(1./A)

CommecOC - XOF,;c=xG=x(//A) onaura:
1
cOC=(-'4/1,,) ‘c=(-'4/1,, )[t;J 'x=="4'x+'4'x=0.

Autrement ditC est inclus dans le noyau de I'application linéaieematriceH =(-'4/1,,).

On noteraC [0 Ker H .
CommeH est une matrice de ramg- k, on auradim C =dim KerH =k etC=KerH . On
vient donc de montrer que la matrideest une matrice de controle Ge
Exemples de codes binaires systématiques 4.2
a) L'encodage f(X;,X,,X3) = (X, Xy X5 ,X; + X5,%, +X5,X + X, +X3,%, ) définit un
code systématiqué de parametres [7,3] SH, .
L’écriture :
10

(€,,Cpy--,C ) = (X, X5,%3) O 1
00

= O O

101
011
111

= O O

met en évidence une matrice génératecg,cet I'on déduit la matrice de contrdle

101|100 0
o 11{0100
/1110010
00 1/0 00 1

b) la matrice génératric® du code de parité binaire sera :
c)
1 01

Puisque I'encodage est :
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(Xl’XZ""’Xk)H(x17X2""!Xk) l ' =(X1,X2,---,Xkyz X )

la matrice du controlel associée estd = (11,...1).
d) code de répétition :

répétons n fois le symboleg , on obtient un code[1] pour lequel

1110 . . 0
010 .0

G=(11,.1)etH = .
o 0

110 . . 01

5. Codes MDS
Théoreme 5.1
La distance minimale d’'un code linéairerdatrice de contrdle H est égale au nombre

minimum de colonnes de H linéairement dépendargesement dit :
d= min{sD N“/ Os colones de H héairemers dépendales}.

Preuve

Soit C un code de paramétres, K, d et de matrice de controle =(h, ,h,,...,h.) ou
h; désigne la-émecolonne deH . le théoreme provient des équivalences :

X=(X; XX, )O0C = H'x=0 < (h;,h,,....h,) "(X;, Xy, X, ) =0

- Zn: x;h, = 0.
i=1

n
Si x représente un mot de code de paidst la relationz X;h, = 0 montre une relation de
i=1

dépendance d’exactemetitcolonnes deH, il existera donda colonnes deH linéairement
dépendantes. D’autre part, si esolonnesh, ,h ,...,h de Hsont lineairement dépendantes,
S
il existe unes-liste (X, ,X,,....% ) # (00,...0) telle querijhij =0. En posantx, =0 si
j=1
i O{iy0, e} €t X = (XXX, ),

on constate quaJCet a(X)< s celaentrained < s. c.qg.f.d
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corollaire 5.2
Les parametres d’'un code linéaire vérifient touplinégalité

k+d<sn+1

Preuve
La matriceH est de rang - k doncn — k + 1de ses colonnes seront toujours liées et

le théoréme I1.5.1. entraimt< n—k + 1. c.g.f.d
Définition 5.3

un codeMDS ( Maximum Distance Separable est un coden, k, d tel que
d=n-k+1
Corollaire 5.4

Le code C est un code MDS si,et seulemgent- k colonnes quelconques d’'une de ses
matrices de contréle H sont toujours linéairementdpendantes.
Exemples 5.5

a) Le sous-espace vector@lengendré par un vectear] Fq” dont toutes les coordonnées

sont non nulles est un code MDS de paramftres rj.

b) L’hyperplan d’équatiorx;, + X, +...+ X, =0 est un code MDS de parameétresi-1, 2.
6. Codes cycliques
Définition 6.1

Un code linéaireC est cyclique s'il est stable par permutation a droite de ses
composantes,c'est-a-dire s'il vérifie :

(8g,dy0,a,,)0C=(a,,.8,.a,, ) 0C.

Notons Fq[x] l'algébre des polyndémes a coefficients dans lgpsdini F, , et (X' —1)
I'idéal engendré par le polynéme' - 1.
L’algebre quotientF, [x] /I(x" —1) est unF,-espace vectoriel de dimensiondont une base

est {i,)‘(,...,)’(”‘l} .Cela nous permet d'identifier vectoriellement uglément

a=(ay....8,,.8,,) de F' au polyndmea(x) =a, +a,x+...+a, X" de F, [x] I(x" =1)
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Pour simplifier les notations, on oublierardettre le point au-dessus de la classg, de

sorte que I'on écrira :
a(x) = a, +a X+ ...+ a,_ X" OF [X]/(x"-1).

le polynéme associé au vectaliF (a,,...,a,,,a,,) 0 F;.
Avec cette identification le code devient un sous-espace vectoriell%jcéx] I(x"=1).
Si C est cyclique :

a(x)=a,+ax+..+a_x""0C= x@A(x)=a,_, +a,x+ax’ +..+a ,x""'0C
et de proche en proche, on obtie(x)C pour tout entiei . Par linéarité le polynéme
b(x)a(x) appartiendra & quel que soit le polynomie( x) de F, [x] /(x" —=1) , etC sera un
idéal de I'anneau quotieri, [x] I(x"=1).

Réciproguement, tout ideal Gq[x] /(x" —1) est un sous-espace vectoriel stable par
permutation a droite de coordonnées dans la {ﬂaxe..,x”‘l} et I'on peut annoncer :
Théoreme 6.2

Un code cyclique est un idéal de, [x] I(x" -1) dés que l'on identifie led, -

espaces vectoriel§, et Fy[x]/(x" -1).

On peut démontrer le théoréme suivani ppécise la nature des idéaux de

Fq[x] /(x" =1). (voir par exemple 1.3.9. ou [RG97]).
Théoréme 6.3

Soit K un corps et(x) O K[x].
L'anneau A= K[x]/(f(x)) est principal, et tout idéal de A est de la fofex)) ot g(x)
est un polynédme unitaire dé[x] qui divise f(x )
De plus un tel polynbmg(x) est unique
Définition 6.4

SoitC un code cyclique. L'unique polynome unitaigéx) 0 F, [x] qui divise x" -1 et

tel queC = (g(x)) est appelé polynébme générateur du code cycltjue

26



Chapitre Codesrecteurs d’erreurs

SoitC le code cyclique de longueursur F, de polyndme génératelg(X) , écrivons
x" —=1=g(x)h(x) et posons degrés dgx) = n-k . Le codeC est I'image de I'application
linéaire :
y:F& = MO F[x|/x"-1)

a=(ag,...a_,) ~ a(x)[o(x)

Puisque tout éléement @& est un multiple deg(x)(dans lidentification des espaces
vectorielsF ' et Fq[x] /(x" —1) et comme le degrés d®x) g(x) est < n-1 , I'application
y sera injective et réalisera un encodage simplé. d&n en déduit aussi :

Théoréeme 6.4

La dimension du code cyclique de longueur n §yet de polynbme géneérateur

g(x) est ndeg g(x).

Notons :g(x) = g, + g, X+ ...+ 9, X" et a(x)=a, +a,x+..+a,_,x"
Alors
a(x)g(X) = 890 *+(89s +a,0p X+ ..t 81 Gy X"

ety(a)=(a,,a,,...,a8, )G avec la matrice génératrice :

9 9, - - . O, O . . . O
0 g, . 0
G=
0
0 go gn—k

Soit h(x) = x" =1/ g(X).
L'application S:a+> S(a) = a( x)h(x) définit le syndrome d€ puisque :
a(x)dC = a(x)h(x)=0
en effet ,a(x) J C entrainea(x) = b(x)g(x) d’ou :
a(x)h(x) = b(x)g(x)h(x) = 0.

Réciproquemeng(x)h(x) = 0 se traduit par :
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(x" = 21)a(x)h(x) quientraine g(x)/ a(x) eta(x) O C. on déduit alors les équivalences :

ax)0C = (a, +a,x+..+a,_x"")(h, +hx+..+hx*)=0

- H'a=0.
Avec :

h, O 0 h, h, h,
1 hO h2
2

H=| h,
h, 0
0

hl hO

0 h, h, h,

On a trouvé une matrice de contrdldeC de taillenxn.
Exemples 6.5

a) Supposons que les messages a transmettre solénesnés deF,’ .

Soit g(x)=x*-1=1+x%ildivise x*> -1, g(x)engendre un code cyclique s, .

Tous les messages sont encodés de la maniére teuivan

000+ 000000 100+ 100100
001~ 001001 101+ 101101
010+ 010010 110+ 110110
011~ 011011 111+ 111111

La matrice génératrice correspondante est la neaBiavec :

1 00100
G=/0 1 0 010
0 0 1001
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7_
b) soit g(x)= x° + x+10F,[x] et n=7alorsh(x)= XT)l
g(x
c'est-a-dira(x)=x* +x* +x+1
pour le code cyclique de polynbme génératg{x) on a :
1101000
G- 0110100
/10011010
0 00O 1 101
0 01 0111
H=/0 1 0 1 1 1 O
1 011100

7. Dualité
Notons = (X,,%,,....%,) €t y=(1.,,....,) deuxmotsde F' avecnz 1.
Définition 7.1
le produit scalaire euclidien st est la forme bilinéaire symétrique qui a taudty de F;'
associé I'élémenk x,y>:Zn:xi y, deF,.
=
Par exemple, le produit scalaire euclidien Byrdex=1101ety=1111est:
<xy>=11+ 11 +01 + 11 =1
Définitions 7.2
1)Deux motsx,y deF;' sont dits orthogonaux si x,y >=0.
2) SoitC un code linéaire de longuenyrle dual ou I'orthogonal d€ est 'ensemble :
c” ={yoF";0x0C; <xy>=0}

Pour un code linéaif@, le dualC" est aussi un code linéaire sgy. Si de plusC est de
matrice génératric& et de matrice de controke, alorsC" serait de matrice génératrikleet
de matrice de controIg, et cela provient de la définition de I'orthogatel

L’orthogonalité permet de déduire qud 'H =H 'G =0.
Enfin remarquons que € est un code linéairnk] alors C” est un[n,n-k] car I'égalité

suivante : dimC+dimC" =n est vraienous citons quelques propriétés de dualité sans

démonstration car cette derniére est facile.
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Propriétés 7.3

Soit C, etC, deux codes, alors :

) (C,7)’=C

iy (C,+C, )"=C"% nC" avecC, +C, ={c, +¢, / ¢, IC,etc, C,}
il peut arriver que pour un co@®, le dualC"” contientC.

Si cOC", alorsC est appelé un code auto-orthogonal ( en anglaikly self dua) et si
C"” =C le codeC est appelé un code auto dual ( en angiisly self dual). Pour ces deux
cas nous pouvons démontrer la proposition suivante
Proposition 7.4

) Un code C est auto-orthogonal si, et seulement giy >=0. pour tout x,y [ C.

i) Un code C est auto-dual si, et seulement sitide®-orthogonal et de dimension

k :2 (donc n doit étre pair).

Exemple 7.5
Le code binaire [7,3] de matrice génératric
0001111
G=(0 1 10011
1010101

est un code auto orthogonal, il suffit de voir dggevecteurs lignes dg sont de poids pairs et
sont orthogonaux deux a deux.

Lors du déroulement de ce travail, nousna pu montrer la proposition suivante en
utilisant un argument d’espace quotient, qui calcld dual d’'un code auto orthogonal
particulier :

Proposition 7.6

Si n est impair, C est un co%&,%(n—l)} auto orthogonal suiF, ; alors
Cc” =cO(1+C) ot 1désigndemot 11...1.
Preuve

définissons la relation surC" par :

OxyOC"”;x0y « (x-y)OC.
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La relation 0 est une relation d’équivalence s@r’, qui n’est autre que la relation modulo
C; c'est-a-dire :

c’/o=c”/c={x+c/x0c"}.
C et C” sont des espaces vectoriels §yr donc des groupes pour I'addition des vecteurs de

F,' ouC est un sous-groupe @&’ . D’'aprés le théoreme de Lagrange 1.2.8. nous avons
€|
cocl=lcte ="
C]
Or

=

cj=22"", et [c7=2"

~(n-2)
Alors

1
] ) 2n—5(n—1)
==

lcec -

=2
22
C'est-a-dire que
c?/c={c,a+C} avec alC.
Montrons a présent quE1C ou 1 est comme dans la proposition citée ci-dessus :
Nous avons 1.1=1+1+...+1=nl[1 n’est pas divisible par 2, car n est impair pgvdikiese.
Donc 1LIC.

Nous obtenons don€”/C ={C,1+C} quiformeunepartitiondeC” ce qui entraine que

c” =cO(1+C). c.q.f.d.

8. Polyndme énumérateur des poids

Le polyndme énumérateur des poids d’'un cogeésente un invariant de ce code,qui
permet d’étudier des propriétés concernant lesspdas mots du code. |l sera présent pour
I'étude du chapitre quatre.
Définitions 8.1
1) La distribution de poids d'un codé de longueum sur un corps finiF est la suite

Ay A,...,A ouchaqueA ; 0<i<n, estle nombre de mots daDsle poids .

2) Le polynéme énumératewdt. (x,y) de C estle polyndmele Z[x,y] définipar:

We ()= D AXY.
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Remarques et exemple 8.2
a) Le polynébme énumératelwc(x,y) est un polyndme homogene de degyré
En effet, powdZ ; W, (tx,ty) =t" W (x.y).

b) Le polynéme énumératewc(x,y) peut étre défini d’'une autre maniere ; a savoir

Wc (ng) - z Xn—w(u) wa)(u) ]

ufc
b) Si nous remplaconsparl, nous obtiendrons aussi un polynébme énumérateurs
W, (y) avec :
We (y) = Z A y'.
i=0

qui est le plus utilisé.

c) Considérons le code ={00000110111¢ delongueur3 surF,
le dualC” deC est C” ={000111 et les polynémes énumérateurs sont
respectivement :
W, (xy) =x° +3xy?
W, (x,y) = %3 +y°.

C
e) Le code{0011} de longueu® surF,, notéD, est auto-dualD” =D et
W, (x,y) =W, (x,y) = x* +y°.
Comment déduireW_, apartirdeW, ? le théoreme de MAC WILLIAMS apporte la

réponse. Afin de démontrer ce théoréme, nous avessin de définir certaines notions et
d’énoncer quelques lemmes.
Définition 8.3

Soitp la caractéristique de-, et soit a un élément primitif deF, telle que
{1,a,cr2 ,...,as‘l} soit une base dE, vu comme espace vectoriel sEy (avec g= p°).

On définit alors, pour todis, 3;....8..,} de k ; l'application X allant deF,dans le

corps des nombres complex@spar :

0 7= (orsivea) OF,
2in
Xﬁ( y) o a)ﬁoy0+"'+ﬁs—lys—l Ou w o e p .
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On remarque qu¥, est un morphisme du groupe addfif dans le groupe multiplicatif
U des nombres complexes de module un.
Lemme 8.4

Pour toutB non nul du corpg=, de cardinalg = p®, le morphismey ; verifie :

ZXﬁ(V)ZO'

yd Fq

Preuve

On a ,en effet, les équations suivantes :

Z)(/f ()/): Z ™

yDFq yOF, 1=

1
i
.IM

%

Comme S est non nul, il existe un entier r tel gy est non nul

On a alors :

p-1 -1 _ .
B — i_l-o

w - w’ -
7= =0 1-o

=0. c.g.f.d

Soit un entiem>1, posons pour toutl et v de Fq“

X, (V)= x,(<uv>) o1 désigne I'élément neutre d€, et <u,v> est le produit scalaire
considére suf,.

Remarguons que pour topt= (yo ,yl,...,ys_l) OF, Xl(V) =w”.
Lemme 8.5

. . PN n. N .
Soit f une fonction définie suFy ; N21 & valeurs dans un anneau commutatif

contenanU. la transformée de Hadamarfl de la fonction f donnée par :
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OuOF?; fw= Yz, (V) fV)

VOF]
Si C est un code linéaire de longuddBUrk, on a:
1 ~
S (== f(u).
utc” |C| uc

Preuve

-3 (v)[z nlcuv)e 3 (v)(z 1< u,v>)jj

ubc uc

=|C EVLZC:Df W)+ > (V) rlcuyv>)

viocP uc

si vOC", cela signifie qu'il existe uru, OC tel que < V,U; >=1 | il existe donc une

partition C,,C,,...,C,; du codeC telle que : pour touz dansC, ona:
<v,z>=0 et pour tout > 1 etpour touzdan<C, on a:<v,z>=a'(a étant un élément

primitif de Fq). Il est aisé de voir que ces ensembles sontjectioin avecC,,

On en déduit donc que :

> f(u) =[c] 2. f (v) #[Col 2, | V)2 2%:0)

ulC yl] Fqn

Or d’apres le lemme 8.4 ; cette derniére équakorgéduit simplement a :

Z f(U) = ‘C‘ DVDZC:D f (V) c.g.f.d

ufc
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Théoreme 8.6 ( Identité deMAC WILLIAMS) :
Soit C un code de longueur n sur un cdrgle cardinal q.

On a alors I'équation suivante :
1
W, (x,y) = ISk (x+(a-2)yx-y)

Preuve
Soit I'application f définie pour tout u dl_aqn par :

f (U) — Xn—w(u)yw(u)

La transformée de Hadamardfdgécrit donc :

JuoF” ;5 fu) =Y 2V (v)

v Fq”

=Y ml<uvs)x "y

vDFqn
On définit I'application ¢ de F, dans{O,l} qui pour tout y O F, associel si

y estnonnulet O sinon.

On obtient alors, en appliquant le lemme 8.4 que

~

O ul Fqn ; f (U) = (X + (q — 1)y)n—w(U) EGX_ y)w(u)
Et en appliquant le lemme 8.5. on en déduit Iertitég suivantes :

W, (x.y) = ;x e
‘C%(H(q 1)y)"® tfx-y)*®
) éWc (x+(a-1yx-y)

c.q.f.d
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Exemples 8.7
Appliquons le théoréme 8.6. aux exemp@gd) et 9.2e):

Pour I'exemple 9.2d) :

We (X’Y) =7 +3xy’

1
W, (x.y) = We (x+yx-y)

c

1
S GO () GOl
— X3 + y3.
dont il permet de calculdf; (X,Y) une autre fois :
We () =Wy (x.y)
1
=W (x+yx-y)
1
= Joce v+ (x- 7]
=x% + 3y’
Pour I'exemple 9.2):
W, (x,y) = x* +y?
Donc
1
Wy () = S Wo (x+ y.x= )
1
=l ) + (-]
- X2 + y2l

Qui est correcte puisqu2 est auto-dual.
On déduit facilement du théoréme 9.6. le corollauant :

Corollaire 8.8

Soit C un code auto-dual sur le corps fiﬁ'h . Son énumérateur des poitl¥ (X,y)

vérifie '’équation suivante :

W (xy)= éWc (x+(a-1)y.x-y).
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GROUPES DE PERMUTAIONS ET EQUIVALENCE DES CODES

1. Introduction

La notion d'équivalence entre deux codes est likendtion de groupe de permutation
.elle peut étre définie en plusieurs niveaux. Seppe que nous ayons deux codes. Il s'agit de
trouver une permutation (ou une matrice monomialelle que I'image du premier code par
cette permutation est le deuxieme code. S'il s'dgipermutations nous dirons que les code
sont équivalents par permutation, sinon nous disimplement équivalents ou isomorphes.

Toute une classe de cryptosystemes fondé sur daie¢hées codes correcteurs d'erreurs
a émergé, des l'apparition, des premiers systémokes publique les systemes de chiffrement
proposés par R.J MCELIECE et H .NIERDERREITER. (vymur plus de détail [PLO1] et
[HC95] ) utilisent comme clef secrete un code lireédrés structuré, par lequel on dispose
d'un algorithme de décodage rapide, et fournissemime clef publique un code équivalent.
Dailleurs I'apparition d'un algorithme efficaceupd@rouver une permutation entre deux codes
équivalents par permutation a permis de «cassens d@ertains cas les systemes de
chiffrement de MCELIECE et NIERDERREITER.

Outre son importance en cryptographigui\dalence aide a classifier les codes, en
particulier auto-duaux.

Deux codes équivalents ont la méme distance misinméme distribution des poids,
leurs groupes de permutations (ou d'automorphiso@)isomorphes.

Tout cela nous a incité a nous intéresser a lamdétation de I'équivalence de code .

2. Groupe de permutations et d'automorphismes desdes

Dans cette section nous définissons le groupe denytations et le groupe
d'automorphismes d'un code . Ces groupe, ainshidgfont la propriété de préserver la
distance de Hamming : ce sont des groupes d'isemétr
Groupe de permutations d'un code 2.1

Soient n un entier positif non nul € une puissance d'un nombre premier kait

ensemble ordonné de cardinaitilisé pour indexer les cordonnées des mot& fiédans la

suite nous prenong ={12,.n })

une permutatioar 'S, agit sur les mots d&;'comme suit :
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si c=(c),, estunmotde,, alors:

Nous voyons facilement que :
si 0,,0,08,;alors 0,0,(c)=0,(0,(c)) pour toutcOF..
En effet :

Ul(Ug(C)) =0, “ng(i))iil )

C

A0 i0l

a,0,(1) Iy

=0,0,(c)

D’autre part , sid désigne l'identité dans,, nous avons pour towt]F_"
id (¢) = (Cig )l = (Ci )y = C
donc on peut conclure de ce qui précede, que lepgreymétriqueS, opere surF ;' par
I'opération :
(o.c ) alc).
Soit maintenan€ un code de longueursur F, . La permutatioro de S, définit une action
sur le codeC comme suit :
(U,C) > U(C)
avec o(C)={o(c)/ cOC} .
Comme ce qui précede, nous avons :
Oo,,0,08S, : 0,(0,(C))=0,0,(C)
et id(C)=C
car :
a,(0,(C))=0,(o.(c)/ cOC})
={o,(o,(c))/ cOc}
={ 0,0,(c)/cOC }
=0,0,(C) .
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et
id(C)={id(c)/cOC}
={c/cOC}

=C.
Ce qui permet de dire que le grou§yopere aussi sur I'ensemble des codes de
longueum sur Fpar :
(0’,C)I—> J(C).
Notation 2.1.1
SoitC un code de longueur sur F, . Notons pern{C)le sous ensemble de tous les
élémentso de S, ;tels queg(C)=C.i.e:
pern{C)={cOS, / o(C)=C}.
Proposition 2.1.2
L’ensemblepern(C), muni du produit usuel des permutations, est ws gpoupe des, .
Preuve
D’aprés la définition d’un sous groupe (1.2.6)siiiffit de montrer quer,o, 0 pern{C)
et o' O pern{C) si g,,0, 0 pern(C).
Commeo, o, U pern(C), nous avons :
9,0,(C)=0,(0,(C))
=0, (C) cawo, [J pern(C)
=C cap, O pern{C)
Donc, 0,0, 0 pem(C).
Comme o, 0 pern(C), alors ¢,(C)=C, ce qui entraine que :
07(0,(C)=07(0) - [070)(c)=0(C)
- id(C)=07(C)
-~ C=07(C)

Ce qui veut dire que;* O pern{C).
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Définition 2.1.3
Le sous groupepern(C) de S, est appelé le groupe de permutations du €de
Exemples 2.1.4
a) Le groupe de permutations d’ un code de répétégirs, tout entier .
En effet sic = (X, X,... X est un mot de ce code ave€lF,, pour toute permutationsls,,
olc)=c.
b) Le groupe de permutation du cofi@00,0011,1100,11}1surF, est composé

des8 permutations suivantes :
id, (12), (34), (12)(34), (13)(24), (14)(23), (1324, (1423

ou la notationif) désigne une transposition, é'j.kl) désigne un cycle d’ordee.

c) SoitC le codd3,2défini surF, par sa matrice génératriGeavec :
0 1 1
G=
1 1 0

c={ x(012)+y(110) } ou x,yOF,.
c ={00001111010%}.

c’est a dire que :

S,désigne le groupe symétrique de de@ébkest donc d’'ordr&! =6 .
a savoir :
S, ={id,(12),(13),(23),(123),(132}}.
Pour tout permutatiow O S;, déterminons(C) :
id(C)=C.

(12)(c)={000,101110011} =C

(13)(c)={00011001110% =C.
(23)(c)={ooop11101110 =C
(123)(c)={00010101111¢ =C
(132)(c)=cC.

Cela permet de conclure queern{C) =S,.
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d) soitL le code[3,1] sur F,, de matrice génératrio®’

avec :
G'=(101)
Alors
L ={o00107}
Déterminonso(L) , pour toutoUSs :
id(L)=L

Donc pern{L)={id,(13}}.
e) Par définition d’'un code cyclique, un code cycligst invariant

par permutation a droite ou :
12 3 ... n=-1 n
g =
n 12 ...n-2n-1
donc le groupe de permutations d’un code queliest non trivial, c’'est a dire non réduit
au groupe trivia{lid}, car il contient le sous groupgp(a)engendré par la permutation a
droite o .

Proposition 2.1.5

Un code linéaire et son dual ont le méme grouppeatenutations .
Preuve

SoitC un code linéaire de longuemir
Nous désirons prouver queern{C)= pern{C"),
c'est a dire :
o0 pern{C) - o0 pern{C®)
ou encore :

Do0s,,0(C)=C - a(c”)=C”
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Pour montrer I'équivalence , il suffit dentrer I'implication :
OoOs, ; o(C)=C=alc”)=c"”
car I'implication réciproque en résulte , en effet
olc?)=c* = ol )=(c°)
= o(C)=C

Soit 0 0S, telle quea(C)=C, pour xOC" nous avons :

< X,C>= Zn:xi ¢ =0 pour toutc=(c,),, deC.
i=1

posons pour toutd |, ofi)= j, cela revient & écrire=o™(j;)

carg*Opern{C) et xOC"
ce qui vient d’étre montré prouve quexsiC" alors a(x)DCD pour toutxJC". C’est &
dire
o(c”)oc” pour touto 0 pern{C) (1)

commeo ™ [ pern(C) et d’apres ce qui vient d’étre montré on a :

o(c”)oc”
cela entraine que :

ole*(c”))oolc?)

ou encore

c”oolc?) (2)

D’aprés (1) et (2) nous pouvons conclure qnﬁ@m): c” c.q.f.d
Il est possible de définir des notions concerrdiatitre groupe opérant suf;' et

deéfinir ainsi autres notions concernant les codesFg, par exemple ,la notion de groupe

d’automorphismes d’un code citée par plusieursuastgpar exemple dans MS 77] .
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Dans cette section nous définissons leiggrod’automorphismes d’'un code comme
groupe de matrices monomiales et nous montrons egt’'ipossible de remplacer le calcul du
groupe d’automorphismes d’un code par celui du geale permutations de son code étalé, et
de la méme maniere ; il est possible de remplaceétermination de I'équivalence de deux
codes par celle de I'équivalence par permutatieniedrs codes étalés .

2.2 Groupe d’automorphismes d’'un code
Permutations monomiales 2.2.1
Définition ( matrice de permutations2.2.1.1
Une matrice de permutatiorest une matricenxn inversible a coefficients dans

{0,1} 0 F, ayant un et un seul élément non nul par ligneaetplonne .

Exemples 2.2.1.2

a) La matrice:

o O B
= O O
o+ O

est une matrice de permutation $yr.
b) la matrice :

10 . .00
0

. . 0
o . . .01

est une matrice de permutation $yr
Si cOF, et P est une matrice de permutation , alors le prodBitdonne un mot de

F, qui est égal en fait @ avec des coordonnées permutées , c'est la ramanlaquelle on
appelle les matrices de cette sorte matrices daugation .
Par exemple si=(120) de F? et P la matrice de permutation de I'exemplenous

aurons .

10
cP=(120)0 0 1|=(102)
0 1

o +—» O
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Définition ( matrice monomial¢ 2.2.1.3
Une matrice monomiale est une matricen inversible a coefficients dans, ayant

un et un seul élément non nul par ligne et parrowa
Exemple 2.2.1.4

a) la matrice :

o O w o
o O O O
= O O O

O O oN

est une matrice monomiale shy .

b) la matrice :

est une matrice monomiale sky .
Si g=2, toutes les matrices monomiales sont des matieggermutation , c’est plus
intéressant dons le cag# 2, on montre facilement qu'une matrice monomiieest le

produit d’'une matrice diagonale inversildle et une matrice de permutatiéh, ou P est
obtenue a partir del, en remplacant les scalaires non nuls parldede i —emeterme sur le

diagonale d® est égal au terme non nul dei laemeligne deM . cela se voit tout de suite si

on remarque que si D = (dij ) P= (Pij) alors DP=(Zn: d, ij} = (dn R )ij car d. =0,
k=1

i

Sii#].
Soit cJF,'. Multiplier c parM (a droite) revient a multipliec parD et parP. i.e.
multiplier chaque composait dec par un €lément dEQD (plus précisément , par le-eme

termed; sur la diagonale d®, et permuter les composantes des motg feésultant par la

permutation correspondantePa
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Il n’est pas difficile de montrer quegeoduit de deux matrices monomiales est aussi
une matrice monomiale , et que I'ensemble desiceatrmonomiales muni du produit de
matrices forme un groupe appelé groupe monomial.

Nous pouvons alors définir le groupe d’automonpigs d’'un codé€C comme étant le
sous groupe de tout les éléments M du groupe maidamssantC globalement invariant, i.e.

tel queCM = C ol M agit surC comme suit€M ={cM / cC}.

Mais traiter les matrices est plus difficile qus lpermutations, c’est pourquoi nous
définirons le groupe d’automorphismes@ele facon différente, comme le sous groupe d’un
certain groupe de permutations, méme si au fonst teméme chose exprimée en langage

mathématique de deux manieres différentes .

Comment d’écrire I'action dé sur cOF;" comme I'action d’'une permutation ?

L’idée est la suivante. D’abord nous définirons feermutations monomiales, nous
montrerons qu’elles forment un groupe, nous leécothposerons »d’'une certaines maniére,

nous donnerons quelques propriétés et nous mongr@@mment on peut défini leur action

sur les mots dé-'.
Définition 2.2.1.5
Notons 2, =F'xlou | ={ 12,.n }.
Une permutation monomiale dieest une permutatiorr de @, (qui agit donc sur les couples
(ay ).adF, yOlI, telle que :
o(ab,y)=a(o(b,y)) pour tout lesabOF, et y 01
ou le produitc(d,a) est de fini par :
c(d,a) = (cd,a) pour tout lesc,d O Fo.aOl
Notons S, (1) rensemble des permutations monomialé ¢Eest un sous ensemble
des(,))

Proposition 2.2.1.6

Sq(l) avec le produit usuel des permutations est unggou
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Preuve
CommesS, (I ) contient I'identité (il n’est pas vide ) , il Sitfde montrer que
0,0,08,(1) eto;*OS,(1) si o, et o,0S,(1)
nous avons .
0,0,(ab.y)=0,(0,(ab,y))=0,(alc, (b.))
Soit (d,0)=o,(b,y) , alors:
0,0,(ab,y)=0,(a(d,0))=0,(ad,d)=ac,(d,d)=ag,(c,(b.y))
=ao,o, (b, y)
et donco,0,0S,(l ).
continuons, soiw;*(ab,y)=(d,d), alors :
(ab,y)=0,(d,3) et g,(d,6)=0,(aa*d,8)= ac, (a™*d,0)
d’ou
(ab,y)=ac,(a*d,d)eta(ab,y) =0, (a*d,3)
comme
a™(ab,y)=a"a(b,y)=(b.y)
nous obtenons
(b.y)=0,(a*d,3)
et donc
o;*(ab,y)=ac*(b,y).
Ce qui montre quer;* OS,(1) . c.q.f.d
Proposition 2.2.1.7
Soit g une permutation monomiale de I. Alors il existe toection j: | - FqD et
une permutatiort del telles quea(1,y) = (j(y).7(y)) pour touty 01 .
Preuve
Commeo est une permutation d@, = FqD x| ,achaque couplﬁ,y),a fait
correspondre une autre coupld,d), i.e. o(1y)=(d,d).
c’est comme c¢a nous définissgnd’image dey U | parj estled correspondant .

Soient maintenant d,,d, )=o(1y,) et( d,,d, )=a(Ly,)ouy, 2 y,.
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Supposons qué, =9, , alors

old*,y,)=d o(Ly,)=d;*(d,,5,)

(14,)

et

U(dz_l’yz): dz_la(l’yz): dz_l(dz ’52) (1’52)

mais d, = 9,, donc :
(L8)=(18,) et old y:)=0ld;" v.)

Comme o est une permutation d€,, elle est injective , d’OL( d ):(dz‘l,yz)ce qui
contredity, # y,. Donc pour tous leg, et y,différents nous obtenong, etd, différents.

L’application7: 1 - | qui ayassocied comme ci dessous est donc injective, donc
c’est une permutation de c.q.f.d
Corollaire 2.2.1.8

Soit o une permutation monomiale de,(a,,a,)et(a,,a,) deux points de®,.
Notons ( b,,.; )=J(al,al)et ( b, .5, )=J(a2,az). Alors a, =a, si et seulement si
B, =B,.,de plus, sir, =a, , alors b, =a,a;'b,.
Preuve

Nous avons que(La,)=(a;",,3,) et o(La,)=(a;'b,.5,).
Sia, =a,, alors o(La,) = o(1a,)
dou

(al_lblwgl)z(az_lbzwgz)'
donc
B, =p, et b,=a,a'h,.

Si B, = B, , alors comme dans la démonstration de la prapos2t2.1.7 , nous montrons que
a,=a,. c.g.fd
Corollaire 2.2.1.9

une permutation monomiale de | est définie complétement par les image de

(Ly), yOI cestadire par j etr de la proposition 2.2.1.7.
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Preuve

Supposons que nous connaissions les imagdsydepour yOI .
Il faut montrer que nous pouvons déduire les imagssautres points pa.
Commeo(d,y)=da(1,y) et a(1,y) = (j(y),z(y)) sont connues
a(d,y)=d(j(y).7(y)) = (di(y).7(y)) est déterminé de maniére unique . c.q.f.d
lemme 2.2.1.10

Soientg une permutation monomiale , j etcomme dans la proposition 2.2.1.7 alors

I'action de linverse deo est donnée par :
J‘l(l,y)=(j (r‘l(y))_l,r‘l(y)) pour touty 1 .
Preuve

Nous savons que(1,0) = (j(3),7(6)) pour toutd 0|
Alors pour toutd O |

a(j(0).7(9))=(1.6) < i(8)o(1r(6))=(1.0)

= o(11(3))= j(6) " (1.9)
)=(i(0)*.0)
= o (17(@) = (il (8)))]" ()

Notons y = 7(d) .Quandd parcourtl, y parcourt aussl.

- o*(1,7(0))

Donc

o (Ly)= (J( ’1(y)) l,T‘l(y)) pour touty 1 c.q.f.d
Groupe d’automorphismes 2.2.2
Notation 2.2.2.1

Nous définissons l'action d'une permutation monomiar de | sur un mot
c= (CV)VDI de F,;’comme suit :
o(©)=(i) "¢,), o a=1(y)
Concretement , nous multiplions chaquerdmanéec, de ¢ par j(y)_l en obtenant

ainsi un vecteur]'(y)_lcyDI et nous permutons les coordonnées de ce vectaurs p

Nous voyons que l'action d’'une permutatimmonomiale coincide totalement avec

'action d’'une matrice monomiale , d’'abord nousltiplions les composantes depar les
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eléments dquD,et ensuite nous permutons les coordonnées. Diesllea toute fonction

jil - Fq”on peut associer une matrice diagonale inversiblenersement. Et & chaque

permutation 7de | on peut associer une matrice de permutation etrseweent. Donc les
ensembles des matrice monomiale et des permutaboiwmiale correspondent.
Définition 2.2.2.2
Le groupe d’automorphismAut(C)d’un codeC est le sous-ensemble de toutes les
permutations monomiales del telles ques(C)=C. i.e :
Aut(C)={ oOs,(1)/ o(C)=C }.
La démonstration du fait quut(C) forme un groupe est analogue a celle de la

proposition 111.2.3.

Notons que la proprieté du proposition IB.2reste valable pour le groupe
d’automorphisme.
3. Représentation d’'un groupe d’automorphisme

L’algorithme de séparation des supports utilisérpdéterminer la permutation qui

définie I'équivalence de deux codes équivalentsgammutation s’appui sur les groupes de
permutations des codes, par contre, Etudier I'&dence des codes en s’appuyant sur les
groupes d’automorphismes parait difficile.

Dans cette section nous allons construire un ¢@de partir d’'un code donn@ tel que le
groupe d’automorphisme d@&s’exprime comme groupe de permutation @e.
Définition 3.1

Soitn un entier positif non nulj une puissance d’'un nombre premiean ensemble

de cardinal utilisé pour indexer les coordonnéesndets deF;', @, =1 x FqDetC un code de

longueum sur F, . Le code étal€€"” deC est le code définie a partir @& comme suit :

Cc= i(a‘lcy )(a’y)mq /c= (cy )yDI 0 C}

alors nous avons le résultat suivant :
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Proposition 3.2
Soit n un entier positif non nul , g une purssad’'un nombre premier, I un

ensemble de cardinal nutilisé pour indexer les coordonnées des mots de

F. .2, =1xF_  ,Cun code de longueun sur F_ et C"le code étalé d€ ,alors
Aut(C)=Pern{C®)N's, (1)
Preuve

Montrons d'abord que Aut(C) 0 Perm{C®)N'S,(1). Nous avons par définition de
Aut(C) que Aut(C)O Sq(l) , il faut montrer que :
Aut(C) O Pern{C”)
Soit o0 Aut(C),c'est-a-dire

Pour tout C:(Cy)ym oc, a(c):(j(y)_lc,(y)) ocC.

bl
Il faut montrer ques 0 Pern{C"), c’est a dire pour tout”0C”, of{c”)0C”
ol ¢ agit surC"” comme une permutation et non comme une permutat@romiale .
Soit ¢”0OC". Par construction de”, il existecOC tel que :
O -1
c = (a CV )(a,y)DQq

Notonsca,) la composante de”indexée pal(a,V)DQq, par définitionc(ay) = a‘lcy
alors :

g (CD) =0 ((CD(ayy) )(a,y)D.Oq ) = (CDU(ayy) )(a,y)Df)q = (CDaU(lyy) )(a,y)D.Qq

1

= (et Japo, = (@0 "6 )y,

Notons a(c)=d =(d,) , . nous avons donc:

J(CD) = (a_la(c))aua; = (a_l (dy)VDI )aDF(; = (a_ldy)(a,y)uaq oy
CardOC.
Donc o0 pern{C”)et Aut(C) 0 pern{C®).

Maintenant nous allons montrer qtp;ern{CD) nsS, (1) O Aut(C).
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Supposons que] pern(CD) N Sq(l) . Il faut montrer ques O Aut(C), c’est a dire que pour

tout cOC, o(c)OC.
Soit c[0C . Montrons queo(c)C. Soit c” le mot deC" associé, c’est & dire

c” = (a‘lcy )(a’y)D -

Exactement comme dans la premiere partie de la aiginadion nous montrons que
ole?)= aofe)
Dailleurs, o{c”)0C”, car o0 pern{C”).
Donc

(aDO-(C))aDF(; :(a_ldy)(a,y)ug DCD

q

Par construction d&@“nous avons que(c) = (d ocC . c.q.f.d

e
Commentaires 3.3

Le théoreme de CAYLEY permet de représenter tootige comme un Sous groupe
du groupe symétriqués(Q), c’est a dire il permet de voir tout groupe comumegroupe de
permutation agissant sur un ensemble ; donc nousgops considérer le groupézut(C)d’un
code C comme un groupe de permutationS§aut(C)) mais le théoréme de CAYLEY
n'affirme pas que ce groupe de permutations isohwrp Aut(C), est un groupe de

permutations d’'un code ce qui nous permet pas lidetil'algorithme de séparation des
supportscar ce dernier s'appuie sur les permutations ggsagt sur les mots d’un code .
D’autre part; le théoreme de CAYLEY permet deréspnter chaque élément

oOAut(C) comme une permutation daut(C)c’est & dire une permutation qui agit sur
|Aut(C)| indice, et en général le groupaut(C) est difficile & déterminer & fortiori son
|Aut(C)|,mais la proposition 3.2 représente le groupﬁajt(C) comme un sous groupe de
Pern‘(CD) ou nous pouvons manipuler I'algorithme de sépamaties support d'une part ,
d’autre part elle représente tout élémentAl#(C)comme une permutation agissant sur les
'ensemble F; x| qui est de cardinale bien détermir(er— 1)n. Enfin la proposition 3.2

permet de voir les code isomorphes comme des apdeadents par permutation ce qui fait
appel a [lutilisation dun algorithme qui détermaincette permutation qui définie

'isomorphisme. (voir section prochaine )
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4.1 Equivalences des code

Les notions d’équivalence et d'isomorphisme in@ment frequemment en Algebre .
en fait pour étudier les structures d’objets mathtdgmes 'algorithme utilise un principe
puissant : il classifie les objets qui posséderg oréme structure d’'une facon bien défini
(appelée équivalence ou isomorphisme ) en suiétuidie la structure d’'un seul objet qui
représente tout les autre objets de méme classduiqu

Par ce principe pour étudier les propriétés d’'strecture définie sur des objets
différents en nature d’éléments, il suffit d'étudies propriétés de la mémeé structure défini
sur un représentant de chaque classe déterminée.
Par exemple , pour étudier les propriétés d’un georyclique fini d’ordren d’un corps fin de

cardinalq, il suffit d'étudier celle deZ/nZ, F,...
En abordant ce principe aux codes surcarps fini F nous pouvons étudier les

propriétés des codes en étudiant celle d’un poaqwh classe définie par ce principe .

Dans cette section en utilisant ce ppacinous définissons I'équivalences des codes ,
nous montrons quelques propriétés concernent EEsoéguivalents , et en fin nous montrons
gue I'équivalence peut étre vu comme équivalenae pprmutations ce qui permet d’utiliser
I'algorithme de Séparation des supports di a NICOISENDRIER.

Equivalence par permutation 4.1

Soientn un entier naturel non nul, et={12,..n} ensemble pour indexer les

coordonnées des mots &g .

Pour toux O F_' ;notonsx = (x1 Xy ,..,xn)ou simplementx = x, X, ... X,, .
Rappelons I'action du groupe symeétrig8esurF;.

Pour toute permutatian] S, , et pourx[] Fq” ;0 agit surx comme sulit :

U(X) = (Xa(l) 7X0(2) """Xa(n))

Une permutatioro O S, sera notée :
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Soith, 'ensemble des codes de longuewsur F, .doncl, est une partie dé’(Fq”)

I'ensemble de toutes les parties e .
Soient ¢S, et C un code del,, définissons I'applicationp de S x[, dans G,
par :¢(c,C)=o(C)avec :
o(C)={o(x)/ xoc}.
Proposition 4.2
L’applicationg définie une opération deS, surli,,. (c'est-a-direS, opére sub. )
Preuve

soient o,70S,et C un code ddi,.. o(C)est un sous ensemble dg', donc un

élément déi,..
or(C)={ or(x)/ xOC}
Puisque
IT(x)= (Xer( o+ Koot = Wotet. -+ Xoteon)
=0y Xe()
= o{r(x))
Donc

or(C)={a(r(x))/ xoc} = a(r(C)).
Ce qui prouve que(o7,C) = ¢(o,7(C))
soitid l'identité de S, .
¢(id .c)=id(C)={id (x)/ xOc}
={x/ x0OcC}
=C
En résumant , le group®, opére suk,. par :
(O',C) - oC. c.q.f.d

L’ opérationp permet de définir une relation d’équivalencelsur

En effet ; soitdla relation suf,, définie par :
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Pour deux code€ et C' de [y ;
COC' - Oo0S,;C' =0(C) .

Proposition 4.3

La relation Jdéfinie sufli, est une relation d’équivalence .
Preuve

1) ~ est réflexive car :pour tout co@edel, :

C=id(C)
Ce qui entraine qué ~ C

2) ~ est symétrique : soief et C' del, tels queC ~C

nous avons :
C~C' - Oo0s,;C' =0(C)
Or
-1
ols, - olUs,.
donc

3) ~ esttransitive : soier®,C’ et C" del, telsque C~C etC'~C"
C~C etC'~C" - Oo0S,,0r0s, :C'=0(C) et C"=1(C')
= o, r0S, : C"=10(C)
orr, oS, et S, estun groupe, alomrJS,
Donc C" = 1a(C)ce qui prouve queC ~ C" c.q.f.d
Définition 4.4
Deux codes de méme longueursurF, ,sont équivalents par permutations s'ils sont

équivalents au sens de la relatrdéfinie ci — dessus .
Cela revient a dire que de cod® et C' de méme longueur sont équivalents par permutation

s'il existe une permutatios J'S, telle que C' = o(C).
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Exemple
En se référant aux exemple 3.2.5 nous voyons que :
1) Le codeC défini dans I'exemple) est équivalent par permutation a lui méme et il
n’existe pas un autre code de longugaquivalent par permutatiorCaautre queC.

2) Le codelL défini dans I'exemplel) possede trois code équivalent par permutation, a

savoir :
v Le codeL lui méme déduit par les permutatiadst (13).
v’ Le codel, déduit deL par (L2) et (123) .
v’ Le codd-, déduit deL par @3) et (132) .
Définition 4.6
Soient C un code de longueur n $yr
La classe de C selon la relatidriest appelée orbite de C et sera nBGtéL’ensemble
S. ={o0s, / o(C)=C} est appelé le stabilisateur de C p&r .
Pour I'exempléel) de 4.3, nous avors ={C}, tandis que pour I'exempB® nous avons
L={L,L,,L,}.
Proposition 4.7
Le stabilisateur de C pa$, n’est autre que son groupe de permutation.
Preuve
Immédiate en voyons queern{C)={c0S, / (C)=C}. c.q.f.d
L’exemple2) de 4.3 montre qu'’il y & codes équivalents au cotleet que le code
L,est obtenu d&. en agissant les deux permutatioh) et (123) sur L, il est logique donc

de se demander queGiest un code donné combien de codes équivalenfgepautation &
existe-ils ? et sC' est I'un d’entre ewC' est-il déduit deC par une permutation unique ou
par plusieurs ?
Les propositions suivantes donnent upenge a cette question .
Proposition 4.8
Le nombre des codes équivalents par permutatiam @de C de longueur n est

n!

| perr.r(C] '
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Preuve

Soit C I'orbite deC selon I'action deS, surl,,
Soit encore(S, / pern{C)), l'ensemble des classes & gaucheSglenodulo pern{(C)

Définissons I'applicatidm:C - (S, / pern{C)), définie comme suit :
pour toutC, = 77{C) de C :

h(C,) = mern(C).

Montrons quéh est une bijection :

SoientC, ,C, deux codes d€ tels queC, =C, , alors il existent deux permutations
n,,n,0S, tellesque€, =7,(C) etC, = ,(C),

C,=C, - m(C)=m,(C)

o ;2;771 O pern(C)

- 1, pern(C) = 1z, pern{C)
Ce que prouve qué est une application injective , il reste a montgeril est
surjective .

Soit o pern{C)O(S, / pern{C)), ;alors o(C) est un code équivalent par

permutation aC et h(c(C))=o pern(C). Ce qui entraine avec la premiére partie de la

démonstration quie est bijective,

Donc les deux ensembleS et (S, / pern{C)), ont méme cardinal.

C| :‘(Sn/ pem(C))g‘ =[s, : pern(C)]

S coré
= Théoreme de Lagrange
| pern{(C)

n!
L — c.qg.f.d.
| pern(C) g
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Exemples4.9
En se référant & I’ exemple 2.1.4
a) Un code de répétition possede un seul équivalenppamutation car

n! n!

- _=—=1

| perr;(CX n!

ce code équivalent n'est autre que le cadeddétition lui méme.
4! i .
b) Le code de cet exemple posseéalc,: 3 codes équivalent par permutation .

c) Le codeC de cet exemple possede un seul code équivalerpgranutation qui n’est
autre que.

|
d) Le codd. de cet exemple posséézéz 3 codes équivalents par permutation a savoir les

codes L,L,,L,.

Passons maintenant a répondre a la deuxiéme parii@ question posée au dessous

4.5 c’est a dire la question suivante :

Si C et C' sont deux codes équivalents par permutation, cambe permutatioro O S,
établissentC' = o(C) et dans quel cas est unique ?
Afin de répondre a cette question , nous défimssme relation sug,
notée= par ; pour toutes permutations,o, US, ;
0,20, = Ul(C):Jz(C)
Il est évident, que la relatior ainsi définie, est une relation d’équivalence Syr

Cette relation qui veut dire que, =0,, Si et seulement so,eto, définissent le

méme code équivalent par permutati@.a

Analysons de plus cette relation :
o,=0, - 0,(C)=0,(C)
- o,'0,(C)=C
- o,'c, 0 perm(C)
- o,pern{(C) =0, pern{C)
Cette derniere égalité veut dire que les clagi®ite modulo pern(C)dealeta2 sont

€gaux.
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Cela permet de définir une application bijexT de S, / = ensemble des classes modulo
= sur (S, / perm(C)), ensemble des classes & droite moduton{C) comme suit :
T:S,/= - (S, / perm(C)),
o0 pern(C)
Puisque est bijective , alors
s, / 5 =|(s, / pern(C)),|

=[s, : pern(C]]

n!
[ pern{C)]
C'est a dire que le nombre des permutations priegsme représentant selon la

relation = est le méme nombre des codes équivale@ts a

Calculons maintenant le cardinal de, c’est a dire que le nombre des permutations

gue lors ses actions d0r produisent le méme code équivale@.a
Pour cela étudions I'applicatign pern{C) - o définie par :
pour tout7700 perm(C), ¢(7)=om™.
Au premier lieup est bien définie et de plus elle est injective ca
si 77,7, O pern{C), alors 77,(C) =C et 77,(C)=C.
Donc nous avons
¢(,) = orr;*et ¢(11,) = o7
M =7, - omt =omt < ¢(m)=¢(m,)

Montrons quep est surjective, soit g, alors la permutatiom vérifie
r(C)=0o(C) - r*o(C)=C
- o0 pern{C)

et de plus

sco)=o(c o) =00 (r ) =idr=1.
Ce qui montre que est surjective. En résumat est bijection depern(C) dans

O ,ce qui permet de conclure que les ensemtpjem(C) et g ont méme cardinal , nous

pouvons donc annoncer la proposition suivante :
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Proposition 4.10

Soit C un code de longueur n §yr. alors :
1) Le nombre des permutations d&, qui produisent un méme code équivalent par
Permutation & C , espern(C) .

2) SiC' estun code équivalent a C par une permutatigralors ¢ est unique si et
seulement si le groupe de permutation dstGriwial (c’est a dire réduit a
l'identité ).

La proposition précédente affirme qu€siest équivalent & par une permutation ,il

suffit de déterminer I’ensemb{e:m‘1 [ pern(C)} pour déterminer toutes les permutations
qui produisentC’ a partir deC.
La deuxieme affirmation de la propositg&uivante donne une condition nécessaire et
suffisante pour que la permutati@n soit unique, a savoir le groupe de permutatiolC aest
trivial. Mais que dire du groupe de permutationGle?
La réponse est apportée par la proposs#iovante :
Proposition 4.11

Deux codes de méme longueur équivalents par petimuitaont des groupes de
permutation isomorphes.
Preuve

L'idée de la démonstration est la suivante :

SoientC etC' deux codes équivalents par permutatianS, tel queU(C):C' et soit
4 pern(C).
o(C)=C' = on{C)=0(C)=C’
or
o(C)=Cc' = c=0*(C)
Alors :
o(C)=C' « om™(C')=C'
C'est-a-dire que sit pern{C), alors oz ™ O pern{C’).

Cette remarque, nous ameéne a définir I'applicapide pern(C) dans pem(C')par :

w : pern(C) — pern{C’)

T— oro ™t
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Soient 7z, ,77, 0 pern{C),7 0 pern{C')
w(m)=y(n,) = omo™ =omoc™
= I, =TT,
ce qui permet de déduire queest injective
wloro)=oloto)o™ = (oo™ rloo™) =1
ce qui affirme que/ est surjective
En résumary est bijective
(//(771 T, ) =om, ot = (aﬂla‘l )(07720'_1) =(//(7T1 )w(nz)
c’est a dire qug est un homomorphisme de groupe .

En résumant tous les résultats obtenus lors de dé&monstration, nous pouvons
affirmer quey est un isomorphisme de groupes.

L’isomorphismey définie ci-dessous nous permet d’obtenir un gragpermutation
d'un code C',équivalent a un cod€ par une permutatiam, a partir du groupe de
permutation de.

En effet,
pern{C')= o pern{C)o™ ={JﬂU‘l | 0 pem(C)}.
En se référant au chapitr@ous pouvons conclure qqmrn(C') est le conjugué de
pem(C) paro .
Revenons a notre question posée au dessous mledasition 4.8 , nous pouvons
donc répondre facilement qpern(C’) est aussi trivial si la permutatian est unique .
Proposition 4.12
Deux codes équivalents par permutation Ont :
1) méme longueur .
2) méme distribution des poids .
3) méme distance minimale .

4) méme polyndbme énumérateur des poids.

Preuve
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SoientC et C' deux codes équivalents par permutation, et@oitne permutation qui

réalise cette équivalence, c'est a dite= o(C).

1) Il résulte de la définition de I'équivalente, et C' sont parties dé=' .

2)  Pourx[OC de poidsa(x)=k,I'élément o(x)C' est aussi de poidscar o permute
les positions des composantes 1<i<n dex sans changer leurs valeurs ddfs Donc

a)(x) = a)(a(x)) pour toutxC.
L’application :
{xoc /! a(x)=k} - {o(x)0C I w{o(x)) =k}
x> o(x)
est une bijection (car cette application n'est@ufne o restreinte sur le premier ensemble

sur son image pao ). Alors les ensembles précédents ont méme cardmal toutk avec

O<ksn:
{xoc/ wx)=k}|=[{o(x)OC I ao(x))=K}|  OkO{0L,...n}.
Donc nous avong, =B, pour toutk ({01,.,..n} o (A ),...., (B )yeye, SONL,

respectivement, les distributions des poid€dg deC'. En concluan{A, ),_... = (B, )o.., -

O<ksn

4) il résulte de2), puisque pour touk D{O,l,.,.,n} ;nous avonsA, =B, .

et comme(A, ) (B, )., sont respectivement les coefficienta/dyx,y) et W (x, )

O<ksn!?
nous en déduirons qu (x,y)=W, (x,y) .

3) il résulte du fait que la distance minimdld’'un code est le plus petit indice non hdans

la suite du distribution des poid@& )Eksntel queA # . c.g.f.d
Remarque :4.13

La proposition 4.10 peut étre utilisé danssans inverse. Si deux codes C'at'ont
pas méme longueur ou méme distance minimale , auendistribution des poids, ou
méme polyndme énumérateur des poids , nous powftinmer que les deux codes ne

sont pas équivalent permutation, par exemple :

100
1) les deux codes de matrices génératrides|0 1 0| etG =(1101) surF, ne
011

sont pas équivalents par permutation.
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2) Les codesC ={000101110113 et C ={00010000110111} ne sont pas
équivalents par permutation .

3) Les deux code€ et C" cités pour 'exemplé.2.d) ne sont pas équivalents par
permutation .

La réciproque de la proposition 4.10 est fauskaix code€ et C' possédants méme
longueur, méme polynbme énumérateur des poids,phfoent pas que ces codes sont
équivalent par permutation.

Pour finir cette section, montrons la propositsoivante :
Proposition 4.11

L’équivalence par permutation conserve la linéaxtest-a-dire, si C est un code
linéaire [n,k,d] alors tout code equivalenta C est aussi un ctbldéaire[n,k,d].
Preuve

Supposons qu€ est un code linéaire de paramét[esk,d] sur F, . et soitC’ un
code équivalent & par une permutation .

Nous avonsa(C)=C', montrons qué&C' est aussi linéaire de paramétl{eask,d].
Soientx ,y C' et AUF, alors X = o(x) ety =o(y) avec : x,ydC
Posons X=(K )y + Y= )uemr + X = (6 D@ Y =Y, o
Alors
X~y =06 Y aen = ot = Yo b =06 ¥)OC
et

MX=A(X,),... =(Ax,

I<i<n
ce qui prouve qu€’ est linéaire.

or
C'=0o(C) alors|c|=|o(C) =|C]|
Donc  g*=|C|=q" aveck =dimC et k' =dimC'

Enfin nous avonk =k' . Nous pouvons conclure qu& est linéaire de paramét{esk,d]

Equivalence ou isomorphisme de codes 4.15

62



Chapitre Il Groupes de permutations et éalence des codes

Comme dans 3.2 nous définissons I'équivalenck isamorphisme de deux cod€s

et C' de méme longueursur un corps finiF, .

Définition 4.15.1

SoitC et C' deux codes de longuenrsur F,. Nous disons qu'ils soréquivalents

(ou isomorphes) s'’il existe une permutation mondeniadel telle que :
C =0o(C) ou o(C)={o(c)/ cOC} .

Dailleurs , il est possible d’exprimer I'équivalee entre deux codé€set C' par
I'équivalence par permutation ent@’ et C'". Ce qui permet d’affirmer que toutes
les propriétés étudiées en section 4 sont vraies pour des codes equivalents, de plus il est
possible d’appliquer I'algorithme de SENDRIER pdéterminer Ilgpermutation monomiale
qui produitC' a partir deC car elle n’est que la permutation qui proddit’ a partir deC".

Donc nous pouvons annoncer la prosguivante :
Proposition 4.15.2

Soient C et C' deux codes de longueur n FsurLes deux codes C et C' sont

équivalents si et seulement si leurs codes ét&éset C'” sont équivalents par permutation
de S,(I) .Etde pluso(C)=C' pour oIS, (1) si et seulemendr(CD)=C'D.
Preuve

La démonstration est analogue , a la démonstrdeda proposition 3.2.

Remarque 4.15.3
Quand on implante les permutations monomialdsatfeles représente habituellement

par les permutations ({&2,...,‘!2(]‘} ouQ, =F/x1.

Soit F,’ :{al,....,aq_l} aveca, <a, <..<a,, etsoitl ={1,2,...n} .Ordonnons par exemple

Q, selon l'ordre lexicographique c’est a dire(aiy) et (a,d)D_Qq,
(a,y)<(d,d) sietseulementsi<d oua=d ety<d.
Plus précisément
(@, 1) <(a, 2)<...<(ay.n)<(a, 2)<...<(a, .n)...< (g ) < o< (Bgs 1)

alors le mot c" = (c(ayy)) de C” correspondant & un mat=(c;),, deC est

(ay)i2,

c’= (cD(a1 1) eeriC e 1) € s 2) 5+ € e 1) 5+ € fags 1) +- € g1 ,n))

— (51 -1 -1 -1 -1 -1
—(al C,,a,°C,,a,C,...,a, cn,...,aq_lcl,...,aq_lcn)
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ce qui signifie que :
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DETERMINATION DE L'EQUIVALENCE ENTRE DEUX CODES

Il s’agit ici d’essayer de répondre aux deux goestsuivantes :
1. Etant donné deux codeet C', décider sCC et C' sont équivalents par permutation ?
2. Si C et C' sont équivalents par permutation, retrouver lampgation o telle que
o(C)=C'~.
PETRANK et ROTH ont prouvé que résoudre le problateela question (1) est au moins
difficile que le probleme de l'isomorphisme desgires|voir pour plus de détail PL 01] , et pour
la question (2) , la permutatioor a retrouver est unique , si est seulement si deigg de
permutation d& (ou deC’ ) est trivial d’apres la proposition 111.4.8.
1. Notations et définitions
| désigne toujours I'ensembl&,2,...,i 7 N.

Pour tout xOF, supp(x)={i01 : x, #0} désigne le support Kie

Nous rappelons que deux cod@et C' de longueun surF, sont équivalents par permutation,
s'il existe une permutatiorr /7 S, telle que :C'=g(C) , et nous noterons doi@ ~C' ou C
~0(C).

Perm C ) désigne le groupe de permutationsCde

2. Codes poingonnés

SoitC un code de longueursurF .
Si Jest une partie non vide dienous noterong; I'ensemble des mots dg;' du supports inclus
dansJ c'est a dire :
E; ={xD F.": supp(x) O J}
et siJ est le singletoi}, nous noterons simplemdat.
E ={x0OF":supp(x)={i}} ={ ©,0,...,04,0,. QO F; /aDF}.
Définition 2.1
Le codeC poingonné em est par définition :
C=(C+ E)nE iy
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Remarque 2.2

1) L'ensembleC; est bien un code st , car il est une partie deé=;'. Les éléments du

codeC; sont tous les éléments @eou les coordonnées indexées papnt remplacees
par zéro (zéro dgy ) .
2) Si le codeC est linéaire, il en est de méme pour le code poiné C, puisque il est

intersection de deux sous espaces vectorielfz, de
3) Dans la définition usuelle d’'un code poingconnéienla position indexée par i est
supprimée| par exemple MS77,ch]lL ce qui produit un code de longueur- 1. La
définition que nous adoptons permet d’indexer @données des mots des deux codes
C etC; par le méme ensemblle
Propriétés des codes poingonnés3
a) La commutativité : Pour tout code C de longue et pour i, {4

nous avons :

Preuve
Elle découle de la remarque 2.2

Nous noterons alors chacun @), et ;)i tout simplement pa€;; .

b) La somme : Pour deux codes B et C de languew@t pour tout i1
nousavons: (B+G¥Bi+C;.
Preuve

Soitx/7(B + C);, alors X = (X3,%,...,%1, 0, %1, ..., )%) tell qu’il existe un certaing /7
Fq ou le mot
X = (X, X Xiigy X 3 Xyq s --0X,) OB+C.
X s’écrit donc comme suit :
X=b+c=(by,p,..B)+(c,c,.,¢)avecb /B et c /JC.
ce qui entraine que :

x= (b, p,...0,0,B0, )+ (&, 2,....,¢1,0,6a, G)

ou le premier mot est obtenu a partirtiden remplacanto; parO , et le deuxiéme est obtenu a
partie dec en remplacantg parO .ce qui proue quex //B; +C; .
Réciproguement, on montre quexsi/ B; +C; alorsx// (B+C); par la méme maniere que la

précédente. c.q.f.d
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c) Equivalence : Pour tout code C de longueur pour tout i // | , et pour toute
permutationo /7S,., nous avons :

g(G)=0(C)qp -

Preuve
la permutationo change les positions des coordonnées d’un motabde sans changer
leurs valeurs . Alors & =0 pour b = (by, by ,..., ) deC, il est évident quby; = 0 pour
o(b)Jo(C).
donc :
o(G)={o(b)/bJGC}
= {o(b)/bJC enremplagcanb par 0}
{(boay,.... . ym)) Jo(C)enremplagantdy par 0}
=0(C)aj - c.q.f.d

la propriété 2.8). affirme que siC et C' sont deux codes équivalents par permutation

aveco (C) =(C"), alors il en est de méme paQr et C,;, et de pluss(C, )=C,,.

d) Dimension : pour tout code linéaire C et ptout i/7/1, nous avons :
dmG =dimC—-dim (CnE;)

Preuve

Pour toutx = (X;,X2, ..., %1, X , %+1 , .-,k ) NOUS AVONS :

X = (%,%,....%1, 0, X1, ...08)+ (0,0,0,...,0, 0,0)= y + 2z
Il est clair quey//Ciet zL1 C n E;,cequientrainequec=Ci+(C n E;)
En remarquant qué n (C n E;) ={ 0}, nous pouvons conclure que :

C=¢0 (Cn Ei), c.q.f.d

3. Invariants

Deux codes équivalents par permutations posséedesit propriétés communes, par
exemple, ils ont méme distance minimale, méme @ohgénumeérateurs des poids ... etc.
Ces propriétés sont invariantes sur chaque ctiégeivalence de codes, tout ¢ca nous ramenent

a défini la notion d’invariant liée a celle d’égaience.
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Notations 3.1

Notons[, 'ensemble de tous les codes de longuesur Fq. 'ensemblel = U [, est

nz1n

I'ensemble de tous les codes &yr.

SoitE un ensemble non vide sur lequel la notion d’égalt définie.

Définition 3.2

Un invariant suE est une applicationv: /' — E telle que deux codes équivalents prennent
la méme valeur pav, c’est a dire :
oc by, 0o0S%,:V(o(C))= V(C).
Exemples 3.3

a. Lalongueur d’'un code est un invariant sui.

b. La distance minimale est un invariant Sur

w(c)

c. Le polynébme énumeérateiw/(C) :ZX dans sa forme simple, est un invariant sur
cC

N[X].
d. Lapplication v:[ - 2
C- {(c(C)lo &/ , col,}
est un invariant o’ désigne I'ensemble des partieside
Par définition V(C) = V(C') si et seulement siG et C' sont équivalents par permutations.
Bien entendu, la complexité du calcul\d€ ) rend cet invariant inutilisable en pratique

méme pour des petites valeursnde

Corollaire 3.4
Soit V un invariant et soit C un code de longueur n, ptaut i /71 et pour toute
permutationo /7S, ; nous avons :
V(G)= V(a(C)s)
Preuve
puisqueV est un invariant, nous avons :
(O/)= V(a(G)) = V(0 () on)). c.q.td
Cela revient a dire queGiet C' sont deux codes équivalents par permutation teds g

o(C)= C'.alorsV(C)=V(C's@), partoui /1.
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Définition 3.5
Le Hull d’un code linéaire&C est I'intersection d€ et son dualC” que nous le noterons
H(C). c’estadireH (C) =Cn C".

il est & remarquer que le Hull d'un code liné&rest aussi un code linéaire.

Proposition 3.6
Soit C un code linéaire de longueur net/ S, .
Alors :

1. H(o(C)) =gH(C)).

2. SiV estinvariant, I'application C- V (H ( C) ) est aussi un invariant.
Preuve

Pour 1) il suffit de remarquer que :

o(CHh=0o(C)Y eta(An B)=cg(A)n g(B).

Pour 2) il suffit d’appliquer la définition d’un invariant. c.q.f.d
L'invariant est une propriété globale d’'un codepéut nous aider & décider si deux codes sont
équivalents ou non dans certains cas, par exerdplex codes de valeurs différentes par un
invariant ne sont pas équivalents. Mais il peuivarrque deux codes non équivalents ont la
méme valeur par un invariant, ce qui est le casegample pour le polyndme énumérateur, la
longueur ... etc. Pour ces raisons nous allons défimé propriété locale d’un code et une de ses
positions.

4. Signatures
Définition 4.1

Une signaturés sur un ensemblE , est une application qui a tout codede longueur n
et a tout élémentdel, associe un élémest( C, i )JdeE et telle que pour toute permutation”/
S, et pour tout del :

SEC),o@)=S(C,i).
Exemple 4.2

On peut construire une signature a partir de itotariant. Soitv un invariant, pour tout

codeC de longueun, et pour tout /71, I'application définie par :
S(C,i)=v(G)

est une signature.
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Cette exemple donne une approche a la sépda la premiére question au début de ce
chapitre. En effet, si nous avons un invariet nous voulons savoir si deux codest C' sont
équivalents, nous pouvons remarquer qué'se o (C) alors nous avon¥( Ci ) =V(C's¢) ) ,
pour touti /1.

Construction de signatures 4.3
SoientSet T deux signatures sur deux ensemiilext E' respectivement.
1- La signature produit d8etT est la signature, noté&exT , définie par :
SxT:(C,i)-(S(C,i), T(C,i))
2- Le dual deSest la signature siit, notéeS”, définie par :
s7:(C,i) - S(C”i)
Comparaison des signatures 4.4
SoientSet T deux signatures et sd@t un code de longueur .
1)- la signaturd est plus discriminante que la signat8m@ourC, et nous noteronS<. T si :
O, jor, T(CL,i)=T(C,j=S(C,i)=S(C,j).
2)- SetT sont équivalentes po@; et nous noteror8 = T si
S<cTetT<S.
3)- La signaturé& est auto-duale § =5".

Nous avons toujourS<sc SxT et le produitSx S” est toujours auto-dual.
Signature totalement discriminante 4.5

Commencons maintenant pour donner une approcneépdnse de la deuxieme question
posée au début de ce chapitre ; c’est a dire déterda permutation qui définie 'équivalence de
codes donnés sachant qu’il sont équivalents.
Définition 4.5.1

Une signaturé esttotalement discriminantpour un cod€ de longueun si

S(C,1)ZS (C,j)pour tout , j distincts dd.

Cela veut dire que l'applicatio&:i - S (C, i)est injective, pouC donné. Nous
dirons alors que les positiong/| sont discriminées.

Il est nature de poser les questions suivantes S 8st une signature totalement
discriminante pour un codg, quelle(s) propriété(s) possede t-il le cod€ ? et siC’ est un code
équivalent &, Sest-elle totalement discriminante pdDr? .

La réponse a ces question est apportée par lagtigmosuivante :

70



Chapitre 1V Détermination de I'équivalence entreedx codes.

Proposition 4.5.2
Soit C un code de longueur n, S est une signdabiedement discriminante pour C;
alors :
1) le groupe de permutation de C est trivial.
2) la signature S est totalement discriminante pout codeC' équivalent a C.
Preuve
Soit Sune signature totalement discriminante pour
1) soit o une permutation deerm (C), alors :
101, S(CL,i)=S¢(C),o(i))
=S (Cof(i))
cela entraine que= o (i), pour touti /1.
2) Soit C' un code équivalent@tel queC' = 77( C); alors poui etj del nous avons :
S(C,i)=S(C,j)=S@(C),m({)=S " (C) 7))
=Ss(C.mt@M))=s(C.71())
()= 7 ()
Car Sest totalement discriminante pdQir.
Donc:S(C,i)=S(C,j) = i=] etSest totalement discriminante poGf c.q.f.d.
Etant donnés deux codes équivalgdtst C' tels queC' = o (C ), et une signature
totalement discriminant8, nous pouvons facilement calculer la permutaton
Proposition 4.5.3
Etant donnés deux codes équivalents C ‘ete que C= g ( C ), et une signature S
totalement discriminante pour C , alopsest bien déterminée et elle est unique.
Preuve
SoientC et C' deux codes équivalents de longuautels queC’'= o (C), et soitS une
signature totalement discriminante p&yrdonc elle I'est aussi po@'.
SoientA, B respectivement les ensembles des valByr€ , i )etS (C, j), pour tout
(i,])Ixl1;
Cestadire :
A={S(C,i)/li0Jl}
B={S(Cj)/jIl}.
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Comme S est totalement discriminante pdDret pourC'’, alors chaque ensemideou B est de

cardinal égal @, et commeC' = g( C ), nous avons d’'une part :

[Ji01;8(C,i)=S¢(C) ,a@l))=S(C,a()) (1)
et commeC et C' sont équivalentdA etB sont égaux :
V015 Tl telsque: S(C,i)=S(Cj) (2)

nous pouvons conclure de (1) et de (2) que:
V0 Cidl telsque: S(Go(i))=S(C,j).

Du fait ques est totalement discriminantes pdDr , nous pouvons affirmer que(i) =j .
D’apres la proposition 4.5.2, le groupe de pernmratie C est trivial, ce qui implique l'unicité
deo.

Remarque importante

La méthode ainsi présentée dans la preuvappstiee algorithme de séparation des supports
dd a NICOLAS SENDRIER, il permet de calculer lampatation o sous les conditions de la
proposition 4.5.3.

Pour décider < et C' sont équivalents, I'algorithme apporte la réposigé| =|B|<n (pour

plus de détail voir [NS 96] et [NS 02]).
Exemple 4.5.4
Considérons les deux codes suivantd=sur
C={1110,0111,1010}
C'={0011, 1011, 1101}

Comme invariant, nous prenons le polynbme énumérdts poids, c’est a dire

V(C) =We(x) = XX =W(C)

ccC
Et comme signature, nous prenons la signature isi¢iva
S(C,i)=v(C) =W (G)
C,={0110,0111,0010} W (G)=x+X+x
,G {1010, 0011} - W(G)=2%¥
3G {1100, 0101, 1000}~ W (G)=x+2 ¥
4G {1110, 0110, 1010}~ W (C)=2xX+X°
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Nous voyons que la signatuseet totalement discriminante poGr Pour le codeC’ nous
avons :

» ={0011, 0101} S~ W(EC)=2%¥

C

C, ={0011,1011,1001} W (C,) =2 X +x°
C, ={0001,1001,1101} W (C.)=x+x+x°
C

. ={0010,1010,1100} W (C,)=x+2X .

Remarquons que :

W (G) =W (Cy)
W (G)=W(Cy)
W(G)=W(C,)
W(G)=W(C,)

Nous pouvons donc obtenir immédiatement la pertiomta telle queC’ = g (C).
c(1)=3,002)=1,03)=4,04)=2.

C'est a dire queo= (1342)
Remarque 4.5.5

la proposition 4.5.3. nous permet de calculer imatédhento si la signature considérée
est totalement discriminante. Mais en général ahie signature n’est disponible a un seul coup
d’ceil. Notons encore que si le groupe de permutadio codeC ( et bien sarC') n’est pas
trivial, une telle signature n’existe pas, ces deemargues nous ont poussé a étudier un cas
particulier ou nous pouvons calculer la permutatiosi cette signature qui n’est pas totalement

discriminante vérifie une certaine condition quesavons supposeée.

Rappels et notations 4.5.6

Dans tout ce qui su et C' représentent deux codes équivalents de longutais que
o(C)=C', etSune signature définie comme suite :
S (C,i)=Vv(Ci)ouV estun invariant.
Rappelons qué est totalement discriminante poQy veut dire que l'application - S ( C , i),

avecC fixé , est injective. Supposons dans la suite §né&est pas discriminante enpositions
seulement, c'est a dire que :
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S(C,i)=S(C,3)=....=S(C,d)aveciy, iy, .... k7] .

et 2<s<n-2.
Etudions si cette supposition, nous apporte desnmdtions sur les indices, iz,,..., k.
Partition associée a une signature 4.5.7

Si Sest une signature € est un code de longuenr Soit la relationR. définie surl
par :

v,y Oi R je= S(C,i)=S(C,j)

Lemme 4.5.8

la relationR. ainsi définie est une relation d’équivalence ket elle permet de définir
une partition de | selon S et C.
Preuve

Il est évident queR. est une relation d’équivalence dur
Pourj 7 | ; | désigne la classe jiselonR. .

Cestadire; j={i 1l iR j}

Soient: j1, jo, ... , ] 4 les classes d’équivalence modiRg, alors :

(91,02, .- , 14 }estune partition dequi n'est autre que/ R .

Alors ; siSn’est pas discriminante expositions poutC, les ensembles

{it, 0., &} et (a})my. ., forment une partition del selon S et C
c.q.f.d

Si C'= o(C), que peut étre la partition tiselonSet C'? la réponse a cette question

est donnée par la proposition suivante :

Proposition 4.5.9

Si{j1, ]2, . ,]4 } estune partition de | selon C et Set$i< o( C), alors la

partition de | selon Cet S est:

{ 0(1)0(2)004) }-
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Preuve
La proposition vient du fait que $i,j // |, alors :
IR j =S(C,i)=S(C,j)
= S (a(C).a(i) )=S (aC),a(j))
=S(C" ,ai))=S(C,a(j))
= 0(i) R aj)

Donc nous pouvons conclure quei sest une classe suivaiR. ; alors o(i) est une

classe selorR. , et réciproquement. Ce qui permet de dire queatétion{ j; , j2, ...... ,

j, } selonC etS, est en bijection avec la partiti¢rs(j, )o(, ),......o(j, ) } selonC'etS.

Proposition 4.5.10

Si C = o (C) et S n'est pas discriminante en s positions i , .... , § de | pour C,
alors S n’est pas discriminante en s positian§i; ), o(i2), .... g(is) de | pour C.
Preuve

Par hypothese

S(C,i)=S(C,i)=..... = C(C,i) (1)
pour iy, iz, ...., & differentsdd et 2 < i<n-2, etpouri, j 71\ {iy,i2,...., 5 }etizj ;
S )% S(C])) (2)

CommeSest une signature et(C) = C'.
S(C,i)=S(aC),0(ir))= S(C,o(i1))
S(C,3)=S(aC),0(i))= S(C,o(i2))

S(C,i)=S(aC),a(is))= S(C,a(is))
En se referant a (1) nous concluons que :
S(C',0i1))=S(C,a(iz))=....=S(C, a(is) ) pouriy, iz, ...., i, different dd
et2<ss<sn-2
Il est facile de remarquer que pour toutd/ { 2, ...., n- 2 Hifférents g (i;) # o (i)

car gest une bijection .
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Soitk, mZ7I\{o(i1),o(i2),....0o(Is)} aveckzm.

Commeo est une bijection, il existej unique dd \{iy,i>, ...., } aveci Zj,telsqueo(i)
=keto(j)=m.
Alors :

SC',k)=S((C),ai))=S(C,i).
S(C,m)=S((C),aj))=S(C,j).
Par hypothese (2) nous pouvons conci(eC , k) ZS (C, m) c.q.f.d

Tirons plus d’information sur les élémernits, i, , .. , k; si 77/7perm (Q, alors :
S(C,i)=s(Cm(i))
Cela équivaut a diré R. 77(i ). pour tout /I .
Si deplusS(C,i)=S(C,j)nous avons:
S(C.(i))=S(C.m(j)).

Cestadiresi //{i1,i2,....,k}alorsm(i) [7{i1,i2,...., §} pour toutrr/7Perm ( C ) Donc
Nnous pouvons annoncer la proposition suivante :
Proposition 4.5.11

Si S est une signature non discriminante gnizi, .... ,{ de | pour C; alors
{i1,Ip,..., } est stable par I'action du groupe de permutasiate C.

Passons maintenant a résoudre le probleme derdédtionde o telle que

C'= o( C)en se donnant une signat@qui n'est pas discriminante

eni, iz, ...., & del pourC,ave2 < s < n—2,il ya donc aux moins deux élémentg de
| qui sont discriminés p&, c'esta dires (C,i)ZS (C,j)
aveci Zj .

PuisqueC’'= o ( C )nous avons :

S(C,i)=S(C,i)=...... =S (C,d)
=S(C,o(i1))=S(C ,0(i2))=...... =S(C,o(is))
et d'apres la proposition 4.5.10 :
S(C,i)=S(C,})=...... =S (C,4) ou
oiv, iz, ... b} ={ dl1),0(iz2), ... o(is) }
={d, k2, - b}
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Mais pour tout, 1 < t < s, quel est I'imageo( i; ) correspondant parmi les éléments de

{j1 d2s oo b}
Nous rappelons que pour cette étude la signatiigee est définie par :

S(C,i)=v(G) ouVv estun invariant.
Choisissons 71\ {1, iz, ...., &} une position discriminée p&
de I'égalitéS(C,i)=S C', k)on peut tirero (i) = k.
Soit pouri fixé ; I'application ¢. de{ i, i2, ...., § } dansk définie par:
P (a)=UC)
rappelons que puisqueest un invariant , alors pour toute”’/ S, :
V(KCi,0)=V(Cyq q) dunepart
:V(n(C){,,(i)’M)}) d’autre part
Nous pouvons donc annoncer la proposition suivante
Proposition 4.5.12
Si l'application ¢c est injective , alors les images de, i, .... , § par o peuvent étre
déterminés immédiatement ave¢ €0 (C) .
Preuve
Soitog [7S, telle queC’ = o (C).

@ est injective, alors :

Oa,B i1, i, ..., azB < ¢c(a) Z ¢c (D) .

Montrons d’abord que I'applicatiog.. construite aussi commg: , pourk = o (i) fixé, est

aussi injective.

Soienta,b/f{j1,]J2, ...., 5}, aveca Zb.
b (@) =V(C'y.a) = V(T (C)iowm.ainy )
o (Cip ) =V(Cyinp )
ge ().
de mémeg. (b) =¢@c (in);aved,in i1, iz, ..., &}
azb = i Zip
= ¢c (1) # g (ir)
< o (8) # ¢ (b)
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Calculons successivement :
dc (i), g (i2) ... .¢c (is) d'une partepe (ji), fe (j2), ..o de (js) dautre part,
les ensembles images {i1,i2, ..., itetd.{j1,J2, .... , § } sont égaux , car comme

C'= g(C) nous avons :
V(Ci.a)=YCw.o@y)
HC . o@y) -
et cela pour toutr 7{iy,i2,....,k} et C =0og(C) .

pour chaque /{i1,12, ...., &} ; il existe un seul, de {j1,])2, .... ,}} tel que:
$c(iy)=¢c(jy) dou o {i,i}={k,jn}.
puisqueo (i) =k, on pourra conclure que(i; ) = jh. c.q.f.d
Exemple 4.5.13
Considérons les deux codest C' définis par :
C={01101, 01011, 01110, 10101, 11110}
C' ={10101, 00111, 10011, 11100, 11011}
Prenons comme signature :
S(C,i)=v(C)=W(G), le polynbme énumérateur des poid<deouri=1,2, ... ,5.
Alors :
C:={01101, 01011, 01110, 00101} * + 3%
C,={00101, 00011, 00110, 10101 , 10110} 3% + 2x°
C; ={ 01001, 01011, 01010, 10001 , 11010} 3% + 2x°
C,={01101, 01001, 01100, 10101 , 11100} 2¢ + 3x°
Cs ={01100, 01010, 01110, 10100, 11110} 3¥ + x>+ x*
Remarquons que les positions 2 et 3 ne peut &ceiminées.
PourC' :

C; ={00101, 00111, 00011, 01100, 01011 }3¥ + 2°
C, ={10101, 00111, 10011, 101003} % + 3%
C, ={10001, 00011, 10011 , 11000, 1101%} 3% + x* + x*

C,={10101, 00101, 10001 , 11100, 11001} 2 + 3%
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C.={10100, 00110, 10010, 11100, 11010.} 3¢ + 2x°
Remarquons que po@' , les positions 1 et 5, ne peuvent étre disciéesn.
D’apres:

S(C,1)=S(C2) noustironsg(1)=2.
S(C,4)=S(C,4) noustironsog(4)=4.

S(C,5)=S(C,3) noustironsg(5)=3.

Soient les applications :

pc (@) =W (G1,ay), pouraJ{2,3}.

P (B) =W (Cy2p), pourB{1,5}.
alors :

C(1,2;={ 00101, 00011, 00110} ~ e (2) = 3%
C1,33={01001, 01011, 01010, 00001 }- @c (3) = X + 2¢ +x°
C'(2,1;={00101, 00111, 00011,00100 }» @ (1) =x +2¢+ x°

C't2,53={10100, 00110, 10010} = $o(5)=3%¢
doncgc et ¢ sontinjectives et dgc (2) = ¢ (5), nous tironr(2) =5,

etde ¢c (3) = ¢ (1), nous tironsr (3 ) = 1..

ainsi la permutatiowrest :

1 23 45
o=
25143
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ConcLusioNs & PERSPECTIVES

Nous avons présenté dans ce travail une dwd&quivalence par permutation de deux codes
de méme longueur sur un corps fini , elle est baaé&des notions d’invariant et de signature
introduites par NICOLAS Sendrier dans son articie[d6 |.

Notre travail était d’étudier les propriété&sdbux codes équivalents au point de vue algébrique
isomorphisme de groupes de permutation...etc, d'anke @t d’autre part de déterminer la
permutation qui définie I'équivalence si la sigmata’est pas totalement discriminante sous une
certaine condition .

L'idée de ce travall fait suite a I'artialie NICOLAS Sendrier [NS 96 ] et a sa mémoire
d’habilitation a diriger des recherches [NS 20@2i Jil détermine la permutation lorsque la
signature est totalement discriminante et proposafiinement d’une signature non totalement
discriminante en utilisant comme invariant le pdgre énumérateur des poids du Hull des codes .
Il est a signaler que le probléme d’équivalenceadeles demeure encore ouvert.

Questions::

» L’invariant proposé par Sendrier est le polyn6menéérateur des poids est-il possible
de trouver un autre invariant qui serait mieuxceffie pour les codes ou au moins pour
certaines classes de codes ?

» Estil possible de construire une signature quaisestalement discriminante pour les
codes ou au moins pour certaines classes de codes?

» Sile groupe de permutations d’un co@en’est pas trivial, comment rendre ce travail
de détermination de la permutation de la permutadia!S, ; telle queo(C)=C’
applicable ?

Enfin , nous pensons qu’on peut commenaece@nstruire un code(L") a partir deC(C")
dont le groupe de permutatioparm ( L) est le groupe quotierperm(C)/ perm(C)qui est trivial
a condition que les codéset L' ainsi construits sont équivalents par permutatioique 72 Ssi

CetC' sont équivalents par permutationou on peut déduireg a partir der.
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