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 :ملخص

و يستخدم في العديد من المجالات المختلفة: دراسة المعادلات  .يعد تحويل لا بلاس أداة أساسية للتحليل
..                                             التفاضلية الجزئية ،دراسة المعادلات التكاملية ، تحليل الإشارات إلخ

 ة .    لابلاس في حل بعض المعادلات التكامليفي هذه الذاكرة سوف نظهر فائدة تحويل 

 بال.                                                                                            أ تحويل لابلاس ، المعادلات التكاملية ، معادلة الكلمات المفتاحية :
 



Abstract : 

 The Laplace transformation is a fundamental tool of the analysis. It is used in 

several different domains :the study of partial differential equations, the study of 

integral equations, the signal analysis, etc… 

    In this memory we will show the utility of the Laplace transform in solving 

some integral equations. 

Keywords : Laplace’s transformed ,integral equations, Abel’s equation. 
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NOTATIONS
T Opérateur compact

ϕ Fonction inconnue

[a, b] Intervalle réel

C([a, b]) L’espace des fonctions continue sur l’intervalle [a, b]

L Opérateur linéaire

L Opérateur linéaire où L = I − A
EIs Equation integrale de deuxième espèce

X espace normé

ker(L) Le noyau de l’opérateur L , ker(L) = {ϕ/Lϕ = 0}
Im(L) L’image de l’opérateur L , Im(L) = {ψ /ψ = Lϕ}
K(x, y) Noyau de l’intégrale

I Opéreteur d’identité

A Opérateur linéaire compact
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Introduction

La transformation de Laplace est, avec la transformation de Fourier, l’une des plus impor-

tantes transformations intégrales. Elle intervient dans de nombreuses questions de physique

mathématique, de calcul des probabilités, d’automatique, etc.., mais elle joue aussi un grand

rôle en analyse classique. Elle porte très légitimement le nom de Pierre-Simon Laplace (1749-

1827), surnommé le ‹‹Newton français ››, éphémère ministre de l’intérieur de Napoléon

Bonaparte, qui avait commencé ses travaux dès les années 1770, sous l’Ancien régime. En

effet, Laplace a souligné l’intérêt de présenter la plupart des fonctions, des suites, dessommes

partielles et restes de séries usuelles sous forme intégrale, afin d’en obtenir des dévelope-

ments. Sous l’influence de Liouville, le hongrois Joseph Petzval (1807-1891) fut le premier

à étudier la transformation de Laplace en tant que telle, et ses applications aux équations

différentielles linéaires. Plus tard, l’ingénieur britannique Oliver Heaviside (1850-1925) a in-

venté le calcul symbolique afin de résoudre des équations différentielles et intégrales. Laurent

Schwartz (1915-2002) a étendu la transformation de Laplace aux distributions, permettant

de mieux comprendre et étayer le calcul symbolique [13].

La transformée de Laplace est un outil très puissant dans l’analyse fonctionnelle.

Le but de ce travail est de montrer l’utiliter de la transformée de Laplace dans la réso-

lution de certaines équations intégrales.

Ainsi notre mémoire se compose de trois chapitres:

Le premier chapitre: nous rappelons quelques définitions et propriétés sur la trans-

formée de Laplace.

Le deuxiéme chapitre: On présente une introduction à la théorie des équations in-

tégrales et leur classifications et on va démontrer l’existence et l’unicité des solutions des

équations intégrales linéaires et non linéaires.
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Introduction

Le troisiéme chapitre: On applique la transformée de Laplace sur les équations inté-

grales linéaires et non linéaires (les équations intégrales de Volterra ,les équations intégrales

d’Abel) pour trouver la solution exacte, avec des examples.

On termine notre mémoire par une conclusion générale.
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Chapitre 1

Transformation de Laplace

Dans ce chapitre on présente quelques définitions et quelques propriétés importantes

de la transformation de Laplace.

1.1 Introduction

On note que la transformation de Laplace transforme des fonctions f(t) en d’autres fonctions

F (s), on écrit

F = L{f}

ou

F (s) = L{f} (s)

et la transformation de Laplace inverse transforme F (s) en f(t), on écrit

f = L−1 {F}

ou

f(t) = L−1 {F} (t)

1.2 Fonction CL

La classe des fonctions réelles CL est formée des fonctions causales continues par morceaux

et d’ordre expontielle.

2



1.3. Définition de la transformation de Laplace

1. Une fonction est causale si elle est nulle pour x < 0 ,i.e. f(x) = 0 si x < 0.

2. Elle continue par morceaux si elle n’admet que des points de discontinuité de première

espèce.

3. Elle est d’ordre expontielle si elle est bornée par une expontielle ,i.e. ∃M > 0 et α > 0

telles que:| f(x) |≤Meαx,∀x ≥ x0.

• Les fonctions usuelles sin(x), x2, ex ne sont pas causales, une façon de créer des

fonctions causales est d’utiliser la fonction de Heaviside :

H(x) =

{
1 si x ≥ 0

0 si x < 0

Il suffi t de multiplier les fonctions précédentes par la fonction H(x) .par example:

f(x) = ex n’est pas une fonction causale, mais

f(x) = H(x)ex =

{
exsi x ≥ 0

0 si x < 0

c’est une fonction causale.(voir [12])

1.3 Définition de la transformation de Laplace

Définition 1.3.1 La transformation de Laplace d’une fonction de CL est défini par

L{f(x)} (s) = F (s) =

+∞∫
0

e−sxf(x)dx

telle que: s est une variable complexe et F (s) une fonction complexe.

1. F est définie par une intégrale impropre que ne converge pas toujours si f /∈ CL .

2. Si f est discontinue en 0. La borne inférieure de l’intégrale de vrait être notée 0+ .

Exemple 1.3.1 :

f(x) = H(x)e2x =

{
e2xsi x ≥ 0

0 si x < 0

3



1.3. Définition de la transformation de Laplace

On a:

| f(x) | =| H(x)e2x |< e2x

alors:

F (s) =

+∞∫
0

e−sxf(x)dx

=

+∞∫
0

e−sxe2xdx

=

+∞∫
0

e(2−s)xdx

= 1
2−s
[
e(2−s)x]∞

0

= −1
2−s

= 1
s−2

, Re(s) > 2

car:

on pose: s = α + iβ

limx→+∞ | e−sxf(x) | ≤ limx→+∞ |e−sx| |f(x)|
≤ limx→+∞ e

−αxe2x

= limx→+∞ e
(2−α)x

= 0 si α > 2

= 0 si Re(s) > 2

Théorème 1.3.1 :Soit f une fonction définie sur R telle que:

1. f(x) = 0 si ∀x < 0.

2. f est continue par morceaux sur [0,+∞[ .

3. il existe des constantes M ≥ 0 et r ≥ 0 telles que: ∀x ≥ x0, | f(x) |≤ Merx ,alors la

transformation de Laplace de f existe pour tout Re(s) > r.

Preuve. On a:
+∞∫
0

e−sxf(x)dx =

x0∫
0

e−sxf(x)dx+

+∞∫
x0

e−sxf(x)dx

4



1.4. Propriétés de la transformation de Laplace

l’intégrale

x0∫
0

e−sxf(x)dx existe car f est continue par morceaux .Concernant l’autre

intégrale ,notons que:

| e−sxf(x) | ≤ e−αx | f(x) |, s = α + iβ

≤Me−(α−r)x

or

+∞∫
x0

Me−(α−r)xdx converge car Re(s) = α > r ,donc d’aprés le critère de comparai-

son des intégrales généralisées ,l’intégrale

+∞∫
x0

| e−sxf(x) | dx converge aussi, ce qui en-

traine que

+∞∫
x0

e−sxf(x)dx existe. Par conséquent

+∞∫
0

e−sxf(x)dx existe dans le demi-plan

{s ∈ C : Re(s) > r} .

1.4 Propriétés de la transformation de Laplace

1.4.1 Linéairité

La transformation de Laplace est une application linéaire .Plus précisement pour tout α, β ∈
C pour toutes fonctions f, g d’abcisses de sommabilité réspectives r, σ alors :

L{αf(x) + βg(x)} (s) = αF (s) + βG(s)

où Re(s) > max( r, σ) avec F (s) =

+∞∫
0

e−sxf(x)dx , G(s) =

+∞∫
0

e−sxg(x)dx. (voir[11])

Preuve. On a:

L{αf(x) + βg(x)} (s) =

+∞∫
0

e−sx(αf(x) + βg(x))dx

= α

+∞∫
0

e−sxf(x)dx+ β

+∞∫
0

e−sxg(x)dx

= αF (s) + βG(s)

5



1.4. Propriétés de la transformation de Laplace

Si les abcisses de sommabilité de f et g sont réspectivement r et σ alors le domaine de

sommabilité sur lequel αf + βg est défini sur {s ∈ C : Re(s) > max(r, σ)} .

Exemple 1.4.1 :

f(x) =

{
xn si x ≥ 0, n ∈ N

0 si x < 0

On a:

F (s) =

+∞∫
0

e−sxf(x)dx

=

+∞∫
0

e−sxxndx

En intégrant par partie, on obtient:

F (s) =
[
−1
s
e−sxxn

]+∞
0

+ n
s

+∞∫
0

e−sxxn−1dx,Re(s) > 0

= n
s

+∞∫
0

e−sxxn−1dx

= n
s
In−1 donc In = n

s
In−1

F (s) = In

= n
s
× n−1

s
× n−2

s
× .....1

s
× I0

On a:

I0 =

+∞∫
0

e−sxdx

= −1
s

[e−sx]
+∞
0

= 1
s
,Re(s) > 0

donc:
F (s) = n

s
× n−1

s
× n−2

s
× .....× 1

s
× 1

s

= n!
sn+1

,Re(s) > 0

6



1.4. Propriétés de la transformation de Laplace

1.4.2 Translation

Si L{f(x)}(s) = F (s) avec Re(s) > r, alors:

L{τaf(x)} = L{f(x− a)}(s)

= e−asF (s),Re(s) > r

Preuve. Posons:

g(x) =

{
f(x− a) si x ≥ a

0 si x < a

On a:

L{g(x)}(s) =

+∞∫
0

e−sxg(x)dx

=

a∫
0

e−sxg(x)dx+

+∞∫
a

e−sxg(x)dx

=

+∞∫
a

e−sxg(x)dx

=

+∞∫
a

e−sxf(x− a)dx

on pose: y = x− a ⇐⇒ dy = dx

L{g(x)}(s) =

+∞∫
0

e−s(y+a)f(y)dy

= e−sa
+∞∫
0

e−syf(y)dy

= e−saF (s),Re(s) > r

donc:

L{τaf(x)} = L{f(x− a)}(s)

= e−asF (s),Re(s) > r

7



1.4. Propriétés de la transformation de Laplace

1.4.3 Changement d’echelle

Si L{f(x)}(s) = F (s) ,alors:

L{f(λx)}(s) =
1

λ
F (

s

λ
), λ > 0

Preuve. On a:

L{f(λx)}(s) =

+∞∫
0

e−sxf(λx)dx

on pose: y = λx⇐⇒ dy = λdx

L{f(λx)}(s) =

+∞∫
0

e−s(
y
λ

)f(y)dy
λ

= 1
λ

+∞∫
0

e−( s
λ

)yf(y)dy

= 1
λ
F ( s

λ
)

donc:

L{f(λx)}(s) =
1

λ
F (

s

λ
), λ > 0

1.4.4 Conjugaison complexe

Si L{f(x)}(s) = F (s) ,alors:

L{f(x)}(s) = F (s)

Preuve. On a:

L{f(x)}(s) =

+∞∫
0

e−sxf(x)dx

=

+∞∫
0

e−sxf(x)dx

= F (s)

donc:

L{f(x)}(s) = F (s)

8



1.5. Transformé de la dérivée

1.5 Transformé de la dérivée

Théorème 1.5.1 Si f ′ est continue par morceaux sur tout fermé [0, x0] et s’il exist M > 0

et r > 0 telles que | f(x) |≤Merx , ∀x ≥ x0 et si L{f(x)} (s) = F (s) ,alors:

L
{
f
′
(x)
}

(s) = sF (s)− f(0+),Re(s) > r

Preuve. On a:

L
{
f
′
(x)
}

(s) =

+∞∫
0

e−sxf
′
(s)dx

En intégrant par partie ,on obtient:

L{f ′(x)}(s) = [e−sxf(x)]
+∞
0 + s

+∞∫
0

e−sxf(x)dx

comme:

limx→+∞ | e−sxf(x) | ≤ limx→+∞ |e−sx| |f(x)| , s = α + iβ

≤ limx→+∞Me(r−α)x

= 0,Re(s) > r

alors:

L{f ′(x)}(s) = −f(0+) + s

+∞∫
0

e−sxf(x)dx

donc:

L{f ′(x)}(s) = sF (s)− f(0+),Re(s) > r

Généralisation:
Si f

′′
vérifie a son tour les hypothéses du théorème précédente, on a:

L{f ′′(x)}(s) = sL(f
′
(x))(s)− f ′(0+)

= s(sF (s)− f(0+))− f ′(0+)

9



1.6. La transformation de Laplace inverse

donc:

L{f ′′(x)}(s) = s2F (s)− sf(0+)− f ′(0+)

On peut démontrer par la réccurence que :

L{f (n)(x)}(s) = snF (s)− sn−1f(0+)− sn−2f(0+)− .....− f (n−1)(0+)

Remarque 1.5.1 En général ,si f(x) est discontinue aux points x1, x2, ..., xn alors:

L
{
f
′
(x)
}

(s) = sF (s)− f(0+)−
n∑
k=1

e−sxk(f(x+
k )− f(x−k ))

Proposition 1.5.1 Si L{f(x)}(s) = F (s) ,alors:

L
{∫ x

0

f(t)dt}(s)
}

=
F (s)

s
,Re(s) > max(0, r).

Preuve. Posons:

g(x) =
∫ x

0
f(t)dt

On a:
L{g′(x)}(s) = sL{g(x)}(s)− g(0+)

= sL{g(x)}(s) car g(0+) = 0 et g
′
(x) = f(x)

d’où

L{g′(x)}(s) = L(f(x))(s) ⇐⇒ sL{g(x)}(s) = L{f(x)}(s)
⇐⇒ L{g(x)}(s) = L{f(x)}(s)

s

⇐⇒ L{
∫ x

0
f(t)dt}(s) = F (s)

s
,Re(s) > max(0, r)

1.6 La transformation de Laplace inverse

Définissions maintenant la transformée de Laplace inverse:

Soit F (s) la transformation de Laplace d’une fonction f(x). On appelle transformée de

Laplace inverse ou originale de F (s) la fonction f(x) et nous écrivons

f(x) = L−1 {F (s)} (x)

10



1.7. Propriétés de la transformation de Laplace inverse

f(x) = L−1 {F (s)} (x)⇔ L{f(x)}(s) = F (s)

Il exist une autre formule (de Mellin-Fourier) pour calculer une transformée de Laplace

inverse. Nous pouvons, en passant dans le plan complexe, montrer que

L−1 {F (s)} (x) =
1

2iπ
lim
β→∞

∫ γ+iβ

γ−iβ
estF (s)ds

L’intégrale est prise le long d’une ligne se trouvant dans le plan complexe.

1.7 Propriétés de la transformation de Laplace inverse

1.7.1 Linéairité

L’inverse d’une application linéaire étant linéaire :

L−1{αF (s) + βG(s)}(x) = αL−1{F (s)}(x) + βL−1{G(s)}(x)

D’une façon générale pour obtenir l’original d’une fraction rationnelle F (s) = N(s)
D(s)

,on

utilise sa décomposition en élément simples.

Exemple 1.7.1 :

F (s) = s+1
s2(s2+4)

F (s) s’écrit comme:

F (s) = A
s2

+ B
s

+ Cs+D
(s2+4)

le calcule donne: A = 1
4
, B = 1

4
, C = −1

4
, D = −1

4
, alors:

F (s) =
1
4

s2
+

1
4

s
+
− 1
4
s− 1

4

s2+4

donc:
f(x) = L−1

{
1
4

s2
+

1
4

s
+
− 1
4
s− 1

4

s2+4

}
(x)

= 1
4
L−1

{
1
s2

}
+ 1

4
L−1

{
1
s

}
− 1

4
L−1

{
s+1
s2+4

}
= 1

4
x+ 1

4
− 1

4
L−1

{
s

s2+4
+ 1

s2+4

}
(x), x > 0

= 1
4
x+ 1

4
− 1

4
L−1

{
s

s2+4

}
(x)− 1

4
L−1

{
1

s2+4

}
(x), x > 0

= 1
4
x+ 1

4
− 1

4
cos(2x)− 1

8
sin(2x), x > 0

=
[

1
4
(x+ 1)− 1

4
(cos(2x)− 1

2
sin(2x))

]
H(x)
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1.7. Propriétés de la transformation de Laplace inverse

1.7.2 Changement d’echelle

Soit f(x) l’original de F (s) , on a :

F (as) =

+∞∫
0

e−asxf(x)dx

On pose : y = ax⇐⇒ dy = adx

F (as) =

+∞∫
0

e−syf(y
a
)dy
a

= 1
a

+∞∫
0

e−syf(y
a
)dy

= 1
a
L(f(x

a
))(s)

donc:

L−1(F (as)}(x) =
1

a
f(
x

a
)

1.7.3 Translation

Soit f(x) = L−1 {F (s)} (x) ,on a :

F (s+ a) =

+∞∫
0

e−(s+a)xf(x)dx

=

+∞∫
0

e−sx(e−axf(x))dx

= L(e−axf(x))(s)

donc:

L−1(F (s+ a)}(x) = e−axf(x)

1.7.4 Propriété de convolution

1. Si f et g deux fonctions, alors on appelle convolution de f et g ,la fonction définie par

(f ∗ g)(x) =

∫ x

0

f(t)g(x− t)dt

12



1.8. Tableaux de transformée de Laplace de quelques fonctions usuelles

2. Si L−1{F (s)}(x) = f(x) et L−1{G(s)}(x) = g(x) ,alors :

L−1{F (s)×G(s)}(x) = (f ∗ g)(x)

Proposition 1.7.1 Le produit de convolution est commutatif

f ∗ g = g ∗ f

Preuve. En effet:

On utilise le changement de variable: y = t− x, on obtient:

(f ∗ g)(t) =
∫ t

0
f(x)g(t− x)dx

=
∫ 0

t
f(t− y)g(y)(−dy)

= −
∫ 0

t
f(t− y)g(y)dy

=
∫ t

0
g(y)f(t− y)dy

= (g ∗ f)(t)

1.8 Tableaux de transformée de Laplace de quelques

fonctions usuelles

f(x) = L−1{F (s)}(x) F (s) = L{f(x)}(s)

H(x) 1
s
,Re(s) > 0

eax 1
s−a ,Re(s) > a

sin(wx) w
s2+w2

,Re(s) > 0

cos(wx) s
s2+w2

,Re(s) > 0

xα, α > −1 Γ(α+1)
sα+1

,Re(s) > 0

xn, n ∈ N n!
sn+1

,Re(s) > 0

1
a
f(x

a
) F (as)

e−axf(x) F (s+ a)

f(x− a)H(x− a) e−asF (s)

Table de transformées de Laplace usuelles
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Chapitre 2

Equations intégrales

Dans ce chapitre, on présente une introduction à la théorie des équations intégrales et leur

classifications et on va démontrer l’existence et l’unicité des solutions des équations intégrales

linéaires et non linéaires.

2.1 Introduction à la théorie des équations intégrales

2.1.1 Opérateur compact

Définition 2.1.1 Soit T ∈ L(X, Y ) un opérateur borné, on dit que T est un opérateur

compact si et seulement si l’image de toute partie bornée de X est relativement compacte

dans Y .Autrement dit, toute partie B ⊂ X est borné, alors T (B) est compacte dans Y .

Définition 2.1.2 Un opérateur linéaire T défini sur un espace de Banach X dans Y ,est

dit compact (ou complètement continu ) si l’adhérence T (BX) est compacte dans Y ,BX

désigne la boule unité dans X.

BX = {x ∈ X : ||x|| ≤ 1}

Définition 2.1.3 Dire que l’opérateur T ∈ L(X, Y ) est compact ,revient à dire, que pour

toute suite bornée (xn) dans X , la suite image (Txn) admet une suite convergente dans Y .

Notons l’ensemble des opérateurs bornés par B(X, Y ) et l’ensemble des opérateurs compacts

par K(X, Y ).(voir [7])
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2.1. Introduction à la théorie des équations intégrales

2.1.2 Définition de l’équation intégrale

On appelle équation intégrale une équation fonctionnelle où la fonction inconnue figure sous

le singe d’intégration
∫
.

C’est en générale l’équation par rapport à l’inconnue ϕ de la forme :∫
E

K(x, t, ϕ(t))dt = λϕ(x) + f(x), x ∈ E (2.1)

où E est un espace mesuré. f(x) une fonction mesurable donné sur E. λ un scalaire

donné qui peut être réel ou complexe. etK(x, t, ϕ(t)) une fonction mesurable sur E3 appelée

noyau de l’équation intégrale.

Avec toutes ces données, notre problème est de chercher la fonction ϕ qui satisfait

l’équation (2.1).(voir[5])

Remarque 2.1.1 :

1. Pour l’étude de l’équation intégrale suivante:∫
E

K(x, t, ϕ(t))dt = λϕ(x) + f(x), x ∈ E (*)

On se restreint aux espaces Lp(E) avec (1 ≤ p ≤ ∞).

Implicitement, pour les fonctions f ∈ Lp(E). on cherche les fonctions ϕ dans Lp(E)

vérifie cette équation . celà veut dire que dans cette restriction. on utilise uniquement les

noyaux K(x, t) pour lesquels Tϕ soit dans Lp(E) lorsque ϕ l’est.

2. Si on prend

K(x, t, ϕ(t)) = K(x, t)ϕ(t)

l’équation (*) devient linéaire. i.e.

f(x) =

∫
E

K(x, t)ϕ(t)dt− λϕ(x)

est si non devient équation intégrale non linéaire.

3. Notons que l’équation (*) peut être écrite sous forme d’opérateur

Tϕ = λϕ+ f
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2.1. Introduction à la théorie des équations intégrales

où l’opérateur T s’écrit comme

Tϕ(x) =

∫
E

K(x, t, ϕ(t))dt

4. Le type le plus générale d’une équation intégrale est :

h(x)ϕ(x) = f(x) + λ

∫
E

K(x, t)ϕ(t)dt

La fonction h(x) détermine de type de l’équation.

Lemme 2.1.1 :

Soit K une fonction de l’espace L2(]a , b[×]a , b[) ,alors l’opérateur T défini par :

Tϕ(x) =

∫ b

a

K(x, t)ϕ(t)dt , x ∈]a , b[ (2.2)

est bien défini, en tant qu’opérateur de L2(]a , b[) dans lui-même.

Preuve. La linéairité est évidente, seule la continuité (et le fait que Tϕ est un élément

de L2(]a , b[) si u ∈ L2(]a , b[), qui en sera une conséquence immédiate) est à démontrer bien

entendu ,nous voulons majorer∫ b

a

(Tϕ(x))2dx =

∫ b

a

(

∫ b

a

K(x, t)ϕ(t)dt)2dx , x ∈]a , b[

par l’inégalité de Cauchy-Schwartz, il vient∫ b

a

(Tϕ(x))2dx ≤
∫ b

a

(

∫ b

a

|K(x, t)|2 dt)(
∫ b

a

|ϕ(t)|2 dt)dx ≤M2

∫ b

a

|ϕ(t)|2 dt

avec M2 =
∫ ∫

]a,b[×]a,b[
|K(x, t)|2 dtdx <∞ ,puisque K ∈ L2(]a , b[×]a , b[) .

Ce qui prouve que (2.2) défini bien un opérateur continuie de L2(]a , b[) dans lui-même

et montre au passage que sa norme est majorée par M .

Lemme 2.1.2 (voir[3])

Soit K ∈ L2(]a , b[×]a , b[) .L’opérateur intégral A de noyau K est compact de L2(]a , b[)

dans lui même.
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2.2. Classification des équations intégrales

2.2 Classification des équations intégrales

La classification des équations intégrales est centrée sur trois caractéristiques de base décrirent

leur structure globale, il est utile de les citer avant d’entrer dans les détails.

i) le type (espèce) d’une équation se rapporte à la localisation de la fonction inconnue.

Pour les équations de première espèce, la fonction inconnue apparaît uniquement à

l’intérieur du signe intégrale .Cependant pour les équations de deuxième espèce , la

fonction inconnue apparaît également à l’extérieur du signe intégrale.

ii) La description historique Fredholm et Volterra concerne les bornes d’intégrations. Dans

une équation de Fredholm, les bornes d’intégrations sont fixées, dans l’équation de

Volterra les bornes d’intégrations sont indéfinies.

iii) L’adjective singulière est parfois employée d’une part, quand l’intégration est impropre,

d’autre part si l’une des bornes d’intégrations ou les deux sont infinies ou si l’intégrant

est non borné sur l’intervalle donné, évidement, une équation intégrale peut être sin-

gulière dans les deux sens.

2.2.1 Equations intégrales linéaires

a) Equation intégrale de Fredholm:

On appelle équation intégrale de Fredholm tel que les deux limites d’intégrations sont con-

stantes, une équation à une inconnue ϕ(x) de la forme:

h(x)ϕ(x) = f(x) + λ

∫ b

a

K(x, t)ϕ(t)dt (2.3)

où f(x) , K(x, t) sont des fonctions connues et λ est une paramètre non nul, réel ou

complexe.

La fonction h(x) détermine le type de l’équation intégrale.

1. Si h(x) = 0 ,l’équation (2.3) s’écrit :

f(x) + λ

∫ b

a

K(x, t)ϕ(t)dt = 0 (2.4)

est s’appelle équation intégrale de Fredholm de première espèce.
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2.2. Classification des équations intégrales

2. Si h(x) = c = cons tan te 6= 0 ,l’équation (2.3) s’écrit :

cϕ(x) = f(x) + λ

∫ b

a

K(x, t)ϕ(t)dt (2.5)

est s’appelle équation intégrale de Fredholm de deuxième espèce.

3. Si h(x) 6= 0 ,donc la formule (2.3) est appelée équation intégrale de Fredholm de

troisième espèce.

Remarque 2.2.1 :

1. Si f(x) = 0 ,l’équation (2.3) est dite homogène.

2. Si f(x) 6= 0 ,l’équation (2.3) est dite non homogène.

b) Equation intégrale de Volterra:

On appelle équation intégrale linéaire de Volterra telle que l’un des deux limites d’intégrations

est variable, une équation de la forme:

h(x)ϕ(x) = f(x) + λ

∫ b

a

K(x, t)ϕ(t)dt (2.6)

1. On appelle équation intégrale de Volterra de première espèce ,si h(x) = 0 ,l’équation

(2.6) s’écrit :

f(x) + λ

∫ x

a

K(x, t)ϕ(t)dt = 0 (2.7)

2. On appelle équation intégrale de Volterra de deuxième espèce ,si h(x) = c = cons tan te 6=
0 ,l’équation (2.6) s’écrit :

cϕ(x) = f(x) + λ

∫ x

a

K(x, t)ϕ(t)dt (2.8)

3. Si h(x) 6= 0 ,donc la formule (2.6) est appelée équation intégrale de Volterra de

troisième espèce.

Remarque 2.2.2 :

1. Si f(x) = 0 ,donc l’équation (2.6) est dite homogène.
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2.2. Classification des équations intégrales

2. Si f(x) 6= 0 ,donc l’équation (2.6) est dite non homogène.

Remarque 2.2.3 L’équation intégrale de Volterra est un cas particulier de l’équation inté-

grale de Fredholm ,il suffi t de prendre le noyau K vérifie la condition:

K(x, t) = 0 pour x < t

c)Equation intégrale d’Abel:

On appelle équation intégrale linéaire d’Abel une équation sous la forme:

f(x) =

∫ x

0

1√
(x− t)

u(t)dt (2.9)

où f(x) est une fonction de donnée prédeterminée ,et u(x) est la solution qui sera déter-

minée .L’expression (x− t)− 1
2 est appelée le noyau de l’équation intégrale d’Abel.(voir [6])

Remarque 2.2.4 :

1. Il existe une équation intégrale d’Abel généralisée s’écrit sous la forme:

f(x) =

∫ x

0

1

(x− t)αu(t)dt , 0 < α < 1

2.2.2 Equations intégrales non- linéaires

a) Equation intégrale de Fredholm:

L’équation intégrale non linéaire de Fredholm de première espèce prendre la forme

f(x) + λ

∫ b

a

K(x, t, ϕ(t))dt = 0 (2.10)

et appellée équation intégrale non linéaire de Fredholm de deuxième espèce, de la forme

cϕ(x) = f(x) + λ

∫ b

a

K(x, t, ϕ(t))dt (2.11)

où c = cons tan te 6= 0

et troisième espèce, de la forme

h(x)ϕ(x) = f(x) + λ

∫ b

a

K(x, t, ϕ(t))dt (2.12)
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2.2. Classification des équations intégrales

b) Equation intégrale de Volterra:

L’équation intégrale non linéaire de Volterra de première espèce prendre la forme

f(x) + λ

∫ x

a

K(x, t, ϕ(t))dt = 0 (2.13)

et appellée équation intégrale non linéaire de Volterra de deuxième espèce, de la forme

cϕ(x) = f(x) + λ

∫ x

a

K(x, t, ϕ(t))dt (2.14)

où c = cons tan te 6= 0

et troisième espèce, de la forme

h(x)ϕ(x) = f(x) + λ

∫ x

a

K(x, t, ϕ(t))dt (2.15)

Remarque 2.2.5 ;

1. Si f(x) = 0, donc l’équation est dite homogène.

2. Si f(x) 6= 0, donc l’équation est dite non homogène

c)Equation intégrale d’Abel:

On appelle équation intégrale d’Abel une équation de la forme

ϕ(x) =

∫ x

−∞
(x− t)α−1g(ϕ(t))dt (2.16)

où −∞ < x, 0 < α < 1 et g : [0,∞[→ [0,∞[ tel que g(0) = 0 et g(x) > 0 pour tout

x > 0.

Pour plus d’informations voir [8].

2.2.3 Equations intégrales singulières

On dit q’une équation intégrale est singulière si l’un ou les deux limites d’intégration sont

infinies, ou bien le noyan devient infini ou voisinage des limites de l’intégration.
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2.3. Existence et unicité des solutions des EIs

Définition 2.2.1 :

1-Considèrons l’équation intégrale suivante:

ϕ(x)−
∫

Ω

R(x, t)ϕ(t)dt = g(x) (2.17)

On dit que (2.17) est singulière si R(x, t) admet une singularité ou le domaine Ω n’est

pas borné.

2- On considère l’équation intégrale de deuxième espèce suivante:

ϕ(x)−
∫

Ω

K(x, t)ϕ(t)dt = g(x) (2.18)

où K(x, t) est singulièr ou faiblement singulièr ,en générale K(x, t), est donné par :

K(x, t) =

{
|x− t|−α , 0 < α < 1

log |x− t|

Alors:

(i) Le cas où K(x, t) = |x− t|−α , 0 < α < 1 l’équation (2.18) est de Abel.

(ii) Le cas où K(x, t) = log |x− t| s’appelle singularité logaritmique.(voir[2])

2.3 Existence et unicité des solutions des EIs

2.3.1 La théorie de Riesz et l’alternative de Fredholm:

Dans ce paragraphe, on désigne par A : X → X l’opérateur linéaire compact dans un espace

normé dans lui-même.

Nous présentons la théorie de base pour une équation:

ϕ− Aϕ = f

On définit l’opérateur L ,par :

L = I − A

où I désigne l’opérateur d’identité.
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2.3. Existence et unicité des solutions des EIs

Théorème 2.3.1 (Premier théorème de Riesz)

L’espace nul de l’opérateur L ,i.e. le noyau de l’opérateur L :

ker(L) = {ϕ ∈ X : Lϕ = 0}

est un sous-espace de dimension finie .

Preuve. Le noyau de l’opérateur linéaire borné L est un sous-espace fermé deX .Puisque

pour chaque suite ϕn → ϕ ,n→∞ et Lϕn = 0 ,alors on a Lϕ = 0 donc:

ϕ ∈ ker(L) est équivalent à Aϕ = ϕ

Et donc la restriction de A sur ker(L) coincide avec l’opérateur d’identité sur ker(L) ,

l’opérateur A est compact dans X et donc rendre compact de ker(L) sur ker(L) ,puisque

ker(L) est fermé .Par conséquent ker(L) est de dimension fini.

Théorème 2.3.2 (Deuxième théorème de Riesz)

L’image de l’opérateur L ,i.e.

Im(L) = {Lϕ : ϕ ∈ X}

est un sous-espace linéaire fermé et de co-dimension finie.

Preuve. L’image de l’opérateur L est un sous-espace .Soit f un élément de L(X) ,alors il

existe une suite (ϕn) de X tel que Lϕn → f , n→∞ , on choisit la meilleure approximation

κn ,i.e.

||ϕn − κn|| = inf
κn∈ Im(L)

||ϕn − κn||

on définit la suite :

ϕ̃n = ϕn − κn, n ∈ N

qui est bornée .

On suppose que la suite (ϕ̃n) n’est pas bornée ,alors on peut extraire une sous-suite

(ϕ̃n(k)) ,telle que
∣∣∣∣(ϕ̃n(k))

∣∣∣∣ ≥ k , pour tout k ∈ N ,maintenant on pose:

ψn =
(ϕ̃n(k))∣∣∣∣(ϕ̃n(k))

∣∣∣∣ , k ∈ N
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2.3. Existence et unicité des solutions des EIs

avec ||ψk|| = 1 et A est compact ,alors il existe une sous-suite ψk(j) telle que Aψk(j) → ψ

, n→∞ en d’autre part

Lψn =
(ϕ̃n(k))∣∣∣∣(ϕ̃n(k))

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣(ϕ̃n(k))

∣∣∣∣
k

→ 0, k →∞

puisque la suite (Lϕn) est converge et donc bornée. Par conséquent :

Lψk(j) → 0 , j →∞

alors on obtient:

ψk(j) = Lψk(j) + Aψk(j) → ψ , j →∞

et puisque L est borné ,et par les deux équations précédentes nous concluons que Lϕ = 0

.Mais comme

χn(k) +
∣∣∣∣(ϕ̃n(k))

∣∣∣∣ψ ∈ Im(L),∀k ∈ N

on trouve

||ψk − ψ|| = 1

||(ϕ̃n(k))||
∣∣∣∣ϕn(k) −

{
χn(k) +

∣∣∣∣(ϕ̃n(k))
∣∣∣∣}ψ∣∣∣∣

≥ 1

||(ϕ̃n(k))|| infχ∈Im(L)

∣∣∣∣ϕn(k) − χn
∣∣∣∣

= 1

||(ϕ̃n(k))||
∣∣∣∣ϕn(k) − χn(k)

∣∣∣∣ = 1

Ceci contredit le fait que cela ψk(j) → ψ , j → ∞ .Par conséquent (ϕ̃n) est bornée ,et

puisque A est compact, on peut extraire une sous suite (ϕ̃n(k)) telle que (Aϕ̃n(k)) converge

pour k →∞ .En raison que Lϕ̃n(k) → f , k →∞ ,et par

ϕ̃n(k) = Lϕ̃n(k) + Aϕ̃n(k)

On observe que ϕ̃n(k) → ϕ ∈ X , k →∞ ,mais Lϕ̃n(k) → Lϕ ∈ X , k →∞ .

Théorème 2.3.3 (Troisième théorème de Riesz)

Il existe un unique r ∈ N appelé nombre de Riesz de l’opérateur L tel que:
{0} = ker(L0) ⊂ ker(L1) ⊂ ........ ⊂ ker(Lr) ⊂ ker(Lr+1)

E = Im(L0) ⊃ Im(L1) ⊃ ........ ⊃ Im(Lr) ⊃ Im(Lr+1)

Et on a la somme directe:

E = ker(Lr)⊕ Im(Lr)

Preuve. :

pour la preuve voir [1]
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2.3. Existence et unicité des solutions des EIs

Théorème 2.3.4 (Alternative de Fredholm)

On considère les équations intégrales homogènes duales, l’une de l’autres, issues d’un

noyau K : [a, b]2 → R ,qui sont donc définies par :

trouver ϕ ∈ [a, b] tel que ϕ(x)−
b∫

a

K(x, t)ϕ(t)dt = 0 (2.19)

trouver ψ ∈ [a, b] tel que ψ(x)−
b∫

a

K(x, t)ψ(t)dt = 0 (2.20)

On considère pour f ∈ C [a, b] et g ∈ C [a, b] les équations intégrales avec seconds

membres

trouver ϕ ∈ [a, b] tel que ϕ(x)−
b∫

a

K(x, t)ϕ(t)dt = f(x) (2.21)

trouver ψ ∈ [a, b] tel que ψ(x)−
b∫

a

K(x, t)ψ(t)dt = g(x) (2.22)

Alors on a l’alternative :

- Ou bien les équations (2.19) et (2.20) n’ont que les solutions triviales ϕ = 0 et ψ = 0

,et dans ces cas les équations (2.21) et (2.22) admettent une unique solution ϕ ∈ [a, b] et

ψ ∈ [a, b] pour chaque f ∈ C [a, b] et g ∈ C [a, b] .

-ou bien les équations (2.19) et (2.20) ont le même nombre finim de solutions linéairement

indépendantes, et dans ce cas, les équations (2.21) et (2.22) sont résolubles si et seulement

si pour toute solution ϕ de (2.19) et toute solution ψ de (2.20) on a :

b∫
a

f(x)ψ(x)dx =

b∫
a

g(x)ϕ(x)dx = 0

Dans ces conditions, la solution générale de (2.21) s’écrit sous la forme :

ϕ = ϕ+

m∑
i=1

αiϕi

où ϕ̃ est une solution particulière de (2.21) et les (ϕi)0≤ i ≤m forme une famille libre de

solution de (2.19) .
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2.4. Existence et unicité des solutions des équations intégrales non linéaires de Volterra

2.4 Existence et unicité des solutions des équations

intégrales non linéaires de Volterra

Théorème 2.4.1 :

Soit K : [0, T ]× [0, T ]→ R est une fonction continue et lipschitzienne:

|K(t, s, x)−K(t, s, y)| ≤ L |x− y| pour tout : (s, t) ∈ [0, T ]× [0, T ] et x, y ∈ R

alors pour tout f ∈ C[0, T ] l’équation

ϕ(t) = f(t) +

∫ t

a

K(t, s, ϕ(s))ds (0 ≤ t ≤ T )

admet une solution unique ϕ ∈ C[0, T ] .De plus pour tout ϕ0 ∈ C[0, T ] la suite des

fonctions définie par

ϕn+1(t) = f(t) +

∫ t

a

K(t, s, ϕn(s))ds (0 ≤ t ≤ T )

converge uniformément dans C[0, T ] vers une solution unique.(voir [10])

Preuve. :

Pour le preuve voir [10]
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Chapitre 3

Applications sur les équations

intégrales

Dans ce chapitre on résoudre quelques équations intégrales linéaires et non linéaires (équa-

tions intégrales de volterra et équations intégrales d’Abel) en utilisant la transformée de

Laplace ,avec des examples.

3.1 Applications sur l’équation intégrale de Volterra

3.1.1 Applications sur l’équation intégrale linéaire de Volterra de

première espèce de type de convolution

1) Soit l’équation intégrale de Volterra de première espèce suivante :

f(x) =

x∫
0

K(x− t)u(t)dt (3.1)

oùK(x−t) est appelée le noyau de l’équation intégrale de volterra, f(x) ont des fonctions

réelles et u(x) est la solution qui sera déterminée.

En prenant la transformée de Laplace de le produit de convolution, on obtient :

L


x∫

0

K(x− t)u(t)dt

 = H(s)U(s)
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3.1. Applications sur l’équation intégrale de Volterra

Ainsi ,en prenant la transformée de Laplace des deux côtés de (3.1), on obtient :

F (s) = H(s)U(s) (3.2)

où

U(s) = L{u(x)} ,F (s) = L{f(x)} et H(s) = L{K(x)}

la résolution (3.2) donne :

U(s) =
F (s)

H(s)
, (H(s) 6= 0) (3.3)

En prenant la transformée de Laplace inverse des deux côtés (3.3) donne la solution

exacte

u(x) = L−1

{
F (s)

H(s)

}
(3.4)

donc u(x) est la solution exacte de l’équation intégrale Volterra de première espèce.

Exemple 3.1.1 :

Résoudre l’équation intégrale de Volterra première espèce suivante:

1− cos(x) =

∫ x

0

cos(x− t)u(t)dt (3.5)

En prenant la transformée de Laplace de le produit de convolution, on obtient :

L
{∫ x

0

cos(x− t)u(t)dt

}
=

s

s2 + 1
U(s)

En prenant la transformée de Laplace des deux côtés de (3.5) ,on obtient:

1

s
− s

s2 + 1
=

s

s2 + 1
U(s)

équivalente
1

s(s2 + 1)
=

s

s2 + 1
U(s)

alors

U(s) =
1

s2
(3.6)

En prenant la transformée de Laplace inverse des deux côtés de (3.6), on obtient:

u(x) = x

donc u(x) la solution exacte de l’équation intégrale de Volterra de première espèce.
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3.1. Applications sur l’équation intégrale de Volterra

3.1.2 Applications sur l’équation intégrale de Volterra de deux-

ième espèce de type de convolution

1) Soit l’équation intégrale de Volterra de type de convolution suivante :

φ(x)− λ
x∫

0

K(x− y)φ(y)dy = f(x) (3.7)

où le noyau K(x − y) est de type de convolution, peut très facilement être résolu en

utilisant la méthode de transformation de Laplace. Pour commencer la processus de solution,

on définit la transformation de Laplace de φ(x), f(x), K(x) :

Φ(σ) =

∞∫
0

e−σxφ(x)dx

F(σ) =

∞∫
0

e−σxf(x)dx

H(σ) =

∞∫
0

e−σxK(x)dx

En prenant la transformée de Laplace de l’intégrale de convolution, nous avons :

L


x∫

0

K(x− y)φ(y)dy

 = H(σ)Φ(σ)

Ainsi ,en prenant la transformée de Laplace de l’équation (3.7), on obtient :

Φ(σ)− λH(σ)Φ(σ) = F(σ)

alors

Φ(σ) =
1

1− λH(σ)
F(σ) , (1− λH(σ) 6= 0) (3.8)

En prenant la transformée de Laplace inverse de la formule (3.8) ,on obtient :

φ(x) =
1

2πi

∫ +i∞+p

−i∞+p

eσx
1

1− λH(σ)
F(σ)dσ (3.9)

L’expression (3.9) est la solution de l’équation intégrale de Volterra de deuxième type

de type convolution.(voir[4])
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3.1. Applications sur l’équation intégrale de Volterra

Exemple 3.1.2 :

Résoudre l’équation intégrale de Volterra de deuxième espèce suivant :

φ(x)−
x∫

0

sin(x− y)φ(y)dy = cos(x) (3.10)

On a: λ = 1 ,K(x − y) = sin(x − y) et f(x) = cos(x) ,en utilisant la transformée de

Laplace de l’intégrale de convolution, nous avons :

L


x∫

0

sin(x− y)φ(y)dy

 = L{sin(x)}L{φ(x)} =
1

σ2 + 1
Φ(σ)

En prenant la transformée de Laplace des deux côtés de (3.10) ,on obtient:

Φ(σ)− 1

σ2 + 1
Φ(σ) =

σ

σ2 + 1

équivalent

Φ(σ)(1− 1

σ2 + 1
) =

σ

σ2 + 1

alors

Φ(σ)(
σ2

σ2 + 1
) =

σ

σ2 + 1

donc

Φ(σ) =
1

σ
(3.11)

En prenant la transformée de Laplace inverse des deux côtés de (3.11) ,on obtient :

φ(x) = L−1(
1

σ
) = 1

3.1.3 Applications sur l’équation intégrale non-linéaire de Volterra

de première espèce de type de convolution

1) Soit l’équation intégrale non-linéaire de Volterra de première espèce :

x∫
0

K(x, t)F (u(t))dt = f(x) (3.12)
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3.1. Applications sur l’équation intégrale de Volterra

où le noyau K(x, t) et la fonction f(x) ont des fonctions à valeurs réelles, et F (u(t)) est

une fonction non linéaire de u(x) .

En utilisant la transformation

v(x) = F (u(x)) (*)

alors

u(x) = F−1(v(x)) (**)

On substituée (*) dans la formule (3.12), on obtient:

x∫
0

K(x, t)v(t)dt = f(x) (3.13)

nous supposons que le noyau K(x, t) est un noyau de différence, En prenant la transfor-

mée de Laplace des deux côtés de (3.13), on obtient:

L{K(x− t)} × L{v(x)} = L{f(x)}

alors

V (s) =
F (s)

H(s)
(3.14)

où

F (s) = L{f(x)} ,H(s) = L{K(x)} et V (s) = L{v(x)}

En prenant la transformée de Laplace inverse des deux côtés de (3.14) donne v(x), la

solution u(x) est obtenue en utilisant (**).

Exemple 3.1.3 :

Résoudre l’équation intégrale non-linéaire de Volterra de première espèce :

1

4
e2x − 1

2
x− 1

4
=

x∫
0

(x− t)u2(t)dt (3.15)

30



3.1. Applications sur l’équation intégrale de Volterra

On pose

v(x) = u2(x) (*)

alors

u(x) =
−
+
√
v(x) (**)

on substituée la formule (*) dans la formule (3.15), on obtient :

1

4
e2x − 1

2
x− 1

4
=

x∫
0

(x− t)v(t)dt (3.16)

En prenant la transformée de Laplace des deux côtés de (3.16), on obtient :

1

4
L{e2x} − 1

2
L{x} − 1

4
L{1} = L{x}L{v(x)}

équivalent
1

4(s− 2)
− 1

2s2
− 1

4s
=

1

s2
V (s)

donc

V (s) =
1

(s− 2)
(3.17)

où

V (s) = L{v(x)}

En prenant la transformée de Laplace inverse des deux côtés de (3.17), on obtient:

v(x) = e2x

les solutions exactes sont donc données par

u(x) =
−
+ex

Il convient de noter que deux solutions ont été obtenues car l’équation (3.15) est une

équation non linéaire, et que la solution peut ne pas être unique.
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3.2. Applications sur l’équation intégrale d’Abel

3.2 Applications sur l’équation intégrale d’Abel

3.2.1 Applications sur l’équation intégrale d’Abel généralisée

1) Soit l’équation intégrale linéaire d’Abel généralisée:

f(x) =

∫ x

0

1

(x− t)αu(t)dt (3.18)

où α est une constante, 0 < α < 1.

En prenant la transformée de Laplace des deux côtés de (3.18), on obtient:

L{f(x)} = L{u(x)}L{x−α}

équivalent

F (s) = U(s)
Γ(1− α)

s1−α

ça donne

U(s) =
s1−α

Γ(1− α)
F (s) (3.19)

où Γ la fonction gamma, le dernier équation peut être réécrit comme :

L{u(x)} =
s

Γ(α)Γ(1− α)
L{y(x)} (3.20)

où

y(x) =

∫ x

0

1

(x− t)1−αf(t)dt

En utilisant le fait

L{y′(x)} = sL{y(x)} − y(0) (1)

et

Γ(α)Γ(1− α) =
π

sinαπ
(2)

en (3.20) ,on obtient:

L{u(x)} =
sinαπ

π
L{y′(x)} (3.21)

En prenant la transformé de Laplace inverse des deux côtés de (3.21) ,on obtient :

u(x) =
sinαπ

π

d

dx

∫ x

0

f(t)

(x− t)1−αdt (3.22)
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3.2. Applications sur l’équation intégrale d’Abel

En intégrant l’intégrale à droite de (3.22) et en différenciant le résultat ,on obtient la

formule la mieux adaptée:

u(x) =
sinαπ

π
(
f(0)

x1−α +

∫ x

0

f
′
(t)

(x− t)1−αdt) , 0 < α < 1 (3.23)

Exemple 3.2.1 :

Résoudre l’équation intégrale d’Abel généralisée suivante:

πx =

∫ x

0

1

(x− t) 23
u(t)dt (*)

Remarquez que α = 2
3
,f(x) = πx, en utilisant (3.22) donne:

u(x) =
√

3
2π

d
dx

∫ x
0

πt

(x−t)
1
3
dt

=
√

3
2

d
dx

( 9
10
x
5
3 )

= 3
√

3
4
x
2
3

3.2.2 Applications sur l’équation intégrale d’Abel

1) Soit l’équation intégrale d’Abel:

f(x) =

∫ x

0

1√
x− t

u(t)dt (3.24)

On utilise la même techniques des résolutions d’équation intégrale d’Abel généralisée

pour résoudre d’équation intégrale d’Abel. Alors pour α = 1
2
la solution exacte d’équation

intégrale d’Abel est:

u(x) =
1

π

d

dx

∫ x

0

f(t)√
x− t

dt (3.25)

Exemple 3.2.2 :

Résoudre l’équation intégrale d’Abel suivante:

π

2
x =

∫ x

0

1√
x− t

u(t)dt (*)

Substituant f(x) = π
2
x dans (3.25) ,on obtient:

u(x) = 1
π
d
dx

∫ x
0

π
2
t√

x−tdt

= 1
π
d
dx

(2π
3
x
3
2 )

=
√
x
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3.2. Applications sur l’équation intégrale d’Abel

3.2.3 Applications sur l’équation intégrale de Volterra faiblement

singulière

Nous allons concentrer notre étude sur l’équation de Volterra généralisée , faiblement sin-

gulière de la forme

u(x) = f(x) +

∫ x

0

1

(x− t)αu(t)dt , 0 < α < 1 (3.26)

En prenant la transformée de Laplace de l’intégrale de convolution, on obtient:

L
{∫ x

0

1

(x− t)αu(t)dt

}
= L{x−α}L{u(x)} =

Γ(1− α)

s1−α U(s)

En prenant la transformée de Laplace de l’équation (3.26), on obtient:

L{u(x)} = L{f(x)}+ L{x−α}L{u(x)}

équivalent

U(s) = F (s) +
Γ(1− α)

s1−α U(s)

ça donne

U(s) =
s1−αF (s)

s1−α − Γ(1− α)
(3.27)

où Γ est la fonction gamma, U(s) = L{u(x)} et F (s) = L{f(x)}. L’appendice D ( voir
[6] ), la définition de la fonction gamma et certaines des relations qui s’y rapportent sont

données.

En prenant la transformé de Laplace inverse des deux côtés de (3.27), on obtient

u(x) = L−1

{
s1−αF (s)

s1−α − Γ(1− α)

}
(3.28)

qui sera utilisé pour détermination de la solution u(x) .Notez que la formule (3.28) sera

utilisée pour résoudre l’équation intégrale faiblement singulière.

Exemple 3.2.3 :

Résoudre l’équation intégrale de Volterra faiblement singulière :

u(x) = 4− 8
√
x+

∫ x

0

1√
(x− t)

u(t)dt (3.29)
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3.2. Applications sur l’équation intégrale d’Abel

On a :f(x) = 4 − 8
√
x et α = 1

2
,on applique la transformée de Laplace sur la fonction

f ,on obtient :

F (s) = L{4} − 8× L{x 1
2}

= 4
s
− 8× Γ( 3

2
)

s
3
2

= 4
s
− 8×

1
2

Γ( 1
2

)

s
3
2

= 4
s
− 4

√
π

s
3
2

où nous avons utilisé Γ(3
2
) = 1

2
Γ(1

2
) =

√
π

2
, substituer la formule F (s) à la formule donnée

en (3.28) donne :

u(x) = L−1

S
1
2

(
4
s
− 4
√
π

s
3
2

)
S
1
2−
√
π


= L−1

{
4

S
1
2

− 4
√
π
s

S
1
2−
√
π

}

= L−1

{
4S

1
2−4

√
π

s

S
1
2−
√
π

}
= L−1

{
4
s

}
= 4

3.2.4 Applications sur l’équation intégrale d’Abel non linéaire

Soit l’équation intégrale non linéaire d’Abel [9]:

f(x) =

∫ x

0

1√
x− t

F (u(t))dt (3.30)

où f(x) ont des fonctions réelles, F (u(t)) est une fonction non linéaire de u(x).

Déterminer une solution pour l’équation intégrale d’Abel non linéaire (3.30), convertissons-

la d’adord en une équation intégrale d’Abel linéaire de la forme

f(x) =

∫ x

0

1√
x− t

v(t)dt (3.31)

en utilisant la transformation

v(x) = F (u(x))

où F (u(x)) est inversible ,i.e F−1(u(x)) existe, cela signifie que

u(x) = F−1(v(x))
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3.2. Applications sur l’équation intégrale d’Abel

En prenant la transformée de Laplace des deux côtés de (3.31) ,on obtient:

L{f(x)} = L{v(x)}L{x− 1
2}

équivalent

F (s) = V (s)
Γ(1

2
)

s
1
2

= V (s)

√
π

s
1
2

alors

V (s) =
s
1
2

√
π
F (s) (3.32)

où Γ la fonction gamma et Γ(1
2
) =
√
π.Le dernier équation peut être réécrit :

V (s) =
s

π
(
√
πs−

1
2F (s)) (3.33)

qui peut être réécrit par :

L{v(x)} =
s

π
L(y(x)) (3.34)

où

y(x) =

∫ x

0

(x− t)− 1
2f(t)dt

En utilisant le fait

L{y′(x)} = sL{y(x)} − y(0) (3.35)

en (3.34), on obtient:

L{v(x)} =
1

π
L(y

′
(x)) (3.36)

En prenant L−1des deux côtés de (3.36) ,on obtient:

v(x) =
1

π

d

dx

∫ x

0

f(t)√
x− t

dt (3.37)

qui sera utilisé pour la détermination de la solution v(x). Après avoir déterminé v(x)

,puis la solution u(x) de (3.30) suit immédiatement en utilisant

u(x) = F−1(v(x))

Notez que la formule (3.37) sera utilisée pour l’équation integrale d’Abel non linéaire.
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3.2. Applications sur l’équation intégrale d’Abel

Exemple 3.2.4 :

Résoudre l’équation intégrale d’Abel non linéaire:

x =

∫ x

0

1√
x− t

u2(t)dt (3.38)

On suppose F (u(x)) = u2(x) est inversible.

On pose

v(x) = u2(x) (*)

alors

u(x) =
−
+
√
v(x) (**)

Substituée (*) dans (3.38), on obtient:

x =

∫ x

0

1√
x− t

v(t)dt

En remplaçant f(x) = x dans la formule (3.37), on obtient:

v(x) = 1
π
d
dx

∫ x
0

t√
x−tdt

= 1
π
d
dx

(
4
3
x
3
2

)
= 2

π
x
1
2

Les solutions exactes sont donc données par

u(x) =
−
+

√
2

π
x
1
2
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Conclusion générale

Conclusion génénerale
La transformée de Laplace est un outil très puissant dans l’analyse mathématique.

Au term de ce mémoire nous pouvons résoudre certaines équations intégrales telles que:

équations intégrales de Volterra et équations intégrales d’Abel, en utilisant la transformée

de Laplace avec quelques techniques de calculs.

En fin c’est très interessant de déveloper cette techniques àfin de résoudre d’autre type

d’équations .
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Partie I

Annexe

39



Il existe une fonction matlab qui calcule la transformée de Laplace d’une fonction quel-

conque c’est la fonction <<laplace>> :
Programme :
clear all

clc

syms t

syms s

g=input (’entrer la fonction g= ’);

G=laplace(g,t,s)

pretty(G)

Exemple 3.2.5 :

>> entrer la fonction g= exp(t)

>>G =

1/(s− 1)

>>ans =

1
(s−1)

Exemple 3.2.6 :

>> entrer la fonction g= cos(2 ∗ t)
>>G =

s/(sˆ2 + 4)

>>ans =

s
(s2+4)

Exemple 3.2.7 :

>> entrer la fonction g= sin(t)

>>G =

1/(sˆ2 + 1)

>>ans =

1
(s2+1)
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    Résumé : 

    La transformation de Laplace est un outil fondamental de l'analyse 

mathématique. Elle est utilisée dans plusieurs domaines différents : l'étude des 

équations aux dérivées partielles, l'étude des équations intégrales, l'analyse des 

signaux etc.. 

    Dans ce mémoire on va montrer l'utilité de la transformée de Laplace dans la 

résolution de certaines équations intégrales. 

    Mots clés : transformée de Laplace, équations intégrales, équation d'Abel 

 

 

Abstract : 

 The Laplace transformation is a fundamental tool of the analysis. It is used in 

several different domains :the study of partial differential equations, the study of 

integral equations, the signal analysis, etc… 

    In this memory we will show the utility of the Laplace transform in solving 

some integral equations. 

Keywords : Laplace’s transformed ,integral equations, Abel’s equation. 

 

 

 :ملخص

دراسة المعادلات  :و يستخدم في العديد من المجالات المختلفة .يعد تحويل لا بلاس أداة أساسية للتحليل
..                                             إلخ الإشاراتتحليل  ، دراسة المعادلات التكاملية، التفاضلية الجزئية

 .     ةفي هذه الذاكرة سوف نظهر فائدة تحويل لابلاس في حل بعض المعادلات التكاملي

 .                                                                                            بالأ معادلة، المعادلات التكاملية  ،تحويل لابلاس  المفتاحية : الكلمات
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