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Notations

Notations

C([asb]) L’espace des fonctions continues sur U'intervalle [a; b]
[a; b] Intervalle réel

© Fonction inconnue

©* Solution approximée

A Opérateur linéaire

H Espace de Hilbert

1 Opérateur d’identité

K(z;y) Noyau de I'intégrale

T Opérateur linéaire compact T'=1 — A
a; Facteurs des polynémes de Bernstein
Bin(x) Polynémes de Bernstein

EILV Equation Integrale Linéaire de Volterra



INTRODUCTION

Une équation intégrale est une équation dont I'une des indéterminées apparaissent sous
le signe d’intégrale. Les équations intégales sont 1'un des principaux outils dans divers
domaines de la mathématique appliquée, de la physique et de 'ingénierie.

Les équations intégrales linéaires de volterra de deuxiéme espéce avec retard sont 1'une

des équations intégrales les plus importantes peut étre définie par:

w(z) = f(x) + /Ox k(x, t)u(t — 7)dt

L’équation précédente est fréquemment rencontrée dans les processus de modélisation
physique et biologique [8,5] . La monographie [6] présente un apercu historique des modéles
mathématique en biologie, qui peuvent étre décrits par des équations intégrales de Volterra
avec des retards constants.

Plusieurs méthodes ont été proposées pour la résolution numérique de ces équations inté-
grales linéaires de Volterra avec retard, Mustafa and Lattif Ibrahem (2008) ont proposé une
solution numérique de ’équation intégrale de Volterra avec retard en utilisant des méthodes
de Block. Nouri and Maleknejad (2016) ont proposé une solution numérique en utilisant
des méthodes de Block-pulse.

Dans ce mémoire, on présente une méthode de collocation en utilisant les polynémes
de Bernstein & fin d’approcher la solution d’une équation intégrale lineaire de Volterra de
deuxiéme espeéce avec retard, puis on étudie la validite et ’applicabilite de la méthode
proposee a 'aide des exemples.

Ce mémoire est divisé en 3 chapitres comme suit:

Chapitre 01: Ce chapitre s’agit d’'une introduction & l’analyse fonctionnelle et a

I’analyse numérique, otl nous avons utilisé les concepts de base de I’analyse fonctionnelle:



Introduction

Théoréme d’Ascoli-Arzela, Opérteur complétement continus, Théoréme du point fixe de
Schauder. Dans ’analyse numérique, nous avons mentionné la définition et les propriétés
des polynomes de Bernstein en plus la méthode de collocation.

Chapitre 02: Ce chapitre s’agit d’une introduction & I’équation intégrale linéaire avec
retard, ol nous avons mentionné la définition d’une équation intégrale avec retard et sa
classification. Il ya aussi une étude sur I'existence des solutions a 1’équation intégrale linéaire
avec retard

Chapitre 03: Ce chapitre est consacré a I’étude d’une solution numérique de I’équation
intégrale linéaire de Volterra avec retard par la méthode de collocation, en utilisant les
polynémes de Bernstein, tout en démontrant l'efficacité de cette méthode & travers les

exemples présentés.



Chapitre 1
Préliminaires

L’objectif de ce chapitre est de définir quelques notions fondamentales et rappeler des pro-

priétés qui seront utilisées dans la suite de ce mémoire.

1.1 Notions d’analyse fonctionnelle

1.1.1 Théoréme d’Ascoli-Arzéla

Soit (K, d) un espace métrique compact et C'(K, R") 'espace de Banach de toutes les fonc-

tions continues de K dans R", sous la sup-norme |.|_ .

Théoréme 1.1.1 (Ascoli-Arzeéla) Un sous-ensemble Y de C(K,R") est relativement com-

pact si et seulement si les conditions suivantes sont satisfaites:

(1) Y est borné, c’est-a-dire qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que

u(z)] < ¢

pour tout v € K etu €Y.

(i) Y est équicontinue, c’est-a-dire que pour tout € > 0 il existe un § > 0 tel que pour tout
uey

lu(z) —u(z")] < e



1.1. Notions d’analyse fonctionnelle

chaque fois que x,x' € Ket d(z,x") <.

Corollaire 1.1.1 Soit Q) un ouvert borné de R"™. Tout sous-ensemble borné de [’espace

<C’1 (R, |.|1,OO> est relativement compact dans (C (Q;R"),].|.) -

Remarque 1.1.1 Soit 2 un ouvert borné de R™ et k € N\ {0}. Tout sous-ensemble borné
de l’espace (C’k (ﬁ; R”) , ||koo> est relativement compact dans <C’k_1 (ﬁ; R") , |.\k717oo> )

1.1.2 Opérateurs complétement continus

Définition 1.1.1 Soient X,Y des espaces de Banach et T : D C X — Y.

(a) L'opérateur T est dit borné s’il envoie tout sous-ensemble borné de D dans un sous-

ensemble borné de Y.

(b) L’opérateur T est dit complément continu s’il est continu et envoie tout sous-ensemble

borné de D en un sous-ensemble relativement compact de Y.

(c) L'opérateur T est dit de rang fini si T(D) est dans un sous-espace de dimension finie

deY.

1l est clair qu’un opérateur continuT : D C X — Y est complément continu st et seulement
si pour toute suite bornée (uy) avec uy € D , la suite (T'(ug)) admet une sous-suite

convergente.

Notez que tout opérateur complétement continu est un opérateur borné.

Théoréme 1.1.2 (1) Siles opérateurs Ty, To : D C X — Y sont bornés. (complétement continu)

alors pour tout cv, B € R lopérateur oI+ 515 est borné (respectivement, complétement continu) .
(2) Soient X,Y, Z des espaces de Banach et T, T» deux opérateurs définis comme suit:
T1 T2
Dl —>T1<D1) C D2 — Z7 D1 C X, D2 cY.

Si les deux opérateurs 17, T, sont bornés alors I'opérateur composite T577est également
borné. Si I'un des opérateurs 77,75 est continu borné et 'autre est complétement continu,

alors 1577 est complétement continu.



1.1. Notions d’analyse fonctionnelle

Théoréme 1.1.3 (1) Siles opérateurs T : D — Y, D C X, k =1,2,... sont complétement
continue et'T': D — 'Y | et tel que

T(u) = lim Ty(u) (1.1)

k—o00

uniformément sur tout sous-ensemble borné de D, alors T est complétement continu
aussi.

(2) Soit D C X un ensemble fermé borné et 7 : D — Y un opérateur complétement
continu. Alors il existe une suite d’opérateurs continus 7y : D — Y de rang fini telle que

(1.1) soit veérifiiée, uniformément sur D, et
Ty (D) C conv(T(D))

pour chaque k.

1.1.3 Théoréme du point fixe de Schauder

Théoréme 1.1.4 (Schauder) Soit X un espace de Banach, K C X un sous-ensemble
compact, convexe non vide et soit T : K — K un opérateur continu. Alors T admet au

moins un point fize.
Preuve. [13] =

Théoréme 1.1.5 (Schauder) Soit X un espace de Banach, D C X un ensemble fermé,
borné, convexe, non vide et soit T : D — D un opérateur complétement continu. Alors T
admet au moins un point fixe.

Nous pouvons dériver le théoréme (1.1.5) du théoréme (1.1.4) via le résultat suivant.

Lemme 1.1.1 (Mazur) L’enveloppe conver de tout sous-ensemble relativement compact

d’un espace de Banach est relativement compact.



1.2. Notions d’analyse numérique

1.2 Notions d’analyse numérique

1.2.1 Définition et propriétés des polyndémes de Bernstein

Définition 1.2.1 (polynémes de Bernstein)Les polynémes de Bernstein de degré n sont

définies sur [0, 1] par

B..(2) (?)x’(l—a:)”" si0<i<n
in ) =
0 alleur

()= m

Exemple 1.2.1 Dans le cas simple on obtient

Les polynémes de Bernstein de degré n = 1 sont :
B071(I) =1- xZ,

B171(£If) = T.

1

09 -
08 [
0.7 |
06 [
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04 |
03 |
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01

0

i i i i
0 02 04 06 08 1
X

Figure 1.2.1 : Polynémes de Bernstein de degré 1

Les polynomes de Bernstein de degré n = 2 sont:
BO,Q(.T) = (1 — .Z')z,
By s(z) = 22(1 — x),

Bgz([b’) = 332.



1.2. Notions d’analyse numérique

1
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Figure 1.2.2 : Polynomes de Bernstein de degré 2

les polynomes de Bernstein de degré n = 3 sont:
B073(l‘) = (1 — 1’)3,

By s(z) = 3z(1 — 2)?,
Bys(w) = 32°(1 — ),

B373<1’) = ZL’3.
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Figure 1.2.3 : Polynémes de Bernstein de degré 3



1.2. Notions d’analyse numérique

Propriétés des polynémes de Bernstein

Définition 1.2.2 Les polynomes de Bernstein admettent les propriétes suivantes:

e Partition de 'unité:

=0
Preuve.
1=[(1-2)+z]"
— (n) ZEi(l . I)n_i
i—o \*
i=0
]

e Positivité: Les polynomes de Bernstein sont non négatif sur [0, 1]

Vo e [0,1], Bin(z) >0

Preuve.

B (x) (Ma'(l—2)"" si0<i<n
in\T) =
0 ailleur

(") >0etpourz €[0,1],2>0etl—2>0=2'>0et (1 —2)"">0donc
Vo € [0,1], Bin(x) >0
|

e Symétrie:

si0<i<nalors B;,,(1 —x) = B,_;n(x)

Preuve.



1.2. Notions d’analyse numérique

Or |
<7;) ~il((n—1)!
n!
" (= )ln—(n—1)

(")

D’ou
Bmﬂ—xy—QJZ)ﬂiﬁ—mY

= Byin(2)

| |

e Récurrence:

Bin(x) =(1—2)B;n_1(z) + Bi—1n-1(x)

avec Boo(z) =1et Bj,(x) =0, Vj ¢0,...,n

(1) =7

_(n—iti)i-1)

Preuve.

il(n —1)!
(n=a)i =) +i(n —1)!

il(n —1)!
_(n=i)E-1!  i(n—1)!
il(n —1)! il(n —1)!
(n—1)! (n—1)!

dn—i— 1) " (= Dln—1i)

Pour i € [0, n]
B(x) = (TZL) (1 —z)""
(n—1)! i n—i
= mm (1—x)""+

(n—1)!
(i —1)l(n —)!

l‘i(l _ x)n—i



1.2. Notions d’analyse numérique

n—1)! ; i1 n—1)!
z‘!(?i—i—)l)!x(l_x) +x(i—(1)!(n)—i)!

= (1 — 1‘)Bi’n,1(l‘> + mBifl,nfl(x)'

=(1—=x (1 —z)"

Théoréme 1.2.1 Pour tout n € N, les polynomes de Bernstein (B;,),.,., forment une

base de R, [X].
Preuve. Il suffit de prouver que la famille de n 4+ 1 polynémes
Qin(X)=X"(1-X)""

forme une famille libre de I’espace vectoriel R,, [X] qui est de dimension n + 1.

Pour cela, on va procéder par récurrence forte sur n € N. Notons en effet P(n) :"Vm < n,
(Qkm) g peest une famille libre de R,, [X]”.

P(0) est vraie. Soit n > 0 tel que P(n) est vraie et considérons des réels Ao, ..., A\, 41 tel
que

MQont1 + oo+ M1 @ntint1,
soit
)\0(1 - X)nJrl + + )\n+1Xn+1 - 0
Si on évalue cette égalité en X = 0, alors on trouve A = 0, et si on ’évalue en 1, alors

on trouve A1 = 0. Ceci suffit si n = 0, sinon 1’égalité devient
MI-X)"X+ ..+ A1 -X)X"=0.
On peut simplifier par X (1 — X) et on trouve
M1 =X)L AXT =0

soit
MQon—1+ . + X Qn1p—1 = 0.

Par hypothese de récurrence, on en déduit que \; = ... = A\, = 0 ce qui prouve que

P(n+1) est vraie. m

10



1.2. Notions d’analyse numérique

1.2.2 Meéthode de collocation

Le principe de la méthode de collocation appliqué a la résolution numérique de I’équation
opérateur
p—Ap=f (1.2)
consiste & chercher une solution approchée dans un sous espace de dimension finie, en
exigeant que I’équation (1.2) soit vérifiée seulement sur un nombre fini de points appelés
points de collocation
En pratique, nous choisissons une suite des sous espaces X,, C X, n > 0 de dimension
finie des sous espaces de C ([0,1]) ou de L?([0,1]). Soit {Bq, ..., B,} une base de X,. On

cherche une fonction u,, € X,,, de la forme

up () = Za,-Bm(x), z€[0,1]

11



Chapitre 2

Introduction aux équations intégrales

linéaires avec retard

Dans ce chapitre, on donne la définition d’équation intégrale linéaire avec retard et leur

classification, ainsi que résultat d’existence pour I’équation intégrale linéaire avec retard.

2.1 Définition d’équation intégrale avec retard

On introduit la forme générale de I’équation intégrale avec retard suivante:

u(z) = /_ Fltu () dt (2.1)

cette équation peut étre interprétée comme un modéle de propagation de certaines mal-
adies infectieuses avec un taux de contact qui varie selon les saisons. Dans cette équation
u(t)est la proportion d’infectieux dans une population au temps ¢, Test la durée pendant
laquelle un individu reste infectieux , et f (¢, u (t))est la proportion de nouveaux infectieux

par unité de temps.

Remarque 2.1.1 Nous avons d’autres formes d’équations intégrales linéaires de Volterra

avec retard, telles que:

w(z) = f(x) + /x k(x,t)u(t — 7)dt (2.2)

12



2.2. Classification des équations intégrales linéaires avec retard

u(z) = f(z)+ / T ke ()t (2.3)
u(z) = f(x) + /f—T ky(z, t)u(t)dt + /I ko(x, t)u(t)dt (2.4)

Dans le sujet que nous étudions, nous utilisons ’équation intégrale linéaire de Volterra

avec retard de la forme (2.2).

2.2 Classification des équations intégrales linéaires avec

retard

Les équations intégrales linéaires apparaissent dans de nombreux types. Les types dépendant
principalement des limites d’intégration et du noyau de 1’équation, nous intéresserons aux
types d’équations intégrales linéaires avec retard.

A-Equations intégrales de Fredholm avec retard:

Définition 2.2.1 Pour les équations intégrales de Fredholm avec retard, les limites dintégration
sont fizes. De plus, la fonction inconnue u(x) ne peut apparaitre qu’a l'intérieur de [’équation

intégrale sous la forme:
b
@) = / Kz, D)u(t — 7)dt.
C’est ce qu’on appelle I'équation intégrale de Fredholm de premiére espéce avec re-
tard.Cependant, pour les équations intégrales de Fredholm de deuxiéme espéce avec retard,

la fonction inconnue u(z) apparait a Uintérieur et a l'extérieur du signe intégrale. Le deux-

iéme espéce est représenté par la forme:

u(z) = f(x) + )x/ k(x, t)u(t — 7)dt.

Exemple 2.2.1 Des exemples des deux espéces sont donnés par:

— /01 sin(zt)u(t — 7)dt,

sin(x) — z cos(x)

et

respectivement.

13



2.3. Résultats d’existence pour I’équation intégrale linéaire avec retard

B-Equations intégrales de Volterra avec retard:

Définition 2.2.2 Dans les équations intégrales de Volterra avec retard, au moins une des
limites d’intégration est une variable. Pour les équations intégrales de Volterra de premiére

espéce, la fonction inconnue u(x)n’apparait qu’a lintérieur du signe intégrale sous la forme:

flz) = /090 k(x,t)u(t — 7)dt.

Cependant, dans les équations intégrales de Volterra avec retard du deuxiéme espece , la
fonction inconnue u(x) apparait a l'intérieur et a 'extérieur du signe intégrale.Le deuxiéme

espéce est représenté par la forme:

u(z) = f(z) + A /Off»’ k(x,t)u(t — 7)dt.

Exemple 2.2.2 exemples des équations intégrales de Volterra du premier espéce sont

rexp(—z) = / exp(t — z)u(t — 7)dt,
0
et
5r% 4+ 1° = / (54 3z — 3t)u(t — 7)dt.
0

Cependant, des exemples d’équations intégrales de Volterra du deuxiéme espéce sont
u(z) = sin(z — 1) + sin(1) + sin(x) — z cos(1) + / (x —t)u(t — 7)dt,
0

et

u(z) = exp(z) — (x(exp(z) — 1)) exp(—1) + /Ow(x)u(t — 7)dt.

2.3 Reésultats d’existence pour I’équation intégrale linéaire
avec retard

Dans cette section, nous étudions 'existence de solutions continues sur un intervalle [0, x1],

pour le probléme de la valeur initiale

u(z) = fj_T flt,u(t)dt, 0<x<um. 2.5)
u(z) = (), —717<z<0. .

14



2.3. Résultats d’existence pour I’équation intégrale linéaire avec retard

Nous supposons
felC(-r,z] xR R"), o€ C(]—7,0];R")
telle que la condition suivante vérifie
0
e(0) = [ [f(t,¢(t))dt. (2.6)

Théoréme 2.3.1 Supposons que f € C([—71,21] x R";R"),p € C([-7,0];R") et que
(2.6) est vérifie. Alors l'opérateur d’intégrale de retard T : D(T) — C ([0, z1]; R™) donné

par

)@ = [ i@ (e D)),

ou

D(z) ={ue C([0,z:;R") : u(0) =(0)}

R o(x) for x € [—T1,0],
u(z) =
u(z) for x € [0,24],
est complément continue.
Preuve. Utilisez le théoréme d’Ascoli-Arzéla et suivez les mémes étapes que la preuve

du théoréme (3.1) [13] .Nous omettons les détails. =

Théoréme 2.3.2 Supposons f € C ([—7,x1] x R R"), ¢ € C([—7,0];R"™) et que (2.6)

est vérifié.Supposons de plus qu’il existe o, f € Ry tel que
fla,2) <alz+ (2.7)

pour tout z € R™ et x € [0, z4]. Alors (2.5) admet a une solution u € C' ([—7,z41] ; R™).

Preuve. La preuve ressemble beaucoup a la preuve du théoréme (3.6) [13]. Soit

7= max |f(z,¢(z)).
z€[—7,0]

Nous avons

IT(u)(@)] < 7y + / ()] de

15



2.3. Résultats d’existence pour I’équation intégrale linéaire avec retard

<7y+ a/ |u(t)| dt + By
0
=77+ Bz + 04/ |u(t)| exp(—0t) exp(6t)dt
0

<y o+ alu(t)esp(-0n)., [ exp(Or)ds
0
< 7y + B+ afu(t) exp(—0t)] , 07" exp(6z).

il s’ensuit que
T (u) () exp(—0z)|,, < Ty + Bry + af " |u(t) exp(—0t)]| .
Choissez maintenant § > « et un nombre R > 0 avec
v+ Bxy + ad 'R < R.
Alors T"(B) C B,ou
B ={ue D(T) : |u(z)exp(—0z)| < R pour tout = € [0, 2]} .

Il est clair que B est un sous-ensemble fermé borné convexe non vide de C([0, z;]; R™).
La conclution est maintenant immédiate a partir du théoréme (1.1.5). =
Comme dans la section précédente, le lecteur pourrait essayer d’obtenir des résultats

d’existence pour (2.5) en supposant au lieu de (2.7) une condition de la forme

|[f (@, 2)] < (J2])

avec différents types de fonction ¢ : Ry, — R
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Chapitre 3

Résolution numérique des équations
intégrales linéaires de Volterra avec

retard par les polynémes de Bernstein

Dans ce chapitre, on va résoudre numériquement les équations intégrales linéaires de Volterra
avec retard de deuxiéme espéce par la méthode de collocation, en utilisant les polynémes

de Bernstein.

3.1 Description de la méthode

On considére I’équation intégrale linéaire de Volterra avec retard de deuxiéme espéce est
donnée par:
u(z) = f(x) + /9C E(x,t)u(t — 7)dt (3.1)
0

tels que, u(x) une fonction inconnue a déterminer, k(z,t) est le noyau et f est une
fonction connue.

Pour trouver une solution approchée de I’équation (3.1) , on utilise la méthode de collo-
cation.

Ou u(x) approximée par les polynoémes de Bernstein sur [0, 1] par

u(x) = Z%Bi,n(iﬂ) = aB(z) (3.2)
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3.1. Description de la méthode

Tels que, a est un vecteur et B(z) est une matrice donnée par
_ t
a = [ag, ay, ..., Gy

et
B(z) = [Bon(x), Bin(2), ..., Bun(z)]

et B;,(x) sont les polynémes de Bernstien de degré n et (i = 0,1,2,...,n), définis sur
[0, 1] par
Bin(x) = (n) (1 —z)"" i=0,1,2,..,n

i
et a;(i =0,1,2,...,n) sont des coefficients inconnus a déterminer.
La substitution de la relation (3.2) en (3.1) nous donne I’équation suivante

n z n

S Bin(a) / B, t)S aiBin(t — 1)t = f(x) x € [0,1]

i=0 0 i=0
Pour déterminer les coefficients inconnus a;(i = 0, 1,2, ..., n), nous choisissons des points
collocation

g =r 4+ 5=0,1,2,....n

n ?

o = 0
Alors, on obtient un systéme linéaire
Az =b (3.3)
tels que
Tj t
A= {Bm(xj)—/ k(LCJ,t)Bl’n(t—T)dt s j:O,l,Q,...,TL et?:ZO,l,Q,...,?’L
0 (n+1)x(n+1)

b= [f(wo), f(x1), e, f ()]
z = [ag, ay, ..., an)"

le systéme linéaire (3.3) peut étre résolu par n’importe quelle méthode de résolution de
systéme linéaire pour trouver les a;(i = 0, 1,2, ...,n)
Ces a;(i = 0,1,2,...,n) lorsqu’ils remplacés dans (3.2) produisent u(z) approximative-

ment.
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3.1. Description de la méthode

Exemple 3.1.1 On considére l’équation intégrale de volterra linéaire avec retard de deuzx-

1eme espece par:

u(z) = exp(x) — (x(exp(z) — 1)) exp(—1) + /Om(x)u(t — 7)dt

avec la solution exacte et donnée par

u(x) = exp(z)
tel que
f(x) = exp(x) — (z(exp(z) — 1)) exp(—1)
k() =
T = 0.99086

on prend n = 3, alors

et on a

Donc, (3.4) devient

Zai<§>xi(1—x)3_i:exp(x)—(a:(exp(a:)—l))exp( / [Zal( ) (t—7) (1=t +7)* | dt

pour déterminer les coefficients inconnus a;(i = 0,1,2,3), nous choisissons les points

collocation

2

Io—Oﬂfl .1’225,133:1

OJIH

Alors, on obtient un systéme linéaire

Ax =10
tel que
A=[Bjlus 5=0,1,2,3 eti=0,1,2,3.
Tj t
A= |:Bl‘73(fﬁj) - k’(l’j,t)Bz"g(t - T)dt 1= 0, 1,2,3 th = 07 1, 2,3
0 4x4
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3.1. Description de la méthode

b= [f(x0), f(21), f(w2), f(ws)]'
z = [ag, ay, as, as)’
et apres le calcul de toutes les intégrales, on obtient
1 0 0 0
—0.3838 1.3725 —0.2016 0.1018

—2.0688 2.8270 —0.6578 0.4551
—3.6864 4.1412 —1.6958 1.2410

1
; 1.34710
1.71530
2.08616
Qo 1
ai 1.3214
d’ot x = =
ao 1.7175
as 2.5891
Done

U(l’) = CLOB()’g(JJ) + CLlB173(fL’) + ang’g(I) + ang,g(ZL’)
u(x) = (1 —2)> + 1.3214 [3z (1 — 2)*] + 1.7175 [32% (1 — z)] + 2.58912°

u(z) = 1+ 0.9642x + 0.4008z% + 0.22412° ~ exp(x)

Exemple 3.1.2 on considére I’équation intégrale linéaire de Volterra avec retard de deux-

1eme espece par:
u(z) = sin(x — 1) 4+ sin(1) + sin(z) — x cos(1) + /x(m — t)u(t — 7)dt
0
avec solution exacte est donné par
u(z) = sin(x)

tel que
f(z) =sin(x — 1) + sin(1) + sin(x) — x cos(1)

k(x,t) =z —t

20



3.1. Description de la méthode

on prend n = 3, alors

Donc, devient

Zai (3) (1 —2)>" = sin(z — 1) +sin(1) + sin(z) — z cos(1)

+/Ox(x—t) [ga(?) t—7)(1—t+7)°"|dt

Pour déterminer les coefficients inconnus a;(i = 0,1,2,3), nous choisissons les points

collocation

2
Ty = -, 13 = 1.

3

T9g=0,71 =

Wl =

Alors, on obteint un systéme linéaire

Az =0

tel que
A= (B, 7=01,23eti=0,1,2,3

t

A= |:Bi’3<l’j) - / k(xj,t)Bi,g(t - T)dt 1= 0, ]_, 2,3 et j = 0, ]., 2,3
0

4x4

b= [f(x0), f(z1), f(x2), f(s)]'
x = [ag, a1, ag.as)’

et apres le calcul de toutes les intégrales, on obtient
1 0 0 0
0.1615 0.5487 0.1945 0.0395
—0.3939 0.4938 0.3757 0.3021
—0.7855 0.4029 —0.1241 1.0068

t
b= ( 1 1.3471 1.7153 2.0862 )
t
dot ¢ = ( G o ag aa ) = ( 0 0.3342 0.7381 1.0922 )

Donc

t

u(x) = apBos + a1B13 + a3 By 3 + azBss
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3.2. Exemples Numériques

u(x) = 0.3342 [3z (1 — 2)°] + 0.7381 [32® (1 — x)] + 1.09222°

u(z) = 1.0026x + 0.02132% — 0.11952° ~ sin(z)

3.2 Exemples Numériques

Dans cette section, on va traité quelques exemples pour résoudre les équations intégrales
linéaires de Volterra avec retard de deuxiéme espéce, avec différentes valeurs pour 7. En

utilisant les polynémes de Bernstein et méthode de collocation.

3.2.1 Exemple 01

On considére ’équation intégrale linéaire de volterra avec retard de deuxiéme espéce par:

u(z) = exp(x) — (x(exp(x) — 1)) exp(—1) + /Om(x)u(t —7)dt

ol la solution exacte est donnée par

u() = exp(x)

on prend n = 10, alors
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3.2. Exemples Numériques

Tableau:résultats de ’exemple 01

r=1 7 =0.99 7=0.03
x || Erreur|uczae — Uapp| | Erreur|ucpae — tapp) Erreur|tuc,oc — Uapp
0 0 0 0
0.1 0.0068e — 4 1.6452e — 5 0.0063
0.2 0.0252e — 4 8.5750e — 5 0.0269
0.3 0.0519¢ — 4 2.3676e — 4 0.0646
0.4 0.0836e — 4 4.9649¢ — 4 0.1233
0.5 0.1177e — 4 8.9002e — 4 0.2084
0.6 0.1517e — 4 1.4409¢ — 3 0.3266
0.7 0.1843e — 4 2.1725e — 3 0.4868
0.8 0.2148¢ — 4 3.1089¢ — 3 0.7007
0.9 0.2434e — 4 4.2770e — 3 0.9830
1 0.2709¢ — 4 5.7088¢e — 3 1.3535

2.5

0.5

0

Erreur

*  solution app
solution exact

%

0 0.2

0.4 0.6 0.8
X

01 pour 7 =1
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Figure 3.2.1 : L’erreur absolue et la solution exacte et la solution approchée de 1’exemple




3.2. Exemples Numériques

25

05

0.2

*

solution app
solution exact
Erreur

04 06 08

X

Figure 3.2.2 : L’erreur absolue et la solution exacte et la solution approchée de ’exemple

4.5

3.5

01 pour 7 = 0.99

*

solution app
solution exact
Erreur

*

0.2

0.4 0.6
X

0.8

Figure 3.2.3 : L’erreur absolue et la solution exacte et la solution approchée de I’exemple

01 pour 7 = 0.03
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3.2. Exemples Numériques

3.2.2 Exemple 02

On considére ’équation intégrale linéaire de volterra avec retard de deuxiéme espéce par:
u(z) = sin(x — 1) 4 sin(1) + sin(z) — z cos(1) + /w(:z: —t)u(t — 7)dt
0
ou la solution exacte est donnée par
u(z) = sin(x)
on prend n = 10, alors

Tableau:résultats de ’exemple 02

T=1 7=0.95 7=0.11

x || Erreur|ucza. — Uapp| | Erreur|ucpae — tapp| || Erreur|ucgoe — tapyl
0 0 0 0

0.1 0.0057e — 3 0.0002 0.0037
0.2 0.0209e — 3 0.0007 0.0152
0.3 0.0432¢ — 3 0.0016 0.0348
0.4 0.0707¢ — 3 0.0030 0.0628
0.5 0.1017e — 3 0.0048 0.0997
0.6 0.1350e — 3 0.0070 0.1458
0.7 0.1696e — 3 0.0098 0.2014
0.8 0.2050e — 3 0.0130 0.267
0.9 0.2407e — 3 0.0168 0.3428
1 0.2765e — 3 0.0210 0.4294
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3.2. Exemples Numériques

0.91

*  solution app
0.8 solution exact
Erreur

¥

0.6

0.51

0.31

0.2

X

Figure 3.2.4 : L’erreur absolue et la solution exacte et la solution approchée de 1’exemple

02 pour 7 =1

09

* solufonapp |¥
08k solution exact
Erreur

X

Figure 3.2.5 : L’erreur absolue et la solution exacte et la solution approchée de ’exemple

02 pour 7 = 0.95
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3.2. Exemples Numériques

141

*  solution app
solution exact |*
1.2 : Erreur
*
1 *
*
0.8
w *
0.6f x
*
0.4
*
0.2r
o ; i i i i
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

X

Figure 3.2.6 : L’erreur absolue et la solution exacte et la solution approchée de 1’exemple

02 pour 7 =0.11

3.2.3 Exemple 03

On considére ’équation intégrale linéaire de Volterra avec retard de deuxiéme espéce par:
u(z) = sin(x — 1) 4 sin(1) + sin(z) — z cos(1) + /w(a: — t)u(t — 7)dt
0
ou la solution exacte est donnée par
u(z) = sin(x)

on prend n = 10, alors
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3.2. Exemples Numériques

Tableau: résultats de ’exemple 03

T X Solution exacte || Erreur|uc;qc — Uapp
0.921 0 0 0
0.912 | 0.091 0.0909 0.0017
0.903 || 0.182 0.1810 0.0064
0.894 | 0.273 0.2696 0.0135
0.885 || 0.364 0.3560 0.0224
0.876 | 0.455 0.4395 0.0330
0.867 || 0.545 0.5184 0.0450
0.858 || 0.636 0.5940 0.0586
0.849 || 0.727 0.6646 0.0739
0.840 || 0.818 0.7298 0.0909
0.831 || 0.909 0.7889 0.1100

09

08 |

07

06 [

05

04 |

03|

02

01

0

*

*  solutionapp
solution exact

erreur

0 02

i
04

X

08

1

Figure 3.2.7 : L’erreur absolue et la solution exacte et la solution approchée de 1’exemple

03
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Conclusion générale

Conclusion générale

Dans ce mémoire, nous avons utilisé les polynémes de Bernstein pour approximer la
solution de I’équation intégrale linéaire de Volterra avec retard de deuxiéme espéce, pour
déterminer la solution approchée nous avons utilisé la méthode de collocation. Nous avons
présenté quelques exemples oti la solution exacte est connue et nous avons obtenu les résultats
et les solutions a 'aide du logiciel MATLAB.

Pour tester D'efficacité et estimer la précision a travers nos résultats lorsque la valeur 7
est fixée pour la solution exacte, nous constatons que les résultats sont plus précises et que
la méthode est plus efficace. Chaque fois que la valeur 7 est retardée par rapport a la valeur

fixée I'erreur augmente.
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Résumé

Le but de ce mémoire, est approximer numériquement la solution de
I'équation intégrale linéaire de Volterra avec retard de deuxieme espéce.
En utilisant les polyndmes de Bernstein.

De plus, des exemples numériques sont présenés pour vérifier la précision
et l'efficacité de la méthode proposée.

Mots-clés : Equation intégrale linéaire de Volterra avec retard de
deuxieme espéce, Méthode de collocation, Polyndme de Bernstein,
théoréme de point fixe .

Abstract

The aim of this thesis is to approximate numerically the solution of linear
integral equation of Volterra with delay of the second kind. Using
Bernstein polinomial.

In addition, numerical are presented to verify the accuracy and the
efficiency of the proposed method.

Keywords : Volterra linear integral equation with delay of the second
kind, Collocation method , Bernstein polynomials, fixed point theorem.




	0082b44f118d71e0ccac43cb608bd592e2e8bfb4edd05583936c8b36f35ad41d.pdf
	cea54ed6e7d862e68d3579bf23e403d6215da6ec5ae5505b3859405dc03d3d14.pdf
	cea54ed6e7d862e68d3579bf23e403d6215da6ec5ae5505b3859405dc03d3d14.pdf
	bcec28e506837e47dc7ef35ccffc454b3f1d2a049aa706c85cadf9b22414237c.pdf

