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Notations

E : un ensemble non vide.

χA :Une fonction caractéristique.

R : une relation binaire.

P (E) : l’ensemble des parties de E.

A ⊂ B : L’inclusion.

A = B : L’égalité.

Ac : Le complément.

A ∩B : L’intersection.

Γ : est un opérateur implicatement.

Rg : La trace de gouche de R sur X.

Rd : La trace de droite de R sur X.

T : t-norme.

TM : la t-norme minimale.

(X. ≤) : Un treillis.

x ∧ y : un borne inférieur.

x ∨ y : un borne supérieur.

A : Une agrégation.

(Ri)i∈I une famille des relations binaires.

$ : une famille de relation K-aires floues.

(Xi, Ri)i∈I : est une famille finie de trellis.
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Intoduction

L’agrégation d’un ensemble d’informations de sorte que le résultat de cette agrégation soit

une seule information, est une question intéressante. L’exemple le plus ancien à cet égard

est le concept des moyennes, moyenne arithmétique, et moyenne géométrique...etc, de sorte

que les fonctions d’agrégation jouent un rôle important, rôle décisif dans de nombreuses

tâches de la technologie et ses application où l’agrégation est largement utilisés que ce soit

dans les mathématiques pures, les sciences informatique, ingénierie et économie...ext.

C’est ce que nous avons abordé en étudiant certaines familles floues telle que relations

floues, treillis flous et filtres flous dont ont été identifiés par Zadeh [26, 25], et d’autres auteurs

dans ses ouvrages [24, 15, 23], tout en agrégeant ces différentes familles, à titre d’exemple

agrégeant une famille de filtres flous de sorte que l’image de cette famille par l’agrégation

soit un filtre flou, tout en essayant de trouver des connexions entre ces familles et leurs

images via la fonction d’agrégation.

La formule que nous choisissons est la suivante A : [0, 1]n → [0, 1], Il est symbolisé par

$A telle que:

$A (x, y) = A (L1 (x, y) , ....., Ln (x, y))

et $ = {Li : X2 → [0, 1], i ∈ {1, ....., n}} une famille des relations binaires floues sur un
domaine X.

Ce travail est composé de trois chapitres:

Le premier chapitre consiste un rappel des notions et notations utilisées par la suite :

les ensembles flous, relations floues, treillis flous, trace d’une relation floue et filtre flou.

Dans le second chapitre, on fait étudier l’agrégation de certaines familles finies d’ensembles

flous.

2



Dans le troisième chapitre, on s’intérèsse à l’agrégation d’une famille finie de treillis flous

et filters flous.
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Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Généralités sur les ensembles classiques, relations

classiques et treillis

1.1.1 Rappels sur les ensembles classiques

Dans ce qui suit on va définir l’ensemble classique intuintivement.

Un ensemble B de l’ensemble de réference X est une collection d’objets, cet ensemble

peut étre defini par :

i. L’ecriture de tous ses élémente, β1, ...., βn et on écrit B = {β1, ....., βn }.

ii. Une proporiété ou des propriétés sont satisfaites par ses élémrnts et on écrit

B = {x | P (x) }, ou P (x) est une proposition de la forme "x a une propriété P”.

iii. Une fonction sera dite fonction caractéristique χB qui prend la valeur 0 pour les éléments

qui n’appartient par à B et la valeur 1 pour ceux qui appartient à B:

χB : X −→ {0, 1}

x −→

 0 si x /∈ B;
1 si x ∈ B.

Définition 1.1.1 (Oprations sur les ensembles classiques)
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Soient B, C deux sous-ensembles de l’ensemble de référence X.

• Intersection : B ∩ C = {x ∈ X | x ∈ B et x ∈ C}

c-à-d, pour tout x ∈ X an a : χB∩C (x) = min(χB (x) , χC (x)).

• Réunion : B ∪ C = {x ∈ X | x ∈ B ou x ∈ C}

c-à-d, pour tout x ∈ X an a: χB∪C (x) = max(χB (x) , χC (x)).

• Inclusion : B ⊂ C si et seulement si ∀x ∈ X, (x ∈ B) =⇒ (x ∈ C)

(c-à-d, pour tout x ∈ X an a: χB (x) ≤ χC (x)).

• Egalité : B = C si et seulement si B ⊆ C et C ⊆ B

(c-à-d , pour tout x ∈ X an a: χB (x) = χC (x)).

• Complément : Bc = {x ∈ X | x /∈ B} c-à-d, pour tout x ∈ X an a :

χBc (x) = 1− χB (x) .

On a : B ∩Bc = ∅ est appelé lois de non contradiction;
B ∪Bc = ∅ est appelé lois de tiers exclu.

1.1.2 Rappels sur les relations classiques

Définition 1.1.2 [24] Soient X et Y deux ensemble non vides, une relation binaire R entre

les deux ensembles X, Y est une partie de X × Y. Pour (x, y) ∈ R ⊆ X × Y , on note xRy.

Définition 1.1.3 [20, 3] Soit R une relation binaire sur un ensemble non vide X (R est

une partie de X ×X ), on dit que:

• R est reflixive si et seulement si ∀x ∈ X, xRx;

• R est symtrique si et seulement si ∀x, y ∈ X, xRy ⇒ yRx;

• R est antisymtrique si et seulement si ∀x, y ∈ X, ( xRy et yRx)⇒ x = y;

• R est transitive si et seulement si ∀x, y, z ∈ X, ( xRy et yRz)⇒ xRz.
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Définition 1.1.4 (relation d’quvalence et relation d’ordre)

[12, 3] Soit X un ensemble non vide, une relation binaire R dans X est dit une relation

d’quvalence si et seulement si elle est reflixive, symtrique et transitive.

On dit que R est une relation d’ordre partielle sur X si et seulement si elle est reflixive,

antisymtrique et transitive.

Une relation d’ordre R est dit partielle s’il existe ou moins deux elements x, y ∈ X tel

que (x, y) /∈ R et (y, x) /∈ R. Le couple (X,R) est appelle ensemble partiellement ordonné.

Si pour tout x, y ∈ X, (x, y) ∈ R ou (y, x) ∈ R, la relation d’ordre est dite total ou linéaire
et le couple (X,R) est dit ensemble totalement ordonné.

1.1.3 Treillis

[13, 2] Soit (X. ≤) un ensemble partiellement ordonné et A ⊆ X, un élément m ∈ X est

appelé majorant de A si et seulement si a ≤ m pour tout a ∈ A. Un majorant m0 de A est

dit le plus petit des majorant (borne supérieur) de A si et seulement si m0 ≤ m pour tout

majorant m de A.

Un élément n ∈ X est appelé minorant de A si seulement si n ≤ a pour tout a ∈ A. Un
minorant n0 de A est dit le plus grand des minorant (borne inférieur) de A si seulement si

n ≤ n0 pour tout minorant n de A.

On note le plus petit des majorants de l’ensemble {x, y} par sup{x, y} ou x ∨ y, et le
plus grand des minorants de l’ensemble {x, y} par inf{x, y} ou x ∧ y.

Définition 1.1.5 (treillis algébrique)

[21] Un treillis (X. ≤) est un ensemble ordonné tel que pour tout partie de deux element
{x, y} il existé un borne supérieur notée par x ∨ y est une borne inférieur notée x ∧ y.

Dans un treillis quelconque muni de deux lois enternes ∨ et ∧ telle que pour tout x, y, z
dans X.

• x ≤ y ⇐⇒

 x = x ∧ y;

y = x ∨ y.

• Indempotcité :

 x ∧ x = x;

x ∨ x = x.
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• Commutativité :


x ∨ y = y ∨ x;

et

x ∧ y = y ∧ x.

• Associativité :

 x ∨ (y ∨ z) = (x ∨ y) ∨ z;

x ∧ (y ∧ z) = (x ∧ y) ∧ z.

• La lois d’absorption :

 x ∧ (y ∨ z) = x;

x ∨ (y ∨ z) = x.

Définition 1.1.6 (Sous-treillis)

[13] Soit (X. ≤) un treillis et A une partie non vide de X. (A. ≤) est dit un sous-treillis
de X si pour tout x, y dans A,on a x ∧ y et x ∨ y dans A.

Définition 1.1.7 (treillis fermé)

Un treillis est dit fermé s’il possède un plus petit élément noté "0” et un plus grand

élément noté "1”.

Définition 1.1.8 (treillis complet)

Un treillis est dit complet lorsque tout partie non vide admet une borne supérieure et une

borne inférieure.

Définition 1.1.9 (treillis distributif)

Un treillis (X. ≤) est distributif si pour tout x, y, z dans X on a un des deux conditions:

1. x ∧ (y ∨ z) = (x ∧ y) ∨ (x ∧ z);

2. x ∨ (y ∧ z) = (x ∨ y) ∧ (x ∨ z).

Définition 1.1.10 (treillis complémenté)

Si dans un treillis fermé (X,≤) tout élément x dans X posséde un complément x
′
dans

X, alors (X,≤) est dit un treillis complémenté telle que: x ∧ x′ = 0;

x ∨ x′ = 1.
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1.2 Généralités sur les ensembles flous, relations flous

et treillis flous

1.2.1 Ensembles flous

Définition 1.2.1 .

[1] Soit X un ensemble non vide et P (X) l’ensemble des parties de X, P (X) muni des

opérations usuelles, l’intersection (∩), la reunion (∪) et le conplemont (C) est une algébre

de Boole.

Si l’on note par U l’ensemble à duex éléments U = {0, 1} on sait qu’il y a une corre-
spondance (bijection) entre P (X) et UX (ensemble des application de X dans {0, 1} ) de la
façon suivante:

chaque partie B de X on associe sa fonction caractéristique

zB : P (X)→ UX definie par:

B → zB

definie par:

zB(x) =

 1 si x ∈ B;
0 si x /∈ B.

A chaque application Ψ : X → {0, 1} on associe la partie B = Ψ−1(1).

Dans tout ce qui suit nous conviendrons d’identifier chaque partie B avec sa fonction

zB.

Ainsi on écrira aussibien

x ∈ B ou B(x) = 1.

x /∈ B ou B(x) = 0.

Par ailleurs l’ensemble U ordonné naturellement (0 < 1) est une algabre de Boole (en

méme temps qu’une chaine ) avec les opération

α ∧ β = min(α, β)

α ∨ β = max(α, β)

eα = 1− α

8



Avec les identifications précédentes, les opérations ensemblistes se traduisent alors par :

B ∩ C est définie par : (B ∩ C)(x) = B(x) ∧ C(x), pour tout x ∈ X;

B ∪ C est définie par : (B ∪ C)(x) = B(x) ∨ C(x), pour tout x ∈ X;

CB est définie par : CB(x) =eB(x) , pour tout x ∈ X;

∅ est définie par : ∅(x) = 0, pour tout x ∈ X.

1.2.2 Relations floues

Définition 1.2.2 .

[25] Soient X et Y non vide une relation floue R entre deux ensembles de references X

et Y est un sous-ensemble flou du produit cartesien X × Y de fonction d’appartenance

µR : X × Y → [0, 1], ou simplemet R(x, y) qui est appellée le degré de relation entre x

et y.

R = {((x, y), R(x, y))\(x, y) ∈ X × Y }.
Cas particuleir :

i. Si X = Y , on dit que la relation floue R définit sur les deux univers X et Y est une

relation binaire floue sur X.

ii. Si X et Y sont finis, une relation floue R définit sur les deux univers X et Y peut étre

décrite par la matrice MR des valeurs de fonction d’appartenance, les coeffi cients de

MR indiqués sur la ligne x et la colonne y ayant pour valeur R (x, y) pour tout x de

X et y de Y .

Les proporiétés d’une relation binaire floue dans X

Définition 1.2.3 [11] Soit R relation binaire floue sur un ensemble de reference non vide,

on dit que:

• R est reflixive si et seulement si ∀x ∈ X, R(x, x) = 1;

• R est symtrique si et seulement si ∀x, y ∈ X, R(x, y ) = R(y, x);

• R est antisymtrique si et seulement si ∀x, y ∈ X, R(x, y ) ∧R(y, x) = 0 ⇒ x 6= y;

9



• R est transitive si et seulement si ∀x, y, z ∈ X, R(x, y) ∧R(y, z) ≤ R(x, z);

Définition 1.2.4 .

Une relation floue réflexive, et transitive est appelée une relation de préordre flou.

Une relation floue réflexive, symétrique et transitive est dite une relation d’équivalence

floue.

Une relation floue réflexive, antisymétrique et transitive est appelée une relation ordre

partiel flou.

1.2.3 Treillis flous

Définition 1.2.5 .

[19, 14, 16, 5, 22] Soit (X,R) un ensemble partiellement ordonné flou et B ⊆ X. Un

élément m ∈ X est appelé majorant de B si et seulement si R (a,m) > 0 pour tout a ∈ B.
Un majorant m0 de B est dit plus petit des majorants (borne supérieur) de B si et seulement

si R (m0,m) > 0 pour tout m majorant B.

Un élément n ∈ X est appelé minorant de B si et seulement si R (n, a) > 0 pour tout

a ∈ B. Un minorant n0 de B est dit plus grand des minorants (borne inférieur) de B si et

seulement si R (n, n0) > 0 pour tout n minorant B.

On note le plus petit des majorants de l’ensemble {x, y} par sup {x, y} ou x ∨ y, et le
plus grand des minorants de l’ensemble {x, y} par inf {x, y} ou x ∧ y.

Définition 1.2.6 .

[11] Soit (X,R) un ensemble partiellement ordonné flou, on appelle (X,R) un treillis

flou si et seulement si x ∨ y et x ∧ y existent pour tout x, y dans X.

Définition 1.2.7 .

[19] Soit (X,R) un treillis flou, pour tout x, y, z dans X on a:

1. R (x, x ∨ y) > 0, R (y, x ∨ y) > 0, R (x ∧ y, x) > 0, R (x ∧ y, y) > 0;

2. R (x, z) > 0 et R (y, z) > 0 =⇒ R (x ∨ y, z) > 0;

3. R (z, x) > 0 et R (z, y) > 0 =⇒ R (z, x ∧ y) > 0;
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4. R (x, y) > 0⇐⇒ x ∨ y = y;

5. R (x, y) > 0⇐⇒ x ∧ y = y;

6. Si R (y, z) > 0⇒ R (x ∧ y, x ∧ z) > 0 et R (x ∨ y, x ∨ z) > 0.

1.3 Traces d’une relation floue et relation d’ordre qui

respect une t-norme T et une T -équivalence E

1.3.1 Norme triangulaire.

Définition 1.3.1 .

[11] Une norme triangulaire T : [0, 1]2 → [0, 1] est une application tel que pour tout

x, y, z ∈ [0, 1] les quatre axiomes suivants sont satisfaits:

• (T1) Commutativité : T (x, y) = T (y, x);

• (T2) Associativité : T (x, T (y, z)) = T (T (x, y), z);

• (T3) Monotonie : T (x, y) < T (x, z) chaque fois que y < z;

• (T4) Condition aux limites : T (x, 1) = x.

Définition 1.3.2 .

[10] Si pour deux t-normes T1 et T2 on a T1(x, y) ≤ T2(x, y) pour tout (x, y) ∈ [0, 1]2,

alors on dit que T1 est plus forte que T2 et nous écrivons T1 ≤ T2.

Définition 1.3.3 .

[10] Soit T1 et T2 deux t-normes on dit que T1 domine T2 si seulement si pour tout

x, y, z, t ∈ [0, 1], on a T1(T2(x, y), T2(z, t)) ≤ T2(T1(x, z), T1(y, t)).

Définition 1.3.4 .

[10] Pour une famille fini de t-normes (Ti)i∈I on dit que (Ti)i∈I vérifie la loi d’associativité

généralisée si et seulement si pour tout 1 ≤ i, j ≤ n et x, y, z ∈ [0, 1], on a

Ti(Tj(x, y), z) = Ti(x, Tj(y, z)).
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Remarque 1.3.1 .

Entre les quatre t-normes de base, nous avons les inégalités strictes:

TD < TL < TP < TM

i. Toute t-norme T domine elle meme.

ii. La t-norme minimale TM domine tout autre t-norme T.

iii. Si une t-norme T1 domine une autre t-norme T2, alors T1 est plus fort que T2.

Exemple 1.3.1 .

Voici les quatre t-norms de base TM ,TP , TL et TD données respectivement par:

TM(x,y) = min(x, y) (Minimum)

TP (x,y) = x.y (Product)

TL (x,y) = max(x+ y − 1; 0) ( Lukasiewicz t-norm )

TD (x,y) =

 0 si (x, y) ∈]0, 1]2

min(x, y) si non
(Drastic product)

tableau 1.1

Proposition 1.3.1 .

Tout t-norms T satisfait T (0, x) = T (x, 0) = 0 pour tout x ∈ [0, 1].

1.3.2 Implication flous

Définition 1.3.5 .

[11] Une opération binaire Γ : [0, 1]2 → [0, 1] est un opérateur implicatif s’il remplit les

conditions suivantes:

(I1) Γ (1, 1) = Γ (0, 1) = Γ (0, 0) = 1 et Γ (1, 0) = 0;

(I2) x ≤ z implique Γ (x, y) ≥ Γ (z, y) ;

(I3) y ≤ z implique Γ (x, y) ≤ Γ (x, z) ;

(I4) Γ (0, y) = 1;

Les propréites les plus utilisées sont le tableau suivant:
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I5 Γ (x, 1) = 1;

I6 Γ (1, y) = 1;

I7 Γ (x,Γ (y, z)) = Γ (y,Γ (x, z)) ;

I8 x ≤ y → Γ (x, y) = 1;

I9 NΓ (x) = Γ (x, 0) si NF;

I10 NΓ (x) = Γ (x, 0) si a NF continu;

I11 NΓ (x) = Γ (x, 0) si a NF fort;

I12 Γ (x, y) ≤ y

I13 Γ (x, x) = 1;

I14 Γ(x, y) = Γ (N (x) , N (y)) ;

I15 x > 0 → Γ (x, y) < 1;

I16 y < 0 → Γ (1, y) < 1;

I17 Γ si a continu;

I18 Γ (x, y) = Γ (x,Γ (x, y)) ;

I19 Γ (x,Γ (y, x)) = 1;

I20 Γ (x,N (x)) = N (x) .

tableau 1.2: Propréites de Implication flous

1.3.3 Traces d’une relation floue

Définition 1.3.6 .

[3] Soit R une relation binaire floue sur un domaine X, et T une t-norme continue à

gauche, la trace gouche (droite) du relation R, notée respectivmenet Rg, Rd est définie pour

tout x, y, z ∈ X:

Rg(x, y) = inf
z∈X

Γ(R(z, x), R(z, y));

Rd(x, y) = inf
z∈X

Γ(R(y, z), R(x, z)).
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Proposition 1.3.2 .

1. Pour une relation floue binaire R sur un domaine X et pour tout t-norme T continus à

gauche, les trois énoncés suivants sont équivalents:

i. R est réflixive;

ii. Rg ⊆ R;

iii. Rd ⊆ R.

2. Pour une relation floue binaire R sur un domaine X et pour tout t-norme T continus à

gauche, les trois énoncés suivants sont équivalents:

i. R est T-transitive;

ii. R ⊆ Rg;

iii. R ⊆ Rd.

1.3.4 Relation T-equivalence et T-E-ordre

Définition 1.3.7 .

Soit E une relation binaire sur X et soit T une t-norme, on dit que E est T-transitive

si et seulement si pour tout x, y, z ∈ X, T (E(x, y), E(y, z)) ≤ E(x, z).

Définition 1.3.8 .

Soit E une relation binaire sur X et soit T une t-norme, on dit que E est une relation

T -equivalence floue sur X si et seulement si elle est réflexive, symtrique et T-transitive.

Définition 1.3.9 .

[11, 27] Soit X un ensemble non vide ,et soit E une relation binaire T -equivalence floue

sur X. Une relation binaire floue L sur X, est dite un ordre flou qui respect la t-norme T est

la relation T -equivalence E notee breivemet T -E-ordre si et seulement si elle est T-transitive

et remplit les deux axiomes suivants:

1. E-reflexive i.e, pour tout x, y ∈ X,E (x, y) ≤ L (x, y) ,
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2. T-E-antisymtrique i.e, pour tout x, y ∈ X,T (L (x, y) , L (y, x)) ≤ E (x, y) .

Remarque 1.3.2 .

la relation E est le plus petit T -E-ordre.

1.4 Filtre classique et Filtre flou

Définition 1.4.1 .

[7] Soit L un treillis, On appelle filtre dans le treillis L tout partie non vide F de L

vérifiant les deux conditions suivantes:

1. x ∈ F, y ≥ x alors y ∈ F ;

2. x ∈ F et y ∈ F alors x ∧ y ∈ F.

Définition 1.4.2 .

[6, 22] Soit (X,R) un treillis flou, F est un sous-emsemble flou de X. F est dit un filtre

flou si ce qui suit est valable pour tout x, y ∈ X.

1. F (x) > 0 et R (x, y) > 0, alors F (y) > 0;

2. F (x) > 0 et F (y) > 0, alors F (x ∧ y) > 0.

Un filtre flou F est dit un filtre premier flou si F (x ∨ y) ≤ F (x) ∨ F (y) pour tout

x, y ∈ X.
Un filtre F est dit maximal, si pour tout sous ensemble G de X, F (x) ≤ G (x) pour tout

x ∈ X, implique que F = G.
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Chapitre 2

Agrégation de certaines familles finies

d’ensembles flous

2.1 Fonction d’agrégation

Notation 2.1.1 .

On note par −→x au (x1, ....., xn) telle que xi ∈ [0, 1] pour tout 1 ≤ i ≤ n.

Définition 2.1.1 .

[9] Une fonction d’grégation est une fonction f : [0, 1]n → [0, 1] verifant les propriétés

suivantes:

i. f (0, ....., 0)︸ ︷︷ ︸ =
−→
0 et f (1, ....., 1)︸ ︷︷ ︸ =

−→
1 ;

ii. xi ≤ yi implque f(−→x ) ≤ f(−→y ) pour tout xi, yi ∈ [0, 1] et 1 ≤ i ≤ n.

Définition 2.1.2 .

[24] Une agrrégation de n-aire est une application A : [0, 1]n → [0, 1] remplit les condi-

tions suivantes pour tout −→x ,−→y
(a) A(

−→
1 ) = 1; A(

−→
0 ) = 0;

(b) Si pour tout i ∈ I;xi ≤ yi alors A(−→x ) ≤ A(−→y );

1. Une agrégation A est dite étre conjointement strictement monotone si pour tout les
−→x ,−→y ∈ [0, 1]n avec x1 ≤ y1, ....., xn ≤ yn alors A(−→x ) ≤ A(−→y ).
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2. Une agrégation A est dite idempotente si pour tout x ∈ [0, 1], A(x, ....., x) = x (propriété

d’idempotence).

3. Une agrégation A est dite sans diviseur nul autre que 0, si si et seulement si et seulement

si

A(x1, ....., xn) = 0⇔ x1 = 0 ou x2 = 0 ou,.....,ou xn = 0.

4. Une agrégation A est dite continu a (gauche)droite pour la premiére composante si pour

tout séquence non croiussante (non décroissante) (xi)i∈I

lim
n
A(xn, y) = A(lim

n
xn, y).

Remarque 2.1.1 .

(a) Soient ∨,∧ :[0, 1] 2 → [0, 1] deux fonction idempotentes binaires définies

∨(x, y) = max(x, y) et ∧(x, y) = min(x, y), Danc A est une fonction d’agregation idem-

potente, alors ∨(x, y) ≤ A(x, y) ≤ ∧(x, y) pour tout x, y ∈ [0, 1].

(b) Pour tout −→x ,−→y ∈ [0, 1]n on a:

1. A(−→x ∨ −→y ) ≥ A(−→x ) ∨ A(−→y ) ou −→x ∨ −→y = (x1 ∨ y1, ....., xn ∨ yn).

2. A(−→x ∧ −→y ) ≤ A(−→x ) ∧ A(−→y ) ou −→x ∧ −→y = (x1 ∧ y1, ....., xn ∧ yn).

3. (A(−→x ∧ −→y ))2 ≤ A(−→x ).A(−→y ) ou −→x .−→y = (x1.y1, ....., xn.yn).

Définition 2.1.3 .

Une agrégation A1 domine une autre agrégation A2 si et seulement si l’inégalité suivants

soit suivants pour tout x, y, u, v ∈ [0, 1].

A1(A2(x, y), A2(u, v)) ≤ A2(A1(x, u), A1(y, v)).

Définition 2.1.4 .

[24] Soit A : [0, 1]n → [0, 1] une fonction d’agrégatin et $ =
{
Li : XK → [0, 1], i ∈ I

}
une famille de relation K-aires floues sur un domaine X. A($.A) une relation K-aires sur

X notée par $A est obtenu comme la composition donnée par:

17



$A (x1,....., xK) = A (L1 (x1,....., xK) , ....., Ln (x1,....., xK)) .

Définition 2.1.5 .

[11] Soit A : [0, 1]n → [0, 1] une fonction d’agrégatin et $ = {Li : X2 → [0, 1], i ∈ I} une
famille des relations binaires floues sur un domaine X. A($.A) une relation binaires flous

sur X notée par $A est obtenu comme la composition donnée par:

$A (x, y) = A (L1 (x, y) , ....., Ln (x, y)) .

Définition 2.1.6 .

[11] Soient (Xi, Ri)i∈I une famille de treillis flou ,(Fi) i∈I une famille des sous-ensembles

flous de Xi et A : [0, 1]n → [0, 1] une agrégation. RA, FA deux relations définis sur (

n∏
i=1

Xi)
2,

(
n∏
i=1

Xi) respectivement par:

RA ((x1,....., xn) , (y1,....., yn)) = A (R1 (x1, y1) , ....., Rn (xn, yn)) ;

FA (x1,....., xn) = A (F1 (x1) , ....., Fn (xn)) .

Proposition 2.1.1 .

[11] Soit TM la t-norme minimale.

L’agrégation TM(α,β) defini par:

TM(α,β)(x, y) = xα ∧ yβ, et α, β ∈ R∗+.est bidomine TM .
(1) TM(α,β) est une agrégation.

(2) TM(α,β) bidomine TM .

Démonstration. .

(1) On montre que TM(α,β) est une agrégation.

1. TM(α,β)(0, 0) = 0α ∧ 0β = 0 et TM(α,β)(1, 1) = 1α ∧ 1β = 1.

2. Si x1 ≤ x2 et y1 ≤ y2 donc, xα1 ≤ xα2 et y
β
1 ≤ yβ2 , implique que xα1 ∧ y

β
1 ≤ xα2 ∧y

β
2

alors,
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TM(α,β)(x1, y1) ≤ TM(α,β)(x2, y2).

donc TM(α,β) est une agrégation.

(2) Soit x, y, z ∈ [0, 1]

TM(TM(α,β)(x, y), TM(α,β)(u, v))

= (xα ∧ yβ) ∧ (uα ∧ vβ)

= (xα ∧ uα) ∧ (yβ ∧ vβ)

= (x ∧ u)α ∧ ( y ∧ v)β

= TM(α,β)(TM(x, u), TM(y, v)).

Remarque 2.1.2 .

1. Contrairement aux t-normes, il existe des agrégations qui ne se dominent pas.

2. Si une agrégation A1 domine une autre agrégation A2, il n’est pas nécessairement que

A1 soit plus forte que A2.

3. L’agrégation minimale domine toutes les autres agrégations.

En effet,

1. Soit A(x, y) = x2+y2

2

A(A(x, y), A(u, v)) = A(x
2+y2

2
, u

2+v2

2
)

=

(
x2+y2

2

)2
+
(
u2+v2

2

)2
2

= x4+2x2y2+y4+u4+2u2v2+v4

8
.et

A(A(x, u), A(y, v)) = A(x
2+u2

2
, y

2+v2

2
)

=

(
x2+u2

2

)2
+

(
y2+v2

2

)2
2

= x4+2x2u2+u4+y4+2y2v2+v4

8
.

Il est facile de voir que A(A(x, y), A(u, v)) ≤ A(A(x, u), A(y, v)) n’est pas verifié ni

A(A(x, u), A(y, v) ≤ A(A(x, y), A(u, v)). Par conséquent, A ne se domine pas.

2. Onmontre que TM(2,2) domine TP cela signifie que pour tout x, y, u, v ∈ [0, 1] l’inégalité

TM(2,2)(TP (x, y), TP (u, v)) ≥ TP (TM(2,2)(x, u), TM(2,2)(y, v)) est vérifiée. Cela équivaut à

(xy)2 ∧ (uv)2 ≥ (x2 ∧ u2) (y2 ∧ v2) .

Pour montrer cela, nous avons quatre cas possibles comme dans le tableau 2.1.
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Cas (x ≤ u) (y ≤ v) ⇔

a 1 1 (x ≤ u) ∧ (y ≤ v)

b 1 0 (x ≤ u) ∧ (v < y)

c 0 1 (u < x) ∧ (y ≤ v)

d 0 0 (u < x) ∧ (v < y)

tableau 2.1

Cas (a) si x ≤ u et y ≤ v en suite x2 ≤ u2 et y2 ≤ v2 qui donne x2y2 ≤ u2v2,

par conséquent (xy)2 ∧ (uv)2 = (x2y2) ∧ (u2v2) = x2y2.

Evidemment que (x2 ∧ u2) (y2 ∧ v2) = x2y2.

Donc (xy)2 ∧ (uv)2 = (x2 ∧ u2) (y2 ∧ v2) .

Cas (b) si x ≤ u et v ≤ y en suite x2 ≤ u2 et v2 ≤ y2,

implique que (x2 ∧ u2) (y2 ∧ v2) = x2y2.

Et x2v2 ≤ u2v2 et v2x2 ≤ y2x2,

ce qui implique que x2v2 ≤ (u2v2) ∧ (y2x2) .

En conséquence, (xy)2 ∧ (uv)2 ≥ (x2 ∧ u2) (y2 ∧ v2) .

Cas (c) si u ≤ x et y ≤ v en suite u2 ≤ x2 et y2 ≤ v2,

implique que (x2 ∧ u2) (y2 ∧ v2) = x2y2.

Et u2y2 ≤ x2y2 et u2y2 ≤ v2u2,

donc u2y2 ≤ (x2y2) ∧ (v2u2) .

En conséquence (xy)2 ∧ (uv)2 ≥ (x2 ∧ u2) (y2 ∧ v2) .

Cas (d) si u ≤ x et v ≤ y en suite u2 ≤ x2 et v2 ≤ y2.

Par conséquent (x2 ∧ u2) (y2 ∧ v2) = u2v2.

Et u2v2 < x2y2 ⇔ (x2y2) ∧ (u2v2) = u2v2,

en suite (xy)2 ∧ (uv)2 = (x2 ∧ u2) (y2 ∧ v2) .

On peut voir que les assertions a, b, c et d donnent,

pour tout x, y, u, v ∈ [0, 1],

TM(2,2)(TP (x, y), TP (u, v)) ≥ TP (TM(2,2)(x, u), TM(2,2)(y, v)).

Par conséquent TM(2,2) domine TP .

Mais TM(2,2)(x, y) ≤ TP (x, y) pour tout x, y ∈ [0, 1].
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En effet, si x ≤ y ⇒ x2 ≤ y2,

alors TM(2,2)(x, y) = x2 ∧ y2 = x2 ≤ xy = TP (x, y).

Pour y < x, TM(2,2)(x, y) = x2 ∧ y2 = y2 < TP (x, y)

par conséquent TM(2,2) n’est pas plus fort que TP .

2.2 Agrégation d’une famille finie des relations binaires

flous

Proposition 2.2.1 .

[11] Soit (Xi)i∈I une famille des ensembles non vides, (Ri)i∈I une famille des relations

binaires flous sur (Xi)i∈I , A : [0, 1]n → [0, 1] une agrégation et RA une relation floue definie

sur (
n∏
i=1

Xi)
2 par:

RA ((x1,....., xn) , (y1, ....., yn)) = A (R1(x1,y1), ....., Rn(xn, yn)).

1. Ri est reflexive pour tout i ∈ I, alors RA est reflexive;

2. Ri est symtrique pour tout i ∈ I, alors RA est symtrique;

Si l’agrégation A est difini comme suite A(x1, ....., xn) = xα11 ∧ ..... ∧ xαnn pour tout

α1, ....., αn ∈ R∗+, alors

3. Ri est antisymtrique pour tout i ∈ I, alors RA est antsymtrique;

4. Ri est transitive pour tout i ∈ I, alors RA est transitive.

Démonstration.

(1) On montre que l’agrégation des relations reflexives est une relation reflexive :

On suppose que Ri est reflexive pour tout i ∈ I.

Soit (x1,....., xn) ∈ (
n∏
i=1

Xi).

RA((x1,....., xn) (x1,....., xn)) = A (R1(x1,x1), ....., Rn(xn, xn)) = A(1, ....., 1) = 1.

donc RA est reflexive.
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(2) On montre que l’agrégation des relations symtriques est une relation symtrique:

Soient (x1,....., xn) , (y1, ....., yn) ∈ (
n∏
i=1

Xi),

On suppose que Ri est symtrique pour tout i ∈ I.
RA ((x1,....., xn) , (y1, ....., yn))

= A((R1(x1,y1), ....., Rn(xn, yn))

= A(R1(y1, x1), ....., Rn(yn,xn))

= RA((y1, ....., yn) , (x1,....., xn)).

Donc RA est symtrique.

(3) Onmontre que l’agrégation des relations antisymtriques est une relation antisymtrique

Soient (Ri)i∈I une famille fini des relations antisymtrique (respctivmemt transitive), si

la

agrégation A defini par :

A(x1, ....., xn) = xα11 ∧ ..... ∧ xαnn pour tout α1, ....., αn ∈ R∗+, donc RA est une relation

antsymtrique(respctivmemt transitive).

On suppose que Ri est antisymtrique pour tout i ∈ I.
i.e : pour tout xi, yi ∈ Xi Ri(xi, yi) ∧Ri(yi, xi) > 0 implique xi = yi.

Soient (x1,....., xn) , (y1, ....., yn) ∈ (
n∏
i=1

Xi),

RA ((x1,....., xn) , (y1, ....., yn)) ∧RA((y1, ....., yn) , (x1,....., xn))

= A (R1(x1,y1), ....., Rn(xn, yn)) ∧ A(R1(y1, x1), ....., Rn(yn,xn))

= A (R1(x1,y1) ∧R1(y1, x1), ....., Rn(xn, yn) ∧Rn(yn,xn)) > 0,

ça signifie que Ri(xi, yi) ∧Ri(yi, xi) > 0

pour tout i ∈ I, donc yi = xi pour tout i ∈ I et donc (x1,....., xn) = (y1, ....., yn) .

Donc RA est antisymtrique.

(4) On montre que l’agrégation des relations transitives est une relation transitive.

On suppose que Ri est transitive pour tout i ∈ I, i.e, pour tout xi, yi, zi ∈ Xi ,

an a Ri(xi,yi) ∧Ri(yi, zi) 6 Ri(xi, zi).

Soient (x1,....., xn) , (y1, ....., yn) , (z1, ....., zn) ∈ (
n∏
i=1

Xi),

RA ((x1,....., xn) , (y1, ....., yn)) ∧RA((y1, ....., yn) , (z1,....., zn))

= A (R1(x1,y1), .......Rn(xn, yn)) ∧ A(R1(y1, z1), ....., Rn(yn,zn))
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= A (R1(x1,y1) ∧R1(y1, z1), ....., Rn(xn, yn) ∧Rn(yn,zn)) 6 A (R1(x1,z1), ....., Rn(xn, zn))

= RA((x1,....., xn) , (z1,....., zn)).Donc RA est transitive.

Corollaire 2.2.1 .

Soient (Xi, Ri)i∈I une famille finie de treillis et A : [0, 1]n → [0, 1] une agrégation définie

par A(x1, ....., xn) = xα11 ∧, .....,∧xαnn pour tout α1, ....., αn ∈ R∗+ alors, RA est un ordre sur

(
n∏
i=1

Xi).

Corollaire 2.2.2 .

[11] Soit (Xi)i∈I une famille des ensembles non vides, (Ri)i∈I une famille des relations

binaires telle que pour tout i ∈ I, Ri est une relation d’quvalence sur Xi. A(x1, ....., xn) =

xα11 ∧, .....,∧xαnn une agrégation alors la relation RA defini sur

(
n∏
i=1

Xi

)
par:

RA ((x1,....., xn) , (y1, ....., yn))

= A (R1(x1,y1), ....., Rn(xn, yn) est une relations binaires d’quvalence:

Démonstration. .

La demonstretion de cette corollaire deceule drectement de le Proposition 2.2.1 et la

Corollaire précedente.

Proposition 2.2.2 .

[11] Soit T une t-norme est ( Li)i∈I une famille de T-préorordre sur un domaine X et

soit A une agrégation sans zéro diviseur autre que zéro qui domine T . Alors la relation $A

définie par:

$A (x, y) = A (L1 (x, y) , ....., Ln (x, y)) .

.

Est un T-EA-ordre telle que

EA (x, y) = A (T (L1 (x, y) , L1 (y, x)), ....., T (Ln (x, y) , Ln (y, x))).

Démonstration.

Premièremnt, montrons que EA est une relation T-équivalence, pour tout x ∈ X,

23



EA (x, x) = 1, donc EA est réflexive.

Clairement, EA (x, y) = EA (y, x) pour tout x, y ∈ X. Alors EA est symétrique.
Pour prouver la T-transitivité, soit x, y, z ∈ X.
T (EA (x, y) , EA (y, x))

= T (A (T (L1 (x, y) , L1 (y, x)), ....., T (Ln (x, y) , Ln (y, x))),

A (T (L1 (y, z) , L1 (z, y)), ....., T (Ln (y, z) , Ln (z, y))))

≤ A(T (T (L1 (x, y) , L1 (y, x)), T (L1 (y, z) , L1 (z, y))), .....,

T (T (Ln (x, y) , Ln (y, x)), T (Ln (y, z) , Ln (z, y))))

≤ A(T (T (L1 (x, y) , L1 (y, z)), T (L1 (y, x) , L1 (z, y))), .....,

T (T (Ln (x, y) , Ln (y, z)), T (Ln (y, x) , Ln (z, y))))

= A(T (T (L1 (x, y) , L1 (y, z)), T (L1 (z, y) , L1 (y, x))), .....,

T (T (Ln (x, y) , Ln (y, z)), T (Ln (z, y) , Ln (y, x))))

≤ A (T (L1 (x, z) , L1 (z, x)), ....., T (Ln (x, z) , Ln (z, x))).

= EA (x, z) . Selon la définition EA.

Donc EA est T- transitive. Par conséquence EA est une relation T-équivalence.

Deuxièment. Pour prouver que $A est T-EA-ordre, soit x, y ∈ X,
EA (x, y) = A (T (L1 (x, y) , L1 (y, x)), ....., T (Ln (x, y) , Ln (y, x))).

≤ A(L1 (x, y) , ....., Ln (x, y)),en utilisant T (x, y) ≤ x

= $A (x, y) , par la définition de $A.

Par conséquence, $A est EA-réflexive.

Soient x, y ∈ X.
T ($A (x, y) ,$A (y, x))

= T (A (L1 (x, y) , ....., Ln (x, y)) , A (L1 (y, x) , ....., Ln (y, x)))

≤ A (T (L1 (x, y) , L1 (y, x)) , ....., T (Ln (x, y) , Ln (y, x)))

= EA (x, y) .

Donc $A est T-EA-antisymétrique.

Enfin, on prouve que $A est T-transitive. Soit x, y, z ∈ X,
T ($A (x, y) ,$A (y, z))

= T (A (L1 (x, y) , ....., Ln (x, y)) , A (L1 (y, z) , ....., Ln (y, z)))

≤ A (T (L1 (x, y) , L1 (y, z)) , ....., A (Ln (x, y) , Ln (y, z)))
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≤ A (L1 (x, z) , ....., Ln (x, z))

= $A (x, z) .

Ce qui compléte la preuve de $A est un T-EA-ordre.

2.3 Agrégation des traces des relations binaires floues

[4, 8, 12, 15, 18] Dans ce qui suit, nous définirons l’agrégation des relations binaires.

Définition 2.3.1 .

Soient A : [0, 1]n → [0, 1] une agrégation idempotente et {T1, ....., Tn} une famille de
t-normes. Définir l’agrégation TA de la famille {T1, ....., Tn} par:

TA(x, y) = A(T1(x, y), T2(x, y), ....., Tn(x, y)).

Remarque 2.3.1 .

Pour une famille {T1, ....., Tn} de t-normes distributive et généralement associative alors
l’agrégation TA est une t-norme continue à gauche.

Définition 2.3.2 .

Soit TA une t-norme continue à gauche donné dans Définition 2.5.1, et l’implication

résiduelle Γ associée à TA, et R une relation binaire floue sur un domaine X. La trace

gauche (resp,droite) de R notée Rg
A respectivement R

d
A est définie comme suit pour tout

x, y, z ∈ X:

Rg
A(x, y) = inf

z∈X
Γ(R(z, x), R(z, y)).

Rd
A(x, y) = inf

z∈X
Γ(R(x, z), R(y, z)).

Maintenant, nous caractérisons l’agrégation d’une famille finie de relation de trace gauch

et droite d’une relation floue R en terme d’un implication floue d’agrégation.
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Définition 2.3.3 .

Soit A une agrégation sur [0, 1], R une relation binaire floue sur un domaineX, {Γi/i ∈ I}
une famille d’implication résiduelles et Rg

Γ, R
d
Γ la trace gauche (resp.droite) correspondante

à R. On défini les relations LgA, L
d
A comme suit:

LgA(x, y) = A(Rg
Γ1

(x, y), ....., Rg
Γn

(x, y))

= A(infz∈X Γ1(R(z1, x), R(z1, y)), ....., infzn∈X Γn(R(zn, x), R(zn, y))).

LdA(x, y) = A(Rd
Γ1

(x, y), ....., Rd
Γn

(x, y))

= A(infz1∈X Γ1(R(y, z1), R(x, z1)), ....., infzn∈X Γn(R(y, zn), R(x, zn))).

La proposition suivante établit la relation entre R, LgA, L
d
A pour une relation donnée R

et une agrégation A.

Proposition 2.3.1 .

Soient R est une relation floue sur un domaine X, {Γi/i ∈ I} une famille d’implication
floue et A est une agregation sur [0, 1].les trois énoncés suivants sont équivalents.

1 R est reflexive;

2. LgA ⊂ R;

3. LdA ⊂ R.

Démonstration. .

(1) implique (2), on suppose que R est reflexive, pour tout i ∈ I, Rg
i ⊂ R. Alors, pour

tout x, y ∈ X, A(Rg
1(x, y), ....., Rg

n(x, y)) ≤ A(R(x, y), ....., R(x, y)) = R(x, y). donc LgA ⊂ R.

(1) implique (3) est obtenu de le meme manière.

(2) implique (1) pour tout x, y ∈ X, on a LgA(x, y) ≤ R(x, y), on suppose que x = y. Alors

R(x, x) ≥ LgA(x, x) = A(Rg
A(x, x), ....., Rg

A(x, x)) = A(1, ....., 1) = 1. Donc, R est reflexive.

(3) implique (1) est obtenu de le meme manière.

Proposition 2.3.2 .

Soient R est une relation floue sur un domaine X, {Ti/i ∈ I} une famille de t-norme
continue à gauche,{Γi/i ∈ I} une famille d’implication résiduelles floues correspondante et
A une agregation idepotent sur [0, 1], telle que:
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1. Si pour tout i ∈ I, R est T-transitive, alors R ⊂ LgA.

2. Si pour tout i ∈ I, R est T-transitive, alors R ⊂ LdA.

Démonstration. .

(1) Pour la première asseretion, on suppose que R est Ti-transitive alors pour tout i ∈ I,
on obtient R ⊂ Rg

i . Alors R(x, y) ≤ Rg
i (x, y), donc

R(x, y) = A(R(x, y), ....., R(x, y))

≤ A(Rg
1(x, y), ....., Rg

n(x, y)) = LgA(x, y) pour tout x, y ∈ X.
(2) La deuxième asseretion peut etre prouvée de la meme manière.

27



Chapitre 3

Agrégation d’une famille finie des

treillis flous et filters flous

3.1 Agrégation d’une famille finie des treillis flous

Proposition 3.1.1 .

[11] Soient (Xi, Ri)i∈I une famille fini de treillis complets flous, A une fonction d’agrigation

défini par A (x1, ....., xn) = xα11 ∧ ..... ∧ xαnn et Bi un sous-ensemble de Xi. Si ui est le plus

grand élément, borne supérieur (respectivement li le plus petit élément, borne inférieure) de

Bi. pour tout i ∈ I, alors (u1, ....., un) est le plus grand élément, borne supérieur (respective-

ment (l1, ....., ln)le plus petit élément, borne inférieure) de
n∏
i=1

Bi. On outre,

(
n∏
i=1

Xi, RA

)
est un trellis complets flou.

Démonstration.

Solon le corollaire2.2.1, le couple

(
n∏
i=1

Xi, RA

)
est un ensemble ordone. Supposons

que li est le plus petit élément borne inférieure de Bi pour tout i ∈ I. Montrons que

(l1, ....., ln) est le plus petit élément (borne inférieure )de
n∏
i=1

Bi en effet,

pour tout (x1, ....., xn) ∈
n∏
i=1

Bi, puisque R (li, xi) > 0 pour tout i ∈ I, donc

RA ((l1,....., ln) , (x1,....., xn)) = A (R1 (l1, x1) , ....., Rn (ln, xn)) > 0. Par conséquent, (l1,....., ln)

est une borne inférieure de
n∏
i=1

Bi. Supposons qu’il existe une autre borne inférieure
(
l′1,....., l

′
n

)
∈
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n∏
i=1

Bi plus greand que (l1, ....., ln). On a donc RA

(
(l1,....., ln) ,

(
l′1,....., l

′
n

))
> 0, ce qui im-

plique que A(R1 (l1, l
′
1) , ....., Rn(ln, l

′
n)) > 0, ce ci equivalent à Ri(li, l

′
i) > 0 pour tout i ∈ I

. Mais ce si contredit le fait que li est le plus petit élément, (borne inférieure) de Bi.

Donc (l1,....., ln) est la plus borne inférieure de
n∏
i=1

Bi. De mème manière, nous prouvons que

(u1,....., un) est le plus petit élément (borne supérieure) de
n∏
i=1

Bi. Soit B un sous-ensemble

arbitraire de
n∏
i=1

Xi. Alors il existe une famille de sous-ensembles (Bi)i∈I dans (Xi)i∈I tel

que B =

n∏
i=1

Bi. Puisque (Xi, Ri) est un treillis complet pour tout i ∈ I, alors pour tout

sous-ensemble Bi dans Xi , il existe une borne inférieure li et une borne supérieure ui dans

Bi. Donc le sous-ensembles B a une borne inférieure (l1,....., ln) et une borne supérieure

(u1,....., un) . Par conséquent, (
n∏
i=1

Xi, RA) est un treillis flou complet.

3.2 Agrégation d’une famille finie des filters flous

Définition 3.2.1 .

[24] Soit (X,R) un treillis flous, F = {Fi : X → [0, 1], i ∈ I} une famille de sous-
ensembles flous de X, et A : [0, 1]n → [0, 1] une agrégation sur [0, 1]. Le (A,F ) défini

sur X par FA : X → [0, 1], est obtenu comme la composition donnée par:

FA (x) = A(F1 (x) , ....., Fn (x)).

Si F = {Fi : X → [0, 1], i ∈ I} une famille filter floue, FA n′est par necessairent un

filtre.

Exemple 3.2.1 .

Soit (X,R) un treillis flous avec X = {0, a, b, c, d, 1} et R est une relation flou donné le

tableau suivant:
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R 0 a b c d 1

0 1.0 0.3 1.4 0.6 0.7 0.8

a 0.0 1.0 0.0 0.5 0.0 0.7

b 0.0 0.0 1.0 0.0 0.9 0.9

c 0.0 0.0 0.0 1.0 0.0 0.3

d 0.0 0.0 0.0 0.0 1.0 0.4

1 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 1.0

tableau 3.1

Définir trois filtres flous F1, F2 et F3 comme dans le tableau suivant:

x F1 (x) F2 (x) F3 (x)

0 0.0 0.0 0.0

a 0.2 0.0 0.0

b 0.0 0.0 0.3

c 0.4 0.7 0.0

d 0.0 0.0 0.6

1 0.5 0.9 0.8

tableau 3.2

Et A (x, y, z) = x+y+z
3
. Alors FA est donné par le tableau suivant:

x FA (x)

0 0.0

a 0.2
3

b 0.1

c 1.1
3

d 0.2

1 2.2
3

tableau 3.3
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Il est facile de vérifier que FA n’est pas un filtre flou. En effet, FA (a) = 0.2
3
> 0 et

FA (b) = 0.1 > 0 mais FA (a ∧ b) = FA (0) = 0 (la seconde condition n’est pas satisfaite).

Inversement, on peut définir FA comme un filtre flou sur X comme dans le tableau suivant:

x FA (x)

0 0.0

a 0.4
3

b 0.0

c 0.2

d 0.0

1 2.7
3

tableau 3.4

Choisissez sons F1, F2 et F3 par exemple comme dans le tableau suivantes:

x F1 (x) F2 (x) F3 (x)

0 0.0 0.0 0.0

a 0.2 0.1 0.1

b 0.0 0.0 0.0

c 0.4 0.2 0.0

d 0.0 0.0 0.0

1 0.5 0.0 0.2

tableau 3.5

Clairement, F2 et F3 ne sont pas des filtres flous .

Maintenant, nous donnos une condition suffi sante sous laquelle une agrégation d’une

famille de filtres flous est un filtre flou.

Proposition 3.2.1 .

[11] Soit (X,R) un treillis flous, A : [0, 1]n → [0, 1] une agrégation telle que A n’a par de

diviseur nul autre que 0 et soit F = {Fi : X → [0, 1], i ∈ I} une famille de sous-ensemble
flou de X. Si F une famille de filtres flous de (X,R).
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Alors FA (x) = A(F1 (x) , ....., Fn (x)) est un filtre flous de (X,R) .

Démonstration. .

(a) Supposons que F = {Fi : X → [0, 1], i ∈ I} est une famille de filtre flou de (X,R)

et A une agrégation sur [0, 1] n’a par de diviseur nul autre que 0, i.e.,

A (x1,....., xn) = 0⇔ x1 = 0 ou.....ou xn = 0.

Soient x, y ∈ X tel que FA (x) > 0 et R (x, y) > 0 cesi équivalant à

A(F1 (x) , ....., Fn (x)) > 0 et R (x, y) > 0, ce qui implique que

Fi (x) > 0 et R (x, y) > 0 pour tout x, y ∈ X. Par conséquent
Fi (y) > 0 pour tout i ∈ I, ce qui implique que
A(F1 (y) , ....., Fn (y)) > 0. Donc, FA (y) > 0.

(b) Soient x, y ∈ X tel que FA (x) > 0 et

FA (y) > 0, ça signifie que A(F1 (x) , ....., Fn (x)) > 0

et A(F1 (y) , ....., Fn (y)) > 0, par conséquent

Fi (x) > 0 et Fi (y) > 0 pour tout i ∈ I,
ce qui résulte que Fi (x ∧ y) > 0 pour tout i ∈ I
ce qui implique que A(F1 (x ∧ y) , ....., Fn (x ∧ y)) > 0.

Donc FA (x ∧ y) > 0. Par conséquent FA est un filtre flou de (X,R) .

Remarque 3.2.1 .

L’inverse de la proposition 3.2.1 n’est pas vrai. En effet, prenons R comme dansTableau

3.6.

R 0 a b c d 1

0 1.0 0.3 0.4 0.6 0.7 0.8

a 0.0 1.0 0.4 0.3 0.5 0.7

b 0.0 0.0 1.0 0.0 0.4 0.9

c 0.0 0.0 0.0 1.0 0.2 0.3

d 0.0 0.0 0.0 0.0 1.0 0.8

1 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 1.0
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tableau 3.6

Et A (x, y, z) = x ∧ y ∧ z, prenons FA comme dans le tableau 3.7.

x FA (x)

0 0.0

a 0.0

b 0.0

c 0.0

d 0.3

1 0.5

tableau 3.7

Et choisissons F1, F2, et F3, par exemple comme dans tableau 3.8.

x F1 (x) F2 (x) F3 (x)

0 0.0 0.0 0.0

a 0.0 0.0 0.0

b 0.2 0.0 0.3

c 0.2 0.3 0.0

d 0.3 0.4 0.3

1 0.5 0.6 0.7

tableau 3.8

Il est facile de voir que FA est un filtre, mais F1, F2 et F3 ne sont pas tous des filtres

(F1 n’est pas un filtre) .

Remarque 3.2.2 .

Soit R une relation floue définie sur l’ensemble X = {0, a, b, c, d, e, 1} par le tableau 3.9.
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R 0 b c d 1

0 1.0 0.4 0.6 0.7 0.8

b 0.0 1.0 0.0 0.4 0.7

c 0.0 0.0 1.0 0.2 0.7

d 0.0 0.0 0.0 1.0 0.8

1 0.0 0.0 0.0 0.0 1.0

tableau 3.9

Aussi, soit F1 et F2 deux filtres et FA leur agrégation comme dans le tableau 3.10.

x F1 (x) F2 (x) FA (x)

0 0.0 0.0 0.0

b 0.3 0.0 0.0

c 0.0 0.2 0.0

d 0.6 0.4 0.4

1 0.8 0.7 0.7

tableau 3.10

Mettre FA (x) = inf (F1 (x) , F2 (x)) .

Proposition 3.2.2 .

[9] Soit (Xi, Ri)i∈I une famille de treillis flous, (Fi)i∈I une famille de filter flou telle que

Fi : Xi → [0, 1] et A : [0, 1]n → [0, 1] est une agrégation défini par :

A (x1, ....., xn) = xα11 ∧, .....,∧xαnn , et α1.....αn ∈ R∗+.

Soit RA et FA deux ensembles flous défini sur (

n∏
i=1

Xi)
2 et

n∏
i=1

Xi par:

RA((x1,....., xn) (y1,....., yn)) = A (R1(x1,y1), ....., Rn(xn, yn)) et

FA (x) = A(F1 (x) , ....., Fn (x)).

respectivement. Si Fi est un filter flou sur (Xi, Ri) pour tout i ∈ I, alors FA est un filter

flou sur (
n∏
i=1

Xi,RA).
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Démonstration. .

(a) Soient (x1, ...., xn) , (y1, ....., yn) ∈ (

n∏
i=1

Xi), telle que FA (x1, ....., xn) > 0 et

RA((x1, ....., xn) , (y1,....., yn)) > 0.

Cela équivalant à A(F1 (x1) , ....., Fn (xn)) > 0 et

A (R1(x1,y1), ....., Rn(xn, yn)) > 0

c’est-à-dire, Fi (xi) > 0 et Ri(xi, yi) > 0

pour tout i ∈ I, donc Fi (yi) > 0 pour tout

i ∈ I.
Par conséquent A(F1 (y1) , ....., Fn (yn)) > 0,

i.e., FA(y1, ....., yn) > 0.

(b) Soient (x1, ....., xn) , (y1, ....., yn) ∈ (
n∏
i=1

Xi) telle que FA (x1,....., xn) > 0 et

FA (y1, ....., yn) > 0.

C’est équivalent à A(F1 (x1) , ....., Fn (xn)) > 0 et A(F1 (y1) , ....., Fn (yn)) > 0.

Par conséquent Fi (xi) > 0 et Fi (yi) > 0 pour tout i ∈ I, cela implique que
Fi (xi ∧ yi) > 0 pour tout i ∈ I,
et cela implique que A(F1 (x1 ∧ y1) , ....., Fn (xn ∧ yn)) > 0,

ça signifie FA(x1 ∧ y1, ....., xn ∧ yn) > 0.

Par conséquent, FA((x1, ....., xn) , ....., (yn, ....., yn)), ce qui compléte la preuve de cette

proposition.
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Conclusion

Dans ce mémoire, on a fait étudier l’agregation des famille finie et discuter à cet égard

des classes particuliéres, relation floue, filtre flou et treillis flou, et donner le lien entre les

famille et leures image par l’agregation. Enfin, nous donnons des exemples d’agregation de

quelques familles.
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