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INTRODUCTION

L'analyse fonctionnelle est une discipline dans la science mathématiques destinée au
I’étude sur les espaces fonctionnels, structures (espaces normés, Hilbert, Banach,...etc), et pro-
priétés de la thé des opérateurs (opérateur borné, compact, fermé,...etc)

Lobjectif de ce mémoire est de faire une étude sur les espaces produits et quotients et
leurs propriétés topologiques (normé, Banach, compact, ...etc), ce mémoire est divisé en deux
chapitre.

Dans le premier, on aborde les définitions classiques sur les espaces normés et de Banach.

Dans le deuxieme chapitre, nous essayons d’applique les propriétés qui déja vue sur les
espaces produits et quotients de sorte que on présente la difficulté de cette étude particuliere-

ment sur les espaces quotients.



CHAPITRE 1

ESPACES NORMES , ESPACES BANACH

Dans ce chapitre on donne quelques définitions et théoremes d’analyse fonctionnelle .

1.1 Rappels

1.1.1 Espaces métriques

On dispose sur R de la distance usuelle

d:RxR— R,

(X, ) —dx,y) = |x—y]|

Définition 1.1.1.
On rappelle qu'un espace métrique est un couple (X, d) ou X est un ensemble et d une distance

sur X, c’est-a-dire une application

d: XxX—R,

telle que :
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a)Vxe X,Vye X,dx,y)=0x=y
b) Vxe X,Vye X, d(x,y)=d(y,x) (symétrie)

c) Vxe X,Vye X,Vze X, d(x,z)<d(x,y) +d(y,z) (inégalité triangulaire).

Lensemble X muni d'une distance d est appelé un espace métrique, ses éléments sont habi-
tuellement appelés des points.

Exemple 1: Distance usuelle sur R ou C :d(x,y) = |x—y|.

Exemple 2 : Etant donné un espace métrique (X, d) : distance produit sur X x X,

définie par: 6((x, y), (x',y")) = max(d(x, x'), d(y, ).

Exemple 3 : La distance induite sur un sous-ensemble.

Exemple 4 : La distance triviale (ou discrete) : Vx # y,d(x,y) = 1.

Proposition 1.1.1.

(seconde inégalitaire triangulaire)
Vxe X,Yye X,Vze X,|d(x,y)-d(y,2)| <d(x,2).

Définition 1.1.2.
Dans un espace métrique (X, d), on appelle boule ouverte (resp. boule fermée) de centre a € X

et de rayon r > 0, le sous-ensemble :
B(a,r)={xe X,d(a,x)<r}
(resp.Br(a,r)={x€X, d(a,x) <r}).

Définition 1.1.3.
Un sous-ensemble A d'un espace métrique (X, d) est borné si et seulement s’il est contenu dans

une boule :

daeX ,3r>0 / A c Bf(a,r)

Une application a valeur dans un espace métrique est bornée si et seulement si son image est

bornée.
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1.1.2 Produit d’espaces métriques

Soit (X, di)1<k<n une famille finie d’espaces métriques.

Proposition 1.1.2.
Sur le produit Y = X; x Xy x---x X,;, 'application 6 qui a (x, y) associe 6 (x, y) = max1<i<ndi(x;, yi),

définit une distance, qu’on appelle distance produit.

Remarque 1.1.1.

Les projections p; sur les facteurs X;.

pour:f: Z— Y =X; x Xy x---x X,;, on appelle composantes de fles applications f; = p;o f.

Proposition 1.1.3. Lorsque Z est un espace métrique, et Y est muni de la métrique produit : f

est continue si et seulement si ses composantes le sont.

Remarque 1.1.2.

énoncé analogue pour la convergence des suites dans le produit Y .

Proposition 1.1.4.

Un produit fini d’espaces métriques complets est complet.

1.1.3 Distances équivalentes

Définition 1.1.4.
Deux distances d et 6 sur le méme ensemble X sont équivalentes si et seulement s’il existe

k1, ko > 0 tels que :
Vx,)e X x X, k1d(x,y) <6(x,y) < kod(x,y).

Cette définition exprime que I'application Idx est lipschitzienne de (X, d) vers (X,0), et de

(X, 6) vers (X, d). Léquivalence des distances est une relation d’équivalence.




CHAPITRE 1. ESPACES NORMES , ESPACES BANACH

Définition 1.1.5.

Deux distances d et § sur le méme ensemble X sont uniformément équivalentes si et seulement
I'application identique Idx est uniformément continue de (X, d) vers (X, ), et de (X,0) vers
(X, d). Deux distances d et § sur le méme ensemble X sont topologiquement équivalentes si et

seulement si I'application Idx est continue de (X, d) vers (X, ), et de (X, ) vers (X, d).

Proposition 1.1.5.

Deux distances équivalentes sont topologiquement équivalentes.

1.2 Espaces Normes

Définition 1.2.1. Normés
Soit E un espace vectoriel sur le corps K =R ou C, on appelle une norme sur I’espace E toute

fonction notée ||.|| définie sur E a valeurs dans R, telle que :

a)x|=0 & x=0.
b) IAx]| = |Al lx]| ,¥ x€ E,V A € K.

Ollx+yl = lxl+lyl,¥Yx,y€E.

Définition 1.2.2. Espaces Normés
Soit E un espace vectoriel sur le corps K = R ou C ,on dit que E est un espace vectoriel normé

§'il est muni d'une norme ||.||

Exemple 1.2.1.
normes Nj, No, N,
Les applications définies par :Vx = (x1, X2, -+, X,) € E"

AN, (1) = llxlh = X7, 1]

b)N2 (%) = l[xll2 = V/Ix1 12 + -+ +|xn[?

€) Noo (X) = [ Xlloo = 1I;lizglcq(lxil)

sont des normes dans E".

Les applications définies par:V f € C%Ia, b], E),

AN () = Iflh = [P 1f(Ide
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bIN2(f) = I fll2 =/ SR 1f(D12de

C)Noo(f) = ”f”oo = sup (lf(t)l)
ast<b
sont des normes sur C°([a, b}, E).
Les normes N, dans les deux cas sont dites attachées au produit scalaire correspondant dans le

cas d’espaces vectoriels réels.

1.2.1 Normes équivalentes

Soit E un espace vectoriel muni de deux normés (E,||.||;) et (E,|l.]l2), on dit que les deux

normes sont équivalentes, si on peut trouver deux constantes positives a et f telles que
all.lly < Iz = Bl.Ih, Vx € E.

Autrement dit, les deux normes sont dites équivalentes si et seulement si, I’ application iden-

tique de E dans E soit un isomorphisme entre les espaces normés (E,||.||1) et (E,|.ll2).

Théoréme 1.2.1.

Dans un espace vectoriel normé (E, ||.||) de dimension finie, toutes les normes sont équivalentes.

Théoréme 1.2.2. Equivalence des normes dans K"
Toutes les normes de 1’espace vectoriel K" sont équivalentes. Elles définissent dons toutes la

méme topologie, qui est la topologie produit sur K” des topologies usuelles sur K .

Définition 1.2.3. (Semi-normé)

Soit E un espace vectoriel sur K. Une semi-normé sur E est une application p de E dans R, qui
vérifie, pour tout(x, y) € E? et pour toutl € K,

1. p(Ax) =Ap(x) .

2. px+y)<p)+pQ).

Si p est une semi-normé sur E, on dit que le couple (E, p) est un espace vectoriel semi-normé,

ou simplement un espace semi-normé.

Exemple 1.2.2.
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1. Lapplication p définie pour tout (x, y) € K2 par p(x,y) = |x?> — y?| est une semi-normé
sur K2,
2. Soit € 'espace des fonctions en escalier sur un intervalle [a, b] de R La fonction p définie sur
€ par:
pP) = ff |p(2)|dt  estune semi-normé sur €.

On a pour les semi-normés une proposition analogue a la précédente pour les écarts, de

démonstration immeédiate.

Proposition 1.2.1.

Tout espace vectoriel normé (E, |.||) est un espace métrisable.

Preuve.

Pour tout x, y € E; on définit la fonction p par

plx,y)=Ilx=yl

On remarque que cette fonction est bien une métrique sur E car, on a
px,y) =lx-yl=0

ou encore

D’ou I'égalité

Il est évident de voir que la distance (x; y) est symétrique

plx,y)=Ilx=yl
=ly—xl
=p(y,x)
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Pour I'inégalité triangulaire, on écrit

plx,y)=lx-yll
=lx=2)+(z-yll
<lx-2l1+ 1=l

=px,2)+p(z,y)

1.2.2 Sous-espaces, produits et quotients

n
Soient (Ej, |I.11)1=i<n des espaces normés et E = [] E; I'espace vectoriel produit des E; .
i=1

On vérifie facilement que I'application .||, de E dans R définie pour tout x = {x;}1<j<, par
[ Xlloo = max [l x;|l;.
l<i=n

est une norme sur E. La topologie associée a |||, est la topologie produit sur E. On dit
que ||.lloo estla norme produit des normés |.||;. Dans la suite, on supposera toujours un espace

produit muni de la norme produit.

Proposition 1.2.2.
Soit (E, Ng) un espace normé, on a
1. L application @ de E x E dans E, définie par ®(x, y) = x + y, est 2-lipschitzienne.

2. L’application ¥ de K x E dans E, définie par W (A, x) = Ax, est continue.

Corollaire 1.2.1.
Soit (E, Ng) un espace vectoriel normé. Ladhérence d'un sous-espace vectoriel de E est un sous-

espace vectoriel de E.

Proposition 1.2.3.

Soit (E,P) un espace vectoriel semi-normé. Le noyau de la semi-normé p est la partie

K ={x € E; p(x) = 0}, c’est un sous-espace vectoriel de E. L'application p induit sur I'espace
vectoriel quotient E/K une application N bien définie par N(x) = p(x), et N est une norme sur

E/K. Ladistance sur E/K associée a la norme N est la distance quotient de I'écart associe a p.

8
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1.3 Applications linéaires continues

Ce paragraphe est essentiel, les propriétés de la continuité des applications linéaires s’uti-
lisent en particulier constamment en analyse fonctionnelle. Soient E et F deux K-espaces vec-
toriels. Une application f : E — F est linéaire si, pour tout A € K et tout (x,y) € E> , on a
fAx+y)=Af(x)+ f(p).

Les applications linéaires sont aussi appelées morphismes d’espaces vectoriels. Un automor-
phisme est une application linéaire bijective de E dans E
Un endomorphisme est une application linéaire de E dans E.

Un isomorphisme est une application linéaire bijective de E dans E.

1.3.1 Espaces d’applications linéaires continues

Soient (E, Ng) et (F, Nr) deux K-espaces normés. On adopte les notations suivantes :
L(E,F)={f : E— F, f linéaire} et L(E,F)={f : E— F, f linéaire continue}.
Lorsque E = E on note simplement L(E) = L(E,E) et Z(E) = £(E,E) . Donnons tout d’abord

diverses conditions équivalentes de continuité pour une application linéaire.

Proposition 1.3.1.

Soient (E, Ng) et (F, Nr) deux espaces vectoriels normés et f une application linéaire de E dans
E Les cinq propriétés suivantes sont équivalentes :

1. fest continue.

2. fest continue au point 0.

3. fest bornée sur la boule unité fermée de E.

4.1l existe unréel a > 0 tel que || f(x)| r < allx||g, pour tout x € E.

5. fest lipschitzienne.

Proposition 1.3.2.

Soient (E, NEg) et (F, Nr) deux espaces vectoriels normés. Uapplication ||| ¢, r) de £ (E, F) dans
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R, , définie par

I flleEr = sup If()lF.
Ixllg<1

est une norme sur £ (E, F) appelée norme associtée a ||.||g eta ||.| r.

Remarque 1.3.1.

On vérifie facilement les égalités suivantes valables pour tout f € £ (E, F)

I f(lF IflF
lfleEr= sup If(X)lp= sup ———= sup ———
lxllp=1 Ixlg<t Nxlg 20  lxllE

x#0 lxllg=1

De plus, en pratique, on utilisera tres souvent la caractérisation suivante : si f € Z(E, F) , alors

I flleEr = Ongf+{Vx EENfX)F < alxlg}

Proposition 1.3.3.
Soient (E, Ng) et (F,Nr) , (G, Ng) trois espaces vectoriels normés, f € Z(E,F) et g € Z(F,G).

Alors,

gofeZ(E,G) et lgofllewao <IgleEalflerr

1.4 Suites de Cauchy

Soit x, une suite d’éléments d'un espace normé (E, ||.|) ; on dit que la suite x, est de Cau-

chy si, on a la relation suivante
Ye>0,3N,,Vp,q > N.ona; ||xp—xq|| <e€
Lemme 1.4.1.

Soit x, une suite de Cauchy dans un espace normé (E, |.||) contient une sous suite x,j

convergente vers x alors la suite x, est aussi convergente vers le méme élément x

10
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Preuve.

Soit x, une suite de Cauchy alors il vient

Ve>0,3dN,,Vp,q > Neona;lx,—xqll <€

en particulier pour ny > N;on a
Vpr ng 2 Ne y ”xp _xnk” <€
avec la convergence de la suite x,j vers x
ng 2 Ne, [ng —xll <e
D’otui la convergence de la suite x,, vers I'élément x

Vp,ng 2 Ne, ”xp_xnk” = ||xp_x+xnk_xnk”

< [lxp = Xpil + lxp — xll < €.

1.5 Espaces complets

Un espace vectoriel normé (E, ||.||) est dit complet, si toute suite de Cauchy x,, d’éléments
de E est une suite convergente dans E :
Autrement dit,
Ve>0, ANeN, V p,g 2N, ona |lx,—x4l <e.
Implique I'existence d'un élément x € E , tel que
lim = X.
n—+oo n *

Exemple 1.5.1.

1. Tout espace métrique discret est complet. En effet, dans un espace métrique discret.
d(u,v) =1siu# v. Donc toute suite de Cauchy est stationnaire et donc convergente.

2. Les espaces vectoriels normés complets .Donc appelés espaces de Banach.

11
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1.6 Espaces de Banach

On appelle espace de Banach (E, |.||) tout espace vectoriel normé et complet pour la dis-

tance déduite de sa norme.

Exemple 1.6.1.

1. tout espace normé de dimension finie est un espace de Banach.

2. Si E est un espace de Banach et 1 < p < +o0, alors £?(E), muni la norme I.ll, est un espace
de Banach.

3.Soit X un ensemble et E est un espace de Banach. L'espace vectoriel B(X, E), muni de lanorme
I.ll1, est un espace de Banach.

Si de plus X est un espace topologique, alors Cy(X, E) muni de la norme induite par ||.[l; (que
I'on notera encore ||.|;) est aussi un espace de Banach.

4. Soit 1 < p < +o00; I'espace vectoriel des fonctions f : R"” — K continues telles que

Jrn 1 f(0)1Pdx < +oo peut étre muni de la norme
1
171, = ([ 1o P

est un espace normé alors est Banach noté £” (R",KK).

1.7 Espaces produits

Soient (E, |.llg) et (F |.lr) deux espaces vectoriels normés sur le méme corps K =RouC,

alors I'espace produit E x F défini par
G=ExF={(x,y); telsque xe E et ycF}
est un espace vectoriel normé sur K par 'une des normes produits suivantes

D I, =lxlg+llylr VXEE,yeF

2) G Py =UxIE+1yIP)P YxeE,ye F;1< p < +oo.

12
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3) 1x, Yo =max{llxllg+lylr} VXEE,y€eF

1.8 Opérateurs continus

Soient E et F deux espaces normés, un opérateur A défini sur un sous ensemble G c E
dans F est dit continu au point xp de G si on a, la propriété suivante

Pour toute suite x,, de G converge vers Xy ; la suite A(x,) converge vers A(xp); c’est a dire
lim A(x,) = A( lim x;) = A(xp)
n—+oo n—+oo
Remarque 1.8.1.
Lopérateur A est dit continu sur G, s’il est continu en chaque point de 'ensemble G.

Théoréme 1.8.1.
Soient E et F deux espaces normés, un opérateur linéaire A défini sur un sous ensemble G c E

dans E est dit continu partout sur G s’il est continu en un point x de G.

1.9 Opérateurs bornés

Un opérateur linéaire A défini sur E dans F est dit borné s'il existe une constante positive
C >0, telle que

IAX)IF=Clxlg,VxeE ().

Proposition 1.9.1.
La plus petite des constantes C vérifiant la relation (1) est appelée norme de A notée || A| et

donnée par

I Ax) | F I AX) | 7
IAll= sup [[AX)|p= sup ——— = T
lxlg=1 Ixlg<1t  I1XlE w0 lxllg
X#0 [lxllg=1

Proposition 1.9.2.

Lanorme ||All = sup||A(x)|lr sur la boule unité est toujours finie pour tout opérateur continu.

Théoréme 1.9.1.

Un opérateur linéaire A est continu, si et seulement si, il est borné.

13
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Espaces isomorphes

Soient (E, ||.|lg) et (F |l.llr) deux espaces vectoriels normés, on dit que E et F sont iso-
morphes, s’il existe un opérateur homéomorphe A défini sur E dans E c’est a dire
1) A est bijectif sur E dans E

2) Aet A~! sont des opérateurs continus.

Espaces isométriques

Soient (E, ||.|lg) et (F |l.llr) deux espaces vectoriels normés, on dit que E et F sont isomé-

triques, s’il existe une isométrie A appliquant E dans E c’est a dire,
IAX)F=llxllg pour tout x € E

Remarque 1.9.1.

La notion d’isométrie est plus forte que celle de I'isomorphie.

Lemme 1.9.1.

Tout espace Banach (E, ||.||) est fermé.

Théoréeme 1.9.2.
Soient E et F deux espaces normés. Lensemble £ (E, F) de tous les opérateurs A linéaires conti-

nus sur E dans F muni de la norme || A|| est un espace normé.

Théoréeme 1.9.3.

Soit E un espace normé et F un espace de Banach, alors £ (E, F) est un espace de Banach.

1.10 Propriétés Générales

Nous généralisons ces résultat a tout espace normé de dimension finie. On rappelle que

la généralisation Ii un espace normé quelconque n’est pas vraie.

Proposition 1.10.1.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur K. Toutes les normés sur E sont équivalentes.

14
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Preuve.

On sait que E est (algébriquement) isomorphe a K" : il existe donc un isomorphisme ® de K"
sur E. Si N; et N, sont deux normes sur E, on vérifie que les composées N; o ® et N, o ® sont

deux normes sur IK" , elles sont donc équivalentes, et il existe a > 0 et b > 0 tels que

aNjo®(x) < Npo®(x) < bN; o D(x)

pour tout x € K. On en déduit I'’équivalence de N; et N; par surjectivité de ®.

Corollaire 1.10.1.
Si (Eq, II.111)-.., (En, II.11») sont des espaces vectoriels normés de dimension finie, et si (F ||.||r) est
un espace normé quelconque, alors toute application multilinéaire de E; x --- x E;, dans F est

continue.

Proposition 1.10.2.
Soit (E, N) un espace normé. Tout sous-espace A de dimension finie de E est complet, donc en

particulier fermé.

Preuve.
En effet, si n est la dimension de A, il existe un isomorphisme linéaire ® de R” sur A. Comme ®

est continu, ® est uniformément continu et, comme R” est complet, ®(R") = A est complet.

Proposition 1.10.3.
Soit E un espace de Banach de dimension infinie. Alors, E ne possédé pas de base algébrique

dénombrable.

Preuve.

Raisonnons par I'absurde et supposons qu'il existe une base dénombrable 9 = {e;,/n € N} de E.
Pour n € N, notons F,.le sous-espace de E engendre par {ey, ..., e,} Comme F,, est de dimension
finie, on a vu que F,, est fermé et on sait que F,, est d'intérieur vide. Comme 28 est une base al-
gébrique de E, E = U,en Fr- Mais E est complet, c’est donc un espace de Baire, donc E est aussi

d’intérieur vide dans E, c’est une contradiction.
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Inégalité de Holder

1

=1 ion - = i P
=T (avec la convention ——- =0).si f € L” et

Soit p, g, r des nombres de [1, +oo] vérifiant % +

g € L91e produit fg appartienta L” ,eton a

I fglr=lfleell 8liza (1.1)

Inégalité de Young

Soient a, b € R, etp,q€]1;+oo[t.q%+%:l.Alors:

aP? b1
abs —+— (1.2)
p q
Inégalité de Minkowski
Soit pe[1,+o0] et f et gdans LP ona
||f+g”p5”f“p+”g”p (1.3)

Théoréme 1.10.1 (Ascoli-Arzela).

Soit A un sous ensemble de C(J,E), A est relativement compact dans C(J,E) si et seulement si

les conditions suivantes sont vérifiées :

i) Lensemble A est borné, i.e, il existe une constante K > 0, telle que :

| (x) |< K pourtout x€ J, ettoutpe A

ii) Lensemble A est équi-continue, i.e, pour tout € > 0, il existe 6 > 0, telle que :

| X1 — X2 |< 0 = | p(x1) — p(x2) ||[< € pour tout x;,x2 € Jettout p € A

I'ensemble {f(x), f € A} c E est relativement compact.

Théoréeme 1.10.2.

Tout espace normé E de dimension finie est un espace de Banach.
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Théoreme 1.10.3. (Somme vectorielle de sous-espaces fermés)

M, N sous-espaces d’'un espace de Banach E,
M sous-espace fermé, N de dimension finie = M + N fermé
SiMOAN={0},et M+ N =EalorsaiM & N.

Théoréme 1.10.4. (Complétude des espaces de Lebesgue)

I'espaces LP sont des espaces de Banach.

Théoreme 1.10.5. (Complétude de la somme directe de deux espaces de Banach)

E, F espaces de Banach alors E@ F espace de Banach

Théoréme 1.10.6.
Si E est un espace normé de dimension finie et F sous espace normé. toute application linéaire

de E dans F et continue.

Théoréme 1.10.7. (Norme d’'une application)

Soient E, F deux espaces normés et T une application linéaire continue de E dans E
T continue< 3h>0,Vxe E, | Tx| < h| x|,
I T\ =inf{hverifiant 'inegalité}.

Théoréme 1.10.8.

Soit E un espace normé et F un espace de Banach,alors £ (E, F)est un espace Banach.

Théoréme 1.10.9. (Complétude automatique d’un dual)

VE espace normé, E* est un espace de Banach.

Théoreme 1.10.10. (Sous-espaces compléments et projections)

E espace de Banach, M et N sous-espaces fermés de E;
E=Me N o 3p=p?ec ZL(E) tel que p(M) = M et ker(P) = N.

Théoreme 1.10.11. (Plongement isométrique dans le bidual)

E est plongé dans son bidual E** selon 'identification isométrique

JHE - E" " x— x"*" LYy € E* (", x" ™) =(x, y").
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Théoréme 1.10.12. (Dual de LP)

1< p<+oo, 5+ = =1, (LP)* = L9, par I'identification isométrique

1
q
(x, [Y=)_ faxn avec f=(f) € L".

Théoréeme 1.10.13. (Théoréme de Baire)
Tout espace métrique (E, d) complet est « non maigre » ou (E, d) complet, Q,, n € N, ouverts
denses dans E= (NQ,, n € N)est dense dans E ou (E,d) espace métrique complet non vide, E =

UE, , E, fermé = Jny tel que l'intérieur de E,, est non vide.

Théoréme 1.10.14. (Théoreme de la borne uniforme de Banach-Steinhaus)

E espace de Banach, F espace normé,(T,)qc;7 < Z(E, F), ] ensemble d’indices. Alors :
(Vxe E,supi{l|Tax|l;ax € J} < +oo] = [supill Ty ll;a € J} < +o00].

Théoréeme 1.10.15. (Théoréme de Banach-Steinhaus - Mostefa NADIR)
soit {A,(x)} une suite d’opérateur défini sur un espace de Banach E dans un espace normé Esi
la suit A,(x) est bornée en chaque point x de E, alors les normé de ces opérateur || A, ||sont

aussi bornée. Autrement dit, on a
VxeE, sup| Ap(x) |[<+oco=sup | A, lI< +oo.

Théoreme 1.10.16. (Application ouverte)
E, F espaces normés, T linéaire £ — F T est ouverte < Limage de tout ouvert de E est un ouvert

deE

Théoreme 1.10.17. (Théoréeme de I'application ouverte)

E, F espaces de Banach et T € Z(E,F).T surjective = T est une application ouverte.

Théoreme 1.10.18. (Théoreme de I'application ouverte 2 - Mostefa NADIR)
Soit A un opérateur linéaire continu et surjectif. défini sur un espace de Banach E a valeurs dans

un espace de Banach E alors il existe une constant positive a > 0 telle que

Br(0,a) = A(Bg(0,1).
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Théoreme 1.10.19. (Théoréme d’isomorphisme de Banach)

E, F espaces de Banach, T € Z(E, F). T bijective = T € Z(E,F) .

Théoréme 1.10.20. (Théoréeme du graphe fermé 1)

E, F espaces de Banach, T application linéaire de E dans E G(T) fermé dans Ex F < T € £ (E, F).

Théoréme 1.10.21. (Théoréeme du graphe fermé 2 - Mostefa NADIR)

soit A un opérateur linéaire, défini sur un espace de Banach E a valeurs dans un espace de

Banach E si le graphe G(A)est fermé dans E x F, alors A est continu.
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CHAPITRE 2

ESPACES PRODUITS , ESPACES QUOTIENTS

2.1 Espaces produits

Probleme de la topologie initiale : soient E un ensemble, (F;, ;) une famille d’espaces
topologiques et (f;) ;e une famille d’applications, avec, pour touti € I, f; de Edans F; . On s’in-
téresse aux topologies 7 sur E telles que chaque f; soit continue de (E, 7) dans (F;, 7;) , on notera
o/ Lensemble de ces topologies. Il est clair que la topologie discrete sur E est dans «f et c’est la
topologie la plus fine ayant cette propriété. On voit aussi que, si 7 est dans &« , toute topologie T
sur E plus fine que 7 est aussi dans 7 .1l est donc naturel de s’intéresser a la topologie la moins
fine appartenant a «/ . On a vu que l'intersection d'une famille quelconque de topologies sur E
est une topologie sur E. Lintersection des éléments de «/ est donc pavoisement la topologie la
moins fine cherchée. Cette topologie est dite topologie initiale sur E pour les données (F;, Ti) jes
et (fiier -

Soient E;;c; une famille d’ensembles non vides et E = [[;c; E; son produit. Il existe alors
naturellement une famille (27;) ;c; de surjections canoniques de E sur les E; les projections ca-
noniques. La projection canonique &; de E =[] jc; E; dans E; est'application qui a x € E asso-

cie x; € E;, OU x; est la i-ieme composante de x, Ceci conduit, lorsque les E; sont des espaces

20



CHAPITRE 2. ESPACES PRODUITS , ESPACES QUOTIENTS

topologiques. a la définition suivante.

Définition 2.1.1. (Topologie produit)

Soient (E;, 7;) une famille d’espaces topologiques, E = [];c; E; leur ensemble produit et, pour
tout i € I, &?; la projection canonique de E sur (E;. La topologie produit sur E est la topologie
initiale sur E pour les données (E;, T;)c1 et (Z%;);c1. C'est donc la topologie la moins fine de E
pour laquelle toutes les projections (£?;) sont continues. On notera @Q;<; 7; la topologie produit
des topologies 7;.

Dans toute la suite de ce paragraphe, on conserve les notations de la définition, La topologie

produit est facile a décrire elle possédé une base particulierement simple.

Définition 2.1.2. (Rectangle élémentaire)

On appelle rectangle élémentaire de E toute partie Z de E de la forme
-1
2= ) P 0;
j=1
ou les parties ©; sont des ouverts de Ej}, et ou J est une partie finie de L.

Remarque 2.1.1.
Une maniéré équivalente de définir un rectangle élémentaire est la suivante un rectangle élé-
mentaire est une partie Z de E de la forme

% =1]0;

iel

avec 0; = E; sauf pour un nombre fini d'indices i € I. Cette derniere description est plus ma-
niable en pratique et justifie d’ailleurs la dénomination rectangle, la description de la définition
précédente est utile dans les démonstrations théoriques.
La proposition suivante explique en particulier pourquoi, dans la définition des rectangles, on

se limite a des parties J finies.

Proposition 2.1.1.
L ensemble # des rectangles élémentaires de E est une base de topologie sur E. La topologie
engendrée par Z est la topologie produit, Un ouvert pour La topologie produit est donc une

réunion de rectangles élémentaires.
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Exemple 2.1.1.
Soit R" un rectangle élémentaire est de La forme ]'[:7:1 Uke K,]al’?; bf[ , ou, pour tout i € [1,n] et
tout k € K. a{.c €R, bf.c eRet af.c < b{.c . Un ouvert pour cette topologie est une réunion quelconque

de ces rectangles élémentaires.

Proposition 2.1.2.
Soit fune application d'un espace topologique (F, T3) dans un espace topologique produit (& ;e E, Qe Ti)-

Alors, f est continue si et seulement si, pour touti € I,

f=piof

af est continue.

Attention

Il n’existe pas de résultat analogue pour les applications définies sur un espace produit la
fonction de R? dans R. définie par

Xy

(xTyz) si (x,y) #(0,0) et g(0,0)=0

glx,y) =

n’est pas continue en (0,0) ,mais ses applications partielles x — g(x,0) et y — g(0, y) sont nulles.

donc en particulier continues en 0.

On s’'intéresse maintenant aux liens qui existent entre topologie produit et séparation.

Proposition 2.1.3.
Soient I un ensemble quelconque et (E;);c; une famille d’espaces topologiques sépares. Alors,
I'espace
E=]]E;
iel
muni de la topologie produit est sépare.

Proposition 2.1.4.

Soit (E, ) un espace topologique. Alors, (E, T) est sépare si et seulement si la diagonale

A={(x.x)| x€ E}
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est un fermé de 'espace produit E x E.

Remarque 2.1.2.

Si n > 3, il y a plusieurs manieres de munir un produit de n espaces topologiques d'une struc-
ture topologique. Par exemple, si on donne trois espaces Ej x E» x - -+ E,, il est possible de munir
d’abord E) x E, de la structure produit, puis (E; x E») x E5 de la structure produit. ou directement
E; x E» x E3--- On admet que tous ces procédés sont équivalents, dans Ie sens ou ils donnent la

mémé topologie.
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2.2 Espaces quotients
commencons par rappeler la définition algébrique d'un quotient d’espaces vectoriels.

Définition 2.2.1.

Soit V un F-espace vectoriel et W un sous-espace de V. alors le quotient de groupes abé-
liens V/W,dont I'ensemble sous-jacent est {v+ W|v € V}, est un K-espace vectoriel, appelé

espace quotient ,muni de la loi interne :

+:VIWXVIW—-VIW

W+W, UV +W)— (0+W)+@ +W):=w+v)+W

et de la loi externe .

KxVIW-SVIW

A v+W)— A (v+W):=(Av)+ W.

le K— homomorphisme.

aw:V—->VIW

v— v+ W

est appelé application quotient ou projection canonique.

Nous rappelons que si W est un sous groupe d'un groupe V,on peut définir une relation
d’équivalence ~ w en posant v ~ w u si et seulement si u — v € W . les classes d’équivalence
sont les v+W tels que v € V et 'on note V/W I'ensemble de ces classes d’équivalence.C’est un
groupesi W< V.

Considérons maintenant un espace normé (X, |.| x) et M < X un sous-espace Nous cher-

chons a savoir si la norme. |[|.||x induit une norme sur le quotient X/ M. Une facon naturelle
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de définir une distance entre deux classes (a gauche )consiste a utiliser la distance entre sous-

ensembles d'un espace métrique :

dx+M,y+ M) =inf{lv-wly vex+ M| we y+M}.

Remarquons que

dx+M,y+ M) =dx,y+ M) =inf{llv-wlx wey+M}

(ou le deuxiéme d représente la distance d’'un point a un sous-ensemble d'un espace mé-

trique),étant donné que :

fv—w lvex+ M,wey+M}={(x+my)—(y+my) |my,mp e M}
={x—(y+my—myp) |my, my € M}
={x-(y+m)  meM}={x-w |lwey+ M}

VxeX.

En outre,sil’on veut que I'application d ci-dessus définisse une métrique ,il est nécessaire

que le sous-espace M soit fermé car si x € M/M, on obtient que

dx+M,0+ M) =d(x,0+ M) =d(x,M) =0

Or x € M/M implique que x ¢ M et donc x + M # 0+ M. Ainsi M doit étre fermé si d
veut avoir une chance de satisfaire les axiomes de métrique. Maintenant ,si nous voulons que d
soit la métrique engendrée par une norme, cette derniére norme doit nécessairement mesurer
la distance entre une classe et le point zéro de X/M. Nous pouvons donc poser la définition

suivante :

Définition 2.2.2.
Soit M < X un sous-espace fermé d’un espace normé (X, ||.||) x.La norme quotient de I'’espace

X/M est'application
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Il x/n s XTM —F

X+M~—|x+Mlxpm=d(x+M,0+M).

Remarque 2.2.1.

Pour tout x € X nous avons :

dx+M,0+M)=d(x,0+ M) =d(x,M) et d(x+ M,0+ M) =d(0,x+ M)
Ainsi,
Ix + Mllx/m = inf{llx — ml x, me M}
=inf{|lx+ ml|x, me M}
Vérifions que |.|| x;p est bien une norme au sens de la définition 1.2.1 .

Théoréme 2.2.1.

Soit M < Xun sous-espace fermé d'un espace normé (X, ||.||) x. Alors la norme quotient

Il x/p €st une norme.

Preuve.

soitx,ye X,etAelF
(1) Le sous-espace M étant fermé, ona que 0 = ||x + M|l x/p = d(x+ M,0+ M) = d(x, M) si
et seulement si X € M et seulementsix+ M =0+ M

(2) Supposons A # 0, alors

A+ M) x 0= 1(Ax) + M|l x/0 = d(Ax, M)
=d(Ax,AM) puisque M est stable par loi externe

=[Ald(x, M) = Al llx+ Ml x/m
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et

0(x+M)llx/pr=10+Mlx/pr=0=10]llx+ Ml x/p
Ainsi,

||/1(X+M)||X/M:|A|||X+M||X/M, VAelF etVxeX.

(3) Par définition de la norme quotient et en appliquant I'inégalité triangulaire a ||.||x obtient

les inégalités suivantes :

[Ge+ M)+ + M|y, =[x+ 1)+ M|
< ||x+y+m1 + m2||X Vmy,myeM
<lx+milx + llx+malx
Ainsi en prenant I'infimum sur les m;, m, € M de ces deux dernieres normes, on obtient

que

G+ M)+ (y+ M) || ) pp < N1+ Mllxng + 1+ Mllx -

De ce fait || || x/ps satisfait 'inégalité triangulaire et il s’agit donc bien d'une norme.

Proposition 2.2.1.
Soit M € X un sous-espace fermé d'un espace normé (X, | . | x). Alors,
9]

lx+Mlx/m<lxllx pourtoutxeX,

(2) pour tout x € X et pour toute > 0,, il existe x € X telque X+ M =x+Met | X||x < |x+M| x/p+

€.

Preuve.

(1) Nous avons

lx+Mllx/p=d(x,M)=inf{llx—mllx; meM}=<|x—-0lx=Ixlx
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(2) soit x € X et € > 0 Par définition de I'infimum, il existe m € M tel que || x — m| x < inf{[lx —
vixve Mi+e=d(x,M)+€e=|x+ Ml x,;m+€. Posons X:=x—m, Alors | X||x < [|x+ Ml x/pm+€

De plus,me M entraineque m+M =0+ MetXx+M=(x-m+M=(x-0+M=x+M

Nous pouvons maintenant montrer que les quotients par des sous-espaces fermés des

espaces de Banach ont le bon gotit d’étre complets eux aussi.

Théoréeme 2.2.2.
soit M < X un sous-espace fermé d'un espace de Banach (X, ||.| x) Alors, (X/M, |. x/a) est aussi

un espace de Banach.

Preuve.

Soit{ Xy + M}une suite de Cauchy dans X /M. 1l suffit de prouver que {Xy + M} admet une sous-
suite convergente, ce qui implique que la suite elle-méme converge vers la méme limite. Es-
sayons donc d’extraire une sous-suite convergente. Remarquons d’abord que si x,y € X sont
telsque || (x—y)+ M || x;m< 6 >0, alors le point (2) de la proposition 2.2.1 il existe y € X tel que
x—yP+M=(x-y)+Met|(x—y)lx <06.Par définition d'une suite de Cauchy, il existe n; € N
tel que quelque soit n > ny, [(x,1 — xn) + Mllx/m < 272. De méme, il existe n, € N, n, = n; tel
que quelque soit n = ny, || (X, — xn) + Ml x/m < 272 Ft ainsi de suite, il existe pour tout m >0 un
Nm €N, By>p,, , tel que quelque soit 1 2> 1y, | (xy,, — Xn) + Ml x/pm <27

Autrement dit, la sous-suite {x,} de {x, + M} définie ci-dessus est telle que |[|(x,, — X, +1) +
Ml x/m < 2~k pour tout k > 0.

Ainsi par laremarque susmentionnée, il existe X, € X tel que (x,, —X,,) + M = (x,, —Xn,) + M et
(X, —Xn,) I x < 271 Alors comme Xn,+M = x,,+M on peut poser,sans perte de généralité, X, :=
Xn,-
De méme, il existe Xp,, € X tel que (xp, — Xpn;) + M = (X, — Xp;) + M et ||(xXp, — Xny) + Ml x <272
Alors comme X, + M = x,, + M on peut poser, sans perte de généralité, X,,, := x,,. Ainsi par une

induction sur k, on obtient que [ x,, — X, Ix < 27k 11 en découle que {x,,} est une suite de
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Cauchy dans X. En effet, soit € > 0, alors pour p > 1 - logse et pourtoutm>p >qona:

< % = X [ x 0+ | Xnger = Xn, ¥

1 1 1 1 1 _
om-1 + om=2 ot z_q < 2q-1 < 2(1-log,€) =€

Ainsi par complétude de X, la suite x;, converge vers un certain x < X lorsque k — +oo Par

conséquent,
| Ceng + M) = (x+ M) | 5y = [|Gonge = 20 + M| 5y < [| %, = %[ x — 0, lorsque 7 — +oo

Donc la sous-suite {x,, + M} converge vers x + M et de ce fait la suite totale {x,, + M} converge

vers la méme limite.

Proposition 2.2.2.
Soit M < X un sous-espace fermé d'un espace normé (X, |.|x) , si X et M sont complets, alors

I'espace X/ M est aussi complet.

Preuve.

Tout d’abord, supposons que X est complet, alors X/M est complet par le théoreme pré-
cédent et M est en particulier complet en tant que sous-espace fermé de X. Il reste a voir que si
M et X/ Msont complets, cela implique que X est aussi complet. Soit {x,} une suite de Cauchy
dans X. Alors par le point (1) de la proposition 2.2.1
{Xn—Xm+ M}x/m < {Xn, — X} x pour tout m, n € N. Ainsi x, + M est une suite de Cauchy dans
X/M, qui est complet, et de ce fait converge vers un certain y + M € X/M. Le point (2) de
la proposition 2.2.1 entraine alors que pour tout n € N, il existe y, € X tel que y, + M =
(x5, —y) + M(autrement dit x, — y — ¥, € M) et {y,} <{(xny) + M}x;p+27" — 0lorsque n — +oo.
Ainsi y, converge vers 0.

Soit € > 0. Les suites x, et y, étant convergentes, il existe n; € N tel que pour tout m,n >
nillx,—xmlx < g et il existe np € N tel que pour tout m,n = nilly, — ymlx < g . Ainsi, pour

tout m, n > max{m, n}

€ €
IXn=Y=Vn) = Em—y—Ym)lx < IIxn—meIx+I|yn—ym||x<§+§=€
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Donc x,, — y — y, est une suite de Cauchy dans M et par complétude de M, elle admet une limite
zeM.

Finalement,

Xn=Xpn—Y—Ynt Yn +Yy — Z+Y,
N———r N—— n

—+00

—z —0

n—+00 n—+oo
autrement dit X est complet.
Lemme 2.2.1.
SoitM < X un sous-espace fermé d'un espace normé (X, |.||x),et 7 : X — X/M ,I’application
quotient associée, Alors

n(Ux)=Ux/m

Preuve.

"c" Soit x € Uy,alors d’aprées la proposition 2.2.1, ||7(x)|x/p = lx+ Mlix/m < |xllx < 1,donc
nx)e X/IMetn(Uy) € Ux/Mm.

"2" Soit x+ M € Uy, p,alors par le point (2) de la proposition 2.2.1, il existe X € X tel que 7 (%) =
X+M=x+Met|X|x<I|lx+ M|x/nm+e pour toute > 0.

En d’autres termes, il existe X € Uy, tel que n(X) = X+ M = x + M Par conséquent,Ux,p; 2

(Uy).

Proposition 2.2.3.
Soit X et M comme dans le lemme ci-dessus. Alors, I'application quotient 7 : X — X/M est un

opérateur linéaire borné et ouvert. De plus, si M # X alors ||| =1

Preuve.

L'application est linéaire par définition des lois interne et externe sur X/ M.
D’apres le lemme précédent 'image par 7 de Ux est un sous-ensemble borné de X/M, ce qui
implique, par linéarité, que m est borné.
Pour voir que 7 est ouvert, il faut voir que 'image par 7 de tout sous-ensemble ouvert de X est

un sous-ensemble ouvert de X/ M.
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Soit U un ouvert de X et x € U, alors il existe r > 0 tel que U 2 x + r Ux.

Ainsi,n(U) 2 n(x+ rUx) = n(x) + rUx,p d’apres le lemme 2.2.1, Autrement dit 7 (U) est ouvert

dans X/Met 7 est une application ouverte.

Si M < X, alors X/ M est différent de I'’espace vectoriel trivial. Ainsi, 7 étant borné, || 7| = sup{llz(x)|| | x €

Sx} =1 parlemme 2.2.1.

Nous allons maintenant voir que sous certaines hypotheses supplémentaires, on peut ob-
tenir deux propriétés qui sont les analogues pour les espaces normés de la propriété universelle

du quotient et du premier théoreme d’isomorphe algébriques.

2.3 Propriété universelle de 'espace quotient.

Soit X et Y des espaces normés et T: X — Y un opérateur linéaire. Soit encore M < ker(T)
un sous-espace fermé de X et 7 : X — X/M 'application quotient. Alors, il existe un unique

opérateur linéaire S: X/ M — Y tel que T = Som. Autrement dit le diagramme suivant commute :

T

X Y

2
s
s

T

73S

s
s

XIM

De plus, im(S) = im(T); S est une application ouverte si et seulement si T est une appli-

cation ouverte; S est borné si et seulement si T est borné et si T est borné, alors ||S|| = || T||

Preuve.
- - L'existence et 'unicité d'une application linéaire S: X/M — Y telque T = Som et de
meéme image que T constitue la propriété universelle algébrique du quotient.
- Montrons que S est une application ouverte si et seulement si T est une application

ouverte.
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Supposons d’abord que S soit une application ouverte. 7 est aussi une application
ouverte par la proposition 2.2.3 Par conséquent, T = Som est aussi une application
ouverte en tant que composition de deux applications ouvertes.
Réciproquement, supposons que T soit une application ouverte et soit U un ouvert
de X/M. Alors, S(U) = S(n(n'(U))) = T(x' (U)) - n' (U) est un ouvert de X puisque 7
est continu et donc S(U) = T(x!(U)) est un ouvert de Y puisque T est ouverte. Par
conséquent S est une application ouverte.

- Montrons que S est borné si et seulement si T est borné. Par le lemme 2.2.1 7(Ux) =

Ux/p- Par conséquent :

sup {IS(x+ M)llx+ M € Ux;m} =sup{|Sm(x))|l|x € Uy}

=sup{||Tx|l|x e Ux}.

Ainsi S est borné si et seulement si T est borné et si T est borné, alors ||S|| = || Tl

Théoréme 2.3.1. D’ISOMORPHE
Soit X et Y des espaces de Banach et T: X — Y un opérateur linéaire borné. Supposons de plus

que im(T) soit un fermé de Y. Alors :
X/ker(T) = T(X)

Preuve.
Le noyau de T est fermé en tant que pré-image par une application continue du fermé {0y}
de Y. Nous pouvons donc considérer 'espace quotient X/ker(7) ainsi que 'unique opérateur

induit S: X/ker(T) — Y tel que T = Som, fourni par la propriété universelle du quotient. Il vient,

ker(S) ={x+ker(T)|xe XetSon(x) =0}
={x+ker(T)|x € ker(T)}

={0+ker(T)}

Lopérateur S est donc un opérateur linéaire borné et injectif de 'espace de Banach X/ker(T)

dans I'espace de Banach T'(X). Il s’agit donc d'un isomorphisme, D’ou1 I’assertion.

32



PR CHAPITRE 2. ESPACES PRODUITS , ESPACES QUOTIENTS

Finalement, en application de la propriété universelle du quotient, nous obtenons un test

de continuité des opérateurs linéaires de rang fini entre deux espaces normés.

Proposition 2.3.1.
Soit T: X — Y un opérateur linéaire de rang fini entre deux espaces normés. Alors, T est continu

si et seulement si ker(7T) est un fermé de X.

Preuve.

Il suffit de montrer que T est borné si et seulement si ker(7) est un fermé de X.

Si T est borné, alors son noyau est fermé en tant que pré-image par T du sous-ensemble fermé
{0y} deY.

Réciproquement, supposons que ker(7) est fermé. Alors nous pouvons prendre le quotient
X/ker(T) et considérons I'application S: X/ker(T) — Y fournie par la propriété universelle de
X/ker(T). Alors, S(x +ker(T)) =0 si et seulement si T(x) = 0 si et seulement si x € ker(7T). Ainsi
ker(S) = {ker(T)} = {Ox/xer(r)} €t S est de ce fait injectif. Par hypothése, im(T) est de dimension
finie, par conséquent, 'injectivité de 'opérateur linéaire S implique que X/ker(T) est aussi de
dimension finie. Donc,S est borné, ce qui implique, toujours d’apres la propriété universelle du

quotient, que T est borné aussi.
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TABLE DES NOTATIONS

Nous utiliserons les notations suivantes tout au long du travail :

B(X,Y) --- Espace des opérateurs linéaires et bornés de X vers Y
B(X) --- Algebre des opérateurs linéaires et bornés de I'espace X
By --- Laboule unité fermée de I'espace métrique X
C --- Les nombres complexes
Ker --- Noyau
dim --- Dimension
d(.,.) --- Application de distance
[ --- Corps étant soit C,soit R
hom(X,Y) --- Ensemble des applications linéaires de 'espace X dans I'’espace Y
Ig --- Application identité de 'ensemble E
[K --- Corps quelconque
K(X,Y) --- Ensemble des opérateurs linéaires compacts de X dans Y
N --- Les nombres naturels
N, {1,2,3,...,n}
R --- Les nombres réels

Tf --- Topologie sur '’ensemble E
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Ty --- Topologie engendrée par la norme |. ||
(X, .l x) --- Espace normé

Xp -+ Suite

Z --- Les nombres entiers

.| --- Module complexe / valeur absolue
(I.Ilx) --- Application norme sur I'’ensemble X
X/M --- Le quotient de 'espace X par le sous-espace M
@ --- La somme directe

> -+~ Symbole de sommation

® --- Le produit directe

x -+ Le produit cartésien

N --- L'intersection

U --- Lunion
# --- Lanon égalité
Y --- Symbole universel "pour tout"

3 --- Symbole universel "il existe"

c --- Linclusion
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CONCLUSION

Le sujet des espaces normés et Banach et quotients et ... a une importance capitale. Or, il

est impossible a quiconque ayant eu acces a I’analyse fonctionnelle de I'ignorer.

Afin d’enrichir les connaissances mathématiques, nous avons essayé dans ce mémoire
de connaitre certains des preuves, des textes et des caractéristiques des espaces, plus
précisément la relation entre la norme quotient et '’espace de Banach, en tenant compte
de la précision et la simplicité en conformité avec les connaissances de nos collégues

étudiants.

Enfin, nous espérons que nous avons réussi, bien que dans la simple mesure de I'accom-
plissement de cet humble travail, et nous sommes préts a fermer ce sujet, que peu importe
combien d’efforts dans la préparation de ce travail, certaines idées sont encore bloquées et

I'autre sombre.

Nous tenons a dire que nous sommes tres favorables a toute critique constructive concer-
nant ce travail car il reste qu'une goutte dans une vaste mer, et nous souhaitons aller plus
loin dans I'avenir. Nous demandons a tous ceux qui lisent ce mémoire de prier pour nous

et pour notre superviseur afin qu’Allah nous ouvert la porte de la réussite.

37



;—L,a.i‘\ : ;—‘.«\J—-\j Aot tj,ajﬂ sj_{-ﬂ\ o.:\b " L.L.u).)
F ot 1ol )l Ol G Rl e d W e oLl
M\;L@gua_a\ﬂa:-}uuﬂou\cdcraj\w

CLN L_«,w_) M‘ S-L,,M V_.L.-” L.:J LS)‘LV‘AML’)‘

In this memory , we studied the subject of products
and quotients of normes spaces. This study is im-
portant in mathematices domains and we show the

relatien ship betwin the norm quotien and Banach
spaces.

Dans ce mémoire, on a étudie le sujet sur les pro-
duits et les quotients des espaces normes. qui est a une
importance dans les études mathématiques, notam-
ment 1’étude les propriétés sur les espaces quotientes
,plus précisément la relation entre la norme quotient
et espace de Banach.
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