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 Introduction générale: 

Les problèmes environnementaux et économiques, engendrés par l’usage des produits pétroliers, 

et la pénurie de ces énergies fossiles ont conduit à rechercher d’autres sources d’énergie 

abondantes et respectueuses de l’environnement.  Nombre de ces sources sont intermittentes et 

nécessitent de prévoir des solutions de stockage. L’hydrogène apparait comme un bon candidat 

pour remplir cette fonction. Le dihydrogène, forme moléculaire de cet élément, gazeux dans les 

conditions normales de température et de pression, présente un pouvoir calorifique supérieur de 

120 MJ/kg, soit 2,5 fois celui de l’essence.                                              . 

La filière ’hydrogène’ s’appuie sur 3 piliers: la production, le stockage/distribution et 

l’utilisation. Le stockage d’hydrogène est traditionnellement réalisé par compression, sous des 

pressions allant de quelques bars à plusieurs centaines (700 bar), et par liquéfaction à 20 K. La 

faible densité volumique de ces deux types de stockage (42 et 70 kgH2/m
3), associée à de 

sérieux problèmes de sécurité et de conception mécanique des réservoirs, rend le stockage 

solide dans  les alliages  métalliques  particulièrement  pertinent  pour  certaines  applications. 

Le stockage d’hydrogène est donc susceptible d’occuper une place fondamentale dans le futur 

chaine de production et de transport d’énergie. Il y a trois méthodes de stockage de 

l’hydrogène: 

• Stockage de l’hydrogène gazeux. 

• Stockage sous forme liquide. 

• Stockage sous forme solide (les hydrures). 

Les hydrures métalliques permettent d’obtenir de l’hydrogène très pur en retenant les impuretés    

présentes dans l’hydrogène  et   susceptibles de dégrader la membrane des piles à combustible.  

De plus, ils offrent une solution sûre pour le stockage puisque, d’une part ils absorbent et libèrent 

l’hydrogène à des pressions modérées de l’ordre de 1 MPa, et d’autre part la réaction 

endothermique de libération d’hydrogène est auto-limitante: en cas de fuite d’hydrogène dans un 

réservoir d’hydrure métallique, la température du matériau en désorption va s’abaisser rapidement 

jusqu’à rejoindre les conditions d’équilibre réactionnel. A l’équilibre, la réaction s’arrête et 

l’hydrogène n’est plus libéré par le matériau [1]. 

La simulation numérique est devenue aujourd’hui un enjeu stratégique en termes de recherche 

scientifique, sans besoin expérimentale à priori des systèmes étudiés. Il devient possible 

aujourd’hui de caractériser avec une grande précision les propriétés électroniques et structurales 

des systèmes les plus complexes et ceci en appliquant des méthodes basées sur les lois 

fondamentales de la mécanique quantique, en particulier « ab-initio », employant le formalisme 

de la théorie de la fonctionnelle de la densité (DFT, Density Functional Theory) développée par 
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Hohenberg-Kohn [2] et Kohn-Sham [3]. Ces méthodes sont adaptées aux différents types de 

problèmes rencontrés et permettent d’explorer et de modéliser avec précisions plusieurs propriétés 

physico-chimiques de la matière [4]. 

Dans le présent travail, nous intéressons à l’étude des propriétés structurales, et électroniques des 

hydrures des métaux CsH, KH et RbH. Pour cela nous avons effectué nos calculs à l’aide du   code  

Wien2k  [5],   basée   sur   la   méthode  des  ondes  planes  augmentées  linéarisées 

(FP-LAPW) dans le cadre de la DFT. 

Pour faciliter la lecture de ce manuscrit nous l’avons présenté comme suit:                 :                                                                                 

Le premier chapitre est consacré à la théorie de la fonctionnelle de la densité (DFT), ainsi 

qu’aux équations de Kohn-Sham et les différentes approximations utilisées pour la 

détermination du potentiel d’échange et de corrélation à savoir celle de la densité locale 

(LDA) [6] et celle du gradient généralisé (GGA) [7].                                                  . 

Dans le deuxième chapitre nous présenterons le formalisme de la méthode des ondes planes 

augmentées linéarisées (FP-LAPW) utilisée dans cette étude, ainsi qu’une description de 

l’algorithme du code de calcul Wien2k.                                                          . 

Le troisième chapitre est consacré à la présentation des généralités sur l’hydrogène et les 

hydrures. 

Le quatrième chapitre résume nos résultats, leurs interprétations ainsi qu’une comparaison 

avec d’autres travaux expérimentaux et théoriques disponibles dans la littérature. Enfin, une 

conclusion générale récapitule les principaux résultats obtenus. 
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I-1-Introduction :   

       La physique de la matière condensée et la science des matériaux sont concernées 

fondamentalement par la compréhension et l'exploitation des propriétés des systèmes d'électron et 

des noyaux atomiques interagissant. Ceci est bien connu depuis le développement de la mécanique 

quantique.  Avec ceci vient la reconnaissance qu'au moins presque toutes les propriétés des 

matériaux peuvent être étudiées par  des  outils  de  calcul  convenable  pour résoudre ce problème 

particulier de la mécanique quantique [1].                            . 

      Malheureusement, les électrons et les noyaux qui composent les matériaux, constituent un 

système à plusieurs corps fortement interagissant et ceci rend la résolution de l’équation   de   

Schrödinger   extrêmement   difficile, et comme l’a déclaré Dirac (en 1929) le progrès dépend du 

développement des techniques approximatives suffisamment précises. Pour décrire un matériau, 

il faut savoir ses propriétés (électroniques, structurales, optiques...), et cela implique la 

connaissance des interactions entre les électrons et les ions qui le constituent.  Mais dans ce cas, 

la mécanique classique s’avère être insuffisante et il faut faire      appel à la mécanique quantique 

dont la base est la résolution de l’équation de Schrödinger [2]. 

Au cours de ce chapitre, nous allons discuter les différents niveaux d’approximation nécessaires à 

la résolution de l'équation de Schrödinger pour un système complexe.  

Ces approximations communes aux deux méthodes HF et DFT sont les suivantes. 

      L'approximation adiabatique (Born - Oppenheimer) consiste à la séparation des                   

mouvements nucléaires et électroniques. L'équivalence entre un système de particules en 

interaction et un  système  de  particules  indépendantes amène à faire l'approximation de 

Hartree - Fock qui se révèle à travers la décomposition de la fonction d’onde multiélectronique en 

un produit de fonctions  spin orbitales mono électroniques, alors qu'en DFT c'est  la densité 

électronique système qui est exprimée comme une somme des densités associées à chaque 

particule. 

I-2-L’équation de Schrödinger : 

Considérons un système constitué par N électrons et n noyaux atomiques. Toute l’information   est 

contenue dans la fonction d’onde, dont l’évolution est régie par l’équation de Schrödinger  

Indépendante du temps : 

 𝚮𝚿 = 𝚬𝚿 .................................................................................................................................(I-1)    

Tel que :  

𝚮 = 𝑻𝒆 + 𝑻𝒏 + 𝑽𝒆−𝒆 + 𝑽𝒏−𝒏 + 𝑽𝒏−𝒆 ......................................................................................(I-2) 

H : L’opérateur Hamiltonien du système.   
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𝚿: Fonction d’onde du cristal.                                

E: L’énergie totale du système.  

𝑻𝒆=−
ℏ𝟐

𝟐
∑

𝛁
𝒓𝒊
→ 
𝟐

𝒎𝒆
𝒊 ..........................................................................................................................(I-3) 

Avec :  

𝑻𝒆: L’énergie cinétique des électrons. 

Telle que 𝒎𝒆 est la masse de l'électron qui se trouve à distance𝒓𝒊. 

𝑻𝒏=−
ℏ𝟐

𝟐
∑

𝛁
𝑹𝒊
→ 
𝟐

𝑴𝒊
𝒊 .........................................................................................................................(I-4) 

𝑻𝒏 : L’énergie cinétique des noyaux. 

Où  𝑴𝒊 est la masse du noyau 𝒊 à distance𝑹𝒊. 

𝑽𝒆−𝒆 =
𝟏

𝟖𝝅𝝃𝟎
∑

𝒆𝟐

|𝒓⃗ 𝒊−𝒓⃗ 𝒋|
𝒊≠𝒋 ........................................................................................................(I-5) 

𝑽𝒆−𝒆 : L’énergie de répulsion entre les électrons. 

𝑽𝒏−𝒏 =
𝟏

𝟖𝝅𝝃𝟎
∑

𝒆𝟐𝒁𝒊𝒁𝒋

|𝑹⃗⃗ 𝒊−𝑹⃗⃗ 𝒋|
𝒊≠𝒋 .......................................................................................................(I-6) 

𝑽𝒏−𝒏 : L’énergie potentielle d’interaction entre les noyaux. 

𝑽𝒏−𝒆 = −
𝟏

𝟒𝝅𝝃𝟎
∑

𝒆𝟐𝒁𝒊

|𝒓⃗ 𝒊−𝑹⃗⃗ 𝒋|
𝒊,𝒋 .....................................................................................................(I-7) 

𝑽𝒏−𝒆 : L’énergie potentielle d’attraction entre les noyaux et les électrons.         

Donc Hamiltonien totale écrit : 

H=−
ℏ𝟐

𝟐
∑

𝛁
𝒓𝒊
→ 
𝟐

𝒎𝒆
𝒊 −

ℏ𝟐

𝟐
∑

𝛁
𝑹𝒊
→ 
𝟐

𝑴𝒊
𝒊  +

𝟏

𝟖𝝅𝝃𝟎
∑

𝒆𝟐

|𝒓⃗ 𝒊−𝒓⃗ 𝒋|
𝒊≠𝒋  + 

𝟏

𝟖𝝅𝝃𝟎
∑

𝒆𝟐𝒁𝒊𝒁𝒋

|𝑹⃗⃗ 𝒊−𝑹⃗⃗ 𝒋|
𝒊≠𝒋  −

𝟏

𝟒𝝅𝝃𝟎
∑

𝒆𝟐𝒁𝒊

|𝒓⃗ 𝒊−𝑹⃗⃗ 𝒋|
𝒊,𝒋 ...............(I-8) 

I-3-L’approximation de Born-Oppenheimer : 

Plusieurs approximations ont été introduites pour faciliter la résolution de l’équation 

de Schrödinger basées, en premier lieu, sur la diminution du nombre de particules du système        

étudié. La première d’elles est celle de l’approximation de Born-Oppenheimer [3], qui suppose 

que l’on peut découpler les mouvements des électrons de celui des noyaux, c’est pourquoi elle     

est qualifiée adiabatique, partant du simple constat que les électrons sont beaucoup moins 

lourds que les noyaux et que leur mouvement est beaucoup plus rapide, une première 

approximation prend en compte une évolution des électrons dans un potentiel créé par  

des atomes fixes deviendra nouvelle origine des énergies. La fonction d’onde nucléaire s’écrit: 
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𝚿(𝒓⃗ , 𝑹⃗⃗ )=𝚿𝒏(𝑹⃗⃗ )𝚿𝒆(𝒓⃗ , 𝑹⃗⃗ ).........................................................................................................(I-9)         

De ce fait, l’Hamiltonien se réduit à un  Hamiltonien électronique:                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                         

 L’énergie cinétique du gaz d’électron 𝑻𝒆.        

 L’énergie potentielle due à l’interaction entre les électrons 𝑽𝒆−𝒆.  

 Le potentiel des noyaux agissant sur les électrons comme potentiel externe 𝑽𝒆𝒙𝒕. 

Soit:                

𝑯𝒕𝒐𝒕 = 𝑻𝒆 + 𝑽𝒆−𝒆 + 𝑽𝒆𝒙𝒕........................................................................................................(I-10)   

L’équation de Schrödinger s’écrit : 

𝑯𝒆𝚿𝒆 = 𝑬𝒆𝚿𝒆..........................................................................................................................(I-11) 

[−
ℏ𝟐

𝟐
∑

𝜵
𝒓𝒊
→ 
𝟐

𝒎𝒆
𝒊 +

𝟏

𝟖𝝅𝝃𝟎
∑

𝒆𝟐

|𝒓⃗ 𝒊−𝒓⃗ 𝒋|
𝒊≠𝒋 −

𝟏

𝟒𝝅𝝃𝟎
∑

𝒆𝟐𝒁𝒊

|𝒓⃗ 𝒊−𝑹⃗⃗ 𝒋|
𝒊,𝒋 ]𝚿𝒆 = 𝑬𝒆𝚿𝒆..................................(I-12) 

L’équation obtenue (I-10) est plus simple que l’originale (I-12), mais elle reste toujours très 

difficile à résoudre à cause de la complexité des interactions électron-électron. 

C’est pourquoi elle est souvent couplée à l’approximation de Hartree [4].  

I-4-L’approximation de Hartree : 

En 1928, Hartree [5] propose une approximation basée sur la notion des électrons indépendants en 

tenant compte de cette approximation le système à N électrons en interaction devient un ensemble 

d’électrons indépendants sans corrélation et sans spin, chacun se déplaçant dans le champ moyen 

créé  par  les noyaux  et les  autres  électrons du système cette approximation permettant la fonction 

d’onde à N électrons est représentée comme le produit des fonctions d’ondes à un électron: 

𝚿(𝒓⃗ ) = ∏ 𝚿𝒊(𝒓⃗ 𝒊)
𝑵
𝒊=𝟏 ................................................................................................................(I-13)     

 

L’équation de Schrödinger à N électrons se ramène à N équations de Schrödinger à un électron : 

[−
ℏ𝟐

𝟐𝒎
𝛁𝟐 + 𝑽𝒆𝒙𝒕(𝒓⃗ ) + 𝑽𝑯(𝒓⃗ )]𝚿𝒊(𝒓⃗ ) = 𝜠𝚿𝒊(𝒓⃗ ).....................................................................(I-14) 

Avec: 

𝑽𝒆𝒙𝒕(𝒓⃗ 𝒊) = −∑
𝒆𝟐𝒁𝒊

|𝒓⃗ 𝒊−𝑹⃗⃗ 𝒋|
𝒊  .................................................................................................... (I-15)    

 Où 𝑽𝒆𝒙𝒕(𝒓⃗ 𝒊) représente l’interaction attractive entre l’électron de coordonnée 𝒓⃗ 𝒊 et les noyaux        

de coordonnée𝑹⃗⃗ . 

𝑽𝑯(𝒓⃗ 𝒊) − 𝒆∫𝒅𝒓⃗⃗ ′𝝆(𝒓′
⃗⃗  ⃗)

𝟏

|𝒓𝒊⃗⃗⃗⃗ −𝒓⃗⃗ ′|
..................................................................................(I-16) 

𝑽𝑯(𝒓⃗ 𝒊) est le potentiel d’Hartree issu de l’interaction coulombienne répulsive entre un 

électron de coordonnée 𝒓⃗ 𝒊 longe dans le champ moyen des autres électrons de coordonnées 𝒓⃗ 𝒋.  
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I-5-L’approximation de Hartree-Fock:  

L’approximation de Hartree-Fock [6] remplace le système à N électrons par N système à un seul 

électron qui se déplace dans un potentiel créé par les noyaux (supposées fixes) et les autres 

électrons. Elle est basée sur l’approximation orbitélaire qui consiste à écrire la fonction d’onde 𝚿 

à N électrons comme un produit de N fonctions d’onde 𝚿𝒊 dépendantes chacune des coordonnées 

d’un seul électron. Le spin qui peut être développée sur la base de deux fonctions caractérisées par 

le nombre quantique 𝐦𝒔 valant±1 2⁄ . Le produit d’une orbitale et d’une fonction de spin constitue 

une spin-orbitale. Cependant la fonction d’onde à N électrons décrite de cette manière ne satisfait 

pas le principe de Pauli qui stipule que la fonction d’onde d’un système poly-électronique doit être 

antisymétrique par rapport à une permutation de deux électrons. Le produit de N fonctions mono 

électronique est symétrique par rapport à une seule permutation. Cette contrainte est levée par la 

description de la fonction d’onde par un déterminant de Slater construit à partir de N spin orbitales 

 𝚿𝒊 [7]. 

𝚿(𝒓⃗ 𝟏, 𝒓⃗ 𝟐, … 𝒓⃗ 𝑵) =
𝟏

√𝐍!
|

𝚿𝟏(𝒓⃗ 𝟏) 𝚿𝟐(𝒓⃗ 𝟏)   ⋯ 𝚿𝑵(𝒓⃗ 𝟏)

𝚿𝟏(𝒓⃗ 𝟐) 𝚿𝟐(𝒓⃗ 𝟐)   ⋯ 𝚿𝑵(𝒓⃗ 𝟐)
⋮ ⋮ ⋮

𝚿𝟏(𝒓⃗ 𝑵) 𝚿𝟐(𝒓⃗ 𝑵)   ⋯ 𝚿𝑵(𝒓⃗ 𝑵)

|.....................................................(I-17) 

Où 
𝟏

√𝐍!
 est un facteur de normalisation. 

Le principe variationnel permet alors de calculer cette fonction en minimisant l’énergie totale 

par rapport aux fonctions d’ondes monoélectroniques 𝚿𝒊. On obtient ainsi les équations de 

Hartree-Fock: 

[−
ℏ𝟐

𝟐𝒎
𝛁𝟐 + 𝑽𝒆𝒙𝒕(𝒓⃗ ) + 𝑽𝑯(𝒓⃗ ) + 𝑽𝑿(𝒓⃗ )]𝚿𝒊(𝒓⃗ ) = 𝜠𝚿𝒊(𝒓⃗ )......................................................(I-18) 

Où 𝑽𝒆𝒙𝒕(𝒓⃗ ) est le potentiel externe en 𝒓.⃗⃗   

      𝑽𝑯(𝒓⃗ ) est le potentiel d’Hartree.  

      𝑽𝑿(𝒓⃗ ) est le potentiel d’échange. 

exprimé par : 

𝑽𝑿(𝒓⃗ ) = ∫
∑𝚿𝒊(𝒓⃗ )𝚿𝒊

∗(𝒓⃗ ′)𝚿𝒋(𝒓⃗ )𝚿𝒋
∗(𝒓⃗ ′)

|𝒓⃗ −𝒓⃗ ′|
𝒅𝟑𝒓⃗ ′...........................................................................(I-19) 

Cette approximation  de Hartree-Fock  conduit  à de bons résultats,  notamment en  physique 

moléculaire. Dans le cas d’un métal, cette méthode conduit à des résultats en contradiction 

avec l’expérience [8]. On trouve que la densité d’états d’un métal est nulle à la surface de 
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Fermi, ce qui est en totale contradiction avec l’expérience. Ce constat met en évidence un 

phénomène physique important négligé dans la théorie de Hartree-Fock : c’est la corrélation 

électronique. 

I-6-Théorie de la fonctionnelle de la densité (DFT): 

I-6-1-Introduction: 

Pour résoudre l’équation de Schrödinger avec N électrons, on doit utiliser des méthodes 

approximatives qui permettent de reproduire plus exactement les quantités physiques 

contenant plus d’informations. Il existe une méthode plus moderne, probablement plus 

puissante qui est la théorie de la fonctionnelle de la densité (DFT) permettant d’obtenir la 

densité électronique 𝝆. Cette méthode est basée sur le postulat proposé par Thomas [9], et 

Fermi [10], qui ont tenté d’exprimer l’énergie totale d’un système en fonction de sa densité 

électronique en représentant son énergie cinétique selon une fonctionnelle de cette grandeur. 

Thomas et Fermi ont négligé les effets d’échange et de corrélation qui surgissent entre les 

électrons. Cependant, ce défaut fut corrigé par Dirac [11], qui a amélioré cette théorie en 

ajoutant au modèle de Thomas et Fermi une énergie d’échange fonctionnelle de la densité 

électronique. 

I-6-2-L’approximation de Thomas-Fermi : 

La théorie de la fonctionnelle de la densité considère l’énergie d’un système d’électrons en 

interaction dans un potentiel dépendante de la distribution de densité 𝝆(𝒓⃗ )  de ces électrons. 

Cette idée forme la base de la méthode de Thomas-Fermi. La théorie de Thomas-Fermi 

considère un système d’électrons en interaction dans un champ de coulomb 𝑽𝒆(𝒓⃗ )  crée par 

l’ensemble des noyaux fixes.                                                                     .   

L’énergie totale du système se constitue par:                                            : 

                1- L’énergie cinétique des électrons.                                                                                . 

                2- Leur interaction coulombienne.                                                                     . 

                3- Leur interaction avec les noyaux.                                                             .   

Pour simplifier l’écriture de cette énergie totale, la théorie a fait une approximation très 

draconienne et représente l’énergie cinétique par l’énergie cinétique d’un gaz d’électron 

uniforme. On sait que l’énergie cinétique par unité de volume dans un tel gaz dépend 

seulement de la densité 𝝆 des électrons donnés comme suit: 

𝐄𝐜 =
𝟑(𝟑𝛑𝟐)

𝟐
𝟑ℏ𝟐𝛒

𝟑
𝟓

𝟏𝟎𝐦
...................................................................................................................(I-20) 
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I-6-3-Théorème de Hohenberg et Kohn:   

La théorie de la fonctionnelle de la densité est basée sur les théorèmes de Hohenberg et 

Kohen [12]: un système composé de N électrons qui circulent dans un potentiel extérieur fixe 

𝐕𝐞𝐱𝐭.  Les deux théorèmes sont comme suit : 

I-6-3-a-Première théorème de Hohenberg et Kohn: 

Toute propriété physique d’un système à N électron soumis à l’effet d’un potentiel extérieur 

𝐕𝐞𝐱𝐭 statique peut s’écrire, dans son état fondamental, comme une fonctionnelle de la densité 

électronique 𝝆(𝒓⃗ ) [13]. Par conséquent, l’énergie totale du système a l’état fondamental est 

également une fonctionnelle unique universelle de la densité électronique :                  

𝐄 = 𝐄 [ 𝝆(𝒓⃗ )]...........................................................................................................................(I-21) 

La démonstration du fait que l’énergie totale d’un système à l’état fondamental soit une 

fonctionnelle de la densité électronique est un avantage qui a permis à Hohenberg et Kohn 

d’exprimer cette fonctionnelle 𝐄 [ 𝝆(𝒓⃗ )] selon l’expression suivante:                                 : 

𝐄 [ 𝝆(𝒓⃗ )] = 𝐅𝐇𝐊(𝝆(𝒓⃗ )) + ∫𝑽𝒆𝒙𝒕(𝒓⃗ ) 𝝆(𝒓⃗ ) 𝒅
𝟑𝒓⃗ .......................................................................(I-22) 

Dans laquelle 𝑽𝒆𝒙𝒕(𝒓⃗ ) 𝝆(𝒓⃗ ) représente l’action du potentiel externe agissant sur ces particules, 

et 𝐅𝐇𝐊(𝝆(𝒓⃗ )) représente la fonctionnelle universelle de Hohenberg et Kohn peut être décrite 

comme une contribution de deux parties: la première correspond à la fonctionnelle d'énergie 

cinétique, et la deuxième correspond à la fonctionnelle d'énergie d'interaction électronique.  

𝐅𝐇𝐊 (𝝆(𝒓⃗ )) = 𝐓𝐞(𝝆(𝒓⃗ )) + 𝑽𝒆−𝒆(𝝆(𝒓⃗ )).................................................................................(I-23)  

La connaissance de la fonctionnelle 𝐅𝐇𝐊 (𝝆(𝒓⃗ )) permet de déterminer l’énergie total et la 

densité de charge de l’état fondamental pour un potentiel externe donné, en utilisant le 

principe variationnel. 

I-6-3-b-Deuxième théorème de Hohenberg et Kohn: 

Le deuxième théorème de Hohenberg et Kohn [12] est un principe variationnel 

analogue à celui proposé initialement dans l’approche Hartree-Fock pour une fonctionnelle de 

la fonction d’onde (
𝝏𝑬(𝚿)

𝝏𝚿
) = 𝟎 mais appliqué cette fois à une fonctionnelle de la densité 

électronique: 

𝝏𝑬(𝝆(𝒓⃗ ))

𝝏𝝆(𝒓⃗ )
 |
𝝆𝟎(𝒓⃗ )

= 0...................................................................................................................(I-24) 

Où 𝝆𝟎(𝒓⃗ ) est la densité électronique exacte de l’état fondamental du système. 
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Ce deuxième théorème stipule que pour tout système multiélectronique avec un nombre N 

d’électrons et un potentiel extérieur 𝑽𝒆𝒙𝒕(𝒓⃗ ); la fonctionnelle 𝑬(𝝆(𝒓⃗ )) atteint sa valeur minimal    

lorsque  la densité  électronique 𝝆(𝒓⃗ ) devient  la  densité  exacte   de  l’état  fondamental 𝝆𝟎(𝒓⃗ ): 

E( 𝝆𝟎 ) = min E( 𝝆 ).................................................................................................................(I-25) 

I-6-4-Equations de Kohn-Sham: 

Puisqu’il existe une solution unique pour la densité de l’état fondamental, il ne manque plus que 

la façon de calculer cette densité. En 1965 Kohn et Sham [14] mettent alors en place une méthode 

pratique pour réaliser ce calcul de manière approchée. L’idée géniale est de remplacer le système 

de particules réelles par un système équivalent à particules indépendantes, tel que dans l’état 

fondamental ces deux systèmes aient la même densité. Ainsi le système de départ est remplacé par 

un système fictif de particules indépendantes plongées dans un potentiel moyen. Le minimum 

d’énergie du système fictif de Kohn-Sham correspond à l’état fondamental souhaité pour lequel 

on obtient la densité associée.                       .                      

La densité de Kohn-Sham s’écrit  en fonction  des  N  fonctions  d’ondes  des  particules  libres: 

𝝆(𝒓⃗ ) = ∑ |𝚿𝒊(𝒓⃗ )
𝟐|𝑵

𝒊=𝟏  ...............................................................................................................(I-26) 

Les  particules  étant  indépendantes,  les  fonctions d’ondes  associées  sont  orthogonales  et   

l’Hamiltonien est symétrique.                                                               . 

La fonctionnelle de Kohn-Sham s’écrit: 

𝐅𝐊𝐒 (𝝆) = 𝐓𝐊𝐒 + 𝐄𝐇 (𝝆) + 𝐄𝐱𝐜 (𝝆) + ∫𝑽𝒆𝒙𝒕(𝒓⃗ ) 𝝆(𝒓⃗ ) 𝒅𝒓⃗ .......................................................(I-27) 

Avec 𝐓𝐊𝐒 l’énergie cinétique. 

𝐓𝐊𝐒 = ∑ ⟨𝜳𝒊(𝒓⃗ )|
𝛁⃗⃗ 𝒊
𝟐

𝟐
|𝜳𝒊(𝒓⃗ )⟩

𝑵
𝒊=𝟏 =

𝟏

𝟐
∑ |𝛁⃗⃗  𝜳𝒊(𝒓⃗ )|

𝟐𝑵
𝒊=𝟏 ................................................(I-28) 

𝐄𝐇 l’énergie d’Hartree. 

𝐄𝐇 (𝝆) =  
𝟏

𝟐
∬
𝝆(𝒓⃗ )𝝆(𝒓⃗ ′)𝒅𝒓⃗ 𝒅𝒓⃗ ′

|𝒓−𝒓′|
.........................................................................................(I-29) 

𝐄𝐱𝐜 L’énergie d’échange-corrélation.                                        . 

Les   fonctions   d’onde  𝜳  sont alors obtenues par la solution   d’une   équation de   type 

Schrödinger avec un potentiel effectif. 
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[−
ℏ𝟐

𝟐𝒎
𝚫 + 𝑽𝒆𝒇𝒇]𝚿𝒊(𝒓⃗ ) = 𝝃𝒊𝚿𝒊(𝒓⃗ )...........................................................................................(I-30) 

Avec:   𝑽𝒆𝒇𝒇(𝒓⃗ ) = 𝑽𝒆𝒙𝒕(𝒓⃗ ) + 𝑽𝑯(𝒓⃗ ) + 𝑽𝒙𝒄(𝒓⃗ ) ......................................................................(I-31)   

𝑽𝒙𝒄(𝒓⃗ ): Le potentiel d’échange et de corrélation qui est donné par : 

𝑽𝒙𝒄(𝒓⃗ ) =
𝝏𝑬𝒙𝒄(𝝆(𝒓⃗ ))

𝝏𝝆(𝒓⃗ )
..............................................................................................................(I-32) 

Dans cette expression, 𝐄𝒙𝒄 est l’énergie d’échange-corrélation, qui regroupe tout ce 

qui n’est pas connu dans le système, à savoir les effets de corrélations dues à la nature 

quantique des électrons. 

 

 

                                             

                                         Première équation de Kohn-Sham      

                                              𝑽𝒆𝒇𝒇(𝒓⃗ ) = 𝑽𝒆𝒙𝒕(𝒓⃗ ) + 𝑽𝑯(𝒓⃗ ) + 𝑽𝒙𝒄(𝒓⃗ ) 

 

 

 

   Seconde équation de Kohn-Sham                       Troisième équation de Kohn-Sham                                         

     [−
ℏ𝟐

𝟐𝒎
𝚫 + 𝑽𝒆𝒇𝒇]𝚿𝒊(𝒓⃗ ) = 𝝃𝒊𝚿𝒊(𝒓⃗ )                                           𝝆(𝒓⃗ ) = ∑ |𝚿𝒊(𝒓⃗ )

𝟐|𝑵
𝒊=𝟏  

         

                                  Figure I-1 : Interdépendance des équations de Kohn- Sham. 
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I-6-5-Résolution des équations de Kohn-Sham: 

Pour résoudre les équations de Kohn-Sham, il faut choisir une base pour les fonctions 

d’onde que l’on peut prendre comme une combinaison linéaire d’orbitales, appelé orbitales de 

Kohn-Sham (KS): 

𝚿𝒊(𝒓⃗ ) = ∑𝑪𝒊𝒋𝝓𝒊(𝒓⃗ ).................................................................................................................(I-33)

   

Ou les 𝝓𝒊(𝒓⃗ ): sont les fonctions de base et les 𝑪𝒊𝒋 les coefficients de développement. 

La résolution des équations de Kohn et Sham revient à déterminer les coefficients 𝑪𝒊𝒋 pour les 

orbitales occupées qui minimisent l’énergie totale. La résolution des équations de 

KS pour les points de symétrie dans la première Zone de Brillouin permet de simplifier les 

calculs. Cette résolution se fait d’une manière itérative en utilisant un cycle d’itérations auto 

cohérent (Figure I-1). Ceci est réalisé en injectant la densité de charge initiale ρ pour 

diagonaliser l’équation séculaire : 

( H − 𝝃𝒊𝑺 ) 𝑪𝒊 = 𝟎 ..................................................................................................................(I-34) 

Où H représente la matrice hamiltonienne et S la matrice de recouvrement. 

Ensuite, la nouvelle densité de charge ρ est construite avec les vecteurs propres de cette 

équation séculaire en utilisant la densité de charge totale qui peut être obtenue par une 

sommation sur toutes les orbitales occupées (I-26). Si l’on n’obtient pas la convergence des 

calculs, on mélange les densités de charges 𝝆𝒊𝒏
  et  𝝆𝒐𝒖𝒕 

 de la manière suivante : 

 𝝆𝒊𝒏
𝒊+𝟏 = (𝟏 − 𝜶 ) 𝝆𝒊𝒏

𝒊 + 𝜶𝝆𝒐𝒖𝒕
𝒊 .................................................................................................(I-35) 

 i représente la 𝒊è𝒎𝒆 itération et 𝜶 un paramètre de mixage. Ainsi la procédure itérative peut   

être poursuivie jusqu’à ce que la convergence soit réalisée. 
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NON                                                                OUI  

 

 

 

 

Figure І-2 : L’organigramme d'un calcul auto-cohérent de la théorie de la fonctionnelle de 

                                                              la densité (DFT).         

 

La théorie de la fonctionnelle de la densité appliquée dans le cadre de l’approche orbitalaire 

de Kohn et Sham demeure exacte dans son formalisme. Progressivement, la partie inconnue  

dans la fonctionnelle 𝐄 [ 𝝆(𝒓⃗ )] a été réduite à une fonctionnelle universelle 𝐅 [ 𝝆(𝒓⃗ )],  

et finalement à une énergie d’échange et de corrélation 𝐄𝒙𝒄 [ 𝝆(𝒓⃗ )].  

Calculer 𝑽𝒆(𝒓⃗ ) 

  Résoudre les équations de Kohn-Sham  

Déterminer E 

Calculer

 𝝆𝒐𝒖𝒕
 (𝒓⃗ ) 

   

Convergence ? 

Calculer les  

Propriétés physiques 

Mélange de 𝝆𝒊𝒏
 (𝒓⃗ ) et 𝝆𝒐𝒖𝒕

 (𝒓⃗ ) 

     𝝆𝒊𝒏
 (𝒓⃗ ) = (𝟏 − 𝜶 ) + 𝜶 𝝆𝒐𝒖𝒕

 (𝒓⃗ )  

 𝝆𝒊𝒏
 (𝒓⃗ )  
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A ce stade, il est nécessaire d’approcher l’expression de cette fonctionnelle d’échange et de 

corrélation, de sorte qu’elle offre une description aussi précise que possible du système.                                               

De sorte qu’elle offre une description aussi précise que possible du système.   

I-7-Différents types de fonctionnelles : 

Comme nous avons dit tous les termes de l’énergie et leur potentiel associé peuvent 

être évalués sauf celui d’échange et de corrélation qui présentent la principale difficulté 

de la DFT. Il faut alors avoir recours à une approximation pour l’évaluer .Il existe de  

nombreuses approximations de la fonctionnelle d’échange-corrélation. Pour cela, trois 

classes de fonctionnelles sont disponibles. 

I-7-1-L’approximation de la densité locale (LDA) : 

L'approximation LDA est l’approximation la plus simple qui présente la continuité 

de la démarche de Kohn et Sham l’idée de LDA est de considérer le potentiel 

d’échange-corrélation comme une quantité locale définie en un point 𝒓⃗ , dépendant 

faiblement des variations de la densité autour de ce même point 𝒓⃗ . L’approximation LDA 

consiste à considérer la densité comme étant équivalente à celle d’un gaz d’électrons 

homogène. Elle varie lentement en fonction de la coordonnée 𝒓𝟏. Le système est assimilé 

à un nuage d’électrons de densité constante fluctue assez lentement à l’intérieur du 

système étudié, alors on suppose qu’elle est localement uniforme. L’énergie d’échange 

corrélation s’exprime selon l’équation suivante : 

𝐄𝒙𝒄
𝑳𝑫𝑨

 
[ 𝝆(𝒓⃗ )] = ∫ 𝜺𝒙𝒄

𝑳𝑫𝑨[ 𝝆(𝒓⃗ )] 𝝆(𝒓⃗ )𝒅𝟑𝒓⃗ ..................................................................................(I-36)     

Où 𝐄𝒙𝒄
𝑳𝑫𝑨

 
[ 𝝆(𝒓⃗ )] désigne l’énergie d’échange-corrélation pour un gaz homogène 

d’électrons de densité 𝝆.                                      . 

Le potentiel d’échange-corrélation lui correspondant est :    

𝐕𝒙𝒄
𝑳𝑫𝑨(𝒓⃗ ) = 

𝜹(𝝆(𝒓⃗ )𝜺𝒙𝒄
𝑳𝑫𝑨[ 𝝆(𝒓⃗ )])

𝜹𝝆(𝒓⃗ )
 .....................................................................................(I-37) 

Enfin, le terme 𝐄𝒙𝒄
𝑳𝑫𝑨

 
[ 𝝆(𝒓⃗ )] de la relation (I-36) peut être approximé par une somme de 

deux contributions.                                                                                          . 

Un correspondant au terme d’échange l’autre au terme de corrélation : 

𝐄𝒙𝒄
𝑳𝑫𝑨

 
[ 𝝆(𝒓⃗ )] = 𝜺𝒙

𝑳𝑫𝑨[ 𝝆(𝒓⃗ )] + 𝜺𝒄
𝑳𝑫𝑨[ 𝝆(𝒓⃗ )]...........................................................................(I-38) 
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Où:                                               

𝜺𝒙
𝑳𝑫𝑨[ 𝝆(𝒓⃗ )]: Fonctionnelle d’échange.   

𝜺𝒄
𝑳𝑫𝑨[ 𝝆(𝒓⃗ )]:   Fonctionnelle   de corrélation.  

Où le terme d’échange, terme dit < d’échange de Dirac > est donné par [15] : 

𝜺𝒙
𝑳𝑫𝑨[ 𝝆(𝒓⃗ )] = −

𝟑

𝟒
(
𝟑

𝝅
𝝆(𝒓⃗ ))

𝟏

𝟑
 ..........................................................................................(I-39)     

La LDA peut être généralisée aux systèmes magnétiques de spins polarisés (  et ), connue 

sous le nom de la LSDA (Local Spin Density Approximation). La fonctionnelle d’échange et 

de corrélation est donnée par les équations suivantes: 

𝐄𝒙𝒄
𝑳𝑺𝑫𝑨

 
[ 𝝆 ↑ (𝒓⃗ ), 𝝆 ↓ (𝒓⃗ )] = ∫ 𝜺𝒙𝒄

𝑳𝑺𝑫𝑨[ 𝝆 ↑ (𝒓⃗ ), 𝝆 ↓ (𝒓⃗ )] 𝝆(𝒓⃗ )𝒅𝟑𝒓⃗  ...................................(I-40) 

Donc le potentiel d’échange et de corrélation donné par : 

𝐕𝒙𝒄
𝑳𝑺𝑫𝑨[ 𝝆 ↑ (𝒓⃗ ), 𝝆 ↓ (𝒓⃗ )] = 

𝜹(𝝆(𝒓⃗ )𝜺𝒙𝒄
𝑳𝑺𝑫𝑨[𝝆↑(𝒓⃗ ),𝝆↓(𝒓⃗ )])

𝜹𝝆(𝒓⃗ )
........................................(I-41) 

En général, les approximations LDA et LSDA donnent des bons résultats pour décrire les 

propriétés structurales, aussi concernant le paramètre de maille pour la majorité des solides.  

Le traitement de l’énergie d’échange-corrélation à partir de LDA fonctionne relativement  

bien dans le cas des métaux pour lesquels la densité est fortement uniforme mais ce modèle  

reste insuffisant dans les systèmes inhomogènes ou des métaux comportant des métaux  

de transition et autre problème la bande interdite.                                         . 

La LDA sous-estime en général légèrement les distances de liaison et surestime les énergies  

de cohésion [16]. Des travaux visant à améliorer l’approximation de la densité locale ont été 

entrepris et ont donnée naissance à une nouvelle génération de fonctionnelles d’échange et de 

corrélation. 

I-7-2-L’approximation du gradient généralisé (GGA) : 

La plupart des corrections qui ont été introduites à la LDA reposent sur l’idée qui consiste à 

tenir en compte les variations locales de la densité. Pour cette raison, le gradient de la densité 

électronique a été introduit conduisant à l’approximation du gradient généralisé (GGA, 

Generalized Gradient Approximations), dans laquelle l’énergie d’échange et de corrélation est en 

fonction de la densité électronique et son gradient [17]: 

𝐄𝒙𝒄
𝑮𝑮𝑨

 
[ 𝝆(𝒓⃗ ), 𝛁𝝆(𝒓⃗ )] = ∫ 𝜺𝒙𝒄

𝑮𝑮𝑨[𝝆(𝒓⃗ ), 𝜵𝝆(𝒓⃗ )] 𝝆(𝒓⃗ )𝒅𝟑𝒓⃗  ..........................................................(I-42)   

Où  𝜺𝒙𝒄
𝑮𝑮𝑨[𝝆(𝒓⃗ ), 𝜵𝝆(𝒓⃗ )] représente l’énergie d’échange-corrélation par électron dans un 
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système d’électrons en interaction mutuelle de densité non uniforme. 

L’utilisation d’une fonctionnelle de type GGA permet en effet d’accroître de façon 

significative la précision des calculs en comparaison avec la description fournie par la LDA.  

À titre d’exemple ces dernières tendent à améliorer les énergies totales [18,19]. Les volumes 

d’équilibre et les modules d’incompressibilité des métaux de transition sont en meilleur 

accord avec l’expérience en GGA qu’en LSDA, le cas du fer en est un bon exemple, où la 

structure cubique centrée est la plus stable contrairement aux résultats LSDA [20]. 

I-7-3-L’approximation du potentiel de Becke-Johnson modifié (mBJ) : 

La structure électronique des solides périodiques peut être calculer en utilisant les équations 

de Kohn et Sham données par: 

[−
ℏ𝟐

𝟐𝒎𝒆
𝛁𝒓⃗ 
𝟐 + 𝑽𝒆𝒇𝒇,𝝈

𝑲𝑺

 
]𝚿𝒊,𝝈(𝒓⃗ ) = 𝝃𝒊,𝝈𝚿𝒊,𝝈(𝒓⃗ ).................................................................(I-43) 

𝚿𝒊,𝝈(𝒓⃗ )  sont les fonctions d’onde mono électronique. 

Le potentiel effectif de Kohn et Sham s’écrit comme suit:  

𝑽𝒆𝒇𝒇,𝝈
𝑲𝑺

 
(𝒓⃗ ) = 𝑽𝒆𝒙𝒕(𝒓⃗ ) + 𝑽𝑯(𝒓⃗ ) + 𝑽𝒙𝒄,𝝈(𝒓⃗ )..............................................................................(I-44) 

𝑽𝒆𝒇𝒇,𝝈
𝑲𝑺

 
(𝒓⃗ ) est la somme du potentiel externe, le potentiel de Hartree et le terme d’échange - 

corrélation. Dans ceci, les deux premiers termes sont calculés précisément tandis que le terme 

d’échange-corrélation nécessite des approximations.                                              .  

Les fonctionnelles approximatives les plus généralement utilisées pour les solides sont 

l’approximation de la densité locale (LDA) et l’approximation de gradient généralisée (GGA). 

Bien que LDA et GGA sont des approximations fiables pour le calcul de nombreuses 

propriétés des solides liées à l’énergie de l’état fondamental, comme les constantes élastiques, 

La stabilité des différentes structures, le volume théorique et le module de compressibilité, 

elles ne sont pas toujours suffisantes pour une description correcte de diverses propriétés 

telle que la structure de bandes pour beaucoup de semi-conducteurs et isolants. 

Récemment, Tran et Blaha ont proposé une approximation alternative pour améliorer le 

calcul du gap énergétique en modifiant le potentiel de Becke-Johnson. La fonctionnelle de 

Tran et Blaha [21] notée (mBJ) est une version modifiée de la fonctionnelle de Becke et 

Johnson. Cette dernière a prouvé rapidement son efficacité par rapport aux modes de calculs 

le plus souvent utilisés tel que LDA ou PBE (la version du GGA pour les solides). 

La forme de la version modifiée de la fonctionnelle de Becke et Johnson [22] est comme suit:  
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 𝒙,𝝈
𝒎𝑩𝑱(𝒓⃗ ) = 𝒄 𝒙,𝝈

𝑹𝑩(𝒓⃗ ) + (𝟑𝒄 − 𝟐)
𝟏

𝝅
√
𝟓

𝟏𝟐
√
𝟐𝒕𝝈 (𝒓⃗ )

𝝆𝝈(𝒓⃗ )
.........................................................(I-45) 

Avec: 

𝝆𝝈(𝒓⃗ ) = ∑ |𝚿𝒊,𝝈(𝒓 )|
𝟐𝑵𝝈

𝒊=𝟏 :  La densité électronique. 

𝒕𝝈 (𝒓⃗ ) =
𝟏

𝟐
∑ |𝚿𝒊,𝝈(𝒓 )

∗𝛁𝚿𝒊,𝝈(𝒓 )|
𝟐
:

𝑵𝝈
𝒊=𝟏  La densité d’énergie cinétique. 

 𝒙,𝝈
𝑹𝑩(𝒓⃗ ) = −

𝟏

𝒃𝝈(𝒓⃗ )
[𝟏 − 𝒆𝒙𝝈(𝒓⃗ ) −

𝟏

𝟐
𝒙𝝈(𝒓⃗ )𝒆

−𝒙𝝈(𝒓⃗ )]: Le potentiel de Becke-Roussel.  

Le potentiel  de Becke-Roussel  est  introduit  pour  minimiser le potentiel coulombien.   

𝒙𝝈(𝒓⃗ )  est   déterminée  par  une  équation  non-linéaire  impliquant  𝝆𝝈, 𝛁𝝆𝝈, 𝛁 
𝟐𝝆𝝈 et  𝒕𝝈 . 

La fonction 𝒃𝝈 est donnée par: 

𝒃𝝈 = [
𝒙𝝈
𝟑𝒆−𝒙𝝈

𝟖𝝅𝝆𝝈
]

𝟏

𝟑
 .................................................................................................................(I-46) 

Le potentiel de Becke-Roussel proposé ici est à peu près équivalent au potentiel de Slater 

utilisé dans Beck et Johnson [22]. La modification principale se trouve au niveau de 

l’apparition du paramètre c dans la formule de la fonctionnelle. Notons que si on prend 𝒄=1 

on retombe sur la fonctionnelle de Becke et Johnson [22]. Ce paramètre a été choisi pour 

dépendre linéairement de la racine carrée de la moyenne 
|∇⃗⃗ 𝝆(𝒓⃗ )|

𝝆(𝒓⃗ )
.                                

La forme proposée pour c est la suivante: 

𝒄 = 𝜶 + 𝜷((
𝟏

𝑽𝒄𝒆𝒍𝒍
∫
|𝛁⃗⃗⃗ 𝝆(𝒓⃗⃗ ′)|

𝝆(𝒓′⃗⃗ ⃗⃗ )
𝒅𝟑𝒓⃗ ′))

𝟏

𝟐

.....................................................................................(I-47) 

𝜶 et 𝜷 sont deux paramètres libre, 𝑽𝒄𝒆𝒍𝒍 le volume de la cellule unitaire du système. 

 𝜶 = −𝟎. 𝟎𝟏𝟐 𝑬𝒕       𝜷 = 𝟏. 𝟎𝟐𝟑 𝒃𝒐𝒉𝒓
𝟏

𝟐  [23]                                                     

En conclusion, l’approximation mBJ fait élargir le gap énergétique, et donc s’approcher 

bien de l’expérience [24], contrairement aux approximations LDA et GGA qui donnent 

des gaps étroits. Les gaps obtenus par la mBJ couvrent un intervalle de différents systèmes 

qui s’étend des semi-conducteurs à petits gaps jusqu’aux isolants à larges gaps. On note que le 

potentiel modifié de Becke et Johnson (BJ) est un potentiel d’échange qui prend en 

considération l’échange des trous. Le potentiel d’échange BJ a été implémenté, d’une manière 

auto-cohérente, dans le code Wien2k [25,26]. 
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II-1-Introduction : 

La théorie de la fonctionnelle de la densité est une approche puissante pour le 

traitement du problème à plusieurs corps. Cependant, il est important de faire le choix 

convenable  d’une  base  de fonctions  d’onde  pour la résolution des  équations  de  Kohn-Sham.  

Il existe plusieurs méthodes qui permettent de résoudre l’équation de 

Schrödinger. Ces méthodes diffèrent par la forme utilisée du potentiel et par les 

fonctions d’onde prises comme base. Parmi elles on trouve les méthodes basées sur une 

combinaison linéaire d’orbitales atomiques (LCAO) [1,2], qui permettent de traiter les 

métaux de transition. Les méthodes des ondes planes orthogonalités (OPW) et leurs 

dérivées [2,3] sont applicables aux bandes de conduction de caractère « s-p » des 

métaux simples. Les méthodes cellulaires du type ondes planes augmentées (APW) [4]. 

Les méthodes linéarisées mises au point par Andersen [5]: Ondes planes augmentées 

linéarisées (LAPW) et orbitales « Muffin-Tin » linéarisées (LMTO), permettent de 

gagner plusieurs ordres de grandeur dans les temps de calcul. 

II-2-La méthode des ondes planes augmentées (APW) : 

Slater a développé en 1937 la nouvelle méthode APW (Augmented Plane Wave) [4] dans 

laquelle il a proposé une étape radiale par l’introduction de l’approximation Muffin-tin pour 

décrire le potentiel cristallin. Selon cette approximation, la cellule unitaire sera divisée en 

deux types de régions:                                                                          : 

   1- Des sphères appelés « Muffin-tin » qui ne se chevauchent pas et qui sont centrées sur 

        chaque atome 𝛂   de rayon 𝒓𝟎 . (Région I)                                                I)    

   2-  Une    région   interstitielle   délimitant   l’espace   résiduel    non  occupé   par   les  sphères  

        (Voir Figure II-1).  (Région II)                                                                                                                    

Dans lesquelles deux catégories appropriées de base sont utilisées :                       :  

   • Des fonctions radiales multipliées par des harmoniques sphériques dans les sphères 

       atomiques « Muffin-tin » (région I).                                                  (région I)    

   •  Des ondes planes pour la région interstitielle (région II).                                            . 

Les  deux  régions  sphérique  et  interstitielle  sont  définies par les fonctions d’ondes et qui sont 

écrites sous la forme suivante:  

𝚿(𝒓⃗ ) ={
 ∑ 𝑨𝒍𝒎𝑼𝒍(𝒓⃗ )𝒀𝒍𝒎(𝒓⃗ )𝒍𝒎                           𝒓⃗ <𝒓⃗ 𝟎 
𝟏

√𝛀
∑ 𝑪𝑮𝒆

𝒊(𝑲+𝑮)𝒓⃗ 
𝑮                                  𝒓⃗ >𝒓⃗ 𝟎

}.........................................................(II-1) 
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𝒓⃗ 𝟎:   Représente le rayon de la sphère Muffin-Tin.                                                                   . 

𝛀 :   est le volume de la cellule élémentaire.                                                                                 . 

G :   est le vecteur du réseau réciproque.                                                                                   . 

𝑪𝑮 et 𝑨𝒍𝒎 les coefficients du développement en harmonique sphériques 𝒀𝒍𝒎 . 

Notons que l’origine des coordonnéessphériques est prise aux centres des sphères atomiques. 

La fonction  𝑼𝒍(𝒓⃗ ) est  une solution  régulière  de  l’équation  de  Schrödinger  pour  la partie 

radiale qui s’écrit sous la forme: 

(−
𝒅𝟐

𝒅𝒓⃗ 𝟐
+
𝒍(𝒍+𝟏)

𝒓⃗ 𝟐
+ 𝑽(𝒓⃗ ) − 𝑬𝒍) 𝒓𝑼𝒍(𝒓⃗ ) = 𝟎....................................................................(II-2)      

Où  𝑬𝒍: paramètre d’énergie.                                                                        . 

𝑽(𝒓⃗ ): Le composant sphérique du potentiel dans la sphère. 

                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                

                                         

 

 

 

 

 

 

Figure II-1: Division des cellules atomiques unitaires en sphères Muffin Tin    

                    (S) de rayon RMT et en une région interstitielle (I) adoptée dans la méthode APW. 

Les fonctions radiales définies par (II-3) sont orthogonales à tout état propre du cœur. Cette 

orthogonalité disparait en limite de la sphère [6] comme le montre l’équation de Schrödinger 

suivante:   

(𝑬𝟏 − 𝑬𝟐)𝒓⃗ 𝑼𝟏𝑼𝟐 = 𝑼𝟐
𝒅𝟐𝒓⃗ 𝑼𝟏

𝒅𝟐𝒓⃗ 
−𝑼𝟏

𝒅𝟐𝒓⃗ 𝑼𝟐

𝒅𝟐𝒓⃗ 
 ....................................................................(II-3) 

Où 𝑼𝟏 et 𝑼𝟐 sont des solutions  radiales pour les énergies 𝑬𝟏 et 𝑬𝟐. Le recouvrement  étant 

construit en utilisant l’équation (II-3) et en l’intégrant par parties. 

Slater justifie le choix particulier de ces fonctions en notant que: 

           Région interstitielles (Région II) 

 

Sphère MT 

RMT  

(Région I)  

Sphère MT 

RMT  

(Région I)  
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           ➢ Les  ondes  planes  sont  des  solutions  de  l'équation  de  Schrödinger   lorsque  le 

                 potentiel est constant.                                                           . 

           ➢ Les  fonctions  radiales  sont  des  solutions  dans  le  cas  d'un potentiel sphérique, 

                 lorsque 𝑬𝒍 est correspond à la valeur propre.                                             . 

Cette approximation est très bonne pour les matériaux à structure cubique à faces centrées, et 

de moins en moins satisfaisante avec la diminution de symétrie du matériau [6]. 

Pour assurer  la continuité  de la fonction 𝚿(𝒓⃗ )  à la surface de la sphère MT, les coefficients 

𝑨𝒍𝒎 doivent être développés en fonction des coefficients 𝑪𝑮 des ondes planes existantes dans les 

régions  interstitielles. Ainsi, après quelques calculs algébriques [7], nous trouvons que : 

 𝑨𝒍𝒎 =
𝟒𝝅𝒊𝒍

𝛀
𝟏
𝟐𝑼𝒍(𝑹𝑴𝑻)

∑𝑪𝑮𝑱𝒍(|𝑲 + 𝒈|𝑹𝑴𝑻)𝒀𝒍𝒎
∗ (𝑲 + 𝑮)  ...............................................(II-4) 

𝑱𝒍: La fonction de Bessel et 𝑪𝑮 sont les coefficients des ondes planes existantes dans la 

région interstitielle.                                                          interstitielle.        

Où  l’origine  est prise au centre de la sphère et 𝒓⃗ 𝒍 est son rayon, Ainsi les 𝑨𝒍𝒎 sont 

complètement déterminés par les coefficients des ondes planes, et les paramètres d’énergie 𝑬𝒍 sont 

des coefficients variationels dans la méthode (APW).                                 .     

Les fonctions d’ondes se comportent comme des ondes planes dans la région interstitielle, 

et elles augmentent dans la région du cœur et se comportent comme des fonctions radiales. 

Pour l’énergie 𝑬𝒍 , Les fonctions APWs sont des solutions de l’équation de Schrödinger, avec 

𝑬𝒍 est égale à la bande d’énergie indicée par G. Ceci signifiait que les bandes d’énergie 

ne peuvent pas être obtenues par une simple diagonalisation, et ceci implique de traiter le 

déterminant séculaire comme une fonction de l’énergie.                                    . 

La fonction 𝑼𝒍(𝒓⃗ ) qui apparaît dans l’équation (II-3) est dépendante de 𝑬𝒍 , et peut 

devenir nulle à la surface de la sphère MT, cela conduit à la séparation entre les fonctions 

radiales et les ondes planes. Pour résoudre ce problème, plusieurs modifications ont étés 

apportés sur la méthode APW. Parmi ces dernières, on cite le travail d’Anderson [5], ainsi que 

celui de Koelling et Abrman [6]. La modification consiste à représenter la fonction d’onde 

𝚿(𝒓⃗ )  à l’intérieur de la sphère par une combinaison linéaire des fonctions radiales 

𝑼𝒍(𝒓⃗ )𝒀𝒍𝒎
 (𝒓⃗ ) et de leurs dérivés 𝑼̇𝒍

 (𝒓⃗ )𝒀𝒍𝒎
 (𝒓⃗ ) par rapport à l’énergie. 
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II-3-La méthode des ondes planes augmentées linéarisées (FP-LAPW): 

II-3-1-Principe de la méthode (LAPW): 

Ici, les fonctions de base dans les sphères MT sont des combinaisons linéaires des fonctions 

radiales 𝑼𝒍(𝒓⃗ )𝒀𝒍𝒎
 (𝒓⃗ ) et de leurs dérivées par rapport à l’énergie 𝑼̇𝒍

 
 
(𝒓⃗ )𝒀𝒍𝒎

 (𝒓⃗ ). Les fonctions  

𝑼𝒍(𝒓⃗ ) sont définies comme dans la méthode APW, et la fonction 𝑼̇𝒍
 (𝒓⃗ ) doit satisfaire la 

conduction suivante: 

(−
𝒅𝟐

𝒅𝒓⃗ 𝟐
+
𝒍(𝒍+𝟏)

𝒓⃗ 𝟐
+ 𝑽(𝒓⃗ ) − 𝑬𝒍) 𝒓𝑼̇𝒍

 
 
(𝒓⃗ ) = 𝒓𝑼𝒍(𝒓⃗ ) .......................................................(II-5) 

Ces fonctions radiales 𝑼𝒍 et 𝑼̇𝒍
 
 assurent à la surface de la sphère MT, la continuité avec les 

ondes planes de l’extérieur. Alors, les fonctions d’onde ainsi augmentées deviennent les 

fonctions de base (LAPW) de la méthode (FP-LAPW): 

𝚿(𝒓⃗ ) = {

𝟏

√𝛀
 ∑ 𝑪𝑮𝒆

𝒊(𝑲+𝑮)𝒓⃗                                              𝒓⃗ > 𝒓⃗ 𝟎𝑮

∑ [𝑨𝒍𝒎𝑼𝒍(𝒓⃗ ) + 𝑩𝒍𝒎𝑼̇𝒍
 (𝒓⃗ )]𝒀𝒍𝒎(𝒓⃗ )           𝒓⃗ < 𝒓⃗ 𝟎𝒍𝒎

} ................................(II-6)  

Où  les  coefficients  𝑩𝒍𝒎 correspondent   à  la  fonction  𝑼̇𝒍
  et  sont  de même  nature  que  les 

coefficients 𝑨𝒍𝒎. Les fonctions (FP-LAPW) sont des ondes planes uniquement dans les zones 

interstitielles comme dans la méthode APW. Les fonctions radiales peuvent être développées 

au voisinage de 𝑬𝒍 comme suit: 

𝑼𝒍(𝑬, 𝒓) = 𝑼𝒍(𝑬𝒍, 𝒓) + (𝑬 − 𝑬𝒍)𝑼̇𝒍
 (𝑬, 𝒓) + 𝑶(𝑬 − 𝑬𝒍)

𝟐.......................................................(II-7) 

Avec: 𝑶(𝑬 − 𝑬𝒍)
𝟐 est  l’erreur  quadratique  en  énergie. 

La méthode LAPW assure ainsi la continuité de la fonction d’onde à la surface de la sphère   MT. 

Le passage vers cette méthode introduit des erreurs de l’ordre de (𝑬 − 𝑬𝒍)
𝟐 sur la fonction d’onde 

et des erreurs vers de l’ordre de (𝑬 − 𝑬𝒍)
𝟒 sur l’énergie de bande. 

Les fonctions LAPW forment une bonne base qui permet, avec une seule El d’obtenir toutes 

les bandes de valence dans une grande région d’énergie. Lorsque cela n’est pas possible, on 

peut généralement diviser en deux parties la fenêtre énergétique, ce qui est une grande 

simplification par rapport à la méthode APW.                                        .  

Si 𝑼𝒍 est égale à zéro à la surface de la sphère, sa dérivée 𝑼̇𝒍
  sera différente de zéro. Par 

conséquent, le problème de la continuité à la surface de la sphère MT ne se posera pas dans la 

méthode LAPW. 
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II-3-2-Les rôles des énergies de linéarisation (𝑬𝒍): 

Pour obtenir de bons résultats, il faut que le choix du paramètre d’énergie 𝑬𝒍 soit 

au centre de la bande du spectre d’énergie, car comme on a déjà vu, les erreurs trouvées 

dans la fonction d'onde, ainsi que dans les énergies de bandes sont de l'ordre de 

𝑶(𝑬 − 𝑬𝒍)
𝟐 et 𝑶(𝑬 − 𝑬𝒍)

𝟒 respectivement. Dans le cas où le paramètre d’énergie 𝑬𝒍 est 

égal à la valeur propre E, la méthode LAPW est réduite à la méthode APW. On peut 

optimiser le choix de ce paramètre 𝑬𝒍 , en calculant l’énergie totale du système pour 

plusieurs valeurs de 𝑬𝒍  et en sélectionnant le paramètre qui donne l’énergie la plus basse [7].                                                                                                              

La condition d’orthogonalité des fonctions augmentées 𝑼𝒍(𝒓⃗ )𝒀𝒍𝒎
 (𝒓⃗ ) et 𝑼̇𝒍

 
 
(𝒓⃗ )𝒀𝒍𝒎

 (𝒓⃗ ) aux 

états du cœur n’est satisfaite que si ces états du cœur ont le même paramètre d’énergie 

𝑬𝒍 , donc la méthode LAPW dépend du choix de 𝑬𝒍. Le chevauchement entre les états 

du cœur et les bases LAPW conduit à l’apparition de faux états du cœur, c’est ce qu’on 

appelle les bandes fantômes [8]. 

II-3-3-Construction des fonctions radiales : 

Les fonctions de base de la méthode FP-LAPW sont des ondes planes dans la zone 

interstitielle. Elles sont développées sous la forme de fonctions radiales numériques à 

l’intérieur des sphères MT à condition que les fonctions de base et leurs dérivées soient 

continues à la surface de la sphère MT. Ainsi la construction des fonctions de base de la 

méthode FP-LAPW revient à déterminer:                                                                     : 

            - Les fonctions radiales 𝑼𝒍(𝒓⃗ ) et leurs dérivées par rapport à l’énergie 𝑼̇𝒍
 
 
(𝒓⃗ ). 

            - Les coefficients 𝑨𝒍𝒎
  et 𝑩𝒍𝒎

  qui satisfont aux conditions aux limites. 

Les conditions aux limites fournissent un moyen simple pour la détermination du Cut-off 

du moment angulaire 𝒍𝒎𝒂𝒙
  et pour la représentation du Cutoff-𝑮𝒎𝒂𝒙

  des ondes planes dans la 

sphère de MT pour un rayon 𝑹𝑴𝑻
 . Une stratégie raisonnable consiste à choisir ces Cut-off, 

tels que 𝑹𝑴𝑻
 𝑮𝒎𝒂𝒙

 = 𝒍𝒎𝒂𝒙
 , ce qui est réalisé en pratique puisque la convergence des calculs de 

FP-LAPW est assurée pour 𝑹𝑴𝑻
 𝑮𝒎𝒂𝒙

 , compris entre 7 et 9. On note aussi qu’il y a deux 

types de fonctions radiales: les fonctions radiales non relativistes et les fonctions radiales 

relativistes. 

II-4-Amélioration de la méthode (FP-LAPW) : 

La méthode LAPW a pour objectif d’obtenir des énergies des bandes précises au voisinage 

des énergies de linéarisation 𝑬𝒍. Pour de nombreux matériaux, cette condition peut être remplie 

en choisissant les valeurs d’énergie 𝑬𝒍 au centre des bandes. Cependant, dans les matériaux 

caractérisés par des états semi-cœur, états intermédiaires entre un état de valence et un état de 
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cœur, le choix d’une seule valeur d’énergie 𝑬𝒍 peut s’avérer insuffisant.                         . 

C’est le problème fondamental de l’état semi-cœur qui est un état intermédiaire entre l’état de 

valence et l’état du cœur.                                                                                        . 

Il existe deux moyens pour traiter cette situation:                                       : 

           ➢ L’usage des fenêtres d’énergies multiple.                                           . 

           ➢  L’utilisation d’un développement en orbitales locale [9]. 

II-4-1-Les fenêtres d’énergie multiple : 

La technique la plus utilisée pour traiter le problème du semi-cœur est celle qui 

consiste à diviser le spectre énergétique en fenêtre dont chacune correspond à une 

énergie 𝑬𝒍.  Cette procédure de traitement est illustrée dans la Figure (II-2).              . 

Dans ce traitement par le moyen de fenêtres une séparation est faite entre l’état de 

valence et celui de semi-cœur où un ensemble de 𝑬𝒍 est choisi pour chaque fenêtre pour 

traiter les états correspondants. Ceci revient à effectuer deux calculs par la méthode 

LAPW, indépendants, mais toujours avec le même potentiel.                           . 

La méthode FP-LAPW est basée sur le fait que les fonctions 𝑼𝒍 et 𝑼̇𝒍
  sont orthogonales 

à n’importe quel état propre du cœur et en particulier à ceux situés à la surface de la 

sphère. Cependant les états de semi-cœur satisfont souvent à cette condition sauf s’il y a 

la présence de bandes « fantômes » entre l’état de semi-cœur et celui de valence [10]. 

 

                                Figure II-2: Les fenêtres d’énergies multiples. 

II-4-2-Développement en orbital local: 

Dans cette technique, on traite tous les états énergétiques avec une seule fenêtre 

d’énergie. Tekeda [11], Perta [12], smrka [13], Shaughnessy [14] et Singh [15] proposent 

une combinaison linéaire de deux fonctions radiales. Les dérivés de ces fonctions par rapport 
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à l’énergie sont égaux, mais les énergies de linéarisation correspondantes sont différentes. La 

fonction propre à la forme suivante: 

    𝚿𝒍𝒎 = [𝑨𝒍𝒎𝑼𝒍(𝒓, 𝑬𝟏,𝒍) + 𝑼̇𝒍
 (𝒓)𝑩𝒍𝒎(𝒓, 𝑬𝟏,𝒍) + 𝑪𝒍𝒎𝑼𝒍(𝒓, 𝑬𝟐,𝟏)]𝒀𝒍𝒎(𝒓) .........................(II-8) 

Où  𝑪𝒍𝒎: sont ses coefficients possédant la même nature de coefficients 𝑨𝒍𝒎 et 𝑩𝒍𝒎. 

II-4-3-Méthode LAPW+LO : 

Le développement de la méthode LAPW en orbitales locales consiste à modifier les orbitales 

de sa base pour éviter l’utilisation de plusieurs fenêtres, en utilisant une troisième catégorie de 

fonctions de base. Le principe est de traiter l’ensemble des bandes à partir d’une seule fenêtre 

d’énergie. Singh [15] a donné ces orbitales, notées  « LO »  sous  forme  d’une  combinaison 

linéaire de deux  fonctions  radiales  correspondant  à deux  énergies  différentes et de la dérivée 

par rapport à l’énergie de l’une de ces fonctions: 

𝚿(𝐫) = {
𝟎                                                                                                            𝒓 > 𝑹𝑴𝑻
[𝑨𝒍𝒎𝑼𝒍(𝒓, 𝑬𝒍) + 𝑩𝒍𝒎𝑼̇𝒍

 (𝒓, 𝑬𝒍) + 𝑪𝒍𝒎𝑼𝒍(𝒓, 𝑬𝒍)]𝒀𝒍𝒎(𝒓)         𝒓 < 𝑹𝑴𝑻
}................(II-9) 

Où les coefficients 𝑪𝒍𝒎 sont de la même nature que les coefficients 𝑨𝒍𝒎 et 𝑩𝒍𝒎 définis 

Précédemment. 

Une orbitale locale est définie pour l et m donné est également pour un atome donné (dans 

la cellule unitaire, tous les atomes étant considérés et non seulement les atomes inéquivalents). 

Ces orbitales locales peuvent également être utilisées au-delà du traitement des états de semi-cœur 

pour améliorer la base vis-à-vis des bandes de conduction. Cette amélioration de la 

méthode LAPW est à l’origine du succès de la méthode de linéarisation basée sur la méthode 

LAPW dans la mesure où elle permet d’étendre cette méthode originelle à une catégorie de 

composés beaucoup plus large. 

II-4-4-Méthode APW+LO : 

Le problème rencontré dans la méthode (APW) était la dépendance en énergie de 

l’ensemble des fonctions de base. Cette dépendance a pu être éliminée dans la méthode 

(LAPW+LO) mais au prix d’une base de taille plus importante, et de ce fait les 

méthodes (APW) et (LAPW+LO) acquièrent toutes deux une limitation importante. 

Sjösted, Nordström et Singh ont apporté une amélioration en réalisant une base qui 

combine les avantages de la méthode (APW) et ceux de la méthode (LAPW+LO). Cette 

méthode est appelée « APW+lo » et correspond à une base indépendante de l’énergie 

(comme l’était la méthode LAPW+LO) et qui ne requiert qu’une énergie de coupure 
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d’ondes planes très faiblement supérieure à celle de nécessaire dans le cadre de la 

méthode  (APW). Elle consiste   à  utiliser  une  base   (APW)   standard   mais   en  considérant 

𝑼𝒍(𝒓⃗ ) pour une énergie 𝑬𝒍 fixée de manière à conserver l’avantage apporté par la 

linéarisation du problème aux valeurs propres. Mais du fait qu’une base d’énergies fixes 

ne fournit pas une description satisfaisante des fonctions propres on y ajoute également 

des orbitales locales qui permettent d’assurer une flexibilité variationnelle au niveau des 

fonctions de base radiales.                                                                       . 

Une base « APW+lo » est définie par l’association des deux types de fonctions d’onde suivants:  - 

Des ondes planes (APW) avec un ensemble d’énergies 𝑬𝒍 fixées: 

𝚿(𝒓⃗ ) = {

𝟏

√𝛀
∑ 𝑪𝑮𝒆

𝒊(𝑮+𝑲)𝒓⃗ 
𝑮                                               𝒓 > 𝑹𝑴𝑻

∑ 𝑨𝒍𝒎𝑼𝒍(𝒓⃗ )𝒀𝒍𝒎(𝒓⃗ )𝒍𝒎                                      𝒓 < 𝑹𝑴𝑻
} ..........................................(II-10) 

- Des orbitales locales mais d’un type différent de celui de la méthode (LAPW+LO): 

𝚿(𝒓⃗ ) = {
𝟎                                                                                               𝒓 > 𝑹𝑴𝑻
∑ [𝑨𝒍𝒎𝑼𝒍(𝒓, 𝑬𝒍) + 𝑩𝒍𝒎𝑼̇𝒍(𝒓, 𝑬𝒍)]𝒍𝒎 𝒀𝒍𝒎(𝒓)                  𝒓 < 𝑹𝑴𝑻

} ..........................(II-11) 

Pour trouver des résultats précis l'ensemble de la base (APW +l o) semble exiger une 

taille comparable à la base dans la méthode (APW). C’est moins que dans la méthode 

(LAPW+LO), on utilise (APW+lo) pour les états qui convergent difficilement (états f 

ou d, atomes avec une petite sphère par exemple). Alors la taille de cette base est 

similaire à celle de la méthode (APW), et le calcul converge rapidement. 

II-5-Le code Wien2k : 

Dans ce travail, nous avons utilisé la méthode APW+lo, implémentée dans le code Wien2k 

[16]. Les principaux programmes nécessaires pour faire le calcul auto-cohérent sont:             : 

❖ NN: C’est un programme qui donne les distances entre les plus proches voisins, qui 

aide à déterminer le rayon atomique de la sphère.                                                    . 

❖ LSTART: Un programme qui génère les densités atomiques et détermine comment les 

différentes orbitales sont traitées dans le calcul de la structure de bandes, comme des 

états du cœur avec ou sans orbitales locales. 

❖ SYMMETRY: Il génère les opérations de symétrie du groupe spatial, détermine le 

groupe ponctuel des sites atomiques individuels, génère l’expansion LM pour les 

harmoniques du réseau et détermine les matrices de rotation locale.                                 . 

❖ KGEN: Il génère une maille k dans la zone de Brillouin.                               . 

❖ DSTART: Il génère une densité de départ pour le cycle SCF par la superposition des 
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densités atomiques générées dans LSTART.                                                         . 

Alors un cycle auto-cohérent est initialisé et répété jusqu'à ce que le critère de convergence 

soit vérifié. Ce cycle s’inscrit dans les étapes suivantes.                                        : 

❖ LAPW0: Génère le potentiel à partir de la densité.                               . 

❖ LAPW1: Calcule les bandes de valence, les valeurs propres et les vecteurs propres. 

❖ LAPW2: Calcule les densités de valence.                                   . 

❖ LCORE: Calcule les états du cœur et les densités.                                    . 

❖  MIXER: Mélange la densité d’entrée et de sortie. 

Alors en partant d’une densité initiale définie à partir d’une somme de densités atomiques, 

Wien2k va donc exécuter une série de programmes pour converger de façon auto-cohérente. 

Tout d’abord les différents potentiels vont être générés à partir de la densité électronique 

(programme LAPW0), les fonctions d’onde sont ensuite développées sur la base d’ondes 

planes  augmentées et  les valeurs  propres sont  trouvées par diagonalisation (LAPW1). Enfin, 

le code détermine la densité de charge des électrons de valence et l’énergie du niveau de Fermi 

(LAPW2), (ainsi que la densité de charge des états de cœur (LCORE). La succession de ces 

programmes constitue une itération. Chaque itération se termine par le programme MIXER qui 

va réunir les densités de charge pour les électrons de cœur, de semi-cœur et de valence pour chaque 

type de spin (dans le cas d’un calcul polarisé en spin, LAPW1, LAPW2 et LCORE sont exécutés 

indépendamment pour chaque type de spin). La Figure II-3 résume le fonctionnement et la 

structure de Wien2k.                                                                                   . 

Plusieurs paramètres vont donc être déterminants pour la précision du calcul. Tout d’abord il 

convient de déterminer une énergie ΔE pour délimiter les états électroniques qui vont être 

traités comme états de cœur ou comme états de valence (typiquement, un intervalle de 

6 à 8 Ry séparera ces deux types d’états). Un paramétré essentiel est 𝑅𝑀𝑇
𝑚𝑖𝑛 × 𝐾𝑚𝑎𝑥 qui 

correspond  au  produit  entre le plus petit rayon  de sphère  atomique  choisi  et  la  plus  grande 

valeur de 𝑲⃗⃗⃗  . Les vecteurs 𝑲⃗⃗⃗  qui déterminent la base d’ondes planes dans la région (I) sont 

choisis dans une sphère de rayon 𝐾𝑚𝑎𝑥. Le paramètre 𝑅𝑀𝑇
𝑚𝑖𝑛 × 𝐾𝑚𝑎𝑥  permet donc de définir la 

taille de la base. Enfin, il est nécessaire d’échantillonner la première zone de Brillouin avec un 

nombre de vecteurs de Bloch assez important.                                                                         . 

Du calcul auto-cohérent, il est possible grâce à Wien2k d’avoir accès à diverses propriétés 

physiques (forces de Pulay, moments magnétiques, énergie totale...) ainsi que de tracer 

différents spectres,  les densités d’états (Density of States (DOS)), la structure de bandes, . . .  
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III-1-Introduction : 

L’hydrogène semble être le carburant du futur du point de vue de l’évolution des besoins 

énergétiques humains. En effet, c’est le carburant le plus propre, sa combustion ne produisant que 

de l’eau, et a un pouvoir calorifique trois fois supérieur au pétrole. 

Cependant il n’existe pas à l’état naturel mais doit être produit par l’homme. Ainsi l’hydrogène est 

un produit manufacturé trois fois plus cher que les produits pétroliers. La technique d'utilisation 

de l'hydrogène pour produire de l'énergie électrique est l'un des meilleurs moyens de produire de 

l'énergie afin de préserver l'environnement car elle ne produit que l'électricité et l'eau. C'est 

pourquoi cette nouvelle technologie reçoit beaucoup d'attention pour la développer et l'exploiter 

dans les voitures de course et l'approvisionnement en électricité des maisons. Les grands 

constructeurs automobiles ont commencé à produire de petites voitures et à les mettre sur le 

marché. Au lieu d'être chargé d'essence ou de diesel, il peut être chargé de 4 kg d'hydrogène, assez 

pour parcourir environ 400 km. Cependant, la vitesse de ces voitures est encore faible, mais elles 

sont suffisantes pour des vitesses de conduite normales en ville. 

III-2-Généralités sur l’hydrogène : 

Découvert par  le chimiste  anglais Henry  Cavendish  en 1766, l’hydrogène  doit son nom au 

français Antoine Lavoisier. Dérivé de la  langue  grecque, le nom vient des deux mots: Hydro 

= eau, et gène= générateur, donc  le mot  hydrogène signifie « générateur d’eau ». De tous les 

éléments chimiques, l’hydrogène est le plus léger car il possède la structure atomique la plus 

simple : son noyau se compose d’un unique proton et son atome ne compte qu’un électron. Il 

tient donc la première place dans la classification périodique de Mendeleïev [1]. 

 

Figure III-1: Densité d’énergie massique pour différents vecteurs d’énergie. 
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Parmi les caractéristiques qui font de l’hydrogène un important vecteur énergétique pour le 

futur: 

i. l’hydrogène est un élément chimique simple, léger (plus que l’air), stable, peu réactif à 

température ambiante. 

ii. il est facile à transporter. 

iii. il peut être produit en quantités presque illimitées. 

L’hydrogène est un gaz très volatil, incolore, inodore, insipide et non-polluant. L’hydrogène, 

du fait de sa légèreté, est caractérisé par la diffusivité [2]. L’hydrogène est le plus petit des 

éléments ; son isotope le plus commun est constitué seulement d’un proton et d’un électron. 

Les propriétés physico-chimiques de l’hydrogène sont données dans le Tableau III-1. 

 

Numéro atomique : 1. 

Masse atomique : 1.007825 g.mol-1. 

Electronégativité de Pauling : 2,1. 

Masse volumique : 0,0899.10-3 g.cm-3 à 20 °C. 

Température de Fusion (à 1bar) : 14K. 

Température d'ébullition (à 1bar) : 20.3K. 

Rayon atomique (Van der Waals) : 0,12 nm. 

Rayon ionique : 0,208 (-1) nm. 

Isotopes : Le deutérium et le tritium (respectivement 1 et 2 neutrons).8 

Configuration électronique : 1s1. 

Energie de première ionisation : 1311 kJ.mol-1. 

Découverte : En 1671 par Boyle. Cavendish étudie ses propriétés. 

Abondance : C'est l'élément  le plus abondant  de l’univers et  le troisième  élément  le plus 

Abondant sur le globe terrestre. 

 

Tableau III-1 : Principales caractéristiques chimiques et physiques de l’hydrogène [3]. 

 

L’hydrogène peut être stocké sous forme liquide à basse température, gazeuse sous pression 

ou solide. 
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III-3-Production d’hydrogène : 

Actuellement, 96% de l’hydrogène est produit à partir des hydrocarbures, en raison tout d’abord 

de leur intégration dans l’industrie pétrolière qui est l’une des premières consommatrices 

d’hydrogène (Figure III-2). Les autres raisons sont, bien entendu, leur disponibilité actuelle ainsi 

que leur réactivité chimique et le coût global de production. La matière première prédominante est 

logiquement le gaz naturel constitué principalement de méthane (de formule chimique CH4 soit 4 

atomes d’hydrogène pour 1 atome de carbone, ce taux d’hydrogène par rapport au carbone est le 

plus important par rapport à tous les autres hydrocarbures). D’autres hydrocarbures peuvent aussi 

être utilisés [4]. 

Les principales voies de production à partir des hydrocarbures retenus au stade industriel passent 

par la production de syngaz, ou gaz de synthèse, qui est un mélange d’hydrogène et de monoxyde 

de carbone (H2 + CO). Actuellement l’hydrogène est utilisé comme matière première dans 

l’industrie chimique et pétrochimique. Sa production est donc généralement associée à d’autres 

unités présentes pour minimiser les coûts énergétiques et matériels. Par exemple dans la production 

d’ammoniac, le CO2 issu des étapes précédentes de fabrication d’hydrogène est utilisé pour 

produire de l’urée à partir de l’ammoniac [4]. 

 

Figure III-2 : Principales origines de l’hydrogène produit dans le monde. 
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III-4-Le stockage d’hydrogène : 

Le stockage d’hydrogène est certainement un verrou technique et scientifique pour le 

développement de la technologie de l’hydrogène [5]. L’hydrogène est un gaz extrêmement léger 

qui occupe un volume important dans les conditions de pression standard, c’est à dire à la pression 

atmosphérique. Pour le stocker et le transporter efficacement, il faut fortement réduire ce volume. 

Le dihydrogène ne peut jouer son rôle de vecteur d’énergie que si l’on peut le stocker efficacement, 

pour un coût limité et dans des conditions de sécurité acceptables. Le risque de fuite de 

dihydrogène doit être pris en considération, compte tenu du caractère inflammable et explosif de 

ce gaz dans certaines conditions. Ou, en raison de la petite taille de sa molécule, il est capable de 

traverser de nombreux matériaux, y compris certains métaux. De plus, il en fragilise certains en 

les rendant cassants. Différents modes de stockage doivent être envisagés selon l’utilisation qui en 

sera faite : industrielle, domestique, mobile ou nomade. L’hydrogène peut être stocké sous forme 

liquide à basse température, gazeuse sous pression ou solide. 

III-4-1-Stockage sous pression ou liquide : 

L'hydrogène à pression atmosphérique peut passer sous forme liquide par refroidissement à 20 

K. La capacité volumétrique de ce mode de stockage est de 70,8 kg.m-3. Le stockage sous 

forme liquide est également couramment utilisé à l'heure actuelle, mais, il présente deux 

inconvénients. Le premier est que la liquéfaction demande une quantité non négligeable 

d'énergie, environ 30% de l'énergie de l'hydrogène utilisable. Le second est la conservation 

de l'hydrogène. En effet, l'hydrogène en se réchauffant augmente la pression au-dessus du 

liquide (pression de vapeur saturante). Afin de limiter cette surpression, une soupape est 

nécessaire laissant s'échapper l'hydrogène. Ainsi, cette fuite se traduit par une perte en 

hydrogène de l'ordre de 1 à 2 % par jour, même dans les réservoirs cryogéniques (systèmes à 

double paroi métallique avec isolation). La quantité relativement importante d'énergie 

nécessaire à la liquéfaction et l'évaporation continue de liquide limite cette méthode de 

stockage. Au bilan, le stockage de l'hydrogène liquide est une méthode plus onéreuse que 

celui de l'hydrogène comprimé [6,7]. 

III-4-2-Stockage solide : 

Les recherches s'orientent actuellement vers une autre méthode de stockage: le stockage 

sous forme solide. Dans ce système, l'hydrogène vient se fixer par des liaisons chimiques à un 

matériau solide. Le stockage de l'hydrogène sous forme solide permet de résoudre les 

problèmes liés aux fortes pressions et aux températures extrêmes. L'intérêt de ce mode de 

stockage réside aussi dans ses grandes capacités volumétriques (150 kg.m-3) et massiques 

(18 % massique) [6-8]. Parmi ces matériaux solides, on distingue ceux dans lesquels 
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l'hydrogène est adsorbé, mettant en jeu la physisorption (sans dissociation de la liaison H-H 

Fig-III-3-a) et ceux dans lesquels il est absorbé mettant en jeu la chimisorption dissociative (la 

liaison H-H est rompue comme illustré à la Fig-III-3-b).Cependant, ces réactions sont plus ou 

moins facilement réversibles constituant une problématique majeure du stockage dans les 

solides. 

 

Figure III-3 : Schéma sommaire (a) de la physisorption et (b) de la chimisorption. 

III-4-3-Stockage par adsorption : 

Dans ce cas, le gaz d'hydrogène est adsorbé sans rupture de la liaison H-H. On parle alors de 

physisorption mettant en jeu des liaisons entre l'hydrogène et le matériau de type Van der 

Waals. Certains matériaux carbonés sont structurés de telle manière qu'ils présentent de 

nombreux pores, offrant ainsi une surface spécifique élevée, sur laquelle l'hydrogène peut 

venir s'adsorber. Ainsi, de par la faible masse du matériau hôte, des capacités massiques 

élevées peuvent être atteintes. Cependant, du fait de la faiblesse des liaisons entre l'hydrogène 

et le matériau, des températures faibles de l'ordre de -196℃ sont nécessaires. Parmi ces 

matériaux, on peut citer le charbon actif de structure poreuse possédant une surface spécifique 

jusqu'à 3000 m2g-1. A 77 K, les capacités de stockage d'hydrogène à la pression 

atmosphérique peuvent atteindre 8% en masse. Le graphite, de structure en forme de feuillets 

liés par l'intermédiaire des forces de Van der Waals, peut adsorber 7,4% en masse. Certains 

ions métalliques intercalent entre les feuillets sont capables d'augmenter la capacité de 

stockage [9]. Le graphème correspondant à seul feuillet de graphite est aussi étudié [8,9]. 

Plus récemment, les recherches se sont orientées vers les possibilités de stockage dans les 

nanostructures de carbone : les nanofibres et les nanotubes de carbone [9,10,11]. Les 

nanotubes ont une capacité de stockage de l'hydrogène à température ambiante de 1,97% à 

14% en masse selon la pression d'hydrogène. Actuellement, une nouvelle approche est utilisée 

consistant à combiner les propriétés d'adsorption des matériaux de carbones poreux ou non 
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structurés et de nanoparticules de métalliques, d'intermétalliques ou encore d'oxydes. On peut 

notamment citer les systèmes nanotubes de carbone - magnésium [12], les alanates [13], les 

borohydrures [14], les amides [15,16], et le palladium [17]. Il existe aussi des réseaux 

organométalliques nanoporeux (MOF, pour Metal-Organic Framework), une classe des 

matériaux cristallins constitues d'ions métalliques (Li, Zr) reliés entre eux par un ligand organique 

[18,19]. Avec des surfaces spécifiques de l'ordre 4000 à 5500 m2g-1, il est rapporté un stockage de 

2 à 20 % massique à 77 K et 35 bars. [20,21]. 

III-4-4-Stockage par absorption : 

L’absorption est fondée sur la formation d'hydrures métalliques solides. L'hydrogène 

moléculaire s'absorbe en effet dans une large variété de métaux et d'alliages métalliques. Cette 

absorption résulte de la combinaison chimique réversible de l'hydrogène avec les atomes 

composant ces matériaux, liaison dite métallique. Les composés ainsi formés sont appelés 

hydrures métalliques (Figure III-4). 

 

Figure III-4 : Hydrure métallique. 

 

III-5-Les hydrures : 

Un hydrure est la « combinaison de l'hydrogène avec un élément plus électropositif ». Presque 

tous les éléments (M) forment des hydrures binaires MHx où x = 0.5-3. On retrouve trois catégories 

principales d'hydrures selon le type de lien qui unit l'hydrogène aux atomes voisins. (Voir Figure 

III-5). 

L'hydratation et la déshydratation de la plupart des métaux se font selon une réaction directe entre 

le métal et l’hydrogène : 

M + x/2 H2= MH2 ..................................................................................................................(III-1) 
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Leibowitz et Gibbs [22,23] ont classé les hydrures en trois grandes familles selon les liaisons 

formées Ces hydrures sont : 

  Les hydrures ioniques où la différence d’électronégativité est très importante. Les hydrures 

des éléments alcalins ou alcalino-terreux forment cette famille. 

  Les hydrures métalliques pour les éléments des groupes de trois à dix, ainsi que pour les 

lanthanides et les actinides. 

  Les hydrures covalents pour les éléments des groupes de onze à quatorze pour lesquels la 

différence d’électronégativité est faible. 

 
 

Figure III-5 : Classification périodique des éléments donnant leur électronégativité 

(échelle de Pauling) et les différents hydrures formés. 
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IV-1-Introduction: 

Les hydrures sont des  matériaux  prometteurs, qui  peuvent  être  utilisés  dans  les  batteries 

rechargeables, les cellules, les réfrigérateurs, les capteurs, les  commutateurs optiques,   ainsi 

que dans le stockage de chaleur, en industrie nucléaire et dans la purification de l’hydrogène. 

Dans le tableau périodique, les éléments métalliques peuvent être classés selon leur réactivité 

vis-à-vis de l’hydrogène.  Certains  éléments  absorbent  l’hydrogène  gazeux  à  température 

ambiante, alors  que  d’autres  nécessitent  des  conditions  de  pression  et  des  températures 

élevées pour réagir avec l’hydrogène.                                                                             .  

On convient de nommer « type A », les éléments  ayant une forte réactivité avec l’hydrogène 

(un métal  alcalino-terreux).  Ces   éléments   vont   former   des   hydrures  stables  dans  des 

conditions de température et pression proches de l’ambiante.                                                     . 

Le « type B » désigne,  au  contraire,  les  éléments  n’ayant  pas  ou  peu  de  réactivité  avec 

l’hydrogène (un métal de transition), dont les hydrures (instables) se forment à haute pression 

et  température.  La Figure IV-1 montre  la classification des éléments A (en rouge) et B (en 

bleu) en fonction de l’enthalpie de formation de leurs hydrures. 

 

Figure IV-1 : Enthalpie de formation des hydrures des métaux purs à température ambiante. 

Dans ce chapitre, nous étudions les hydrures suivants:  CsH, KH et RbH. 

L’objectif de ce chapitre est l’étude des propriétés structurales telles que (le paramètre du 
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réseau, le module de compressibilité, et sa dérivée…), les propriétés électroniques telles que 

(la structure de bandes, la densité d’états totale et partielle) des hydrures  CsH, KH et RbH                           

par simulation  numérique.  

La configuration électronique de chaque élément est :                                                          

H1 :1s1. 

Cs55: [Xe]546s1. 

K19 : [Ar]184s1. 

Rb37: [Kr]365s1. 

IV-2-La structure cristalline : 

 Les hydrures CsH se cristallisent dans les conditions ambiantes dans la structure cubique, avec 

un groupe d’espace Fm𝟑̅m.  

 La représentation schématique de cette structure est comme suit: 

 
(a.1)                                                                                    

 

                                              (a.2) 

Figure IV-2 : Structure cristalline de CsH : (a.1): La structure cubique. 

(a.2) : La configuration octaédrique. 
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IV-3-Détails de calculs:                                                                            : 

Nous  avons  effectué  nos  calculs  en  utilisant  la  méthode  des  ondes  planes   augmentées 

linéarisées à potentiel totale  (FP-LAPW) dans le cadre de la théorie de la fonctionnelle de la 

densité (DFT) implémenté dans le code Wien2k [1]. Le potentiel d’échange et de corrélation 

est traité dans le cadre des approximations suivantes:                                                   : 

❖ L’approximation de la densité locale (LDA: Local Density Approximation)  paramétrisée 

par Perdew et Wang [2].                                                                                                   . 

❖ L’approximation  du  gradient  généralisé (GGA: Generalized  Gradient  Approximation) 

paramétrisée par Perdew, Burke et Ernzerhof [3].                                                          . 

Pour améliorer les gaps énergétiques:                                                 : 

Dans la méthode FP-LAPW, la cellule unitaire est devisée en deux régions:                         : 

✓Les sphères qui ne se chevauchent pas et qui sont centrées sur chaque atome de rayon RMT. 

✓La région interstitielle (la région qui reste).                                                    . 

Les fonctions  d'onde de Kohn et Sham sont développées en termes d'harmoniques  sphériques 

à l'intérieur des sphères  Muffin-Tin  pour une  valeur   maximale de  lmax=10  et  en série de 

Fourier dans  la région interstitielle avec un rayon de coupure RMT*Kmax (RMT est le plus petit 

Rayon de Muffin-Tin  et  le  Kmax  est  la  valeur  de  coupure  pour  les  ondes  planes). 

Les   valeurs   des  paramètres   importants  utilisé  dans  nos  calculs  ont  été  déterminé  par 

des tests de convergence. Ceci  fait  intervenir  le nombre  de points spéciaux dans la Zone de 

Brillouin ainsi que le paramètre  de coupure  RMT*Kmax. Les valeurs  optimisées  que  nous  

avons utilisées pour la suite de nos calculs sont représentés sur le Tableau (IV-1). 

Tableau IV-1 : Les valeurs de RMT*Kmax, Kpoints, RMT des composés CsH, KH et RbH. 

 

Les composés Approximation RMT*Kmax Kpoints RMT(Cs) RMT(K) RMT(Rb) RMT(H) 

CsH 
GGA 9 700 2.5 --- --- 2.5 

LDA 9 700 2.5 --- --- 2.5 

KH 
GGA 9 700 --- 2 --- 2 

LDA 9 700 --- 2 --- 2 

RbH 
GGA 9 700 --- --- 2 2 

LDA 9 700 --- --- 2 2 
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IV-4-Les propriétés structurales des hydrures CsH, KH et RbH:                                  

IV-4-1-Détermination des paramètres structurales:                :        

Pour déterminer le paramètre de la maille d'équilibre et pour trouver comment l'énergie totale varie 

en fonction de ce paramètre, nous avons effectué des optimisations structurales sur les hydrures 

CsH, KH et RbH pour deux états (magnétique et non magnétique ). Le calcul a été effectué avec 

les approximations GGA et LDA. L’optimisation structurale s’effectue en minimisant l’énergie 

totale en fonction du volume V. Le cycle d’optimisation est reproduit jusqu’à ce que la 

convergence soit atteinte. Le module de compression à l’équilibre est évalué en ajustant la courbe 

de variation de l’énergie totale en fonction du volume obtenue en fin de cycle à l’équation de 

Murnaghan [4] donnée par: 

E(V)=𝐄𝟎+
𝐁

𝐁′(𝐁′+𝟏)
[𝐕 (

𝐕𝟎

𝐕
)
𝑩′

− 𝑽𝟎] +
𝑩

𝑩′
(𝐕 − 𝑽𝟎)..................................................................(IV-1) 

𝐄𝟎: représente l'énergie de l’état fondamental correspondant au volume 𝑽𝟎. 

𝑽𝟎: est le volume de l’état fondamental. 

La constante du réseau à l’équilibre est donnée par le minimum de la courbe Etot(V).  

B: le module de compressibilité est déterminé par l'équation suivante: 

B=V
𝛛𝟐𝐄

𝛛𝐕𝟐
....................................................................................................................................(IV-2)  

B': la dérivée du module de compressibilité: 

𝐁′ =
𝛛𝐁

𝛛𝐏
....................................................................................................................................(IV-3) 

Les valeurs de l’optimisation sont représentées dans le Tableau IV-2.  

Tableau IV-2: Les  valeurs   de  paramètre  de  maille  a(A°), le  module  de  compressibilité  

B(GPa)  et  sa dérivé B’, ainsi que l’énergie  minimale  E(Ry), et le volume V0, en utilisant la 

GGA et LDA dans les états avec spin et sans spin des hydrures  CsH, KH et RbH. 
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Les 

composés 

 GGA LDA 
 

Valeurs 

expérimentales 
 

 

 

CsH 

Les grandeurs spin no spin spin no spin 

a(A0)      6.44       6.46       6.11       6.11  6.39[5] 

V0    451.53     454.71    384.91    385.28 
 

B(GPa)      9.56       8.89      12.28     12.18  
 

B’      5.73       3.04       4.15      3.87  
 

E0(Ry) -15581.763316 -15581.763215 -15569.557640 -15569.557631 
 

La différence 

d'énergie E0(Ry) 
-0.000101 -0.000009 

 

                                                                                                 

 

                              

KH 

a(A0)      5.71      5.71      5.47       5.47  
 

V0    313.52    313.35     276.30    276.50 
 

B(GPa)     13.48      12.99     17.41      17.30  
 

B’      3.72      4.41       4.14       3.77 
 

E0(Ry) -1205.452257 -1205.452240 -1202.392618 -1202.392615 
 

La différence 

d'énergie E0(Ry) 
-0.000017 -0.000003 

 

 

                                       

                                  

RbH 

 

a(A0)      6.06      6.06       5.79      5.79 6.04[5] 

V0    374.99    376.37     326.76    327.03  
 

B(GPa)     11.91     10.75      14.82      14.65 
 

B’      5.92       4.04      4.24      3.77  
 

E0(Ry) -5964.157205 -5964.157075 -5957.052012 -5957.052005 
 

La différence 

d'énergie E0(Ry) 
-0.00013 -0.000007 
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Selon le Tableau IV-2 on observe que: 

 Les valeurs  de paramètre de maille sont en accord avec les valeurs expérimentales pour les 

deux composés CsH et RbH. 

 Il se trouve que le module de compressibilité trouvés dans l’approximations GGA sont plus 

petites que celui obtenu par LDA, tandis que la dérivée du module de compressibilité B’ tandis 

que le volume V0 obtenu par LDA est petit comparativement a celui trouvé dans la GGA. 

 Le minimum d’énergie le plus bas est apparait dans le cas magnétique (spin) dans les deux 

approximation GGA et LDA. 

IV-4-2-La stabilité structurale des hydrures CsH, KH et RbH: 

La variation de l’énergie en fonction de volume des hydrurs  CsH, KH et RbH  est représentée 

dans la Figure IV-3. D’aprés les résultats de la différence d’énergie, nous constatons que les 

valeurs obtenues sont trés petites. Il est a noté que l’état magnétique est le plus stable dans les deux 

approximations  GGA et LDA. 
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Figure IV-3: La variation de l’énergie en fonction du volume des hydrures CsH, KH et  RbH                                                                                          

Calculée par les approximations GGA et LDA dans les deux cas (spin et non spin). 
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IV-5-Les propriétés électroniques des hydrures : 

L’analyse de la structure électronique sous forme  des  densités  d’états en fonction des énergies 

(DOS), pour les matériaux, nous permet de prédire les types des hybridations et la nature des 

analyses de la structure électronique sous forme des densités d’états en fonction des énergies. Il 

nous  permet,  aussi, de  suivre  la  distribution  des  électrons  dans  les  différents niveaux d’énergie 

comme la position par rapport au niveau de Fermi, la largeur des bandes de valence, de conduction 

et la bande interdite. 

En effet,   la   plupart   des   propriétés   physiques   sont   directement   liées   aux  propriétés 

électroniques. Pour  caractériser  la  structure  électronique  d’un  solide,  nous  disposons des 

outils complémentaires qui sont la densité de charge,  la densité d’états  électroniques (DOS) et la 

structure de bandes. 

Le test  de  l’efficacité  de  la  simulation  et  les modèles se  fait  en  comparant  les  résultats 

obtenus par  cette  dernière  avec  les résultats  expérimentaux,  parmi  les  propriétés  qui  sont 

difficiles  à  simuler,   les  propriétés   électroniques   des   matériaux   jusqu'à  ce  jour. Les 

techniques  de  calculs  de  la  structure  électronique  mises  au  point  au  cours  des  dernières 

décennies    sont  nombreuses,  et  en  particulier,  les  méthode   ab-initio  qui  sont  devenues 

aujourd’hui, un outil de base  pour  le  calcul des  propriétés  électroniques  et  structurales  des 

systèmes  complexes.  Elles  sont  aussi  un  outil  de  choix  pour  la  prédiction  de  nouveaux 

matériaux,  et   elles  ont   parfois  pu  remplacer,   des  expériences  très   couteuses   ou   même 

irréalisables  au  laboratoire.  Parmi  les  méthodes ab-initio, actuellement  pour le calcul de la 

structure  électronique  des solides dans le cadre de  la théorie de  la fonctionnelle de  la densité 

DFT,  la méthode  des ondes  planes  augmentées  linéarisées (FP-LAPW) qui est fiable, en les 

comparants  avec  les mesures  expérimentales  et  théoriques.  La relation   de dispersion E(k) 

présente une propriété très importante dans le cas des  semi-conducteurs et les isolants,  grâce à 

cette relation on peut déterminer la nature du gap. 

IV-5-1-La structure de bandes d’énergie : 

En physique du solide, la théorie des bandes est une modélisation des valeurs  d’énergie que 

peuvent  prendre  les  électrons  d’un  solide  à  l’intérieur de celui-ci.  De façon  générale, ces 

électrons  n’ont la  possibilité  de  prendre que des valeurs  d’énergie  comprises  dans  certains 

intervalles, lesquels  sont  séparés  par  des  bandes  d’énergie  interdites.  Cette   modélisation   

conduit à parler de bandes d’énergie ou de structure de bandes. 

Les bandes  d’énergie  donnent  des  énergies  possibles  d’un électron  en fonction  du vecteur 

d’onde. Ces  bandes sont donc représentées dans l’espace réciproque, et pour simplifier, seules les 

directions de plus hautes symétries dans la première Zone de Brillouin sont traitées.  Pour les semi-
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conducteurs le spectre est caractérisé par la présence de bandes de valence et de bandes  de 

conduction  qui  sont séparées par une bande interidite ou gap. On définit le gap d’énergie comme 

la différence entre le maximum de la bande de valence et le minimum de la bande de conduction. 

 

 

 

 

 

 

 

Figure-IV-4: Relation entre la position des bandes d’énergie et le niveau de Fermi.   
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     Les bandes d’énergies des hydrures CsH, KH et RbH sont représentées dans les Figures IV-5.                                          
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Figures IV-5: La  structure de bandes des hydrures  CsH, KH et RbH  dans les deux cas spin (up 

et down) en utilisant les approximations GGA et LDA. 

Nos résultats sont illustrés dans la Figures IV-5. 

 Pour les spin majoritaires (spin up) et les spin minoritaires (spin down) nous  trouvons que le 

maximum de la bande de valence  et  le minimum de le bande  de conduction  se  situent   au 

point  L  pour  les hydrures  CsH, KH et RbH dans  la première  Zone de Brillouin alors   le 

matériau présente un gap direct dans les approximations GGA et LDA.  

IV-5-2-Gap énergétique des hydrures  CsH, KH et RbH: 

 

 

 

 

Tableau  IV-3: Valeurs  des  gaps énergétiques calculées par les approximations  GGA et     

LDA pour les hydrures  CsH, KH et RbH dans les deux cas spin up et spin  down. 

Les composés 
Eg (eV) 

Valeurs 

théoriques 
GGA LDA 

CsH 2.38 1.77 2.45[6] 

KH 3.44 3.04  

RbH 2.93 2.43 3.03[6] 
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IV-5-3-La densité d’états électroniques: 

La  densité   d’états   électroniques  (DOS)  est   une   grandeur   essentielle   pour  calculer  la 

distribution  d’énergie  des électrons dans les bandes  de valence  et  de conduction.  Pour avoir 

une idée générale sur  l’origine de la structure  électronique  de bandes,  nous avons calculé les 

densités  d’états (DOS) totales  et  partielles  des  hydrures  CsH, KH et RbH   en  utilisant  les 

approximations GGA et LDA. 

Les Figures (IV-6, IV-7, IV-8) représentent la densité d’états totale et partielle des hydrures   CsH, 

KH et RbH. 
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Figures IV-6 : La d’ensité d’états électroniques de CsH calculée par GGA et LDA. 
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Figures IV-7 : La densité d’états électroniques de KH calculée par GGA et LDA. 
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Figures IV-8 : La densité d’états électroniques de RbH calculée par GGA et LDA. 
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La figure IV-6 représenté la densité  d’états totale et partielle  de CsH calculées par les 

approximation GGA et LDA. 

 À partir des bandes des valences nous pouvons distingues deux régions: 

 première  région entre (-9 eV et -9.8 eV) est dominée par la contribution de l’orbitale  p de Cs 

avec une faible contribution de l’orbitale s de H avec l’orbitale d de Cs. 

 deuxième  région entre (-3.7 eV et 0 eV) est dominée par la contribution de l’orbitale  s de H 

avec une faible contribution de les orbitales s,p et d de Cs. 

 Nous  pouvons  distinguer, à  partir  de la bande de conduction qu’elle est dominée par la 

contribution  de  l’orbitale  d de Cs et  une  faible contribution de l’orbitale p de Cs avec s de   

Cs et H. 

La figure IV-7  représentée  la densité  d’états totale et partielle  de KH calculées par les 

approximation GGA et LDA. 

 Nous  pouvons  distinguer, à  partir  de  la  bande  de  valence  qu’elle  est dominée par la 

contribution  de  l’orbitale  s de H avec une faible contribution de p et s de K.  

 À partir des bandes des conductions nous pouvons distingues trois régions: 

 première  région entre (5.2 eV et 5.9 eV) est dominée par la contribution de l’orbitale  p de K 

avec une faible contribution de l’orbitale s de K et H. 

 deuxième  région entre (8 eV et 11.9 eV) est dominée par la contribution de l’orbitale  s de H 

avec une faible contribution de les orbitales p et s de K. 

 troisième région entre (11.9 eV et 13 eV) est dominée par la contribution de l’orbitale  p de K 

avec une faible contribution de l’orbitale s de K et H. 

La figure IV-8  représentée la densité  d’états totale et partielle  de RbH calculées par les 

approximation GGA et LDA. 

 Nous  pouvons  distinguer, à  partir  de  la  bande  de  valence  qu’elle  est  dominée par la 

contribution  de  l’orbitale  s  de H avec une faible contribution de les orbitales p,d et s de Rb. 

 Nous  pouvons  distinguer, à  partir  de la bande  de conduction qu’elle est dominée par la 

contribution  de  l’orbitale  d de Rb avec une  faible  contribution  de  l’orbitale p de  Rb avec      

l’orbitale s de Rb et H. 
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IV-6-Les propriétés magnétiques : 

IV-6-1-Rappel de magnétisme : 

Le ferromagnétisme se définit comme la capacité d’un matériau  à  s’aimanter  très  fortement sous  

l’action  d’un  champ  magnétique  extérieur.   Afin   de comprendre  comment  certains éléments  

chimiques  ou certains alliages  peuvent  posséder cette  faculté si particulière, il faut tout d’abord 

s’intéresser au magnétisme à l’échelle atomique. 

Pour  certains  atomes, ce  moment  magnétique  atomique est non-nul. Ainsi sous l’effet  d’un 

champ  magnétique  extérieur,  le  moment   magnétique   de  ces  atomes  va  s’orienter  selon la 

direction du champ appliqué [7]. On appelle ce phénomène le paramagnétisme. 

Dans  l’image  planétaire  de  l’atome,   les  éléments   sont   soumis   à   deux    mouvements: une  

révolution  autour  du  noyau  auquel  correspond  le moment  orbital  et  une rotation sur lui-même  

auquel  correspond  le  moment  de  spin. Seules  les couches  incomplètes  ont des moments 

résultants orbitaux (L⃗ ) ou de spin (S⃗ ) non nuls. 

Les propriétés  magnétique  des composés  résultent des interactions agissant sur les moments (L⃗ ) 

et (S⃗ ) associés à chaque atome magnétique.  D’après la mécanique quantique,  le moment 

magnétique total (somme des moments magnétiques orbital et de spin) s’écrit: 

𝐦⃗⃗⃗ = 𝐦⃗⃗⃗ 𝟎 + 𝐦⃗⃗⃗ 𝐬 = −𝛍𝐁𝐋 − 𝟐𝛍𝐁𝐒  ...........................................................................................(IV-4) 

Où 𝛍𝐁 est le magnétique de Bohr. 

IV-6-2-Moment magnétique des hydrures CsH, KH et RbH: 

La connaissance du moment magnétique de spin défini par,  le nombre  d’occupation total des 

orbitales à spin majoritaires (spin up) diminué  du  nombre d’occupation total des orbitales à   

spin  minoritaires (spin down),  est un facteur très  important  lors  d’une  étude  des propriétés 

magnétiques d’un  matériau  et  déférent  d’un  matériau  à  un  autre,  il  peut  également  être  

différent dans les éléments de même matériau.  En effet,  il nous informe sur le taux du champ 

magnétique  que  le matériau  possède  ou les éléments  qu’ils  le  constituent.  Pour  cela il est 

primordial d’étudier le comportement des moments  magnétiques  des spins dans  les hydrures 

CsH, KH et RbH,   donc  nous avons  listés  dans  le Tableau IV-4: les  valeurs  des  moments 

magnétiques   totaux   et   partielles   calculés   par   la   méthode  FP-LAPW   en  utilisant  les 

approximations GGA et LDA. 
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Les composés Les grandeurs GGA LDA 

CsH 

M (Interstitielle) -0.0009 0.746 

M(Cs) ( 𝜇𝐵/𝑎𝑡𝑜𝑚) 0.0003 0.095 

M(H) ( 𝜇𝐵/𝑎𝑡𝑜𝑚) 0.0003 0.823 

M(TOT) ( 𝜇𝐵/𝑎𝑡𝑜𝑚) -0.0003 1.663 

KH 

M (Interstitielle) 0.042 0.243 

M(K) ( 𝜇𝐵/𝑎𝑡𝑜𝑚) -0.004 0.009 

M(H) ( 𝜇𝐵/𝑎𝑡𝑜𝑚) -0.051 0.218 

M(TOT) ( 𝜇𝐵/𝑎𝑡𝑜𝑚) -0.013 0.469 

RbH 

M (Interstitielle) 0.743 0.726 

M(Rb) ( 𝜇𝐵/𝑎𝑡𝑜𝑚) 0.027 0.033 

M(H) ( 𝜇𝐵/𝑎𝑡𝑜𝑚) 0.545 0.534 

M(TOT) ( 𝜇𝐵/𝑎𝑡𝑜𝑚) 1.314 1.293 

 

Tableau IV-4: Les valeurs du moment magnétique total (𝜇𝐵 ) et le moment magnétique   partielle 

des atomes (Cs , k , Rb , H) calculées par les approximations GGA et LDA. 

IV-7-Les propriétés élastiques : 

IV-7-1-Introduction : 

Les propriétés élastiques d’un solide dépendent de ces constantes élastiques, où ces constantes 

établissent un lien entre le comportement mécanique et dynamique d’un cristal,ainsi 

elles donnent des informations importantes sur la nature des forces qui opèrent dans le solide. 

En particulier, les constantes élastiques sont des grandeurs macroscopiques reliant dans 

les solides homogènes, qui fournissent des informations sur la stabilité, la rigidité et l’anisotropie 

des matériaux. 

IV-7-2-Calcul des constantes élastiques : 

En effet, toute déformation entraine une modification des positions relatives aux atomes les uns 

par rapport aux autres. Dans le domaine d'élasticité, les contraintes sont reliées par la loi de Hooke 

qui fait intervenir les coefficients d'élasticité du matériau.  

La détermination des constantes élastiques exige la connaissance de la courbure de 1'énergie en 

fonction de la contrainte pour des déformations choisies dans la cellule unitaire; certaines de ces 

déformations changent le volume de la cellule unitaire mais elles maintiennent la symétrie en 
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système quadratique, tandis que d'autres déformations brisent cette symétrie. Nous avons 

considéré des contraintes qui conservent le volume de la cellule.  

Les matériaux cubiques possèdent trois constants élastiques indépendants, le C11, C12 et C44; ce 

système peut être exprimé comme combinaison linéaire de C11 et C12. 

Plusieurs études théoriques dans la littérature [8] ont prédit les différentes propriétés 

physiques, telles  que  les  propriétés  électroniques, magnétiques,  et optiques  prises  dans des 

structures cristallographiques possibles de cristallisation de ces matériaux; mais tous les résultats 

peuvent être loin de la réalité car le matériau considéré n’est loin d’être stable dans cette structure 

proposée (structure métastable), par contre il existe une autre structure dans laquelle il est stable. 

L'étude des propriétés élastiques et mécaniques est un outil indispensable pour la vérification de 

la stabilité mécanique de tel matériau à telle structure, selon des critères biendéfinis de Born [9]. 

L’ensemble des résultats concernant les constantes élastiques  C11, C12 et C44 sont énumérés dans 

le Tableau IV-5: 

 

Tableau IV-5: Les constantes élastiques  C11, C12 et C44  des hydrures CsH, KH et RbH par les 

approximations GGA et LDA. 

Les conditions de stabilité mécanique traditionnelles dans les cristaux cubiques sont connues par 

les critères de Born et Huang. [10]. Tout d'abord, il est clair que les conditions satisfont la stabilité  

élastique,  où  le  module  de  compressibilité  B  et  les  trois   constantes  élastiques  C11, C12 et 

C44 sont tous positifs [11]. Nous avons montré dans cette approche que tous les composés étudiés 

satisfirent les critères de la stabilité mécanique selon les relations 

suivantes [11,12]:    C11 > 0, C44 > 0, C11 + 2 C12 > 0 

Donc ces matériaux dans cette structure sont mécaniquement stables. 

 

 

 

 

 

Les composés Les approximations C11 (GPa) C12 (GPa) C44 (GPa) 

CsH 
GGA 18.87 2.32 6.83 

LDA 34.74 1.27 4.69 

KH 
GGA 25.77 5.70 7.84 

LDA 39.73 6.37 10.47 

RbH 
GGA 24.05 4.31 8.41 

LDA 35.44 4.51 7.59 
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 Conclusion générale: 

Dans ce travail, nous avons étudié les propriétés structurales, électroniques, magnétiques et 

élastiques des hydrures CsH, KH et RbH, en utilisant une méthode ab-initio dite méthode des 

ondes planes augmentées linéarisées (FP-LAPW) implémentée dans le code Wien2k et dans le 

cadre de la théorie de la fonctionnelle de la densité (DFT). Le potentiel d'échange et de corrélation 

est traité dans LDA et GGA pour calculer l'énergie totale. 

Les principaux résultats obtenus sont: 

 L'investigation des propriétés structurales des hydrures CsH et RbH a montré que les résultats 

relatifs au paramètre du réseau concordent bien avec les données expérimentales. 

 Nos calculs de structures de bandes électroniques pour les hydrures CsH, KH et RbH, révèlent 

la présence d’un gap énergétique direct au point Lpour les approximation GGA et LDA.  

 L’étude des propriétés structurales dans les deux approximations GGA et LDA nous a permis 

de condenser que les composés CsH, KH et RbH sont des composés semi-conducteur.  

 Nous avons également étudié les densités d’états totale et partielle (DOS) des hydrures CsH, 

KH et RbH, nous avons pu distinguer le type d’atome et l’orbitale qui se forment entre les 

différents éléments de chaque composé. 

 Les moments magnétiques totaux pour les hydrures CsH, KH et RbH, sont calculées avec les 

approximations GGA et LDA. 

 Les valeurs des constantes élastiques des hydrures CsH, KH et RbH calculées par les 

approximations GGA et LDA sont vérifiées avec les conditions de stabilité mécanique. 



  

 

 

 

 

Résumé:  

Nous avons effectué une étude théorique en utilisant la méthode des ondes planes augmentées 

et linéarisées (FP-LAPW) basée sur la théorie de la fonctionnelle de la densité (DFT) pour 

déterminer les propriétés structurales, électroniques, magnétiques et élastiques des hydrures CsH, 

KH et RbH. Nous avons utilisé l’approximation de la densité locale (LDA) et l’approximation du 

gradient généralisé (GGA) pour le terme du potentiel d’échange et de corrélation pour calculer les 

propriétés structurales. Les résultats obtenus sont en accord avec les résultats expérimentaux et 

théoriques disponibles.                                                

L’étude de la structure électronique des hydrures CsH, KH et RbH a été effectuée à travers le 

calcul des spectres de structure de bandes électroniques et les diagrammes de densité d’états 

électroniques totale et partielle. On a utilisé GGA et LDA. Le calcul a montré l’existence d’un gap 

énergétique direct pour les hydrures CsH, KH et RbH. 

Mots clés: les propriétés électroniques, hydrures, DFT, FP-LAPW. 

 

 : ملخص

 في اطار نظرية (FP-LAPW) أجرينا دراسة نظرية باستخدام تقريب الأمواج المستوية المتزايدة خطيا

     KH  ,CsH  لهيدريدات المعادن  المرونیة و  المغناطيسيةالإلكترونية،  ،لتحديد الخصائص البنيوية (DFT) تابعية الكثافة

حساب الخواص البنيوية. النتائج  بغية (GGA) وتقريب التدرج المعمم (LDA) استخدمنا تقريب الكثافة الموضعRbH  . و

 .           المتوفرة مع النتائج التجريبية والنظرية المتحصل عليها عند التوازن متوافقة

 من خلال حساب عصابات الطاقة وكثافة   RbH  و      KH  ,CsH  تم إجراء دراسة التركيب الإلكتروني للهيدريدات  

  للهيدريدات مباشرة    طاقة  فجوة وجود   أظهر الحساب  GGA.  و   LDAحيث قمنا باستخدام  الحالات الكلية والجزئية.

KH ,CsH  و.RbH   

  DFT  ،.FP-LAPW هيدريدات، الإلكترونية، الخصائص :الكلمات المفتاحية

 

Abstract: 

We performed a theoretical study using the Augmented Linearized Plane Wave Method 

(FP-LAPW) based on Density Functional Theory (DFT) to determine the structural, electronic, 

magnetic and elastic properties of metal hydrides CsH, KH and RbH. We used the local density 

approximation (LDA) and the generalized gradient approximation (GGA) for the term of the 

exchange and correlation potential to calculate the structural properties. The results obtained are 

in agreement with the available experimental and theoretical results. 

The study of the electronic structure of the   hydrides CsH, KH and RbH was carried out through 

the calculation of the electronic band structure spectra and the total and partial density of electronic 

state diagrams. GGA and LDA were used. The calculation showed the existence of an direct energy 

gap for the  hydrides CsH, KH and RbH.  

Keywords: The electronic properties, hydrides, DFT, FP-LAPW. 


