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Introduction

La théorie spectrale est une théorie qui étend & des opérateurs définis sur des espaces fonc-
tionnels généraux la théorie élémentaire des valeurs propres et des vecteurs propres d’une
matrice. Ces idées venaient au départ du développement de 1’algébre linéaire, mais elles sont
aussi liées a 1’étude des fonctions analytiques car les propriétés spectrales d’un opérateur
sont liées & celles de fonctions analytiques sur les valeurs de son spectre, cette théorie se
développa pour inclure celle des algebres de Banach, et des constructions plus abstraites.

La théorie spectrale est trés utile en physique, en particulier pour les phénomeénes vi-
bratoires. Les bases théoriques de 'idée d’espace de Hilbert ont été développées, a partir
des idées de Hilbert, par Schmidt et Riesz. Des années plus tard, lorsque la mécanique
quantique fut formulée & partir de ’équation de Schrédinger, le lien fut fait avec les raies
spectrales.

Ce mémoire vise plutdt une étude qualitative des opérateurs et cherche en particulier a
en déterminer des propriétés spectrales spécifiques .

Il se décline en deux chapitres :

Le premier chapitre contient des généralités sur les opérateurs linéaires bornés sur un
espace de Banach, ainsi que les opérateurs compacts avec quelques propriétés fondamentales,
et aussi présente les opérateurs linéaires sur un espace d’Hilbert, ce qui est le bon cadre a
introduire la notion de ’adjoint, autoadjoint et normal, finalement ’opérateur non borné et
plus précisément & I'opérateur fermé.

Le deuxiéme chapitre présente la notion de spectre des opérateurs bornés et non

bornés d’'un espace E ( Banach ou Hilbert) dans lui-méme.



Notations

L(E,F) L’ensemble des applications linéaires de £ dans F.

L(E,F) L’ensemble des applications linéaires continues de F dans F.
C(R) L’espace des fonctions continues sur R.

A1 L’inverse de l'opérateur A.

A* L’adjoint de I'opérateur A.

D(A) Le domaine de A.

R(A) L’image de l'opérateur A.

ker(A)  Le noyau de l'opérateur A.
G(A) Le graphe de l'opérateur A.
p(A) L’ensemble résolvant de opérateur A.
RA(A)  La résolvante de 'opérateur A.
o(A) Le spectre de l'opérateur A.
(A) Le spectre ponctuel de 'opérateur A.
0.(A)  Le spectre résiduel de 'opérateur A.
(A) Le spectre continu de l'opérateur A.
r(A) Le rayon spectral de opérateur A.
k Corps des scalaires (k = R ou C).

K(E) L’ensemble des opérateurs compacts.



Chapitre 1

Théorie des opérateurs

L’étude des opérateurs linéaires continus occupe une partie importante en analyse fonction-
nelle. Dans ce chapitre on donne les propriétés générales des opérateurs linéaires bornés et

non bornés.

1.1 Opérateurs linéaires bornés

1.1.1 Opérateur linéaire

Définition 1.1.1 Soit E et F' deux espaces vectoriels sur le corpsk, et A: E — F. On dit
que lopérateur A est linéaire si : Vr,y € B,V €k :

1)A(z+y)=A(x)+ Ay).

2) A(Ax) = ANA(x).

1.1.2 Opérateur continu

Définition 1.1.2 Soient E et F' deux espaces normés, un opérateur A défini sur un ensem-
ble S C E dans F est dit continu au point xoy de S si on a la propriété suivante :
Pour toute suite z,, de S converge vers xq, la suite A (z,,) converge vers A(xg) c’est-a-dire

lim A (z,) = A(lim z,,) = A(xo).

n—oo n—oo



1.2. Opérateurs compacts

Théoréme 1.1.1 Soient E et F deux espaces normés, un opérateur linéaire A défini sur

un sous-ensemble S C E dans F' est dit continu partout sur S s’il est continu en point x

de S.

Preuve. voir [10] =

Opérateur borné

Définition 1.1.3 Un opérateur linéaire A défini sur E dans F est dit borné s’il existe une

constante positive C' > 0 telle que :
[A(z)||p < C |zl ,Vz € E.

Le plus petit de nombres C vérifiant cette inégalité s’appelle norme de l’opérateur A est
noté ||Al|, on a :

Az
Al = sup [A@)], = sup 12 e

Lzl <1 lelzo |1zl g

Théoréme 1.1.2 Un opérateur linéaire A est continu, si et seulement s’il est borné.
Preuve. voir [10] =

Remarque 1.1.1 - Soit E et F deux espaces normés, l’ensemble de tous les opérateurs
linéaires continus de E dans F' est notée L (E, F).
- L’ensemble L (E, F') est un sous-espace vectoriel de L(E, F), de plus L (E, F) muni de

la norme ||A|| est un espace normé.

1.2 Opérateurs compacts

1.2.1 Ensemble compacte

Définition 1.2.1 Soit E un espace topologique, un sous-ensemble G est dit compact si pour

tout recouvrement ouvert de G, on peut extraire un sous recouvrement fini. Cela veut dire

que, toute famille {Q;},j € N, d’ensembles ouverts tels que G C USQY; il existe sous-famille
J

finie {Qj(k)} , j(k)=1,2,....,n , dont la réunion contient G ,i.e

0 Q) -
G C U



1.2. Opérateurs compacts

Théoréme 1.2.1 Soit E un espace normé, toute sous-ensemble finie G = {¢1, ©g, .., P }

de E est compact.
Ensemble séquentiellement compact

Définition 1.2.2 Soit E un espace topologie . un sous-ensemble G de E est dit séquentielle-
ment compact si seulement si toute suite d’élément de G contient une sous-suite convergente

vers un élément de G.

Théoréme 1.2.2 Soit E un espace normé et G un sous-ensemble de E. Les propriétés
suivantes sont équivalentes :
a- G est compact .

b- G est séquentiellement compact .

1.2.2 Ensemble relativement compacte

Définition 1.2.3 Un sous-ensemble G d’un espace normé E est dit relativement compact

st la fermeture G est compacte .

Proposition 1.2.1 Soit E un espace normé. Un sous-ensemble G de E est relativement

compact si seulement si toute suite {p, } de G contient une sous-suite convergente .

Théoréme 1.2.3 Un sous-ensemble G borné et de dimension fini d’un espace normé E est

relativement compact .
Compacité dans C(f2)

L’ensemble C(2) désigne l'espace des fonctions continues de valeur réelle ou complexe

définies dans un ensemble compact 2 C R", muni de la norme maximale

I lloo=max | ¢ (2) | .
Théoréme 1.2.4 (Arzela-Ascoli)
Un ensemble G € C(Q) est relativement compact si seulement s’il est borné et équicon-
tinu, 1.€
1- G borné : il existe une constante M tel que | p (z) |[<K M Vx € Q etV € G .
2- G équicontinu: ¥ e = 0,39 >0, Vo € G,Vr,y € Q, on a:

|z —yl<d=|p(@)—py)|<e Vpedl.



1.2. Opérateurs compacts

1.2.3 Opérateur compact

Définition 1.2.4 Soit A un opérateur linéaire d’un espace normé E dans un espace normé
F, on dit que A est un opérateur compact s’il envoie tout ensemble borné G dans E a

un ensemble relativement compact A(G) dans F. Autrement dit, la fermeture A(G) est

compacte.

Théoréme 1.2.5 (critére de compacité )
Un opérateur linéaire A : E — F est compact si et seulement si pour toute suite bornée

{¢,} de E, la suite {Ap,} contient une sous-suite convergente de F.

Théoréme 1.2.6 Une combinaison linéaire A = oAy + Ay des opérateurs compacts Ay et

Ay est un opérateur compact.

Théoréme 1.2.7 Le produit AB de deux opérateurs bornés A et B est compact si ['un des

opérateurs A ou B est compact.

Démonstration. Soit {¢,} une suite bornés de E, alors si B est un opérateur borné,
la suite By, (x) est aussi bornée, et de la compacité de opérateur A il existe une sous-suite
de A (By,, (x)) qui converge, ce qui implique que AB est compact.

D’autre part, si B est compact, on peut extraire de la suite By, (x) une sous-suite con-
vergente By, (7), et de la continuité de 'opérateur A car il est borné, la suite A(Bw,,) (7))

converge, ce qui implique que AB est compact. =

Théoréme 1.2.8 Soit E un espace normé et F un espace de Banach, et soit {A,} une
suite d’opérateurs compacts de E dans F', convergente en norme vers [’opérateur linéaire A
de E dans F
lim || A, —A|=0.
n—s00

Alors A est compact.
Démonstration. Soit {¢,,} une suite bornée de F, 'opérateur A; étant compact, on

peut extraire de la suite {A;p,} une sous-suite convergente, soit {¢!} une sous-suite de

{p,} telle que {A;pl} soit convergente.



1.2. Opérateurs compacts

De la méme fagon, on peut extraire de la suite {Aspl} une sous-suite convergente, car
Ay est compact, soit {2} une sous-suite de {¢}} telle que la suite { Ayp?} soit convergente.

Remarquons que la suite {A;02} est une sous-suite de la suite convergente {A;pl} qui
a son tour convergente.

En raisonnant de la méme facon, pour les opérateurs compacts A;, As, ..., 4,, ..., il existe
des sous- suites imbriquées

@F C .2 C on C oy,

tel que les suites { AP} sont convergentes pour tout k = 1,2,...,p .
Comme l'espace F' est complet, pour la compacité de 'opérateur A il suffit de montrer

que la suite {A¢P} est une suite Cauchy .

Alors

| Ak — Apl ||<[| Aph — Aph || + || Al — Al || + || Angl — Al ||

Soit || @, ||< M, choisissons n de sorte que I'on a || A, — A ||< 35; , ensuite
choisissons N tel que, pour tous les p > N et ¢ > N, on a la relation || A,¢h — Al |[< §
car la suite {A,¢P} est convergente .

Dans ces conditions, on aura pour tout p et ¢ suffisamment grands .

| Aph — Al ||< e

Théoréme 1.2.9 Soit A un opérateur borné de E dans F, a image A(E) de dimension

finie. Alors A est compact .

Démonstration. En effet, pour tout ensemble borné 2 de E, I'image A(2) est un en-
semble borné dans un espace de dimension finie A(E), par conséquent A({2) est relativement

compact, donc A est un opérateur compact . m

Lemme 1.2.1 Soit G un sous-espace fermé d’un espace normé E tel que, G # FE, alors il

existe un élément ¢ € E, avec || ¢ ||= 1 tel que pour tout ¢ € G, on a

|l o—0|=a, avec 0 < a < 1.



1.2. Opérateurs compacts

Démonstration. voir [10] =

Théoréme 1.2.10 L’opérateur identique I de E dans E est compact si seulement si E est

de dimension finie.

Démonstration. Soit ¢, un élément de E tel que || ¢, ||= 1, alors Gy = span {y,} est
un sous-espace fermé de F car GG; est de dimension finie, alors il existe un élément ¢, € E
tel que || ¢, ||= 1 et || ¢, — ¢, ||> 3. Prenons une deuxiéme fois le sous-espace fermé
Gy = span{py, p,}, il existe alors un élément @5 € F avec || g3 [[= 1, || o1 — @5 [|> 1 et
| ©2 — @3 ||> 3. On répete la méme procédure jusqu’a I'obtention d’une suite {¢,, } vérifiant
len lI=1et || 0, — @y [[> 3, pour tout m # n.

Il est & remarquer que cette suite {¢,, } est bornée mais elle ne contient aucune sous-suite

convergente. Ce qui implique que l'opérateur [y, = ¢,, n’est pas compact . =

Corollaire 1.2.1 La boule unité B(0,1) dans un espace de dimension infinie n’est pas com-

pact

En effet, il suffit d’appliquer le théoréme précédent car la boule unité B(0,1) est sa

propre image dans ’espace de dimension infinie par ’opérateur identique .
Théoréme 1.2.11 Un opérateur compact est un opérateur borné . La réciproque est fausse.
Théoréme 1.2.12 L’opérateur intégral A de C(2) dans C(S2) définie par
Ap(r) = /Qk'(w,y)sﬁ(y)dy z,y € Q
ot k(z,y) la fonction noyau est une fonction continue sur QxS est un opérateur compact.

Démonstration. Soit G un ensemble bornée dans C'(2), pour tout ¢ € G, il existe

M > 0 tel que || ¢ ||[< M et pour tout x € Q et p € G :

| Ap(@)| =] / Kz, y)e(y)dy |
< sup o) | Jq 1Rz, y)| dy

< M max [ k(z,y) || Q|
$’y



1.3. Opérateurs adjoints, opérateurs auto-adjoints

cela veut dire que A(G) est borné.
Par hypotheése, le noyau k(z, y) est continu sur le compact 2x €2, il est donc uniformément

continu alors,

Ve>0, 30 >0, Vo,y,2€ Q| x —y |<d = k(x,2) — k(y, 2) |<

M| €]
Par conséquent, pour tout ¢ € G et x,y € Q, avec |z —y [< ¢

| Ap(x) — Ap(y) | =| [(k(z,2) — k(y, 2))p(2)dz |
< waM |Q|=¢
Ceci exprime que A(G) est équicontinue .

D’apres le théoréme d’Arzela-Ascoli A(G) est relativement compact, alors A est compact.

1.3 Opérateurs adjoints, opérateurs auto-adjoints

Opérateur adjoint

Théoréme 1.3.1 (Théoréme de représentation de Riesz )
Soit F' une forme linéaire continue sur un espace de Hilbert H. Alors il existe un (unique)

vecteur f € H tel que, pour tout x € H

F(x) = (z, ).
Proposition 1.3.1 Soient H un espace de Hilbert et A € L(H), alors :

[All = sup  [(Ax,z)].

zeH,||z||=1
Définition 1.3.1 (Existence de l'opérateur adjoint )
Soit A un opérateur linéaire borné défini sur un espace de Hilbert Hy a valeurs dans un
espace de Hilbert Hy. Alors il existe un unique opérateur linéaire borné noté A* défini de Hy

dans H, tel que ['on a pour tout x € Hy ety € Hy :

(Az,y) = (z, Ay).
De plus, on a :

1A% = (Al



1.3. Opérateurs adjoints, opérateurs auto-adjoints

Démonstration. e Existence :
En effet, pour tout © € H; et y € Hs, on définit une fonctionnelle linéaire bornée U de
H, dans k = (R ou C) comme suite :
Hl — C
v — Ulz) = (Az,y).
La fonctionnelle U est linéaire et bornée, en vertu du théoréeme de Riesz, il existe un

élément unique f € Hy, tel que

ou encore
Ulz) = (Az,y) = (z, A"y) .
e Unicité :
Soient A} et A deux opérateurs adjoints de l'opérateur A alors, pour tout x € H; et
y € Hsy, on écrit
(Az,y) = (z, Ajy) = (z, Ajy) .
Alors
(z, ATy) = (x, A3y) .
D’ot, on obtient
Aly = Ay
ou encore
A = A
e Linéarité de I'opérateur adjoint A* :

Pour tout x € Hy, y1,y2 € Hy et ay, a9 € k, on a

(x, A" (1y1 + o)) = (Az,aqy1 + asys)

= (Az,oq) + (Ax, asys)

= ox(Az,y) + s (Az, )
= an (x, A'yr) + o (2, Aya)
= (v, A%y) + (x, a0 A y2)

= <$, OélA*yl + OéQA*y2>

10



1.3. Opérateurs adjoints, opérateurs auto-adjoints

D’oti, on obtient
A" (a1yr + aaya) = a A'yy + aa A%y
e Egalité des normes || Al et ||A*]| :

Il est clair que 'on a

|A*y|? = (A*y, A%y)

= (Ad%,y)
< [[AA%y [yl
< [ ATA Iyl -
Apres simplification, on obtient
[A%y[ < ANyl
ou encore
[A*[ < IA]l-

De plus, on a
|Az|> = (Az, Ax)
= (A*Azx, z)
< [[A*Az] ||z
< (A" {[Az] =[]

Apres simplification, on obtient

[Az| < [[A[ ]|,
ou encore
[A] < | A™]]-
D’ou, 'égalité des normes ||Al| = [|[A*||. =

Définition 1.3.2 Soient H, et Hy deux espaces de Hilbert, A € L(H1, Hy). L’unique appli-
cation linéaire A* € L(Hy, Hs) telle que pour tout x € Hy et y € Hy, on ait

(Az,y) = (z, A™y) ,

est appelée l'adjoint de A.

11



1.3. Opérateurs adjoints, opérateurs auto-adjoints

Proposition 1.3.2 Soient A, B € L(Hy, Hs), on a les relations suivantes :
1) (A—i—B)* = A* + B*.

2) (\)" = XA*,

3) (A7) =

4) (AB)" = Bra*.

5) (A7) = (A71)".

Preuve. voir [10]. =

Théoréme 1.3.2 Soit A un opérateur linéaire compact, défini sur un espace de Hilbert Hy
dans un espace de Hilbert Hy, alors l'opérateur adjoint A* défini de Hy dans Hy est aussi

un opérateur linéaire compact.
Opérateur auto-adjoint

Définition 1.3.3 Soit H un espace de Hilbert, on dit que A € L(H,H) = L(H) est auto-
adjoint st A* = A
c’est-a-dire :

(Az,y) = (v, Ay) Va,y € H.

Lemme 1.3.1 Soient A et B sont deux opérateurs auto-adjoints définis sur un espace de

Hilbert H dans lui-méme, alors AB est auto-adjoint si et seulement si AB = BA.

Démonstration. En effet, pour tout z,y € H, on a

(AB)"y)

(ABz,y) = (z,

= (x,B*A"y)
{
(

z, BAy)
x, ABy) .

D’ot, on obtient

(ABz,y) = (z, ABy) ,

ou encore

AB = (AB)".

12



1.3. Opérateurs adjoints, opérateurs auto-adjoints

Théoréme 1.3.3 Soit A € L(H) un opérateur auto-adjoint, alors l'opérateur puissance A™

est un opérateur auto adjoint pour tout entier n € N.

Démonstration. En effet, pour tout x,y € H, on suppose que la relation est vraie pour

tout n > 1, alors on obtient

<A”+la:, y> = (A"Ax,y)
= (Azx, A"y)
= (x,AA"y)
= (z, A”+1y> .

Théoréme 1.3.4 Soient H un espace de Hilbert et A € L(H), alors
A auto-adjoint <= Vr € H (Ax,x) € R.

Démonstration. e Premiére cas : supposons que (Azx,z) € R

En effet, pour tout x,y € H, posons

X=(A@+y),z+y) —(A(z—y),z—y))

V=({A(z+iy),z+iy) — (A —iy), 2 —iy)).

En vertu de le relation (Ax, x) est réel pour tout = € H, les valeurs de X et Y sont aussi

réelles. De plus, il est simple de vérifier que 1’on a

X Y
Az,y) = = i~

De méme, on a aussi 1’égalité

(Ay,z) = ((Alz+y),z+y) — (Al —y), 2 —y) +i((Alx+iy), v +iy) — (A(x —iy) v —iy))
X Y

_ =7

4 4
Autrement dit, il vient

= (Ay,z) = (z, Ay),

==

NI

X
4

~ | =<

X

13



1.4. Opérateurs normaux

ou encore
A= A"

D’oul A est un opérateur auto-adjoint .
e Deuxiéme cas : supposons que A auto-adjoint

Pour tout x € H, on a

(Az,z) = (x, Az) = (Ax,x).

D’ou l'expression (Az, x) est un réel. m

1.4 Opérateurs normaux

Définition 1.4.1 Un opérateur normal sur un espace de Hilbert H est un opérateur linéaire

continu A : H — H qui commute avec son adjoint A*, c’est-a-dire :
AA* = A*A.
Les opérateurs auto-adjoints et unitaires sont normaux.
Proposition 1.4.1 Soit A € L(H), alors A est normal si et seulement si

|Az|| = ||A*z| pour tout x € H

Preuve.

A est normal A"A - AA* =0
((A"A — AA")z,x) = 0 pour tout © € H

(A*Azx,z) = (AAx,x) pour tout z € H

[

|Az||* = ||A*z||* pour tout z € H.

Rappelons que ||A*|| = ||A|| pour tout A € L(E, F), A*™ = A et (BA)" = A*B*
Proposition 1.4.2 Soit E et F' deux espace de Hilbert. Si A € L(E, F), alors

1A Al = || AA%]| = || A
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1.4. Opérateurs normaux

Preuve. Pour z € F, on a

lAz]® = (Az, Az) = (A" Az,z) < [|A"A] [l
IAIIP = sup [|Az]® < [[A*A] < [|A%[| Al = [IAl”®.

llzll<1
Done A" = [|4°A]
De méme on obtient ||A|* = ||A*||* = | AA*|. =

Lemme 1.4.1 Si A € L(H) est normal on a ker A* = ker A.
Preuve. Si z € ker A. Alors
|A*z|)® = (A*z, A*z) = (AA*z, z) = 0,

en utilisant pour la troisieme égalité le fait que A est normal donc AA* = A*A.
Ceci prouve donc que ker A C ker A*. Maintenant remarquons que si A est normal,
alors A* est normal et on appliquant I'inclusion qu’on vient de démontrer & A*, on obtient

ker A* C ker A** = ker A, car A** = A. Finalement ker A = ker A*. m

Proposition 1.4.3 Si A € L(H) est normal, on a H = ker(A) & Im(A), et la somme est

une somme orthogonale.
Proposition 1.4.4 Si Az = Az, alors on a A*x = \z.

Preuve. Il est clair que (A — A)" = A* — \I.

Supposons que si A est normal, alors A — \I est aussi normal, on a donc

ker (A— M) = ker(A—\I)"
= ker(A*—XI).

Si z vérifie Az = Az, alors
x € ker (A — M) <= z € ker (A* — M) <= A* = Az,
u
Proposition 1.4.5 Si A est normal alors || A™|| = || A|"

Preuve. voir [6]. m
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1.5. Opérateurs fermés

1.5 Opérateurs fermés

Les opérateurs fermés forment des classes importantes d’opérateurs linéaires non bornés sur
les espaces vectoriels normés, ils sont plus vastes que celle des opérateurs bornés, ils ne sont
donc nécessairement continus. Beaucoup d’opérateurs linéaires importants qui ne sont pas

bornés sont fermés, comme 'opérateur de dérivation.

1.5.1 Opérateurs non-bornés

Définition 1.5.1 Un opérateur non borné sur un espace normé E est un couple (D(A), A)
ou D(A) est un sous espace vectoriel de E et A est un opérateur linéaire définie de D(A)

dans E. On dit que A est un opérateur non borné de domaine D(A).
Le graphe d’un opérateur

Définition 1.5.2 Soit (D(A), A) un opérateur non borné sur un espace normé E| le graphe

de A est le sous-espace vectoriel noté : G(A) de E x E défini par :

G(A) = {(z, Az),z € D(A)}.

1.5.2 Opérateurs fermés

Définition 1.5.3 Soient E et F' deux espaces normés. On dit que A est un opérateur fermé

si son graphe G(A) est fermé dans E X F.

G(A) est fermé <= z = (z,y) € G(A) implique z € G(A).
e z € (z,y) € G(A) cela signifie qu'il existe z, = (z,, Az,) € G(A) tel que z, — z, par
conséquent

zr, — v ety = A(zx).

Cela permet d’écrire cette proposition :

Proposition 1.5.1 Un opérateur (A, D(A)) est fermé si et seulement si pour toute suite

x, de D(A) telle que limzx,, = x et limAx, =y, on a alors x € D(A) et y = Ax.
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1.5. Opérateurs fermés

Théoréme 1.5.1 (Théoréme du graphe fermé)
Soient E et F deux espaces normés et A un opérateur fermé de E dans F. Alors A est
borné (i.e. ||Azx|| < cllz||, Vo € D(A)), si et seulement si D(A) est fermé dans E.

En particulier, si A est fermé et D(A) = E, alors A est borné.

Preuve. voir [12]. =
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Chapitre 2

Théorie spectrale des opérateurs

Etant donné un opérateur linéaire A défini dans un espace normé E, nous allons étudier les
propriétés de 'opérateur A — Al ou A est un nombre complexe quelconque et I I'opérateur
identité. L’inverse de A — A\l quand il existe est appelé opérateur résolvant ou résolvante de
A, on le note Ry(A) . L’objet de la théorie spectrale est I’étude des propriétés de Ry(A) en
tant que fonction de A définie dans C et a valeurs dans I’ensemble des opérateurs linéaires

dans F.

2.1 Spectre d’un opérateur borné

Soit E un espace de Hilbert et A un opérateur linéaire de E (c’est-a-dire un élément de

L(E))

Définition 2.1.1 On appelle ensemble résolvant de A et on noté p(A), 'ensemble des nom-

bres complexes \ tels que A — NI soit inversible. i.e
p(A) ={X e C, tel que (A— )Y existe et continu sur E}.
L’opérateur (A — M)~ est appelé la résolvante de A en \ et noté Ry (A).

Définition 2.1.2 On appelle spectre de A et on note o(A), le complémentaire de p(A) dans
C.
i.€

g(A) ={X €C, tel que (A— XI) n'est pas inversible} .
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2.1. Spectre d’un opérateur borné

Théoréme 2.1.1 Le spectre de tout opérateur A € L(E) est un compact non vide de C.
Pour démontrer ce théoréme, nous allons utiliser deux lemmes importants par ailleurs.

Lemme 2.1.1 (Identité de la résolvante)

Pour X\, X\g € p(A), on a
RA(A) = R (A) = (A = Ao) RA(A) R, (A).
Preuve. On a :

(R (A) = Rag (A)) (A= M) (A= AI) = Ry (A) (A= M) (A= AoI) = R (A) (A= AoI) (A= AI)
= A= M —(A—\I)
— (A=)

En composant & droite par Ry(A)R),(A), on obtient le résultat. m

Lemme 2.1.2 Notons Inv(L(E)) l’ensemble des éléments inversibles de L(F).
(a) Si A€ L(E) et ||A|| <1, alors on a I — A € Inv(L(E)) et

(I—-A)t=> A"

n>0

(b) Inv(L(E)) est un ouvert de L (F).
(¢c) L’application J : Inv(L(E)) — L(E), J = A™', est continue.

Preuve. (a) Comme ||A| < 1, la série > A" est normalement convergente dans L£(E)
qui est un espace de Banach donc elle converge dans L(FE). De plus, on vérifie facilement

que
(I —A) (ZA”) = (ZA") (I—A)=1—AN?

et donc par passage a la limite (comme ||AN*1|| < ||A]|"*! — 0,N — +00), on en déduit
que
(I — A) (ZA”) - (ZA”) (I—A)=1
n>0 n>0

ce qui achéve de prouver (a).
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2.1. Spectre d’un opérateur borné

Pour démontrer (b), il suffit de remarquer que si A € Inv(L(FE)), alors la boule ou-
verte centrée en A et de rayon 1/|A7!| est contenue dans Inv(L(E)). En effet, si T €
B(A,1/]A7H), on a

T=A+(T—-A)=AI+ AT - A)).

Remarquons alors que |[A~Y(T — A)|| < ||[A7Y||T — A]| < 1. Donc d’apres (a), on a I +
AT — A) inversible, on en déduit que T est inversible.

Pour montrer (c), fixons A € Inv(L(E)) et soit € > 0 tel que e < ||[A7Y].

Nous allons montrer que si B € L(E) et tel que ||B|| < ¢/ (2 ||A*1||2> , alors on a
|T(A) — T(A+ B)|| < ¢, ce qui assurera que J est continue. Tout d’abord remarquons
que A+ B=(I+BA ) Aet |BAY < ||B||A7Y < spat < 1/2 < 1. Donc en utilisant
(a), on obtient que A+ B € Inv(L(E)) et

(A+B) ' = A (I+BA ) = A~ Z
nO
D’ou
“+o00
IT(A) = T(A+B)| = [[AT=(A+B)7| =4I =) ()" (BA™)"||
n=0
= [ A” Z |
|BA7Y|
< A 1||Z||BA 1 =140 ey
< HA 1H 2HA 1||
~ AT
< ¢
| ]

Démonstration de théoréme

Le spectre de A est borné car si A € C vérifie | A |> || A, alors A — Al est inversible.
Do o(A) € D(0, [|A]).

Pour montrer que o(A) est fermé, considérons 'application f : C — L(F) définie par

f(A) =X —T. Alors f est continu et p(A) = f~(Inv(L(E)).
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2.1. Spectre d’un opérateur borné

Ainsi p(A) est un ouvert comme image réciproque d’un ouvert par une fonction continue.
Nous pouvons en conclure que o(A) est un compact de C.

Veérifions que o(A) est non vide. Pour cela nous allons utiliser la théorie des fonctions
analytiques a valeurs vectorielles. Considérons ¢g : p(A) — L(FE) définie par g(\) =
(A — XI)~". Remarquons tout d’abord que

(c), la fonction g est continue sur p(A). De plus, pour A\g € p(A) et proche de Ay, on a

g(A) —g(h)

CASOVNNE AN VRS AN
Donc par continuité de g, on obtient que

g I =900

A—=do A — N

Ainsi g est holomorphe sur R(A) et on a ¢’'(\g) = g(A\o)?. Supposons maintenant que
o(A) = 0. Autrement dit, cela implique que R(A) = C. Ainsi g est une fonction entiére.

Montrons que g est bornée. Pour cela remarquons que pour [A| > ||A| ,on a

(2

Ainsi cela prouve que IA‘lim g(A\) = 0. Par conséquent g est bornée. Le théoréme de
——400

Liouville pour les fonctions analytiques & valeurs vectorielles implique que g est constante.

1
R

1

lgMIl = [[(A=AD) 7| = = N =4l

Comme ¢ tend vers 0 en I'infini, on en déduit que g = 0, ce qui est absurde

Théoréme 2.1.2 Soit A un élément de L(E) et soit p un polynome de degré n, a coefficients
complezes, p(z) = Y ¢ apz®. alors

(i) Le spectre de p(A) est o(p(A)) = p(o(4)) = {p(A) | A € o(A)}

(i) Si A est inversible, o(A™Y) = [0(A)] " = {\ | A€ a(A)}.

Démonstration. (i) montrons que p(c(A)) C o(p(A)). Soit A € o(A), comme le
polynéme p(X) — p(A) s’annule en ), il existe un polynome ¢ tel que p(X) — p(A) = (X —
A)q(X), ce qui donne

p(A) = p(NI = (A= A)gq(A).
Si p(A)—p(\)I était inversible, (A — \I) serait aussi inversible, d’inverse (p(A) — p(A\) 1)~ ¢(A),
ce qui est contraire aux hypothéses. On obtient donc que p(A) € o(p(A)), montrant que

p(a(A)) C a(p(A)).
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2.1. Spectre d’un opérateur borné

Montrons ensuite que o (p(A)) C p(a(A)). Si p est constant, I'inclusion est trivialement
vérifiée. On suppose donc dans la suite que p n’est pas un polynéome constant. Soit A €

o(p(A)). On factorise dans C [X] le polynome p(X) — A sous la forme :
p(X)—A=a(X —ay)...(X — ap)

oules o, i = 1,...,n désignent les racines de p(X) — A, et oit @ # 0 car p n’est pas constant.
Si pour tout i = 1,...,n opérateur A — a; I est inversible, p(A) — Al est aussi inversible,
ce qui est absurde. Par conséquent il existe un indice i € {1,...,n} tel que A — ;I est
non inversible, i.e. «a; € o(A). On en déduit que A = p(o;) € p(o(A)), prouvant que
o (p(A)) C p(o (4)).

(i) Soit A € o(A™!), comme A~! est inversible, nécessairement A # 0.

Comme A~! — AI est non inversible et comme A~ — A = AA~! (51 — A)™*, I'opérateur
(1 - A)fl est non inversible, i.e. ; € 0(A). On a donc montré que o(A™') C o(A4)™! =
{1/A: A€ co(A)}. En échangeant le role de A et A~! on obtient I'inclusion réciproque
oAyt Cco(A™). m

Définition 2.1.3 Le spectre ponctuel de A, noté o,(A) est l’ensemble des valeurs \ pour

lesquelles Ry(A) n’existe pas, i.e
o,(A) = {AeC, tel que (A— N) nest pas injectif}
= {AeC :ker(A— ) #{0}}

Les éléments du spectre ponctuel sont appelés les valeurs propres de A

Tout vecteur z # 0 appartenant au noyau de A — I est appelé un vecteur propre de
A correspondant & la valeur propre A, ces vecteurs propres et 0 forment un sous-espace
vectoriel fermé de E appelé sous-espace propre de A correspondant & la valeur propre A, sa

dimension est la multiplication de A.

Définition 2.1.4 (spectre continu)
L’ensemble des valeurs de A pour lesquelles Ry(A) existe, et & domaine dense mais n'est
pas borné est appelé le spectre continu de A, on le note o.(A)

C’est-a-dire

o.(A) = {)\ € C, tel que (A — XI) injectif, et Im(A — A\I) # E, mais Im(A — \]) = E}
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2.2. Spectre d’un opérateur compact

Définition 2.1.5 (spectre résiduel)
L’ensemble des valeurs de A pour lesquelles Ry(A) existe, mais n’est pas a domaine dense
est appelé le spectre résiduel de A, on le note o,.(A) .

Autrement dit
o.(A) = {)\ € C, tel que (A — N injectif, et Im(A — \I) # E}
Définition 2.1.6 Le spectre o(A) est la réunion disjointe de trois ensembles
0(A) =0,(A)Uo.(A)Uoc,.(A).

Remarque 2.1.1 1. Si E est de dimension finie n alors tout opérateur linéaire de E est
continu et tout sous-espace vectoriel de E est fermé. Donc A — M\l est inversible
si et seulement si A — A\ est injectif, si et seulement si A — N\ est surjectif. Le
spectre résiduel est donc vide. Les valeurs spectrales de A sont donc les valeurs

propres de A.

2. Puisque bijectif implique injectif, toute valeur propre est une valeur spectrale :
op(A) C o(4)

En dimension finie, nous venons de voir que cette inclusion est une égalité. Mais

cette inclusion peut étre stricte en dimension infinie .

3. Si image de A — X\ n’est pas dense, alors A — M\ n’est pas surjectif. Puisque

bijectif implique surjectif, le spectre résiduel est donc contenu dans le spectre :

o.(A) C o(A)

2.2 Spectre d’un opérateur compact

Soient E un espace de Banach et A un opérateur compact dans E. On sait que si £/ n’est
pas de dimension finie, A = 0 est toujours dans le spectre de A sinon, l'opérateur = AA™!
serait compact ce qui impliquerait que E est de dimension finie. Dans la suite donc A

désignera toujours un nombre complexe non nul, soit T'= I — A.
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2.2. Spectre d’un opérateur compact

Corollaire 2.2.1 Soit E' un espace de Banach, A € L(FE) un opérateur compact. La suite
croissante des noyauz (ker(A™)) ,>o est stationnaire.

La suite décroissante des images (Im(A")), -, est stationnaire.
Lemme 2.2.1 Soit A € K(FE). Si Uopérateur A — I est injectif, alors il est surjectif.

Démonstration. On raisonne par l'absurde en supposant que T' est injectif et non
surjectif. Montrons par récurrence que nécessairement Im(7™**) ¢ Im(7™), pour tout n > 0.
Pour n =0, on a

Im(T) ¢ E =1Im(I) = Im(7T°).

Supposons que Im(7%*1) & Im(7T*), pour un certain k& > 0. Soit alors y € Im(7T*)\ Im(T**1).
Posons z := Ty. Comme y € Im(T%), il existe x € E tel que, y = T*z. D'ou z =
Ty = Ty € Im(T*). D’autre part,z ¢ Im(T%"2); en effet, sinon il existerait x; € E
tel que, z = TF 22, = Ty et en utilisant 'injectivité de T, on aurait y = TF 1z, €
Im(T*+1), ce qui est absurde. D’ott z € Im(T*1)\ Im(7**2). En particulier, on obtient que
Im(T**2) ¢ Im(T*"!). Par conséquent, par récurrence, on en déduit que pour tout n > 0,

on a Im(7T"™") ¢ Im(T™), ce qui contredit le corollaire précédent . m
Lemme 2.2.2 Soit A € KC(E). Si Uopérateur A — I est surjectif, alors il est injectif.

Démonstration. Raisonnons par ’absurde en supposant que 'opérateur 7" est surjectif
et non injectif. Montrons alors par récurrence que ker(7") G ker(7"!), pour tout n > 0.
Pour n = 0, la propriété découle de la non injectivité de T'. Supposons alors que ker(T*) ¢
ker(T*1), pour un certain k > 0. Soit alors = € ker(T*™1)\ ker(T*). Comme T est surjectif,
il existe x; € E tel que x = Tx;. Alors TF 2z, = TFtlx = 0 et TFay = TFz #£ 0. Ainsi
x1 € ker(T*+2)\ ker(T**1). On a donc par récurrence ker(T") ¢ ker(T"*1), pour tout n > 0

et ceci contredit une nouvelle fois le corollaire précédent . m
Lemme 2.2.3 Soit A € K(FE), si A — 1 est injectif alors son image est fermée dans E.

Démonstration. Soient y € Sm(A —I) et (y,) une suite de Sm(A — I) qui converge
vers y. On pose

Yn = Awn — Tn
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2.2. Spectre d’un opérateur compact

e Si (x,) contient une sous-suite bornée, alors A étant compact, (z,) contient aussi une

sous-suite (x,, ) telle que (Az,,) converge. Comme

Ty, = Axnk — Yn,,

la suite (z,,) converge vers un élément = qui vérifié Ax —x = y.
e Si (z,) ne contient aucune sous-suite bornée, la suite || z, || tend vers I'infini avec n.

Posons z, =|| z, ||7! @y, il vient

|znl|=1 e lim (A—1)z,=0

li
Comme A est compact, (z,) contient une sous-suite (z,, ) telle que (Az,,) converge. On en

déduit que la suite (z,, ) est converge et si z est sa limite, on aura || z [|[=1 et Az — z = 0.

Ce qui contredit 'hypothése A — I est injectif. m

Lemme 2.2.4 Soit A € K(E), soit T = I— A. Supposons qu’il existe un sous-espace fermé
F de E tel que T soit injectif de F' dans E.
Alors il existe une constante ¢ > 0 telle que |T'(z)|| > c||z|| pour tout x € F. En

particulier, l'image T(E) est fermée .

Preuve. Raisonnons par I’absurde en supposant qu’il n’existe pas de constante ¢ > 0
telle que ||Tz|| > c||z[|. On peut alors trouver une suite (z,,),, -, de vecteurs de F, de norme
1, telle que ||T'z,|| — 0, n — 0. Puisque A est compact, il existe une sous-suite (2, ),
telle que A (z,,, ) converge, mais T (x,, ) = ©,,, — A (z,, ) tend vers 0, donc z,, converge vers
un vecteur z € E. Comme F est fermé, nécessairement = € F' et de plus ||z|| = 1. Donc en
particulier x # 0. Il reste alors a remarquer que par continuité de T, on a

Ty = lim Tz, =0,
k——+o0

ce qui contredit l'injectivité de T sur F. Ainsi il existe une constante ¢ > 0 telle que

|T(x)|| > ¢||x|| pour tout x € F. m

Théoréme 2.2.1 Si A un opérateur compact alors, pour tout complexe A\ non nul, le noyau

de A — I est de dimension finie.
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2.2. Spectre d’un opérateur compact

Démonstration. Il suffit de montrer que la boule unité du sous-espace ker(A — I) est
relativement compacte.

Soit (x,) une suite dans ker(A — I), de norme inférieure ou égale a 1. On a
T, = Az,

L’opérateur A étant compact, (Az,) contient une sous suite convergente, et la relation

précédente montre que la suite (z,,) elle-méme contient une sous suite convergente. m
Corollaire 2.2.2 Pour tout entier n > 1, ker((A — AI)") est de dimension finie.

Théoréme 2.2.2 Soit A un opérateur compact. Si (\,) est une suite de valeurs propres de

A. Alors ou bien cette suite est finie, ou bien elle tend vers 0 quand n tend vers l'infini.

Démonstration. Supposons que la suite (),,) ne tend pas vers 0. Il existe alors € > 0 et
une sous suite (\,, ) satisfaisant | A,, |> e. Pour simplifier les notations, on peut supposer
que | A, |> €. Soit pour tout k > 1, z; un vecteur propre associé a Ay, et soit Ny le
sous-espace engendré par {xy,Za, ..., Tx} .

La suite (Vi) est strictement croissante. Pour le voir, il suffit de montrer que pour tout
k, {x1,x2,...,z} est une famille libre. Supposons donc que {xi, 9, ...,x5_1} soit libre et

k-1
que z = Y «a;x;. 11 vient
1

k-1 k—1

0=(A—-NI)xy = Z%’(A — M\el)z; = Zai()\i — ).

i=1 i=1
Comme A\, — A\; # 0 pour tout ¢ < k — 1, on a nécessairement «; = 0, Vi < k — 1 et donc
xr, = 0, ce qui est absurde. On peut donc choisir pour tout & > 1, un élément ¢, de N, de
norme 1 et orthogonal & Ny_;. Les vecteurs e, et (A — \;I) ex sont alors orthogonaux, car

(A — MI) N, C Ni_1. On en déduit que :

I Aex [ = (A= AeI)er + Aeer |I?
=l (A= AeD)ex |12 + [ A [P=] Ax 7

Mais cela contredit le fait que klim | Aep ||=0. m
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2.3. Spectre d’un opérateur adjoint, auto adjoint

Théoréme 2.2.3 (Théoréme spectral des opérateurs compacts). Soit A € K(E), alors
i) Si E est de dimension infinie, alors 0 € o(A).
i) o(AN{0} = a,(A)\ {0}

ii1) En dehors de 0 le spectre est un ensemble de points isolés.

Démonstration. i) Si 0 ¢ o(A) alors A est inversible dans L(FE) et donc I = Ao A™!
est compact, et d’aprés le théoreme de Riesz 'opérateur identité de E est compact si et
seulement si F est de dimension finie , la contrapposée donne le résultat .

ii) Ona A € 0(A)\{0} si et seulement si A # 0 et \] — A est est non inversible dans L(F),
ce qui équivaut encore a A # 0 et / — A\~ ' A est non inversible dans £(E). Or, I — A" A n’est
pas inversible dans £(E) si et seulement si I — A~ A n’est pas injectif. Donc A € o(A)\ {0}
si et seulement si A # 0 et A € 0,(A). De plus, ker(I — A\™'A) est de dimension finie donc
ker(AI — A) est de dimension finie.

iii) Puisque o(A) est compact, il suffit de montrer que tout A € o(A)\ {0} est isolé.
Or, si un tel A n’est pas isolé, il existerait une suite (\;), d’éléments dans o(A) non nuls
et distincts deux a deux, qui convergerait vers \. Comme o(A)\ {0} = 0,(A)\ {0}, les A\,
sont des valeurs propres alors ils sont nécessairement () converge vers 0, ce qui contredit

I’hypothése A #0. m

2.3 Spectre d’un opérateur adjoint, auto adjoint

Spectre d’un opérateur adjoint

Théoréme 2.3.1 Soit Ae L(H).On a :
i) ker(A) = (Im(A*))", Im(A*) = (ker (4))" .
i) ker(A*) = {0} si est seulement si Im(A) = H.

Démonstration. i) On a

ker(A) = {zre€ H Ax =0} ={x € H,Vy € H,(Az,y) =0}
= {x € HVye€H, (z,A%y) =0}
= (Im(A")".
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2.3. Spectre d’un opérateur adjoint, auto adjoint

Alors on a

d’ou le résultat m

Proposition 2.3.1 Soit H un espace de Hilbert complexe, A € L(H) et A* € L(H) l'adjoint
de A. Alors

1. p(A) =p(A) ={rx ek, A€ p(A)} et o(A*) ={r ek Aea(Ad)}.

2. Pour tout \ € p(A*), RA(A*) = (Rx (A))".

3. 0(A) = o(A%).

4. 0.(A) = 0,(A").

Démonstration. 1. On a l’é¢quivalence (A* — AI) est inversible si et seulement si

(A* — XI)" est inversible. Or (A* — AI)" = (A — AI) donc :
p(A*) = {X €k, A" — A est inversible } = {\ € k, A — AI est inversible }
= {dek Aep(A)}.

De plus, o(A*) = k\p(A*), ce qui donne le résultat.
2. Si )\ € p(A*) alors :

-1

RA(AY) = (A =AD" = ((4-21)")
= ((A=307) =®Rs ()"
3. Soit \ € 0, (A) = {Ae@,ker(A—M) — {0}, Im (A — \I) # B, Tm (A — \]) 7AH},

d’apres le théoréeme précédent Im (A — A1) # H <= ker ((A — AI)") # {0}, et (A —N)* =
A* — M, implique A € 0,(A*). =

Spectre d’un opérateur auto-adjoint

Proposition 2.3.2 (Valeurs propres des opérateurs auto-adjoint )
Soit A € L(H) un opérateur auto-adjoint. Alors :
1. 0,(A) CR.
2. X € 0,(A) si et seulement si Im(A — XI) # H.
3. Si A€ o,(A), N # u, alors ker(A— AI) L ker(A— pul), i.e. les sous-espaces propres

de A sont orthogonaur deux & deuz.
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2.3. Spectre d’un opérateur adjoint, auto adjoint

Démonstration. 1. Si A € Vp(A), alors il existe x € H\ {0} tel que Az = Ax. Donc

(Ar,x) (Azx,z)

= 2 = 2

2. On a
Tm(A — M) = (ker (A — AI)*)" = (ker (A — X))

Puisque 0,(A) C R, A € 0,(A) si et seulement si A € 0,(A), ce qui est équivalent a
ker(A — XI) # {0}, soit encore (ker (A —X!))L # H. Donc A € 0,(A) si et seulement
S Tm(A ) £ .

3. Sizeker(A—A\)etyeker(A—pul), alors

Ar =Xz et Ay = py.
Comme A = A* et 4 € R, on obtient
(A=p) (z,y) = (Az,y) = (z, 1) = (Az,y) — (2, Ay) =0,
d’ou (x,y) =0 car A\ # p. Autrement dit, ker (A — A\I) Lker (A —ul). m
Corollaire 2.3.1 Si A € L(H) est un opérateur auto-adjoint, alors | Al = maﬁ) Al

Ao (

Théoréme 2.3.2 (propretés spectrales des opérateurs auto-adjoints)

On suppose H # {0} . Soit A € L(H) un opérateur auto-adjoint, on pose :

m = inf (Az,z) et M = sup (Azx,z).

ll=l|=1 [|=]|=1
Alors :
1.m, M e [ [|A]|, [|A]}] C R.
2. m,M € a(A).

3. o(A) C [m, M].
4.||A|| = sup{|(Az,x)|,x € H et ||z|| =1}. En particulier, ||A|| = max (|m|,|M]).

Corollaire 2.3.2 Soit A € L(H) un opérateur auto-adjoint tel que o(A) = {0}. Alors
A=0.
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2.4. Spectre d’un opérateur normal

Démonstration. D’apres la proposition précédente on sait que
(Az,z) =0 Vo e H.
Il en résulte que
2{Az,y) = (A(x +vy),(x +v)) — (Az,z) — (Ay,y) =0  Va,y € H.
Donc A=0. =

Corollaire 2.3.3 Un opérateur auto-adjoint A sur H est positif si et seulement si son

spectre o(A) est contenu dans RT.

2.4 Spectre d’un opérateur normal

Proposition 2.4.1 Soit H un espace de Hilbert, le rayon spectral de tout opérateur normal

A de L(H) est égal & sa norme , c’est-a-dire
r(4) = 1]l
Preuve. voir[9]. =

Lemme 2.4.1 Si un opérateur normal A € L(H) est injectif, il est a image dense, si il

existe une constante ¢ > 0, telle que ||Az|| > c||z||, pour tout x € H, alors il est inversible.

Démonstration. Si A est normal et injectif, on a A(H) = H d’apres la proposition

précédente, c’est-a-dire 'image est dense. S’il existe une constante ¢ > 0, telle que ||Az|| >

¢||x||, pour tout = € H, et A(H) = H, par conséquent A est inversible. m
Proposition 2.4.2 Le spectre résiduel d’un opérateur normal est vide.

Démonstration. Soit A € L£(H) un opérateur normal, pour tout scalaire A € C,
Ay = A— Al est normal, si A est dans le spectre, ou bien Ay n’est pas injectif et A € 0,(A),

ou bien A, est injectif, donc a image dense et A € 0.(A). m
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2.5. Spectre d’un opérateur fermé

Définition 2.4.1 X est une valeur approchée de A s’il existe une suite des fonctions,, € H,

telles que ||, || =1 pour tout n, et
Ay, — A\, || — 0 quand n — oo.

Proposition 2.4.3 Le spectre d’un opérateur normal est [’ensemble de ses valeurs propres

approchées.
Lemme 2.4.2 Soit H un espace de Hilbert et si A € L(H) est normal, on a
IP(A)]| = max {[P(A)| : A € o(A)}.
Pour tout polynéme P € C[X].

Démonstration. Soit K = o(A), on vu que le spectre de P(A) est P(K). Par ailleurs
P(A) est normal, donc

|P(A)|| = r(P(A)) = max{|z| : z € 6(P(A))} = max {|P(\)| : A € K'}.

2.5 Spectre d’un opérateur fermé

Définition 2.5.1 Soient E un espace de Banach et A : D(A) C E — E un opérateur
fermé, alors

1) L' ensemble résolvante de A est ’ensemble
p(A) ={A e C: (A — A) est bijectif sur D(A) dans E }.
2) Soit A € p(A), on définit la résolvante R (A) de A par
RA(A) = (M — A"
3) Le spectre de A est le complémentaire du p(A) dans C, i.e

g(A) ={A e C: (A — A) est n'est pas bijectif sur D(A) dans E}.
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2.5. Spectre d’un opérateur fermé

4) Le spectre ponctuel de A ( l’ensemble des valeurs propres ) est l’ensemble
op(A) = {AeC: (M — A) nest pas injectif sur D(A)}
= {AeC:ker (M —A) #{0}}
= {AeC:3vwe DA\ tel que Av = A\v}.
5) Le spectre résiduel de A est I’ensemble
0,.(A) ={A e C: (N — A) est injectif sur D(A) et R(A — A) n'est pas dense}.
6) Le spectre continu de A est l’ensemble
0.(A) ={A € C: (A — A) est injectif sur D(A) et R(A — A) est dense}.
Lemme 2.5.1 Le spectre d’un opérateur fermé est une partie fermée de C.

Démonstration. Vérifions simplement que I’ensemble résolvant d’'un opérateur fermé

A est ouvert. Soit A\g € p(A), Pour tout A € C on a
A—A=(A—A) I+ (A= A)R(X))-

Si A est tel que |A — Xo| < [[R(No)|| ™", alors T+ (A — Ag) R(Xo) est inversible (d’inverse
donné par S (—1)™ (A — Xg)" R(Ag)™), et donc A — A Test aussi :

RO = (I+ (A=) R (X)) "R (Ao).

Mais contrairement a ce que 1’on sait pour les opérateurs continus, le spectre d’un opéra-
teur fermé peut étre vide, ou non borné, voire égal & C tout entier. On obtient des contre-
exemples en considérant par exemple 'opérateur différentiel le plus simple, A = 0, , vu
comme un opérateur non borné sur L? ([a,b]), avec —co < a < b < +oo. Si 'on prend
comme domaine D(A) := H' ([a,b]), quel que soit A € C, I'équation (A — A)u = f n’a cer-
tainement pas une solution unique puisque toutes les fonctions ¢ — Ce* sont des éléments
de D(A) solutions de (A — A)u = 0. Dans ce cas 0(A) = C. Si l'on restreint le domaine a
D(A) := {u € H* ([a,b]) ;u(a) = 0} alors o(A) est vide, car quel que soit A € C, pour tout
f € L?([a,b]), il existe un unique u € D(A) tel que (A — A)u = f : la formule de Duhamel
donne en effet u(t) = — [ eX=9) f(s)ds .
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2.5. Spectre d’un opérateur fermé

Définition 2.5.2 (Fredholm)
Un opérateur non borné A dans un espace de Banach E est dit de Fredholm si
e son noyau est de dimension finie .
e son image est fermée et de codimension finie dans E (c’est-a-dire qu’elle admet un

supplémentaire de dimension finie ).

Proposition 2.5.1 Soit E et F' deux espaces de Banach et A : D(A) C E — F un opérateur
fermé.

Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. A est injectif, d’inverse A~1 : Im(A) — D(A) borné.

2. Il existe m > 0 tel que ||Az||, > m ||z| 5 pour tout x € D(A).

3. Im(A) est fermé dans F et ker(A) = {0}.b

Corollaire 2.5.1 Soit A un opérateur linéaire fermé. Alors o (A) = 0.

Lemme 2.5.2 Soit A un opérateur linéaire, si A n'est pas fermé, alors o(A) = C. (ou de

maniére équivalente, si p(A) # 0, alors A est fermé).

Preuve. supposons que p(A) # 0 et soit A € p(A).

(A — AI)"" est borné donc fermé et il en va de méme pour (A — M) et A. m
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Conclusion

Ce mémoire se situe au cadre d’analyse fonctionnelle, et plus précisement a la théorie spec-
trale des classes importantes d’opérateurs, dont les propriétés sont les plus proches de celles
des opérateurs linéaires dans un espace de dimension finie, comme les opérateurs compacts,
fermés . Cette théorie est particulierement utile et importante dans ’étude d’un opérateur
et la détermination de son spectre qu’est la généralisation en dimension infinie de I’ensemble
des valeurs d’une matrice, ceci permet de résoudre complétement des problemes d’évolution

en mécanique, physique, etc...
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