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Introduction

La version non linéaire d’opérateurs p-sommants a été introduite par J.D. Farmer et W.B.
Johnson dans [FJ]. Il sont appelés alors opérateurs Lipschitz p-sommants. Et le théoréme
de domination de Pietsch, a été aussi démontré par (J.D. Farmer et W.B. Johnson) pour les
opérateurs Lipschitz p-sommants. En 2011 B.ZHENG et D.CHEN ont démontré les deux
théorémes suivants: théoréme de Kwapien et le théoréme d’extrapolation de Maurey dans
le cas non linéaire. Pour se faire on a opté pour le plan suivant

En premier chapitre, nous avons donner quelques propriétés et théorémes sur les opér-
teurs p-sommants.

En deusiéme chapitre, nous avons présenter la version non linéaire d’'un opérateur p-
sommant a savoir la propriété d’idéal, le théoréme de dominatin de Pietsch.

En troisieme chapitre nous donnons le théoréme d’extrapolation de Maurey et le théroéme

de Kwapien.



Chapitre 1

Opérateurs p-sommants

1.1 L’espace des suites p-sommables

On désignera par X et Y deux espaces de Banach, et X*, Y* leurs espaces duaux. On note
par L(X;Y) I'espace des opérateurs linéaires continues de X dans Y. La boule unité de X*
sera désignée par Bx«.

Soit n € N, X un espace de Banach et 1 < p < 400, p* est appelé le conjugué de p (i.e.,
% + ]% = 1).0n note par £,(X) (resp £ (X)) espace des suites (z;) (resp(w;)1<i<n) dans X
absolument p—sommables muni de la norme:
+o00 1
(> l@il|P)? < 400, 1 < p< 400
i=0

I(ze)ienlle,x) =
sup;ep [l < o0, p=+oo

(resp

(3 lall?)? < oo, pour 1< p < +00
[(@i)i<i<nlle,x) = ¢ =F )

sup ||z;]] < +oo, pour p = 400
1<i<n

On note par £;(X) (resp £,*"(X)) l'espace des suites (7;)ien (resp(z;)i<i<n) dans X
faiblement p—sommables muni de la norme:
+oo 1
sup (> | (¢, 24) |P)? < +o0. pour 1 <p < +o0

[(zi)lley x) = q CEBx =0
sup;ey ||zl < +o00. pour p = 400



1.2. Opérateurs p-sommants

(resp

sup (D | (¢, ) |p)% < +oo.pour 1< p< 400
(€Bxx* i=1 )

H(xl)lgzgnnzp,w(x) =
sup ||z;|| < +oo.pour p = +00
1<i<n

1.2 Opérateurs p-sommants

Définition 1.2.1 Soient XY deux espaces de Banach et T : X — Y un opérateur

linéaire. On dit que T est p-sommant pour 1 <p < +00 si

AC > 0 telle que ,Yn € N,V(z;)1<i<n C X
(Z IT(z)lP)r < C sup (3 | (i) P)7

€Bxx* i=1

(1.2.1)

La plus petite constante C' possible est noté m,(T) et on note par m,(X,Y) lespace des

opérateurs p—sommants.

Le Théoréeme du graphe fermé montre que 7' : X — Y, est p—sommants si et seulement
si T' transforme les suites faiblements p—sommables en des suites absolument p-sommables.

En d’autres termes
T est p — sommants < [(Z | (C @) [P< 00,V( € BX*) = Z |7 () |I” < o0
=1 i=1

Il est facile de vérifier que m, est une norme, appellée norme p—sommante, sur l’espace
7,(X,Y') de tous les opérateurs p—sommants de X dans Y et qu’elle en fait un espace de
Banach. D’autre part, il est claire (prendre n = 1 dans la définition (1.2.1) que la norme

p—sommante domine la norme d’opérateur

mp(T) = ||T].

Donc tous les opérateurs p—sommants sont continues.

Proposition 1.2.1 (Proprieté d’idéal) Soient T € m,(X,Y), v € L(E,X), w € L(Y, F),
alors

woTovem(E,F), et my(woT ov) < ||w|m,(T)|v].



1.2. Opérateurs p-sommants

Preuve. Soit (;)1<i<, C E.on a

S IWoToV(z)lh)r = ZHW z))))*

=1
1
< WK ZHT )))r (car W e L(Y, F))
l
< Wi (T Sup Z| P)r(car T' € my(X,Y))
(eB xX* =1
= [[W]lmp(T) sup Z| (3, V(Q) IP)?
CE€Bx=

1
— WV s Z| ||V*||) )b

1
= [Wmp(T)[V]] sup ZI zi ) )7,

neBpx i=1

avec V* ladjoint de V donc, ||[V*|| = ||V]|, de plus ||V*|| = SUPgeX* V*(¢)]| alors |H (H)” <1

”‘H/;(*ﬁ\)” € Bp+, on prend n = ”“T H ,donc WoT oV € m,(E,F) et

(W o T o V) < |[[W|[m,(T)[[V]. w

et par concequence

Théoréme 1.2.1 (théoréme d’inclusion) Soient X,Y deuz espaces de Banach et T : X —
Y un opérateur linéaire et 1 < p < q < +00 alors my(X,Y) C 1, (X,Y) et m,(T") < m,(T).

Preuve. Soit n € N et (2;)1<<n C X, on pose A; = ||T'(z;)||» "

on aurra

p(E-1) q—p+p
IT i) llP = As P AT @)l = 1T )™ T @a)llP = [T = | T ()|
siT e my(X,Y) alors

(ZHT(:@-)HQ)% = (ZHT(Aixi)HP)%

1
7p,(T) sup Z| (C, Nizy) [P)»

CGBX* i=1

= m,(T) sup ZM P (C,z5) P)7

CEBx+ 1

IA



1.2. Opérateurs p-sommants

puisque p < g et + + == =1, donc d’aprés l'inégalité de Holder
Yoo APHG ) P< QU AP )T QO (1 (G 17)r)e
i=1 i=1 i=1
= Q_UxD™) T Qo (¢ |7)s
i=1 i=1
ce qui entraine

VAN
g
[
N>/
N
*T“g
s
N—r
5
Sk
3
ko]
—~
~
N—
w
[an
i)
—~
[
—
I
&
~
S
N—
N—
Q=

O EACHIDE

- (i(HT(wz)H -0y 5 (T) ngg*(;(l (Ga) )%
- <§;<||T<x@>|| D im(D) sup :(| Ca) [)}
d'on ) i
<§|\T<xi>|\q>i<§<\|7’<xl>\| i < (1) ng*(éq o) ()}
et donc _ _ :

ZHT s < m(T) sup (3146} 1)

alors T € m,(X,Y) et m,(T) < 7mp(T). m

Définition 1.2.2 Soit X un espace métrique et i1 une mesure borélienne sur X alors p est

dite réguliére si pour tout A € Bx on a

w(A) = sup{p(F) : F compact, F C A}
et

p(A) = inf{u(0O) : O ouwvert A C O}.

Si (X, d) est compact et p est une mesure borélienne finie alors la forme

linéaire 7}, définie par

:/fdﬂ, VfeO(X)



1.2. Opérateurs p-sommants

est continue (|7,,(f)| < [[f]|u(X)) et positive au sens ou T,(f) > 0 pour tout f > 0.

Comme on a 7),(1) = u(X) on a
T gy = 10X

Théoréme 1.2.2 (Théoréme de représentation de Riesz, cas compact et positif) Soit X un
espace métrique compact et T une forme linéaire continue et positive sur C(X). Il existe

une unique mesure borélienne finie et réqulier p sur X telle que T'=T),.

Définition 1.2.3 Soit (X, d) un espace métrique compact, on appelle mesure de Radon sur
X toute forme linéaire continue sur C'(X). On note M(X) := (C(X))* l'espace des mesures
de Radon sur X .

Le théoréme de Riesz nous a permis d’identifier les mesures de Radon positives sur X
aux mesures boréliennes finies.

L’exemple fondamentale des opérateurs p-sommants est donné par

Proposition 1.2.2 Soient K un compact, ;1 une mesure positive régquliére finie sur K et
1 <p<+o0.

1) Pour chaque ¢ € L,(K), on définit l'opérateur de multiplication

/ — T,(f)=f

cet opérateur est p—sommant de plus 7,(T,) = |l¢||z, -

2) L’opérateur canonique

est p-sommant de plus m,(J,) = ,u(K)%.

Preuve. Soit{fi, f2,..., fu} C C(K). Achaque point w € K correspond un point de
masse d,, € (C(K))*, donné par (4, f;) = fi(w) (4, la mesur de Dirac).D’ou
1)



1.2. Opérateurs p-sommants

() 1) = sup(Y | (o i) I7)7
e Q| S
= sup(3 - | filw) )7 =| IZIfz SE (1.2.2)
WER =1

D’autre part on a

ZHT NP = annp v
- Z/|f, W) P du(w))

le

=

- /\fl )P o) P du(w))?

ZIK

- (/Z | filw) IP] o(w) [P du(w))
TR L H / (@) I duw))?

1
< ||()0||LP sup Z| sz p

CeBomn* —1

S =

IN

D’ou m,(T,) € m,(C(K), Lp(p)), et m,(T,) < ||¢||r, d’autr part on a
Ty (Ty) 2 | Toll 2 1T, (W] = llelle,.-

Dlou m,(Ty) = llller

2) Pour la deuxiéme, on a



1.3. Caractérisation des opérateurs p-sommants

S

ZHJP ey = Z/Iprn )PP dpu(t))

le

IN
»n
=
5=
==
—~
&
N
=
S =
x\
U
=
—~
=
S

’t?b—‘

= p(K)r  sup Z\sz

CeBoy* j—1

D’ou m,(Jp) € mp(C(K), Lp(p)), et mp(Jp) < ,u(K)% d’autr part on a

hSA

mp(Jp) = [|Jpll = [|Jp (W), = [[Tp(W)],,, = n(K)7,

3=

donc my(Jp) = u(K)r. m

Remarque 1.2.1 D’aprés la propriété d’idéal si F' est un sous espace fermé de C(K) et F),

Uadhérence de J,(F') dans L,(u, K) alors la réstriction J, : F' — F, est p—sommant.

1.3 Caractérisation des opérateurs p-sommants

Théoréme 1.3.1 (Théoréme de domination de Pietsch)
Soient X,Y deux espaces de Banach et T : X — Y un opérateur linéaire et C' une

constante positive. Alors les proprietés suivantes sont equivalentes
i) L'opérateur T' € m,(X,Y) et m,(T) < C.
i1) Il existe une mesure de propabilité finie p sur K = (Bx+,0(X*, X)) telle que

I7(@)] < O / [(C.x) P du(Q))r.  Var e X.

Preuve. (voir [DJT]). =
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1.4 Théorémes sur les opérateurs p-sommants

Définition 1.4.1 Une suite de Rademacher est une suite de fonction (r,), .. definie

comme Suit
rn 051 — R
t —  sign(sin(2"nt)).

Remarque 1.4.1 (r,) _,. C Ly forme un systéme orthonormale et pour tout (a), € Iy
1

ona [ | ara(t)Pdt=> |a,|?*.

n>1 n>1
0

Inégalité de Khinchin

Soit (ry),., une suite de Rademacher. Pour tout 0 < p < 400 il existe deux constantes

n>1

positives A,, B, telle que pour toute suite de scalaires (a,),>1 € {2, on a

1

A, (3 L )E < / S aurat) P d)F < B, (3 L an )

n>1 0 n>1 n>1

Théoréme 1.4.1 (Kwapien) Soit X un espace de Banach et H un espace de Hilbert. Si
v € L(X, H) telle que v* est g—sommant pour tout 1 < q < 400, alors v est 1—sommant

et m(v) < A1 B,m,(v¥), ot Ay et B, sont les constantes de Khinchin.

Preuve. On divise la preuve en deux étapes.

Premiére étape. On considére v € L(X,£3) (n € N). Soient x4, g, ..., T, € X

on a v(w) = Y (v(w),er)er et [lo(z)|l = (3 | (v(@i),ex) )2 ((en)1cpe, la base
k<n k<n
canonique de £3).



1.4. Théorémes sur les opérateurs p-sommants

Par I'inégalité de khinchin on trouve

ole@all = D001 ) e )2

i<m i<m k<n

< IIZ/|Z v(x;), ex)ri(t) | dt)
<m 0 k<n
1
= A! Z(/ 9%27% )) | dt)
<m 0 k<n
- /Z| (i, 3 ()0 (e0)) | dt)
i<m k<n
< /Hzrk (el s 3 | (i
k<n B i<m

- / IS r(e (e 1) N @cicalles

k<n

On av* € m (¢4, X*) donc par le théoréme de domination de Pietsch il existe une mesure

de propabilité réguliere p sur K = Byy telle que pour tout x € /3, on a

»Q\»—A

Jo" (@) < 70" /|<, " dulc)’.

Par le théoreme de Fubini et I'inégalité de Khinchin on trouve

.Q

1 1
/ I3 reteye el )i = / o (3 et )

k<n k<n

<m0 / / € o) 1 dp( )’
- //| (3 el P it )
< Bymv /Zjuek Pdu(0))h
< Bq.wq(v*).K '

10



1.4. Théorémes sur les opérateurs p-sommants

Deuxiéme étape. Fixons (z;)i1<i<, dans X. On identifier le span de v(z;) a 5. Soit

P e L(H;span{v(z;), 1 <i<m}), le projection orthogonal sur le span, alors

Aym(po) < /nzrk (p0)" (ex)|d)

0 k<n

1

< / IS et (plew) |1 dt)
k<n

_ /||Zrk “(en)l|%dt)t < Byomy(v).

k<n

Ainsi

Z||U(fl7z‘)|| = ZHP(U(%‘))HSWl(PU)||($i)1§z‘§m||f1,w

<m <m

< AT By (0" [(@i)1<izmller, -
D'ou v € (X, H) et m1(v) < A; LBy (v*). =

Théoréme 1.4.2 (théoréme d’extrapolation)

Soit 1 <r <p < oo, et soit X est un espace de Banach tel que
mp(X, bp) = T (X, £).

alors pour tout espace de Banach Y,
T(X,Y) =m (X,Y).

Preuve. Voir([DJT]) m

11



Chapitre 2

Opérateurs Lipschitz p-sommants

2.1 Définitions et notations

Définition 2.1.1 Un espace métrique (X, dx) est dit discret s’il existe une constante 6 > 0
telle que Va1, w9 € X dx(z1,72) > 6. Un espace métrique discret X est dit localement fini

si pour tout a € X et pour tout r > 0 l'ensemble {x € X : dx(x,a) < r} est fini.

Notation: Soit (X, dx,e) un espace métrique pointé i.e., (X admet un élément distin-
gué, on prend 0 si X est normé).

On note par

M ensemble des espaces métriques complets pointés,

M, T'ensemble des espaces métriques complets de diameétre au plus 2 i.e., (

diam(X) = supdx(z,y) < 2).

Z,y
Définition 2.1.2 L’ appliction f : (X,dx) — (Y,dy) est dite Lipschitzienne, s’il existe

une constante ¢ > 0, telle que
Vasy € X 2 dx(f(x), f(y) < ¢ dx(z,y). (1.2)

On note par Lip(X,Y’) 'ensemble des applications Lipschitziennes définies de X dans

Y, c’est un espace semi normé

1N Lipx vy = Lip (f) := supdy<f(x)’ /) = inf {C : C verifie (1.2)}

Ty dX($7 y)

12



2.2. L’ espace Lipy(X)

Soient (X, dx,e), (Y, dy,€e') deux espaces métriques pointés, on dit que Papplication:
f:(X,dx,e) — (Y,dy,¢€)

preserve I’élément neutre si f(e) = ¢’

Définition 2.1.3 Soit I’ application f: (X,dx) — (Y,dy), f est dite bi-Lipschitzienne si
1- f est bijective,
2- f et f~lsont Lipschitziennes.

Dans ce cas on dit que X et'Y sont Lipschitz isomorphes.

Remarque 2.1.1 Le morphisme naturel entre les espaces métriques est la fonction Lipschit-

zienne comme les opérateurs linéaires entre les espaces normés.

2.2 L’ espace Lip,(X)

Soit (X, dy, e) un espace métrique pointé. Pour un espace de Banach Y, on note par
Lipg(X,Y) ={f : X — Y Lipschitzienne et f(e) =0.}.

menu de la norme

gy = sup 22 = FW

D ) (2.2.1)

L’espace Lipg(X,Y) menu de la norme (2.2.1) est un espace de Banach. Si Y = R on
pose Lipg(X,R) =Lipg(X) = X*.

2.3 Opérateurs Lipschitz p-sommants

La version non linéaire d’opérateurs p-sommants a été introduite par J.D. Farmer et W.B.
Johnson dans [FJ]. Il sont appelés alors opérateurs Lipschitz p-sommants. Soient (X, dx)
et (Y, dy) deux espaces métriques tels que (X, dx) est un espace métrique pointé. La boule

unité By# de X7 est compact pour la topologie de convergence simple de X.

13



2.3. Opérateurs Lipschitz p-sommants

Définition 2.3.1 On dit que lopérateurT : X — Y est Lipschitz p-sommant (1 < p < 00),

St
AC > 0 telle que ,Yn € N,V(2;)1<i<n, V(¥i)1<i<n € X

Doy (T@) Tw) < 07 sup 370 17(w) = Sl

La plus petite constante C' possible est notée par m, L(T), et on note par ™ L(X)Y) lespace

des opérateurs Lipschitz p-sommants.

Si Y est un espace de Banach, alors I’espace 7T£ (X,Y) est un espace de Banach muni de

la norme 7}, (.). Si T est linéaire alors w (T') < m, (T).

Proposition 2.3.1 (Proprieté idéal) Soient X,Y,E,F des espaces métriques. Soit v :
E — X, w:Y — F des fonctions Lipschitziennes et T : X — Y, un opérateur

Lipschitz p-sommant.. Alors Uopérateur wTv est Lipschitz p-sommant et 7r£ (wTv) <

Lip(w)m} (T) Lip(v).

Preuve. Soit (z;)1<i<n €t (¥i)1<i<n C X, on a

de (wTwv(x;), wTv(y;))” < Lip(w Zdy (Tv(x;), To(y;))”

=1 =1
< Lipw)Pl (T sup Y |f(v(x:) = f(u(y)I?
fEBX# i=1
< Lip(w)nt (TV Lip(o) sup S 1222 () — 2 ()l
fEBX# =1
< Lip(w)Prl (T Lip(v)? sup > |g(z:) — g(ys)[”
gEBE# i=1

Do wTv € ny (E, F) et wl (wTv) < Lip(w)rl (T) Lip(v). m

Proposition 2.3.2 Soit K un compact, ;i une mesure positive réguliére sur K et soit

1 <p<+o0.

14



2.3. Opérateurs Lipschitz p-sommants

1) Pour chaque ¢ € L,(K), on définit 'opérateur de multiplication:

T, OK) — L
f — Tcp(f) = f.p
cet opérateur est Lipschitz p-sommant de plus 7,(T,) = |¢| L,

2) L’opérateur canonique

est Lipschitz p-sommant de plus m,(J,) = ,u(K)%.

Preuve. Soit{fi, fo, ..., fu},{91, 92, -, 9n} C C(K). A chaque point w € K correspond
un point de masse ¢, € (C(K))*, donné par (4, fi) = fi(w) (0, la mesur de Dirac). On a
By € Bow: D'ou

1)

n

sup (D" | C(f)—Clg) P)7 > sup waz Clgi) I7)v

CEBcmynt =1 CE€Bcm)* =1

— sup Zm (W) [7)7

weK

= Z\fz — (@) )7 oo (*)

15



2.3. Opérateurs Lipschitz p-sommants

ZHT T,(g)|P)r = an giell? v

- Z/m W) — gu(w)p(w) P dia())

le

RS

n

= 0 [ 150) = 0@ Pl o) P du)?

= (32106 = i) Pl pfe) P dte)’

K =1

p()~ | 66) - 06 ¥ / o) P dulw))’

weK

IN

= llells, sup sz C(g:) IP)7 (de¥)

CeBom* -1

1
< |l¢llz, sup Zlez C(gi) IP)7.

CEBomyt i=1

D’ou w}(T,) € i (C(K), Ly(1)), et 7}(T,) < |l¢l|z, d’autr part on a

m (Ty) 2 | Toll = 1T (W] = llellz,

dou m(T,) = llellL,-

2) Pour la deuxiéme, on a

16



2.4. Caractérisation des opérateurs Lipschitz p-sommants

ZHJ Bale, = DI =gl
= O [ 150 - ale) P dute))?
= ([ 150 - a1 dutt))?

AN
0]
jwr)
o)
@
s
—~
~
N—
|
NS
=
~~
N—
=
S—
-
Sl
Y
=
YamnS
~
S~—
S—
S m

= p(K)r  sup ZIsz Clg:) [P

CeBieky* j—1

< p(K)»  sup ZICfZ g) )

CEBcmnt =1

d'on J, € L (C(K), Ly()), et w5 (Jp) < u(K)¥ d’autre part on a

SIS

Ty (Jp) 2 1l = sup [ T(f)l,, = (D, = p(K)?.

| Flloo=1

2.4 Caractérisation des opérateurs Lipschitz p-sommants

On va donner le théoréme de domination de Pietsch pour les opérateurs Lipschitz p-

sommants.

Théoréme 2.4.1 ([FJ]) Soient 1 <p<oo,C>0etT:X — Y un opérateur entre les
espaces métriques X et Y. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes en la constante

C.

(a) L'opérateur T' est Lipschitz p-sommants et % (T') < C.

(b) 1l existe une mesure de probabilité réguliére p sur Byx telle que:

3 =

IT(@) - T(w)] < C / @) — FPdu(h) | (2.4.1)
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2.4. Caractérisation des opérateurs Lipschitz p-sommants

Preuve. a = b) Soit A C C(Bx#) ’ensemble des fonctions de la forme:

Ploronzi, () = L0 [CF | f () = F)l” = 1T (i) = T(ya)I’] ; et a; > 0 pout tout 1 <i <n.

A est une cone convexe en effet soient Plaii)ycien € Plj ) oo € A
Plosircic, () = Z a; [CP | f (i) — fyd)l” = T (@) = T(y)|I"]
Pty irerem = D05 (O 11 () = FNI = IT () = T I
j=1
n+m
Crnorn D) F @ty iys o (F) = S [C7 1 (w0) = F)P = [T () ~ T[] € A,
k=1
avec
T(zy), pour 1 <k <mn
T(wk) = :
T(x)_,), pour l+n<k<n+m
T(yg), pour 1 <k <n
T(yp_,), pour l+n<k<n+m
ag, pour 1 <k <n
Ve =

Bi_p, pOur 1 +n <k <n-+m '

Soit A > 0, Ao, (1) = 2 A0 [C7 |F() = Fu)l” = I T(ws) = T €

On a ANB = ¢, ou B est le cone ouvert convexe des fonction continues < 0 sur
Bx#, donc d’apré le théoréme de H. Banach forme géométrique il existe une foreme Inéaire

€ (C(Bx#))*, (mesure de Radon sur By#) qui séparé A et B i.e.,

(1, 0) >0, Vo€ A
(11.9) <0, V¢ € B,

On remarque que p est positive ((i, @) > 0, pour tout ¢ > 0). Et par le Théoréme de

représentation de Riesz en trouve

() = / @dp >0, Yo € A
BX#

On suppose que i(Bx#) = 1 sinon on dévise sur p(Bxx#).

18



2.4. Caractérisation des opérateurs Lipschitz p-sommants

Soient z,y € X et ¢, ) € A avec a = 1, donc on a

/ Ployy(N)du(f) >0, Yo,y € X.

Alors
/ [CP[f(z) = f)I" = 1T (x) = T W] dp(f) = 0

By

7) - T < / €7 1(2) = £ du( 7).

b=-a) Soient n € N, (z;)1<i<n, €t (yi)lgisn C X. D’apré b on a

3=

IT(as) — Tl < C / @) — FuPdu(h) | ) Vanw e X.

Alors

Sl Tl < Y- / 1) = ()P (1)

e / S 15 = F@l du ()
< Cpfiﬁf#;'f )~ Fy)l / dyi (f)

B

= v S - Fw)P

f€Bx# i1

Donc T est Lipschitz p-sommant et 7} (T) < C. m

Théoréme 2.4.2 (théoréme d’inclusion) Soient XY deux espaces métriques et T : X —Y

un, opérateur Lipschilz et 1 < p < q < 400, alors n}(X,Y) C 7l (X,Y) et 7(T) < n}(T).

Preuve. Soit T € « (X Y). p<gq, d’ou < = donc il existe r > 1 tel que . —i— = 1 de

p

théoreme (2.4.1) on a |[T(x) ~ T(y)|| < 75(T) ( | 1@ —f(y)|p-1pdu(f)> Yy €

X.

X#
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2.4. Caractérisation des opérateurs Lipschitz p-sommants

On utilise I'inégalité de Holder on trouve

Q=
S =

IT(2) = T(y)l| < =, (T) </B [f () = F)I* 11dp (f))

: (/B #1’”du(f)>

DouT € nl(X,Y) et w}(T) < «}(T). donc le preuve de théoréme. m

X#
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Chapitre 3

Quelques théorémes sur les

opérateurs Lipschitz p-sommants

3.1 Définitions

Définition 3.1.1 Soit (X,dx,e) un espace métrique pointé et Y un espace de Banach. Soit
f un élément de Lipo(X,Y"). Sawashima définit l’adjoint de f par
ff:Lipo(Y) —  Lipo(X)
g = fHg)=gof
Définition 3.1.2 (L’espace L,)
Soit1 < p < +oo et A > 1, l’espace de Banach X est un espace de L,  si pour tout sous

espace E de X de dimention fini contient un espace de dimention fini I’ de X il existe un

qui verifie |[v]|.]lo7t| < A. On dit que X est un espace de L,

isomorphisme v : F — Eg‘mF

st X est un espace de L, pour tout A > 1.

Ce qui suit se base totalement sur l'article de B.ZHENG et D.CHEN (voir [ZC]).

3.2 Théorémes sur les opérateurs Lipschitz p-sommants

Le but principal de ce section est de présenter le théoréeme d’extrapolation et le théoreme

de Kwapien dans le cas non linéaire.
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3.2. Théorémes sur les opérateurs Lipschitz p-sommants

Théoréme 3.2.1 (La version non linéaire du théoréme d’extrapolation)

Soit 1 <r <p<oo, et X est un espace métrique tel que
7£<X7 gp) = 7£(X7 gp)'
Alors pour tout espace de Banach'Y,
T(XY) =7(X,Y).

Preuve. Nous avons preuvé que, quel que soit Y, il existe C' > 0 telle que pour tout
u e (X,Y), onobtient 7f (u) < C.wl (u). Soit K = By# et P(K) la collecte de toutes les
mesures réguliéres de probabilité de Borel sur K. En prend p € P(K), soit j, la restriction
de I'application canonique C(K) — L,(u) & X, définie par j,(z)(2f) = 2*(z), Vo € X.
En concequence j, € 75 (X, Ly(11)), et 7} (j,) < 1. Puisque 7}(X,(,) = nl(X,£,), donc il
existe ¢ > 0 telle que 7} (v) < e} (v), pour tout v € m) (X, £,). Comme Ly(11) est un espace
de £, pour tout A > 1, donc pour chaque (z;)1<i<n €t (¥i)1<i<n dans X, le sous espace
de L,() généré par {j,(z1), ju(x2), ..., ju(xn) } et{ju(v1), Ju(y2), ..., u(yn) } contient un sous
espace F' de L,(u) et il existe un isomorphisme T : F' — (9™ telle que ||T|.[|T[] < A.

D’ou

1

<Z||ju yz>||)" < I (anm»—T<j#<yi>>|r)
< T e (T, sw (Z\x >|)

mGBX# i=1

S|

T

< el IT 1AL s (Zm ) —a yz>|> ,
# =1

X

donc 72 (j,) < e | T IT||.75 (ju) < e, pour tout A > 1. Donc on obtient 7/ (j,) < ¢
Par le Théoréeme (2.4.1) il existe 1 € P(K) telle que

3=

) = 5l < e [ 1) - o))

X

22



3.2. Théorémes sur les opérateurs Lipschitz p-sommants

pour tout x,y € X.
Fixons u € 7, (X,Y), donc par le théoreme (2.4.1) il existe 11, € P(K) telle que

S =

lu(z) —u@) < m,(u) /Ixﬁ(x)—xﬁ(y)l”dﬂo(xﬁ)

= 750 () = Jug WD) |20

pour tout x,y € X.

Maintenant il suffit de démontré que

H.],U@(‘T) - jﬂ()(y)HLp(uO) S CH«])\('T> - ])\<y>HL1()‘)

pour tout A € P(K) et pour toute constante C' dépend seulement de X.
En commengant par j,, nous définissons (i, ),>0.dans P(K) sur la forme p ., = fi,

n€{0,1,2,...}. On pose A = > 277!y Donc A € P(K) Puisque 1 < r < p, on considére
n>0

0<9<1telleque%:9_’_17797(170{11:7,9_’_7»(1;9)

En utilise I'inégalité de Holder, on trouve

3=

170, (%) = G D) = / [, (2)(@) = i, () (@) dp (%)

B #

=S =

< / e (@)(@) — o (0) (@)D i ()

r(1—6

N

S ie

' / i, (@) (%) = G () (@) OGT= ) dp,, ()
BX#

= 1 (@) = Gt DLy N @) = G, DTG -
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3.2. Théorémes sur les opérateurs Lipschitz p-sommants

Alors,

D2 i () = G ey < D2 i () = G, @l

n>0 n>0
= CZ 27n71HjMn+1 (1') - jun_H (y)HLT‘(.u‘n+1)
n>0
< CZ 2_n_1‘|jpn+1 (ZL’) - j#n+1 <y)||%1(.“n+1)
n>0
'|’jﬂn+1(x) - 'j‘u‘n+1( )HLP /'Ln+1
6
< c (Z 2_n_1||jun+1 (:E) - jun+1 (y)||Ll(/'Ln+1))
n>0
1-6
. (Z 2_n_1||j/1/n+1 ('CE> - jun+1 (y)”LP(H’n+1)>
n>0
0
< ( > 27 M, () — jun+1<y>HL1<un+1>)
n>0
1-6
( D> 2 M, () = G (y)llemnH))
n>0
Donc,

n>0

1] - . 1-0 1 .
S0 (@) = G Wy < 0”9-29(22 1||Junﬂ<m>—aun+1<y>||%m>

n>0

S 1/9 2 9 2. Z 27”71 Hj#m-l (SL’) - j/‘n+1 <y) HLI(Mn+1)'

n>0
On a
A= Z 27"y, donc d\ = Z 27" du,
n>0 n>0
d’ou
(@) = @)y = D 27" i () = G )] 21 ()
n>0

Alors

11 - . 1. )
D27 M (@) = e, 20y < 20)7 (@) = @) 2y

n>0

En particuliéer,

1y . 1. .
27 g () = o D2y 120) < (20)7 (&) = ia ()]

Douue€ nf(X,Y). =
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3.2. Théorémes sur les opérateurs Lipschitz p-sommants

Théoréme 3.2.2 (B.ZHENG et D.CHEN)

Soit X un espace métique pointé et H un espace de Hilbert. Si T : X — H est
un opérateur Lipschitzien et T'(0) = 0 telle que T#\H* est g-sommant pour tout 1 <
q < +0o, alors T est Lipschitz 1-sommant et 7=(T) < A7 .Bym (T"\y-), ot Ay et B,

sont les constantes de Khinchin.

Preuve. On divise la preuve en deux étapes.
Premiére étape: On considére, T € Lip(X, (5) (n € N). Soit (z;)1<i<m €t (¥i)1<i<m C

X. On aT(x;) —T(y;) = Z(T(%) = T(ys), eryer et ||T(z;) — T(wi)l| = (Z | (T'(z

k<n k<n
T(ys), ex) 2)2 ((én)1<k<, la base canonique de £3))

En utilisant 1'inégalité de Kinchin on trouve

YoAT@) =Tl = DO 1 (T(@:) = T(y), ex) I*)?

i<m i<m k<n

< ZA;/|Z Dsenri(t) | dt
i<m 0 k<n

= ) A /y (i), > re(t)en) — (T(y:), Y ra(t)ex) | dt
i<m k<n k<n

~ 34 / [ T me(en)) — (o THS relt)en) | e
i<m k<n k<n

-S4 /y (o S OTHew)) — (g, 3 e THen)) | dt
i<m k<n k<n

< A Z/Ilm OT 0l sup 3 | () - Fw) | de

i<m 0 BX# i<m

IN

/ I THelldt sup 3| £) — Fle) |-

feBX# <m

On a: T#\(gg)* :(02)* — X* linéaire et g-sommant, donc par le Théoréme de domination

de Pietsch il existe une mesure de probabilité réguliere p sur K = Byp  tels que pour tout
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3.2. Théorémes sur les opérateurs Lipschitz p-sommants

x* € (£5)*, on a

IT" (2

Donc

([In@THenlran:

Deuxiéme étape. Fixons

span. Alors

Z“T (i) vl =

<m

IN

IN

IN

IN

IA

Donc T' est Lipschitz

O < (T

< m(T \ep)~)

V) [ 1 aa) | duta).

Ben

= (T \ep)~) /(/(%Zrk(ﬂew | dt | dp

IA

#
(T \(e5)+)

#
< (T \e3)-) By

> _IP(T(

<m

ATt sup | fa)

EBX#

A Sup > 1 f(x)

(xi)1gi§m et (yi)1nggm

P(T (i)l

X# i<m k<n

At sup Y| ()

i<m

EBX#

F@i) | 7o((PT)" \eg)) By

— #

A7t sup Z | f(z:) = flyi) | Wq((T\ﬁH*)(P\(eg)*))Bq
feBx# i<m

— #

At sup Z | f(z f(wi) | 7Tq(T\tiH*) P B,
FEBy# i<m

Aleqﬂq<T \H

sup2|fx, fy) |

By# i<m

l-sommant et 7%(T) < ATY.B,m (T"\y-). m

26

P | / S () (PTY (et

<m k<n

1
Flys) |/||Zrk )(PT)(er,)||%dt) @

Q=

dans X. On identifier le span de T'(x;)
et T(y;) a £y, Soit P € L(H;span{T(z;),T(y;), 1 <i < m}) le pojection orthogonal sur le
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