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Notations

Q2: Un domaine borné dans RY.

I': Frontiere de 2.

LP(la,b]) = {f : [a,b] = R ; f est mesurable sur [a,b] etf; |f(x)]? dx < oo},
L>([a, b]
L>([a, b]

C™([a,b]) = {f : [a,b] — R ; f fonctions n fois contintiment différentiables sur [a,b],n > 0}.
b

) ={f:]a,b] = R; f est mesurable. 3C' > 0 tell que |f(x)| < C p.p. sur [a, b]}.

) : muni de la norme || f||, . = inf{C,|f(z)| < C p.p. sur [a,b]}.

C}i(la, b]): Espace des fonctions f qui sont contintiment différentiables sur [a,b] d’ordre n et
telle que f" € C,([a, b]).

Cu([a, b]): Espace des fonctions définies sur (a, b, telles que (z—a)" f(z) € C(la,b]) et || f| o, =
(@ = ) f(@)lo



0.1 Introduction

La théorie de dérivation fractionnaire est un sujet presque ancien que le calcul clas-
sique tel que nous connaissons aujourd’hui, ses origines remontent a la fin du 17/ siécle,
I'époque ot Newton et Leibniz ont développé les fondements de calcul differentiel et

n

intégral. En particulier, Leibniz a présenté le symbole —- pour désigner la n'"* dérivée

dtn
d’une fonction f. Quand il a annoncé dans une lettre a 'Hopital (apparemment avec
ar 1
I'hypothése implicite que n € N), I'Hopital a répondu : Que signifie W{ sin = 3 2.

Cette lettre de I’'Hopital, écrite en 1695, est aujourd’hui admise comme le premier inci-
dent de ce que nous appelons la dérivation fractionnaire, et le fait que ’'Hopital a demandé
pour n = %, c’est a dire une fraction (nombre rationnel) a en fait donné lieu au nom de cette
partie de mathématiques.

Une autre théorie se développe en parallele de la dérivation fractionnaire qui a de
nombreuses applications dans la description de nombreux événements en visco-élasticité,
électromagnétique, biologie et économie.

Le calcul fractionnaire est devenu tout simplement 1’analyse fractionnaire. Dans certains
problemes d” équations aux dérivées partielles linéaires ou non linéaires, on a besoin des
méthodes numériques pour les résoudre parmi ces techniques est la méthode de perturba-
tion d’"homotopie (HPM) qui a été proposée par Ji-Huan He en 1998.

Dans le [14] les auteurs ont appliqué la méthode de perturbation d’homotopie aux
équations différentielles fractionnaire. Ainsi ils ont révélé que la méthode HPM est une
méthode analytique alternative, la méthode de perturbation d’homotopie a aussi été com-
binée avec des transformation pour résoudre des équations différentielles ordinaires et aussi
aux dérivées partielles fractionnaire.

L'objectif principal de ce mémoire est d’appliquer la méthode de perturbation
d’homotopie pour résoudre des équations aux dérivées partielles fractionnaires.

Notre mémoire est organisé selon le plan suivant.

Dans le premier chapitre, nous présentons quelques préliminaires concernant les outils de
base du calcul fractionnaire.

Nous donnons dans le deuxieme chapitre, la description de la méthode de perturbation
d’homotopie et nous faisons I’analyse de sa convergence.

Dans le troisieme chapitre, nous prenons comme exemple I'équation de Cahn-Hilliard pour

la résoudre par la méthode de perturbation d’homotopie.



CHAPTER 1

NOTIONS PRELIMINAIRES

Dans ce chapitre, on rappelle quelques résultats de base dont on a besoin dans notre travail.

1.1 Fonctions spécifiques pour le calcul fractionnaire

(voir [16])

1.1.1 Fonction Gamma d’Euler

Définition 1.1. On définit la fonction Gamma-d’Euler par I'intégrale convergente suivante

+oo
['(z) = / t*~le7'dt, (z € C, Re(z) > 0).
0

avec t*~1 = elz=1)int

+oo
Exemple1.1. 1. I'(1) = / e tdt = 1.
0

1 oo too T
2. F<§> - / tzle tdt = / t"2e tdt = 2/ e " dr = /7. (posons le changement
0 0 0

de variable t = 7?).
Lemme 1.1. Soit n € N Pour tout z € C, Re(z) > 0,0na
1. T'(z+1) = 2I'(2)
2. I'(n)=(n—1)!
207

4nn)

3. F(n+%) =

1.1.2 La fonction Beta

Définition 1.2. La fonction Beta est un type d'intégrale d’Euler définie par

1
B@ﬂ%i/#”O—ﬂqW%@HEQRdM>QRd®>m-
0

Pour tout p,q € C, avec Re(p) > 0, Re(q) > Oona



L(p)T'(q)
Lp+q)

Propriétés 1.1. 1. B(p,q) = B(q, p), (symétrique).

B(p,q) =

2. B(z,1) =1

1.2 Calcul fractionnaire

(voir [2])

1.2.1 Intégration fractionnaire

Soit f une fonction continue de [a, b] dans R; on pose

(Lf) (1) = / f (7) dr. (L.1)

Pour une primitive d’ordre 2, on a

(1) () = /at (If) (2) dx = /at (/ f(T)dT> b /at (t - 2)f(z)da. (12)

En répétant n fois, on obtient la relation suivante

DO = g [ = 13)
Définition 1.3. Soit a > 0, l'opérateur I définit sur L* ([a, b)) par
1 i a—1
(Igf)(t) = m/@ (t—7)""" f(r)dr,a >0, (1.4)
est appelé opérateur d'intégration fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre o.
Exemple 1.2. e Dans cet exemple on doit calculer l'intégrale fractionnaire de la fonction f
donnée par

ft)=({t—a)",a eR.
En utilisant le changement de variable T = x(t — a) + a, on trouve

T=as =0,
T=t& =1,
dr = (t — a)dx.



ot —a)" = ﬁ / (t — 7)1 (r — a)"dr

1 t a—l —a))"(t —a)dx
:m/a(t—x(t—a)—a) (z(t —a))"(t — a)d

! arn 1 — )
- - [ a—ara

_ B(a,n+1) _ gatn
B (n+1) atn
B F(oH—n—i—l)(t_a) '

,n=1leta=0,ona

DO | —

Cas particulier: si o =

T rQe) ... Vet
PO =55 = 1G5

e L'itégrale fractionnaire de Riemman-Liouville d’ordre o (o« € R) d’une fonction constante
f(t) = ¢, est donnée comme suit

c
re = —a)®aeR,ceR.
“= T 1)(:zc a)*a ER ce

Propriétés 1.2. Pour a > 0et3 > 0,0na

1L (12— )P () = =~y

I'(a+ 5)
r
2. (I(b=t)h) () = %(b — 1)t o
Démonstration:
Ona

1

(2= ) = g [ €= =0 ar

etonposeT —a = s(t—a)

( o (t— a)ﬁ—l) (t) = ﬁ /0 (t —a) —s(t—a))* (st — a))ﬂ_l(t —a)ds

1 1
= —(t—a)*tF! / P71 — 5)* lds
0

IN())
_ L —a a+p—1 a
— ﬂ . a+pB-1
= Tarpt 9

Théoreme 1.1. Pour f € [a,b], l'intégrale fractionnaire de Riemman-Liouville posséde la propriété
1910 f(x)] = 13T f(x), pour a > 0 et B > 0. (1.5)

8



Preuve

On utilise directement la définition

[ [120w) = ﬁ/ - (5 /T<t—s>ﬁ fls)ds ) dr

= // (t—7)* Mt — )" f(s)dsdr

—_— s — )t s)?Vdrds. .
r(@r(@)/af”/a(t Jo-l(t - 5)"1drd (1.6)

En utilisant le changement de variable 7 = (¢t — s)u + s, on aura

T=s5su=0,
T=tsu=1,

dr = (t — s)du.
(1.6) devient
I [Iff(x)} = /f = ik’ 1/(1—u)°‘_1uﬁ_1duds

= ) ) uds

- F(a)F(ﬁ)/a(t ) f() ( 5)d d

+ —1 t — )21 f(5)ds

- T | e

= IEE(R)

1.2.2 Dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville
(voir [1])

Définition 1.4. Soient « > 0, f € L'([a,b]) et n = [a] + 1. Les dérivées fractionnaires au sens
Riemann-Liouville D, f et Dy f d’ordre o de f sont définies par

Def0) = () (@) = ot g = @ar, )
’ Do fw) = (L) (o fa) = ———— =2 ety 1.8
1) = () 1) = o e K0 )

proposition 1.1. Pour o > 0,3 > Oona

1. (D% (t—a)P) (t) = %(zﬁ —a)f~t,

2. (D2 (b= 1)) () = D) _ pyp-a-,




Démonstration

1. Posons f(t) = (t — a)’~, par la définition et propriétés ona

(Dgs () = (%)n o I' O f(t) = (%)n (%@ _ a)n—a+ﬂ—1> 7
et

(i>n(t—a)"a+51 = mn—a+p-1)n—a+pf-2)..n—a+p—-1—(n-1))

dt
% (t _ a)—a+ﬁ—1

= m—a+B-Dn—-—a+-2)..(8—a)t—a)f "
De lemme(1.1), on a

'm—a+p) = m—a+B-DI'(n—a+p-1)
= m—a+p-1n—a+pf-2I(n—a+5-2)

= n—a+p-1(n—a+p—-2)..(0—a)[ (- a).
D’ou
(D)) = %(n —a+B8-1Dn-—a+p-2)..6—0a)t—a)f !
_ m—a+p-—1n—-—a+pB-2)..(6—a)(P) (t — a)f-o1
n—a+B-1)n—a+8-2)..0—)T(B—a)
X 1—‘(6) (t_a)ﬂ—a—l.

L5 —a)
2. Similairement, on montre que
« _ p\p-1 _ F(ﬁ) _ p\B—a—1

1.2.3 Dérivation fractionnaire au sens de Caputo

Définition 1.5. Soient oo € R et n = [a] + 1. Les dérivées fractionnaires au sens de Caputo °D¢, f
et Dy f d'ordre o de f sont définies par

1

Dy @) = L7 o ()" 1) = oo Lt = 7o O rr, (19)
et
Dy f(x) = I'"%o (—%) f(t) = FEgl—)a) ftb(t — 7)”““—1]”(”)(7)(17. (1.10)

10



Propriétés 1.3. 1. Les dérivées fractionnaires au sens de Caputo sont linéaires.

Soient f, g : [a,b] — R, pour tout \, n € R
D (M + pg) = MDDz f)(z) + p(“Dgig)(x).
Dy (Af + pg) = MDy-f)(x) + p(“Dy-g) (x).

2. Sif:[a,b] >R

‘Df(t) =D | f(t) =)
k=0

‘Df(t) = D¢ | f(t) — 100 (b — t)k] > 0.

prt k!
3. Siaw ¢ N*
m—1 (k) a
(DO = D3SO - 3 rri—a s (= )t
et
m—1 (k)
(Dy)(t) = Dy (1) - mj_ L (-0

4. Si f € C([a,b]), nous avons

et

m—1 (k) a
(12D F(1) = fit) — 3 1@ ¢ a

(1.11)

(1.12)

(1.13)

(1.14)

(1.15)

Donc, l'opérateur de dérivation de Caputo est un inverse a gauche de I'opérateur d’intégration

fractionnaire mais il n’est pas un inverse a droite.

Exemple 1.3. e La dérivée fractionnaire de Caputo d’une fonction constante est nulle, en effet

D0 = prm—s | =yt e

I'(m—«

1 t
e (e / (t — ™21 x 0dr = 0.
0

I'(m — «

e Dans cet exemple on doit calculer la dérivée fractionnaire de Caputo de la fonction f qui donnée

par (t) = (t — a)? .
Ona

CDf)E) = I oD f(t) = ——

11

- t —a)" M (Y dr
e A A AR e



et

(5) ¢ = 56 = (3= 2u(p =)t - )

CBBDB-D ) [ e s,
_ T l@ y=a=l(r — a)Pnldr,

etonpose T =s(t—a)+a
. BB—-1)(B—2)...(8—n) _ g\t ! _ g)na-lgBn—1 g,
- fo— ot 1) d

_ BE)E =2 (F——a)T(Fn) s
T(n—a)l(J—a)

= (t — a)ﬁ_a_l

12



CHAPTER 2

LA METHODE DE PERTURBATION
D’HOMOTOPIE (HPM)

La méthode du perturbation de I’homotopie (HPM) a été établie par Ji-Haun-He en 1999.
Cette méhtode a été utilisé par beaucoup de chercheurs et appliquée pour résoudre plusieurs
équations différentielles ou équations aux dérivées partielles linéaires et non linéaires.

La solution numérique de la méthode HPM est de considérée une série de fonction
qui converge rapidement vers la solution exacte. Cette méthode permet de transformer
la résolution d'un probléme difficile en un probléme simple a résoudre. La méthode HPM
est basée sur I’hypothese de 1’existence d'un petit parametre p € [a,b], affublé & I'équation

étudiée.

2.1 Description de la méthode

Pour illustrer les idées de base de cette méthode, considérons 1’équation différentielle non

linéaire suivante (voir [10], [12])

A(u) — f(z) =0, =z € Q. (2.1)
Avec les conditions aux limites
B (u, @) =0, xel. (2.2)
on

Ou A est un opérateur différentiel, B est un opérateur de limite, f est une fonction connue,
et I' la frontiere de (2.
On divise I'opérateur A en deux parties N et L ot L est un opérateur linéaire et NV est un

opérateur non linéaire, donc I'équation s’écrit sous la forme
L(u) + N(u) — f(x) = 0. (2.3)

On construit une homotopie v(z; p) : 2 x [0, 1] — R qui satisfaite
H(vip) = (1=p) [L(v) = L(")] + p[A(v) = f(x)] =0,p € [0,1], z€Q,  (24)

13



ou

H(vip) = L(v) = L(u") + pL(u") + p[N(v) — f(2)] =0, (2.5)

ou p € [0,1] est un parametre d’homotopie, u° est un approximation initiale de (2.1) qui
satisfaite les conditions aux limites.

De (2.5), on aura
H(v;0) = L(v) — L(u") =0, (2.6)

H(v;1) = A(v) — f(z) =0. (2.7)

Le changemement de p de zéro a l'unité transforme u°(z) a u(x), en topologie avec cette
derniére propriété la fonction v(x; p) est une fonction itératif, est appelée homotopie. D’aprés
la méthode HPM, nous peuvent utiliser p comme un petit parametre, et supposons que la
solution de léquation s’ écrit comme une série de puissance p

v=0"4puvt +p*?+4 .. = Zvipi. (2.8)

i=0

Pour p = 1, la solution approchée de 1’équation (2.1) s’écrit
u = lim v'pt =" + ol +0® + (2.9)

=l
d =0

2.2 Analyse de convergence

Dans cette paragraphe, on étudie la convergence de la méthode de HPM. On peut reécrire

(2.5) comme suit (voir [3]], [4] )

(1=p) [L(v) = L(u")] + p[A(v) — f(2)] = L(v) = L(u’) = pL(v) + pL(u") + L(u") + pN(v) — pf(x)

L(v) = L) = p [f(z) = L) — N(v)] (2.10)

On remplage dans (2.10), on obtient
L (Z v"pi> —Lu")=p [f(:c) — L") = N (Z Uipi>] : (2.11)
i=0 :

D_PL) — L(u') =p [f (2) — L(u®) — N (Z zﬁ‘pl)] . (2.12)

Le développement de Maclaurin est donnée par

HON LI

2! n!

f(x) = f(0)+ f(0)z +

14



Alors le développement de Maclaurin de NV (Z vipi> par rapporta p

=0

- i i - Lo - ii |
V() =% (i (Se))
=0 =0 =0 p=0

D’aprés [9], nous aurons

an - i1 8n . i1
(e (Zw) (G ()
=0 p=0 =0 p=0

donc

On pose

H"™ sont appelés les polynémes de He.

Alors
N (Z ’Uipi> = Z Hol
=0 =0
En remplagant (2.17) dans (2.12), on trouve

ZL(Ui) —L(u) =p [f(x) — L(u’) — ZH”'pi :

donc

L(0° + pv* + p*0?) — L(u°) = pf(z) — pL(u®) — p(H® + pH' + p*H* + ...)

= L(v°) + pL(v") + p*L(0°) — L(u°) = pf(z) — pL(u") — pH® — p*H' — p*H? — ...

En identifiant les termes avec ceux de mémes puissances p, on trouve

p"t L™t = —H™

15

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.18)



En utilisant I'opérateur inverse L'
p? 0 = uo
plrvl:f 1(f( ) — 1L_1(H0)
privi=—L ) (2.19)

pn+1 . Un—f—l — —L_I(Hn).
Théoreme 2.1. (voir[3]) La solution de I'équation obtenue par la méthode de perturbation
d’homotopie est équivalente a la détermination de s™ donnée par

s"=00 ol + 0", P =0. (2.20)
En utilisant le schéma itératif
s = —L7IN,(s" +0°) —u® + L7 (f (), (2.21)
ol
N, (Zw’) =Y H'. n=01.2,.. (2.22)
i=0 =0
Preuve
Pour n = 0, d’apres (2.21), on a
st = —L'Ny(s® + %) —u® + L7 (f(2)) = —L7H(H®) —u® + L7 (f(2)), (2.23)
alors
v = L1 (H®) —u® + L7I(f(x)). (2.24)
Pourn =1
§?=—L7'Ni(s' +1°) —u® + L7 (f(z))
=—L Y H"YY - L YH") —u®+ L7 (f(z)) (2.25)
—LHY) + v

Selon s? = v! + v2, nous obtenons
v: = <L (H"Y). (2.26)
La démonstration de ce théoréme se fera par induction. Supposons que
oMl = 7Y HY), pourk=1,2,3,..,n—1,
donc
s = —LTING(s" 4+ 0°) = u” + LT f(w))

= —L! (Z H) —u’+ L7 (f(x))

= =2 L) = LT (f (@)
= o' +oi " — LY (HY).

16



Puis, d’apres (2.20) on peut trouver

vt = — LY (H™). (2.27)

Ce résultat est identique a celui de (2.19) obtenu par la méthode HPM.

Théoréme 2.2. Soit B un espace de Banach.

1. E v' converge vers s € B, si

=0
30 < A< 1) telque (Vn € N =[] < Ao 7)) (2.28)
2. s=Y v vérifie
=1

s=—L'N(s+°) —u’ + L7}(f(x)). (2.29)

Preuve

1. Ona
" = s"|| = [lo" | < Aol < AP o] < e < AT (2.30)

Pour toutn,m e Nyn>m

s = 5™ = 5" = ) (5 ) e (7 5|
B ST S e
< N AT e X
< (AT AT LAY ||
< X))
< /\m+1(1+>\+...)\”+...) |°]]
< X0 o).

comme v° borné. Ainsi
n}rlLrEoo |s" — s™|| = 0. (2.31)

(s™)n>0 est une suite de Cauchy dans 1’espace de Banach, alors elle est convergente, i.e

ds e B,avecnlg&s = z;v =s. (2.32)

17



2. D’apres (2.21), on a

lim s"™' = —L7! lim N, (s" + %) —u® + L7 (f(2)),
_ -1y i\ _ .0, 71
= —/ nh_)rroloNn (E_O v) w + L7 (f(x)).
R i .0 -1
s = —L 7}1_)120 EOH u + L7 (f(x)),

= —L7'Y H' —u’+ L7 (f(2)).

=0

Par (2.22) et (2.17), pour p = 1
Y H' =N (Z vi> .
=0

=0

Ainsi
¢ = S (i vi> —u? + L7 f(z))
= —L7'N(s i:OUO) —u? L)
Lemme 2.1. L'équation est équivalante a
L(u) + N(u) — f(z) = 0.

Preuve

L’équation s’écrit comme suit
s+u’=—L'N(s+2°) + L7 (f(x)).
En appliquant I'opérateur L a 1’équation précédente, on obtient
L(s+u") = =N(s + ") + f(z),

comme u? = 0°,

L(s +v") + N(s +°) = f(x).

o
Pour u = s+ 1" = Z v* I'équation (2.34) devient ’équation d’origine.
i=0

En suite, la solution de I'équation (2.29) est la méme solution de A(u) — f(z) = 0.

Définition 2.1. Pour tout i € N, on définit

A = { I [v°]] # 0,
0, |[v*[|=0.
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(2.36)

(2.37)

(2.38)



Dans le théoréme , Z vt converge vers la solution exacte, lorsque 0 < \; < 1. Si v* et (vi)'
i=0
sont obtenus par deux différent homotopie, et \; < \; pour chaque i € N, le taux de convergence de

> "' est supérieured y (v

1=0 =0

2.2.1 Applications

Exemple 2.1. On considere I'équation suivante

"+u2=0,t>0, teQ
v =002 ’ (2.39)
u(0) = 1.
La solution exacte de cette équation
1) = ——. 2.40
ult) = (2.40)
Selon la méthode HPM, on peut construire I'homotopie suivante v : 2 x [0,1] — R
(1=p) = @))+p@ + (") =0, pe[0,1], te®, (241)
avec u’ = 1.
Les solutions de I'équation (2.39), sont écrites sous la forme
v ="+ pv' +p*v® + ... (2.42)

En remplagent (2.42) dans (2.41)
(1=p) [0) +p(0") +P2(0%) —
[( 0 +p(t) + PP + ()2 + p? ()2 + 2p0°%0t + 2p* % 4+ .| =0

= (%) +p") + ) —u® —p(®) = p*(v") = p*(v?) +pu’ + p° +p*(v')
+ p2(0®) +p(vh)? + 2p%0% + 2p%0%% 4+ ... = 0.

I

I

!

Et identifiant les termes avec ceux de mémes puissances de p, nous aurons

’

P = (u)
phe(h) = =) =% v'(0)=0
p(0?) = —20%',  v*(0) =0,
Par conséquent
PPt =1
101 ol = —t
pPivt =

19



donc la solution de est

u(t) =limv=1—t+t*+ ... (2.43)
p—1

1 T ! T T T T T T T
sl . ______ S . . ________ T . |
S — ________ _______ - ________ ________ ________ o .
LR U W S NS RN SO S S
(= f I ........ ........ ........ ...... ....... ........ ........ ........ ...... ]
o — ________ o ________ _____ ssedhonn o
ark...... ........ - - ........ ........ i i W -
| — ________ ________ — ________ ________ ________ i g

I I B IS B I B

1 i 1 1 1
0 oos 01 018 02 026 03 03 04 045 045

Figure 2.1: La solution exacte(Bleu); La solution approchée (Rouge)
Exemple 2.2. On considére I'équation de Riccati suivante

"—w?2=1.t>0 te
{“ w = =0, T e, (2.44)

u(0) = 0.

La solution exacte de cette équation est u(t) = tan(t), le développement de Taylor de u au voisinage
de zéro est donné par

u(t) =t + 513 4+ 2% + FEt7 4 t8€(2).

La solution avec la méthode de HPM, on construire I’homotopie suivante
u:x[0,1] —R

(1—p)v — W) +p — ()2 =1)=0, pel0,1], te, (2.45)

avec u° = 0.
Les solutions de I'équation , sont données sous la forme d’une série comme suit

v =10+ pv' +p*v? + ... (2.46)
on obtient

’ ! /

v — (W) +p((u’) = (v)*—1)=0. (2.47)
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En remplacant (2.46) dans (2.47)

(0 +pot +pP0t 4 ) = () +p () = (0 po R 42— 1] = 0
() +p(0") + (0% + = ()

+ p [(uo), — ()2 — 2pv 0t — p2( N2 —2p%0? — 2p%vte? — pt(v?)? — 1] =0

/

Et identifiant les termes avec ceux de mémes puissances de p, nous aurons

P ) - @) =0

Pt @) @) = (@) -1=0
P (v?) — 2% =0

pS (,UB)’ 21}01}2 (U1)2 -0

p* () = 20'? — 20'0® =0
p5 (UE))’ 203 <U2)2 =0,

par l'intégration

v =0
vlo= ¢t
v = 0
1
v o= =t
3
vt =0
2
5 5
= —t
Y 15

Alors la solution approchee de I'équation est

u(t) =t+ 3t + 2° + ...
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Figure 2.2: La solution exacte(Bleu); La solution approchée (Rouge)

2.3 Description de la méthode de HPM pour des équations

aux dérivées partielles fractionnaires

Pour illustrer I’algorithme de modification du HPM, considérons I'équation aux dérivées
partielles non linéaire suivante avec une dérivée temporelle de n'importe quel ordre de la

forme

{ CD?U(I’,t) = f(u7 umuumx) = L(uaux7uzx) + N(u7u$7uzz) 3 h([[‘,t),t > 07 (2 48)

ub(2,0) = gp(x), k=0,1,2,..m — 1.

Ot L est un opérateur linéaire, N est un opérateur non linéaire qui pourrait également

inclure d’autres dérivées fractionnaires d’ordre inférieur a «. La fonction h est une fonction
connue et “D® est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre o (m — 1 < a < m).

Selon la méthode HPM, on peut construire I’homotopie suivante

ou™ ou™

g _ —p| &N _c pe 2.4

ot L(u, tg, Uge) — W, ) = p {atm + N (u, g, Uy t u} g (2.49)
ou

ou™ ou™

a?:_m — h(x,t) =p [a::—m + L(ty Uy, Ug) + N (U, Uy, Ugye) —© Df‘u} , (2.50)
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oup € [0,1].
Dans le cas p = 0, I'équation (2.49) devient I'équation linéaire suivante

gu™ _ L(u, g, tge) — hiz, 1), (2.51)
otm™
et 1’équation (2.50)
ou™
M ) 2.52
s = h(a.) 252)

La solution de I'équation (2.49) ou de (2.50) s’écrit sous la forme
u(z,t) = u’ + put + p*u® + ... (2.53)

Donc la solution approximative est donnée par

u(z,t) = Z u(x,t). (2.54)
n=0

2.4 Analyse de convergence

On considere le probléme suivant

°‘Diu(t) = f(t,u(t), D" u(t), D"u(t), ..., D"u(t)), t € [0,T], (2.55)
y"(0) = b, w(z,t) = g(z,t), k=0,1,2, ... (2.56)
Ou Dy = prm est la dérivée fractionnaire de Caputo d’'ordre a,m — 1 < o <m, n; € N

pour chaque i

considérons que f : [0,7] x R x R x ... x R — R une application continue. On suppose
. 0 : — o\

que f(t,u',u? ...u") admet des dérivées 3_fz continues et bornées qui satisfont la condition

u
de Lipschitz

|f(t,ut(t), Dul(t), D"2ul(t), ..., D"ul(t)) — f(t, u?(t), D"u?(t), D™2u(t), ..., D"u?(t))|
< Alf(ut, Dot D2yt .. D™ut) — f(u?, D™u?, D™u?, ..., D"?)| t >0,
(2.57)

Pour illustrer les concepts de base de la HPM pour I'équation aux dérivée partielle frac-
tionnaire (2.55) avec les conditions initiales (2.56)), nous construisons ’homotopie de (2.55)

comme suite
(1 —=p) o Diu(z, t) + p(oDiu(e, t) — f(t,u(t), D" u(t), D"u(t), ..., D"u(t)) =0,  (2.58)
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ou bien

“Diu(x,t) = p(f(t,u(t), D" u(t), D"?*u(t), ..., D™u(t)). (2.59)
En remplagant dans
aDFul () + piDfut () + p* (D (t) + ) =
p(f(t, (W (t) + put (t) + p*u?(1)), D™ (u®(t) + pu' () + p*u?(t), )
= p(f(t,u°(t), D" u’(t), D™u(t) + ...) + p*(f(t,u' (), D" u'(t), D™u'(t)...)
+p*(f(t, u?(t), D™ u?(t), D™2u?(t)...) + p*(f(t, u?(t), D" u?(t), D™2u?(t)...) + ...
Par identification avec les termes des différents mondmes en p, on obtient les équations

suivants
pO : ZD?UO(.%,t) - f(l‘,t)
p' e oDRut(x,t) = f(t,ul(t), DM u’(t), D™u’(t), ..., D™aul(t)
2. cna,,2 7 1 1 il o, 1 Ngo, 1
P DR, ) = F(tuh(2), Dl (), Dl (), oy Dl (1) 2.60)
PP SDRU (@, 8) = (U3 (), DM (), DMA(t), .. DiuA(1)

p" i DMz, t) = f(t,u"L(t), DMum(t), D™ um (1), ..., DMu™ 1 (t).
Utilisons 1’opérateur de Riemann-Liouville /%, qui est I'opérateur, I'inverse de la dérivée

de Caputo {Dy sur les deux membres de (2.60), les premiers termes de la solution sont

donnés par

u’(z,t) = "_ b:;—fk + I*(f(z,t)) (D’aprésl.15
ul(x,t) = I*(f(t,ul(t), D u’(t), D"2u’(t), ..., D"uO(t)))
u?(x,t) = I*(f(t,u'(t), DM ul(t), D"™ul(t), ..., D"ul(t))) (2.61)
(1) = I(F(t (1), D™ a2(t), D™=(r). . Dou(1))

W (2, t) = 19(F (6, un=\(£), D™= (£), D2y (8), ..., Drau=1(£))).

La solution de (2.55) est donnée par
u(z,t) = u’(z,t) + u' (2, t) + (2, t) + (2, t) + ... (2.62)
Soit (C'[0,77, ||.||) I'espace de Banach des fonctions continues sur [0, 7' avec la norme

IF@)] = max [f(#)].

vte[0,T)
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Théoréme 2.3. (Existense et ['unicité des solutions)
Si f une fonction qui satisfaite la condition de Lipschitz (2.57), alors le probleme admet un
solution unique u(x,t), pour tout 0 < y < 1.

Théoréme 2.4. (convergence)
Soient u"(x,t) et u(x, t) définies dans l'espace de Banach (C' [0, T}, ||.||). Alors la solution sous forme

o0

de série Z u"(x, t) définies dans (2.62) converge vers la solution de (2.55), pour tout 0 < v < 1.
n=1

Théoréme 2.5. (Estimation d’erreur )
L’estimation de l'erreur de la solution en série du probleme est donnée par

7m+1 0
< Ty ()] - (2.63)

u(z,t) — Z u'(z,t)

24.1 Application numérique

Exemple 2.3. On considere I'équations différentielle partielle d’ordre fractionnaire suivante [8]

0%u ou  0*u 1
— == t)eR 0,= 2.64
u(@, 0 =2 (2.65)
La solution exacte dans le cas particulier o = 1 est donnée par
2x
= . 2.
Solon la méthode HPM, on construit I’homotopie suivante
(1 —p)(°D2u —¢ DXu°) = p(Upe — utty — Du), (2.67)
ou
“Du —° DXu® = p(Upy — ut, —¢ D). (2.68)

En remplagant dans
‘D’ +pu +p*u’) = p(u®+pu +pPu?) — (W0 + put + pPu?) (U’ + put + pPud),
— D (u’ + pu' + p*u?).
‘Diu’ + p(“Dyu') + p*(“Diu?) = pludy + p'ues + pPul, — u'ud + pulul — pPulul + pu'ul
+ prutul + pPutu? + p?utud 4 pPuPul + ptutu? —¢ DOU°
— p(“Dffu') = p*(°Dfu’) + ...

En identifiant les terme avec ceux de mémes puissances p, on trouve

P’ D2’ =0
p': Dt =l — uPul —¢ De°
p?: Dfu? = ul, — ulul —ulul
p?: cDou? =k, — ulu? — ulul — u?d (2.69)

p'i . CD? i (uifl)wx _ Z;;B uj(uifjfl)x.
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Par utilisation I'opérateur fractionnaire de Riemann-Liouville I sur les deux cotés de (2.69), on

obtient
I°°DX°) = u(x,t) =22
1 t
R /0 (t — 7 (w2, — uOul)dr
o —dat”
 al(a)
—4at®
1
) = ——
Alors
ul(x,t) = 2z
—4xt®
ul(x,t) = I‘(a——él)
_ _16xzte>
wX(@,t) = rgarn
—16xt3> I'( 2«
u(o, ) = Tl (4+ HE2),

I'(3a+1)

D'aprest < 3,0 <~ < 1,a = 1et selon le théoreme (2.4), nous avons

0 —4axt®
s —su | s

_ 72150‘
- a+1

<4 (%) H2$H =7l

Is* = %Il < [ls* = 5"l + [Is* = s°

16zt2%
T'(2a+1)

= [[en) ()| + o) (55|
— 2ol (8(3)° +2(3))

—4at®
+ H T(at1)

2
<16(3)" l122]l = 7* [lu°] -
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Is* = st < [Is* — 7| + [|s* — 5]

_ || =16zt I(2a41) 165820
= |l ms (o ) |+ ot
-8 3a 8 3a
- H( ( 3cf+1)> (4 F2 a+1 )H T H(Qa:) (F(?fa—i—l) H (2.73)
<(33)"+38(3)")

3
< 32 (2)*|22]) = +* 0] .

Enfin, on obtient

R R et B EeE

ot | -

> n—2
]()u Zzou

(2.74)

= HZ?:O w — Z?
= [l + [lu" | + o+ ™

+1
<22 (D) [l =y 10l

comme u® est un bornée
Par conséquent, lim,, ;o0 ||$" — 8™ < limy, 00 y™ ||Ju’]| = 0; donc s™ est un suite de Cauchy.

La solution approchée sous forme de série est

u(x,t) = ul(x, t) + ul(z,t) +u?(z,t) + ... 2.75)
_ 4z 162t2> 16xt3 '(2a+1) :
=2z — F(a:—l) + F(Qat+1) F(3at+1) (4 y r?(a+1)> i
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CHAPTER 3

LA RESOLUTION D’UNE EQUATIONS AUX
DERIVEES PARTIELLES NON LINEAIRES
D’ORDRE FRACTIONNAIRE PAR LA
METHODE DE HPM

Dans ce chapitre, nous appliquons la méthode de perturbation d’homotopie (HPM) pour

résoudre uneéquation aux dérivées partielles non linéaire d’ordre fractionnaire.

3.1 L’équation de Cahn-Hilliard fractionnaire

L’équation de Cahn-Hilliard ( John W.Cahn et John E.Hilliard) est une équation de la
physique mathématique qui décrit le procédé de séparation de phase, par lequel deux com-
posants d'un fluide binaire ce séparent spontanément et forment des domaines purs dans
chaque composant ([7], [13], [15]). L’équation n’étant pas facile a résoudre nous appliquons
dans cette section la méthode HPM pour sa résolution dans les deux cas fractionnaire tom-
porel et spaciale.

Dans le cas entier, 'équation de Cahn-Hilliard est donnée par
Uy = Vg + 6u(ug)? + (3u? — DUps — Uspee- (3.1)
En utilisant la dérivation au sens de Caputo, I’'équation devient
‘Diu = WCDfu + 6u(chu)2 4+ (3u? — D Ugy — Upgze 0<a<1,0<B< 1. (3.2)

Nous utilisons la méthode HPM [14] pour obtenir les solutions numériques de 1'équation

(3.2).
Dans le cas particulier v = 1, on obtient par la formule (2.50) h(z,t) = 0 et

L(“? Ug, u:t:c) + N(“; Ug, u:t:c) = Uy + GU(UI)Q + (3“2 - 1)“339: - u:t:c:r::ra

donc

0 0
a_qz =p 8_1; +¢ DPu + 6u(“DPu)? + (3u® — 1)ty — Uggee — Du| . (3.3)
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Nous allons résoudre numériquement 1’équation (3.2)) dans les deux cas temporel et spa-

ciale.

3.1.1 Résolution numérique de I’équation de Cahn-Hilliard fractionnaire

temporelle

Pour 8 = 1, on obtient I'’équation de Cahn-Hilliard fractionnaire temporelle présentée par la
formule

‘D = uy + 6u(ug)? + (3u® — Dilgy — Users, (3.4)

avec la condition intiale u(z,0) = g(z) = th(‘/gx).

La solution exacte de (3.4) pour o = 1 est

u(z,t) = th(?(m +1)). (3.5)
En remplagant (2.53) dans
0 1, .22 0 i o>
O(u +pgt + pu”) — d(u +pgt + p*u?) 000 1 puib + 2000

+ 6(”0 _|_pu1 _|_p2u2) [(UO +pu1 +p2u2)xi|2
+ (S(UO + pu' + p*u?)? — 1) (u® + put + p*u?)pe — (u® + put + p*u?) voee

— “Diu,

il vient par identification avec les termes de mémes puissances de p

= g(z)
P aalt - a;g + (1) +6u°((u”)2)? + (3(u°)? = 1)(u)rr — (u)azza — (“Dfu’)
P aait - 85; + (u')e + 60’ ((u”)2)? + (3u° — 1)(u')ge + 6ulul (u°)4p + 120 (1) (u'),
_(u1>zzm3 Ll (CD?ul)
P G = T (), 4 GuR((u0),)° + Gl ()
+12u1(u0)(u1)x+( 2+ 6u’(2(u’) . (u?), +
+(6u0u2 + 3( ) )( ) ( Z)xmmt - (CD

Q’ N
AA
»—n
~—

8
\_/
\_/
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En utilisant 'opérateur d’intégration de Riemann-Liouville /* nous avons

u' = g(x)

ut = [Oz(ug) +61¢ uo(ug)2> + [a<3(u0>2ugx - uga:) o [a(ugxzx>
ta
0 —
= I%(ul) + 61wt (ud)?) + I*(3(u”)ul, —ul,) + 61 (uPuul,) + 127 (uulul) — I*(ul,,.)

Tx

= [ug + 6u’(u)? + (3(u°)*ul, —ul,) — (u

rr rx

= I%(ug) + 61 (2uuguy, +u' (ug)?) + I7(3(2u"u" gy + (u°)*ug,) — tgy) — I (Uppy)

T Tx
t2a

u’ I(u3) + 61%(u?(ug)?) + 61 (uutug,) + T%(3(u’) *uy, — uy,)

xrx

127 (utulul) + 1%(u2) + 61*(2u’uu? + 2(ul)?u®)

+ o+

I ((6uu? + 3(u')*) (up,)) — 1% (Urp)
t3a
uw = TGatl) [2u? +6 (u*(u))® + uu'uy, + 2utuu) + 20udul + 2(uy)*u” + wuul,)

+ 3((u) gy + (u)) Uay) — Uny — Ugges

La résolution de ces équations donne
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1
ch(t)
La solution de (3.4) déterminé comme suite

u(z,t) = th (?m)
e t sech {%r

cie) = = (e[ ) 0 ()

ud(z,t) =

telle que sech(t) =

cassa=1

Comme la solution de (3.4) s’écrie ce forme une série, alors les quatre premiers termes est

déterminée par

u(x,t) = ul(x,t) + ul(z,t) +u?(z,t) + ud(x, t).
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=1
cas o = 5

Dans ce cas, en remplagant o = 1

ul(xz,t) =th (?m)

UI(%wtsechﬂ%r
(seen [ 2] 2 2 560}‘123
o= CED) e (afaya()- 2l o

= t <860h {%D r <sech {i}yth (i> —0.3761263891.4/2t5 <S€Ch {%b

V2 V2 V2 2

o= -2 (e[ 2TV () 4 ¥ ( (o [ED4 (e [A)) )
seen [ ]} |
i)

tanhisqgri(2)2. (x+t))

B T
“ \\\‘ \\\\\ Ukl
-l

W

Figure 3.1: La solution exacte
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3.1.2 Résolution numérique de 1’équation de Cahn-Hilliard fractionnaire

spaciale

Pour a = 1, nous obtenons 'équation de Cahn-Hilliard fractionnaire spaciale (voir[6]).

=¢ D%y + 6u(°DPu)? + (3u® — Upy — Uggae ,0< B <1, x>0, (3.6)
on prend la condition intiale
u(z,0) = g(z) = 2°. (3.7)
La transformée homotopique de (3.6) est construite comme suite

En remplacant (2.53) dans (3.6)

0% (u® + pul + p*u?)

O(u® + pul + p*u? + ...) 0% (u® + pul + p*u?)
ot P RYE
P?(u® + pu' + p*u?)

6(u° 1 2 92
+6(u” + pu + p u’) 5P

;

O*(u® + pu' + p*u?)

+ (3(u’ 4+ pu' +p*u?) — 1) —

0x? Ot

il vient par identification avec les termes de mémes puissances de p,

Pl = g(a)
pt: aa_utl _ %Z;O A (ag(z;O))? 4 (30 1)32(;5) ) %4;40
" 8(‘9% = (3(u)*=1) a(u)+6 0 16;;0
+o12u <%i‘;) % : (%a;; >2 % . %
P 88_15 = (3(u")’-1) i) 8;“; (6u°u2+3(u1)2)%

OPud 0Py N 9Pul\ 2
oxP ox? oxP
Jé]
6u

oPut 6 Pul 2+ Pu?
0xP 0xP Oxb’

0x?

84 2
— 8;4 + 6u° (2
0z )

+ 124t <aﬁu0
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En utilisant I'opérateur d’intégration de Riemann-Liouville I” nous avons

WO = g2

u' = I9(DJ) + 617 (u’(DFu°)?) + I7(3 (") ug, — ) — 1% (4ass)

w? = I°(DPu') +61°(2u°DPu’ DPut + (DPu)?ut) + 1°(3(2u utu?, + (u®)?ul,) — ul))
= 1 (Uga)

v = I°(D0u?) + (3(u”)*u2, —u2,) + 61° (uOulul,) + 31° (uh)ud, + 2u’uPul,)

+ 6I°(2u°DPu’DPu)? + (DPu')?) + 61° (u*(DPu’)?) — D5u®) — 1°(®,,),

TXxTT

La solution de (3.6) déterminés comme suite
cas =1

u(z,t) = 2

ut(z,t) = 2t(—14+ 3z

2o t) = 2t(—3m + 4\/%:5;/2 + 9zt + 64335)7
T

Comme la solution de (3.6) s’écrie se forme une série, alors les premiers termes est

déterminée par

u(z,t) = u(x, t) + ul(x, t) + u’(z, t) + ...

u(z, t) = 2% + 2t(—1+ 32%) + 24(=3¢" — 2% + 6t°2°) + ...

cas 3 = 3

u(z,t) = 2
2t(—37 + 4y/7x®? + 9mat + 642°)

ul(x,t) = 5 .
7T
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Comme la solution de s’écrie se forme un série alors les premiers termes est déterminée

par

2t(—37 + 4y/72®? + Ima?t + 642°)
3

w24 (3122120 12 1§

\'\\\\\3‘.
s

e )
A =
S L
e e T A
L
e
L

Figure 3.2: La solution approchée pour g = 1
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Figure 3.3: La solution approché pour = £
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Conclusion

Dans ce mémoire nous avons appliqué la méthode de perturbation d’homotopie pour
résoudre des équations aux dérivée partielles fractionnaires de Caputo.

Ce travail se déroule en deux étapes

1. Nous avons donné un description de la méthode de perturbation d’homotopie, et
étudé la convergence de la méthode pour les équations aux dérivée partielles frac-

tionnaires.

2. Nous avons utilisé la méthode de HPM pour calculer la solution numérique de

I"équation de Cahn-Hilliard avec dérivée fractionnaire de Caputo.
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Abstract

In this memory, we have studied the partial differential equations of fractional ordre,
more precisely the derivative in the sense of Caputo, by the homotopy perturbation method
(HPM).

We applied this method to solve the Cahn Hilliard equation in both temporal and spatial
cases.

Keywords: Fractional partial differential equation, HPM method, derivative in the sense of

Caputo.

Résumé

Dans ce mémoire, nous étudions les équations aux dérivées partielles d’ordre fraction-
naires, plus précisément la dérivée aus sens du Caputo, par la méthode de perturbation
d’homotopie (HPM).

Nous avons appliqué cette méthode poue résoudre 1'équation de Cahn Hilliard dans les
deux cas temporelle et spacial.

Mots cleés: Equation aux dérivées partielles fractionnaire, méthode HPM, dérivée fraction-

naire au sens de Caputo.
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