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Introduction

Notre mémoire est un essai de compréhension des idées proposé par Zadeh
dans son article "Fuzzy set"[6].

Ce dernier est le point de départ de la théorie des ensembles flous. C’est
pour quoi dans ce travail on donne un intérét spécial aux idées proposées
dans cet article.

Pour cela, nous avons organisé le mémoire comme suit :

Dans le premier chapitre, nous rappelons les notions de base des ensembles
convexes, ensembles bornés, hyperplans, et ’espace euclidien dans le cas
classique, pour pouvoir aborder le cas flou.

Le deuxiéme chapitre est consacré aux opérations ensemblistes, on présente
les notions d’inclusion, Union, intersection, complémentation, relation, pro-
duit et somme algébriques, ...etc. Diverses propriétés et notions sont éten-
dues au cas flous.

Le troisiéme chapitre traite la notion de convexité facilement étendue aux
ensembles flous de maniére & conserver un grand nombre des propriétés que
I’on a dans le cadre d’ensembles classiques.

On termine notre mémoire par une conclusion générale.



Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, on présente les notions de ’ensemble convexe, une fonction

convexe, un ensemble borné, les hyperplans, et ’espace euclidien.

1.1 Convexité

E un espace vectoriel de dimension fini sur R.

Définition 1.1.1 Un segment de E est un ensemble noté et défini comme
suit:

lzy] ={(1 —t)x +ty/t € [0,1]}.

Définition 1.1.2 Un ensemble A de E est dit convexe, pour tous x ety € A,

le segment [xy] est contenu dans A c’est a dire:

Ve,y € AVt € [0,1]: (1 —t)z +ty € A.



1.1. Convexité

Ensemble convexe / Ensemble non convexe

Définition 1.1.3 Une fonction réelle d’une variable réelle est dite convexe
si: quels que soient deux points x1 et xo du graphe de la fonction, le seg-
ment [1125] est entiérement situé au-dessus du graphe, ou l’épigraphe de la
fonction (I’ensemble des points qui sont au-dessus de son graphe) est un en-
semble convexe, ou vu d’en dessous, le graphe de la fonction est en bosse.
En précisant au moyen des valeurs de la fonction ce que sont les points x;
et xo ci-dessus, on obtient une définition équivalente souvent donnée de la
convexité d’une fonction: une fonction définie sur un intervalle réel I est

convexe lorsque, pour tous x1 et x4 de I et tout t dans [0,1] on a:

U =t)xy +twp) < (1= 1) f(1) + [ (22)

Lorsque linégalité est stricte (avec x1 # xqet t dans ]0,1]), on parle de fonc-

tion strictement convexe.



1.2. Ensemble borné

L J
¥

X y X |
Fonction convexe / Fonction non convexe

2 avec a > 0, et la

Exemple 1.1.1 La fonction du second degré r — ax
fonction exponentielle x — e sont des exemples de fonctions strictement

convexes. Les fonctions affines (en particulier constantes) sont convexes.

Ces définitions se généralisent aux fonctions définies sur un espace vectoriel
(ou affine) arbitraire et & valeurs dans R. A linverse, une fonction dont un
méme segment [ry| est situé en-dessous du graphe, ou dont I’hypographe
(Pensemble des points qui sont en-dessous du graphe de la fonction) est un
ensemble convexe, ou encore dont, vu d’en-dessous, le graphe est en creux, est
dite concave. En d’autres termes, une fonction f est concave si son opposée

— f est convexe.

1.2 Ensemble borné

Définition 1.2.1 Soit £ un ensemble non vide, ordonné.

o I est dit minoré, s’il existe un élément m tel que tout élément x de E

soit supérieur ou égal a m.



1.3. Hyperplan

o F est dit majoré s’il existe un élément M tel que tout élément v de E

soit inférieur ou égal a M.
o F est dit borné s’il est en méme temps minoré et majoré.
e m est appelé minorant de E et M est appelé majorant de E.

e St M est un majorant de A, alors M + 1, M + 2 et plus généralement

tout réel plus grand que M sont aussi des majorants de A.

Exemple 1.2.1

Ensemble Minorant | Majorant

N 0 +00

Z —00 +00
{1/n,n € N} 0 1
{(=1)"(1—=1/n),n € N*} —1 1

{(=1)"(1+1/n),n € N*} —2 3/2

{(=1)"+1/n,n € N*} —1 3/2
{(=1)"=1/n,n € N*} —2 1

1.3 Hyperplan

En mathématiques et plus particulierement en algébre linéaire et géométrie,
les hyperplans d’un espace vectoriel £/ de dimension quelconque sont la
généralisation des plans vectoriels d’un espace de dimension 3: ce sont les
sous-espaces vectoriels de codimension 1 dans E. Si E est de dimension finie

n, ses hyperplans sont donc ses sous-espaces de dimension (n — 1).



1.4. Espace euclidien

Exemple 1.3.1 L’espace nul dans une droite vectorielle, une droite vecto-

rielle dans un plan vectoriel.

Exemple 1.3.2 Dans le K-espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n a
coefficients dans un corps K, l’ensemble des matrices de trace nulle est un

hyperplan.

1.4 Espace euclidien

Définition 1.4.1 Un espace vectoriel euclidien est un espace vectoriel réel

de dimension finie muni d’un produit scalaire.

Un espace euclidien, dans la conception actuelle, est un espace vectoriel

ou affine réel de dimension finie muni d’un produit scalaire.



Chapitre 2

Ensembles flous

Nous présentons dans ce chapitre les concepts de base des ensembles flous,
le complémentaire, I’'union, I'intersection, le produit et somme algébrique, la
différence absolu, combinaison convexe, et une relation floue.

Soit X un ensembel des références.

2.1 Ensemble flou

Définition 2.1.1 /6] A un ensemble flou de X est caractérisé par une fonc-
tion caractéristique fu (x) (Une fonction d’appartenance) sur X a valeurs
dans Uintervalle [0, 1]:
fa X — [0,1]
z — fa(x)
La valeur de f4 (x) représente " le degré d’appartenance " de ’élément x

dans A.

- A est un ensemble flou vide si et seulement si ¢a fonction caractéristique

égale zéro pour tout .

fa(x) =0,V e X & A=1.



2.1. Ensemble flou

- Si A est un ensemble classique, f4 (z) =

lLou fa(x) =0,Ver e X.

- Si A est un ensemble flou on observe les trois cas possibles:

1. fa(z) =1 si z appartient (entiérement) a A.

2. fa(x) =0 si x n’appartient pas a A.

3.0 < fa(x) <1 six appartient partiellement & A.

Exemple 2.1.1 X = R? et A = [0,1]. Done:

g

1 S1
fa(z,y) =< 0 Si

\ exp(—v/z? +y?) Si

2yt S 1
2yt 24
1 <2?+9? <4

Exemple 2.1.2 Soit X [’ensemble des personnes d’dges déférents, et soit A

I’ensemble des jeunes de X. Donc la fonction caractéristique est définie par:

fa 1 [0,100] —

0,1]

r o fa(r)

Avec
1—16:16 St
1 Si 16
fa(x) =4
o= Gi 35
0 S

\

x < 16;
< x < 35;
< x < 40;

x > 40.



2.2. Opérations sur les ensembles flous

40 50 60 70 80 90 100

La fonction caractéristique de A.

2.2 Opérations sur les ensembles flous

2.2.1 Egalité

Définition 2.2.1 [6]/ A et B deuz ensembles flous de X sont égauz:
A=B <& fa(x) = fp(x), Ve X.

Formelement:

A=B<e fa=[p

Exemple 2.2.1 Soit X = {a,b,c,d} et soient A et B de X, tel que

([ fala) = 03, (fs(a) = 03
e fa(b) = 0.5; et fy: fz(b) = 0.7;
fa(e) = 0.9; fe(c) = 0.9;

| fald) = L | e = 1

On a: fa(b) # fp(b) donc, A # B.



2.2. Opérations sur les ensembles flous

2.2.2 Complémentaire

Définition 2.2.2 /6] Le complémentaire d’un ensemble flou A de X noté A,

sa fonction caractéristique est définie par:
fA(:U) =1- fA (l‘) Vo € X.

Formellement:

fi=1- fa. (2:2.1)

Exemple 2.2.2 Avec l’ensemble flou A de l’exemple (2.1.2) on obtient la

fonction caractéristique de le complémentaire de A.

20 30 40 50 60 70 80 90 100

La fonction caractéristique de A.
Exemple 2.2.3 [3] Soit X [’ensemble des personnes de tailles déférentes.
On peut définir les ensembles flous suivants:

A est I’ensemble flou des personnes de Grandes tailles.

B est I’ensemble flou des personnes de tailles Moyennes.

10



2.2. Opérations sur les ensembles flous

C' est l’ensemble flou des personnes de Petites tailles.

" Petit Moyen Grand
y
08 1
06 T
04+
02T
Taille(m)
0.0 t : i t ] ; i ; i
1.50 1.55 1.60 1.65 1.70 1.75 1.80 1.85 1.90

X

Partition floue de l'univers du discours X.

L’ensemble des personnes " Non petites " est un ensemble flou de fonction

d’appartenance

Non Petit

1.0 T

0.8 T

0.6 T

04T

Ta i_IIe(m)

1.50 1.55 1.60 1.65 1.70 1.75 1.80 1.85 1.90
X

La fonction caractéristique de C.

11



2.2. Opérations sur les ensembles flous

Remarque 2.2.1 Contrairement aux ensembles classiques, il vérifie générale-

ment
ANA # o
AUA £ X
On a
ANA > o
AUA Cc X
Mais
ANA c o
AUA D X

En générale n’est pas verasi.
Exemple 2.2.4 Avec l'ensemble A et A de Uexzemple (2.1.2), On a

Fari (10) = min [f4(10), f;(10)] = 0.4 #0 Donc AN A ¢ @;
ET
Faun (10) = max [f4(10), f; (10)] = 0.6 # 1 Donc AUA B X.

2.2.3 Inclusion

Définition 2.2.3 [6]/ A est un ensemble flou inclus dans B, ou (A est un
sous-ensemble flou de B), ou (A est inférieur ou égale o B) si et seulement
81

ACB & fa(a) < fy(x),Ve € X. (2.2.2)

12



2.2. Opérations sur les ensembles flous

Formellement:

AC B« fas [
Exemple 2.2.5 Soit X = {x1, 22} et soient A et B de X, tel que

fa(z) = 0.3; fe(x1) = 0.3;
fA: , et fB:
fa(z2) = 0.5. f(xe) = 0.7.

On a fa(z1) = fp(21) et fa(x2) < fp(x2), Donc A C B.
2.2.4 Reéunion

Définition 2.2.4 [6] L’union de deux ensembles flous A et B de X de fonc-
tions caractéristiques respectivement f4 et fg est ’ensemble flou C = AU B

de fonction caractéristique fo définie par:

fo(z) =max|[fa(x), fp(z)],Vr € X. (2.2.3)

Formellement:

fe=faV fb. (2.2.4)

Exemple 2.2.6 Avec les ensembles flous B et C' de l'exemple (2.2.3) on
obtient ’ensemble des personnes de Petites tailles ou de tailles Moyennes est

un ensemble flou de fonction d’appartenance:

13



2.2. Opérations sur les ensembles flous

Petit ou Moyen

Taille(m)

1 1 i
1.70 175 130 135 1.90
X

La fonction caractéristique de B U C.

Proposition 2.2.1 [6/ L'union de A et B est le plus petit ensemble flou

contient A et B.

Preuve. L’union de A et B est le plus petit ensemble flou contient A

et B, C’est & dire: Si D un ensemble flou contient A et B alors D contient

I'union de A et B on a:

)
ACAUB

S Et

\BCAUB

4

max [fa (x), fp (z)] = fa;
Et

| max [fa(2), fB(z)] 2 fB.

Donc si D ensemble flou contient A et B alors:

fo2 foet f, 2 f,,etdonc fp 2 max|fa(z), fs(2)] = fc

— (C C D.

14



2.2. Opérations sur les ensembles flous

Exemple 2.2.7 Soit X [’ensemble des couleurs préférées, et soient A [’ensemble
flou des couleurs claires, B l’ensemble flou des couleurs foncées. On note
X = {Blanc, Noir, Brun, Jaune, Rouge, Bleu, Vert, Orange, Violet}, et
A = {Vert, Orange, Violet}, B = {Jaune, Rouge, Bleu}.

On a C l’ensemble flou des couleurs C' = AU B avec
C = {(B;0), (N;0), (Br;0), (Ja;0.5), (Ro; 0.06), (B 0.9), ( Ve; 0.1), (Or; 0.6), ( Vi;0.04) }.
Soit D un ensemble flou contient A et B avec
D = {(B;0),(N;0.5),(Br; 1), (Ja;0.5), (Ro;0.6), (B;0.9), (Ve; 0.2), (Or;0.7), (Vi;0.14) }.

On a
fp 2 max|[fa(x), f5(z)] = fo,Vor € X.

Donc

C cD.

2.2.5 Intersection

Définition 2.2.5 [6] L’intersection de deux ensembles flous A et B de X
de fonctions caractéristiques respectivement fa et fp c’est l’ensemble flou

C = AN B de fonction caractéristique fo définie par:

fo(z) =min [fa(x), fp(z)],Vz € X. (2.2.5)

Formellement:

fe=FfaNn Ib. (2.2.6)

Exemple 2.2.8 Avec les ensembles flous B et C' de lexemple (2.2.3) on

obtient [’ensemble des personnes de petites tailles et de tailles moyennes est

15



2.2. Opérations sur les ensembles flous

un ensemble flou de fonction d’appartenance:

Petit et Moyen

04T

03 T

01T

oo Taille(m)
150 155 160 165 170 175 180 185 %g;c

La fonction caracteristique de BN C.

Proposition 2.2.2 [6] L’intersection de A et B est le plus grande ensemble
flou inclus dans A et B.

Preuve. L’intersection de A et B est le plus grande ensemble flou inclus
dans A et B. C’est & dire: S’ il existe D un ensemble flou inclus dans A et B

alors D inclus dans AN B. On a:

(AnBcA [ minlfa(@), fs (@) S fa);
$ Et & K Et

L AnBcB | min[fa@). fz (@) £ fo (@)

Danc si D ensemble flou inclus dans A et B alors:

fo S faet f, = fp

Et donc
fp Emin[f4(x), f(2)] = fc = D C C.

16



2.2. Opérations sur les ensembles flous

Exemple 2.2.9 Avec les ensembles flous A et B de l’exemple (2.2.7).Et soit
C' =ANB avec

C={(B;0),(N;0),(Br;0),(Ja;0.15),(Ro;0.02),(BL0.19),(Ve;0.01),(0r;0.07),(Vi;0.03) }.
Soit D un ensemble flou inclus dans A et B
D={(B;0),(N;0),(Br;0),(Ja;0.05),(Ro;0.01),(BL0.10),(Ve;0),(0r;0.05),(Vi;0.008) }.

On a
Ve e X, fp <min[fa(x), fs(2)] = fc

Donc

D c C.

Remarque 2.2.2 Dans le cas classique A et B sont disjoint si: ANB =10,

c’est-a-dire dans le cas de ensemblesflou on a:
min [f4 (), fp ()] =0,V € X.

Proposition 2.2.3 Si A, B,C des ensembles flous on a:
AU(BUC)=(AUB)UC,
Et
AN(BNC)=(ANnB)nC.
L’intersection et 'union de deux ensembles flous en droite real sont illus-

trées dans la figure suivante. La fonction de caractéristique de I'union est

composée des courbes segments, 1 et 2 celui de l'intersection est constitué de

17



2.2. Opérations sur les ensembles flous

segments 3 et 4 [6, voir page 342]

* th {x],fB(x)

Ilustration de 'union et de I'intersection des ensembles flous en R!.

Exemple 2.2.10 /2] Soit X = {Paris, Ville de province, Bourgade}, [’ensemble
des lieux proposés pour une habitation, notés P,V,B. On peut définir les
sous-ensembles flous suivants, correspondant & des choix: A et H des fonc-

tions caractéristiques fu et fy défini par:

[ £4(P) = 0.8: ([ 4(P) = 0.2:
fatq fa(V)=06; Etfu:q fa(V)=1
| fa(B) =04, | a(B)=0.

En poursuivant on obtient A Le complémentaire de l’ensemble flou A, de

fonction caractéristique

18



2.2. Opérations sur les ensembles flous

Et on obtient AN H et AU H sont défini pare
( (

fanu(P) =0.2; faur(P) =0.8;
fAﬂH D4 fAmH(V) = 06, Et fAUH DS fAuH(V> = 1,
\ fanu(B) = 0. \ faun(B) = 0.4.

Dans le cas classique les notions de l'inclusion, 'union et l’intersection

jouent le méme role entre les ensembles flous.

Remarque 2.2.3 [6/ Notez que la notion « Appartenance », qui joue un
role fondamental dans le cas des ensembles classiques, n’a pas le méme role
dans le cas des ensembles flous. Ainsi, il n’a pas de sens de parler d’un
point x: « appartient » a un ensemble flou A, sauf dans le sens trivial du
fa(z) = 0. Trivialement, on peut introduire deux niveauzr o et § (0 < a <

1,0< B8 < 1,8 < a) et daccord pour dire que:
1. " x appartient o A" C’est-a-dire il existe av tel que: fa(x) 2 «;

2. " x n'appartient pas a A " C’est-a-dire il existe B,(8 < «) tel que:
fa(z) = B;
3. " x a un statut indéterminé par rapport a A " C’est-a-dire ils existes

a, 3, (B < a) tel que B < fa(x) < a.

Cela conduit a une logique a trois valeurs [5] avec trois valeurs de vérité:
o TO(fa(2) 2 a),

o FO(fu(x) £ ),

e US(a < fa(z) < B).

MT : Vrai (True)
(2)F: Faux (False)
(3)U: Indécis (Undécideé)

19



2.2. Opérations sur les ensembles flous

2.2.6 Quelque propriétés de 1’union, ’intersection et de la complémentation

Avec les opérations d’union, intersection et complémentation définies comme
dans les équations (2.2.3), (2.2.5) et (2.2.1), il est facile d’étendre la plupart
des identités de base qui détiennent des ensembles classique a des ensembles

flous, nous avons

- Les lois de Morgan:

(AuB) =4'NPB. (2.2.7)
(ANnB)=AuB,. (2.2.8)
- Distributivité:
CN(AUB) = (CNA)U(CNB). (2.2.9)
CU(ANB) = (CUA)N(CUB). (2.2.10)

Proposition 2.2.4 [6] Les relations correspondantes pour les fonctions d’appartenance

de A, B et C sont des identités. Par exemple, dans le cas de l’équation

(2.2.7). Nous avons:

1 —max[f4, fg] = min[l — fa,1 — f5]. (2.2.11)

Preuve. Qui peut étre facilement vérifié comme une identité en le testant

pour les deux cas possibles:

1. Si
fa(z) = fp(r) = 1 —max[fa, fp] =1 — 5.

En autre face on a

min(l — fa,1— fpl =1— fpcar 1 — fa(x) 2 1 — fp(x).
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2.2. Opérations sur les ensembles flous

2. Si
fo(r) = fa(z) = 1 —max[fa, f5] =1 — fa.

En autre face on a
min[l — fa,1 — fp] =1— facar 1 — fa(z) =1 — fp(z).
Enfin, nous avons:
1 —max[fy, fp] = min[l — fa,1 — f5].
|

Proposition 2.2.5 [6] Les relations correspondantes pour les fonctions d’appartenance
de A, B et C sont des identités. Par exemple, dans le cas de l’équation

(2.2.10). Nous avons:

max|f., min|f4, fp|| = min[max|fe, fa], max|fe, fB]]. (2.2.12)

Preuve. On a six cas:

Prenons le cas: fa(z) < fp(x) < fo(z), on a:

fa(z) < fp(z) < fo(z) = max|f, min[fa, fp]] = max(fc, fa] = fe.
En autre face on a

min[max|fc, fa], max[fc, fp]] = min|fc, fo] = fe.

De la méme facon nous allons prouver les cinq cas restants;

fa(z) < fo(x) < fp(x); fe(r) < falw) < fo(z); fB(r) < fo(x) < fa(z);
fo(x) < fa(z) < fB(x); fo(x) < fr(x) < fa(z).
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2.3. Opérations algébriques sur les ensembles flous

2.3 Opérations algébriques sur les ensembles flous

Outre les opérations de I'union et de I'intersection, on peut définir un certain
nombre d’autres fagcons de former des combinaisons d’ensembles flous et a
les relier les uns aux autres. Parmi les plus importants de ceux-ci sont les

sulvantes

2.3.1 Produit algébrique

Définition 2.3.1 [6] Le produit algébrique de deux ensembles flous A et B
c’est l’ensemble flou noté AB, et est définie en termes de fonctions carac-

téristiques de A et B comme suit:

fas = fafb. (2.3.1)
Proposition 2.3.1 [6/ On a

AB C ANB. (2.3.2)

Preuve. On a
fa(z) x fp(x) < fa(z);
Et

fa(z) x fp(z) < fp().

Donc
fap(x) < min[fa(z), fp(z)].
Et donc
AB C ANB.
m
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2.3. Opérations algébriques sur les ensembles flous

2.3.2 Somme algébrique

Définition 2.3.2 /6] La somme algébrique de deux ensembles flous A et B
c’est l’ensemble flou noté A + B, et est définie en termes de fonctions car-

actéristiques de A et B comme suit:

Jayp = fa+ fB. (2.3.3)

Proposition 2.3.2 [6/ La somme algébrique de A et B est inférieure ou égal
a l'unité, ainst différente de la produit algébrique, la somme algébrique n’a

de sens que lorsque la condition:
farp(x) = fa(x) + fp(x) S 1,Vr € X.
2.3.3 Différence absolue

Définition 2.3.3 [6] La différence absolue de deux ensembles flous A et B
c’est I’ensemble flou noté |A — B, et est définie en termes de fonctions car-

actéristiques de A et B comme suit:

flas = 1fa— f&l.

Awvec

|A—B|=(A—B)U(B—-A).
Exemple 2.3.1 Soit X = [0, 1] et soient A et B de X, tel que
fa(x) = a® et fp(x) =1—/x.

Donc

fap(z) = fa(x) x fp(z) = 22— 22\/r.
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2.3. Opérations algébriques sur les ensembles flous

Et on a

Et donc

007 T

006 T

005+

004 T

0.0 0.1 0.2 03 04 0.3 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

La fonction caractéristique de AB.

farp(x) = fa(z) + fp(x) = 2> +1 - V.

La fonction caractéristique de A + B.

fia-pi(@) = |fa(@) = fo(@)] = |o* = V| = Vo -2
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2.3. Opérations algébriques sur les ensembles flous

041

03—+

02—

0.0 t t t t t t t t t
0.0 0.1 02 03 04 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

La fonction caractéristique de |A — B].

Remarque 2.3.1 [6] Dans le cas des ensembles classiques |A — B| réduire

le complément relatif de AN B dans AU B. C’est a dire
|A— Bl =Cins.
2.3.4 Combinaison convexe

Définition 2.3.4 [6] La combinaison conveze de deux vecteurs f et g est la

généralisation de la combinaison linéaire de f et g a la forme:
MAT=Ng, 0=A=1.

Ce facon de combinaison pouvoir généraliser par un ensemble flou comme

suivant:

Définition 2.3.5 Soit A, B et A des ensembles flous, ainsi la combinaison

convexe de A, B et A est noté (A, B;\) et est défini par la relation:

(A, B;A) = AA + AB. (2.3.4)
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2.3. Opérations algébriques sur les ensembles flous

Tell que A est le complément de A. En écrit ca fonction caractéristique se

lire en l’équation (2.5.4):
faapn (@) = fa(x) fa(z) + 1 = fa(2)] f5(2), Vo € X. (2.3.5)

La propriété principale de la combinaison convexe

Proposition 2.3.3 [6/ La propriété principale de la combinaison convexe de

A, B et A, il est de la forme:
ANBC (A B;A) Cc AUB. (2.3.6)

Pour tout A.

Preuve. Cet propriété est la plus proche conséquence de inégalité

min [f4 (2), fp (2)] = Afa(x)+(1=A)[p (z) < max[fa (z), f5 (z)], Vo € X.
(2.3.7)

Lequel appliquer pour tout A € [0,1].

1. 51
fa(z) < fp(2);
Alors
Afa(z) < Afp(2);
Donc
fa(z) < Afa(x)+ 1 =A) fp(x) < fp(2).
2. 51
fB(z) < fa(z);
Alors

A (x) < Afa(z);
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2.3. Opérations algébriques sur les ensembles flous

Donc

fo(x) < Afa(z)+ (1= A) fp(x) < fa(z).

Proposition 2.3.4 [6] Cet intérét a observer que prend un ensemble flou

C' satisfaisant

ANnBcCCAUB.
Pouvoir toujours trouver l’ensemble flou A tel que:
C' =(A,B;A).
C’est-a-dire
fo(x) = fal@)fa(z) + [1 = fa(z)] f5(x),Vz € X.

Donc sa fonction caractéristique est:

_ Je(x) — fp(x)

W) = o = fs (@)

e X (2.3.8)

2.3.5 Relation floue

Définition 2.3.6 [6/ Une relation floue sur X est un ensemble flou dans

X x X tel que:
R : XxX — [0,1]

(zi,25) — R(wi,x;) = fr(vi;75)
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2.3. Opérations algébriques sur les ensembles flous

De plus, st X fini on peut representé la relation R matriciellement comme

suit:
( R(x1,71) R(x1,29) -+ R(x1,24) \
R(x9,71) R(x9,79) -+ R(w9,xy)

\R(%,yl) R(zn,x9) -+ R(zn,zn) /
Exemple 2.3.2 La relation R est < approximativement égale o > défini
par:

R : {0,5} x{0,5} — 0,1]

(z,y) = [rzy)

Avec )

1 S x=y;
fr(z,y) =< 05 Si |z —1y| <5;
|0 Sifz—y[=5

Et ca matrice
/ 1 05 05 05 0.5 0 \

05 1 05 05 0.5 0.5
0.5 05 1 05 05 0.5
0.5 05 05 1 05 0.5
0.5 05 05 05 1 05
\ 0 05050505 1 )

Exemple 2.3.3 [2] Soit d’abord X = {xy, 29,13}, est défini sous forme ma-
tricielle (figure (a)). Soit ensuite I’ ensemble des pizels d’une image en
noiwr et blanc; en utilisant un seul nweau de gris, on décrit ['tmage par

[intermédiaire d’une relation floue de fonction d’appartenance égale a 0,
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2.3. Opérations algébriques sur les ensembles flous

0,5 et 1 pour les coordonnées des pixels respectivement blancs, gris et noirs

(figure (b)).

(a) (b) Y

xg (021 1 | 05! friy=05—at

xy | 0| 06| 03| faxy=l —

v
e

x3 | 0] 09| 04

Exemple d’un relation flou.

2.3.6 n-aire relation floue

Définition 2.3.7 [6] Un n-aire relation flou dans X est un ensemble flou

A sur X x X x ... x X, tel que ca fonction caractéristique se forme
fa(xy,xe,...,xy) avecz; € X,i=1,...,n.

Exemple 2.3.4 Soit X = [0,1] en défini R un 3-éme relation flou dans X,

Awvec ca fonction caractéristique

22 P — 2

2

fR (xny72) =
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2.3. Opérations algébriques sur les ensembles flous

2.3.7 Composition des relations

Définition 2.3.8 [6/ La composition de deux relations flous A et B sur X est

noté Bo A, et est défini un relation flou sur X de ca fonction caractéristique

fBoA (x7y) = sup min [fA (QZ,Z),fB (Zvy)] :

z

Exemple 2.3.5 Soit R et S deux relations flous définis sur X = {a, b} .

R : {a,by x{a,b} — [0,1]

(z, 2z ) = [r(zz2).

Avec )
fr(a,a) = 0.1;
) fr(a,b) = 0.3;
fr(b,b) = 0
\ fr(b,a) = 0.5.
Et
S : {a,b} x{a,b} — [0,1]
(2,9 ) = fs(zy).
Avec
( fs(a,a) = 1;
fs(a,b) = 0.2;
< fs(b,0) = 0.4;
\ fs(b,a) = 0.9.
Donc:

SoR : {a,b} x{a,b} — [0, 1]

(z,y) = foor(zy).
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2.3. Opérations algébriques sur les ensembles flous

Avec )
fsor (a,a) = 0.3;
) fsor (a,b) = 0.2;
fsor (b,0) = 0.4;
\ fsor (bya) = 0.5.

Proposition 2.3.5 [6/ L’opération La composition des relations flous est

associative:

Ao(Bo(C)=(AoB)oC.
Preuve. Pour montrer
Ao(Bo(C)=(AoB)oC(.
1l suffit de montre que

on(BoC’) (x,y) - f(AoB)oC (IE,y) 7V(x7y> € X xX.

On a:

on(BoC) (LU, y) = Sup min[fBOC (.’E, Z) 7fA (27 y)]

z

= sup min[sgp min|fo (z, k), f (k, 2)], fa(2,9y)]

_ up minlfc (v, k) supmin{f (k,2). f2 (2,9)])
= sup min[fc (2, k), faon (k,y)]
= fraoB)oc (7,9) .

Donc:

Ao(Bo(C)=(AoB)oC.

CQFD. m
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2.4. Ensemble flou induit par application.

2.4 Emnsemble flou induit par application.

Définition 2.4.1 [6] Soit T' une application de X dansY, et soit B ensem-
ble flou de' Y de fonction caractéristique fg(y). L application T™1 induit &

I’ensemble flou A de X de fonction caractéristique

falz)=fB(y),Vyey. (2.4.1)

Pour tout x dans X qui sont appliqué par T pour y.

Probléme 2.4.1 [6] Considérons maintenant un probléme inverse dans laque-
lle A est un ensemble flou donné dans X et'l’, comme auparavant, est une
application de X aY . La question est: Qu’est-ce, la fonction d’appartenance
pour l’ensemble flou B dans Y qui est induite par cette application ¢ Si T
n’est pas bijectif, puis une ambiguité survient lorsque deux ou plusieurs points
distincts dans X, disent x1 et xo, avec différentes dégre d’appartenance a A,
sont mappés dans le méme point y dans Y. Dans ce cas, la question est:

Quel degré d’appartenance o B devrait étre affecté ay ¢

Pour résoudre ce probléme, nous sommes d’accord pour attribuer la plus
grande des deux grades de y. Plus généralement, la fonction d’appartenance

pour B seront définis par

fpy) = max fi(z),yeY. (24.2)
£E€T-1(y)

ot T1(y) est 'ensemble des points dans X qui sont mappées en y par 7.
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Chapitre 3

Convexité

Comme on le verra dans la suite, la notion de convexité peut étre facilement
étendue aux ensembles flous, de maniére & préserver plusieurs des propriétés
dont il dispose dans le cadre des ensembles classiques. Cette notion semble
étre particulierement utile dans des applications impliquant Classification de

patrons, d’optimisation et de problémes connexes.

\ fA(x)

Ensemble flou
convexe

Ensemble flou
non convexe

o

Ensemble flou convexe et ensemble flou non convexe en E*
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3.1. Convexité

Dans ce qui suit, nous supposons pour concrétude que X est un espace

réel Fuclidien E™.

3.1 Convexité

Définition 3.1.1 [6]/ A ensemble flou est convexe si et seulement si les en-

sembles I',, défini par:
Lo ={z/fa(x) 2 a}. (3.1.1)

Sont convezes pour tout o dans l'intervalle (0,1].
Remarque 3.1.1 'y = X.
Théoréme 3.1.1 [6] A est conveze si et seulement si
faAxr + (1 = Naxo] 2 min [fa(z1), fa(za)]. (3.1.2)

Pour tout x1 et xs dans X, pour tous A € [0,1].

Preuve. Soit A est convexe dans le sens de la premier définition et

a= fa(w1) = fa(za).

Alors
r9 €T, et Axy + (1 — )\)ZCQ erl,.

Par la convexité de I',,. Donc

faldzr + (1 = N)wo] 2 a = fa(z1) = min [f4(z1), fa(z2)] -

Inversement si A est convexe en le sens de la deuxiéme définition et

a = fa(xy).
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3.1. Convexité

Alors T',, pouvoir considéré comme [’ensemble de tous les points xo, pour les

quelles
fa(z1) = fal(xa).

En Uéquation (3.1.2) chaque point de forme
Ary+ (1 =Nz, 0 S A S 1.
Est aussi dans ', et donc T',, est un ensemble convexre. CQFD. m

Théoréme 3.1.2 /6] Si A et B deux ensembles flous convexes alors, leur
intersection est convexe.

Preuve. Soit A et B sont deux ensembles flous convexes et
C=ANBAB
Avec

fo A+ (1 — Nag] = min [fa [Axy + (1 — N)zo], fu[Az1 + (1 — A)ag)
(3.1.3)
Donc comme A et B sont convexes
faldzy+ (1 — X))o
[ [Ax1+ (1 — N

min [f4(z1), fa(x2)]
min [f5(z1), fp(22)]

(3.1.4)

IAVARRIAYS

Et donc

fo A1+ (1= N)ap] 2 min [min [fa(z1), fa(z1)], min [fp(z2), fB(72)]]
(3.1.5)

Ou équivalent a

fo Az 4+ (1= N)ap] 2 min [min [fa(z1), fa(z1)], min [fa(z2), f5(22)]]
(3.1.6)
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3.2. Ensemble flou borné

Alors
fo Dz + (1= Nag] 2 min[fo(z1), fo(a)] (3.1.7)
CQFD. m

3.2 Ensemble flou borné

Définition 3.2.1 /6] A un ensemble flou est borné si et seulement si les

ensembles Iy, défini par:

Lo ={z/fa(x) 2 a}.

Sont bornés pour toute o > Q.

De plus on a pour chaque o > 0 il existe R(a) fini tel que:
|z|| = R(«),Vx € Ty,

Définition 3.2.2 /6] Si A est un ensemble flou borné, puis pour chaque & >
0, alors il existe un hyperplan H telle que fa (x) < &, pour tout x sur les coté

de H qui ne contient pas l’origine. Pour considérer [’ensemble

Fe=A{a/fa(z) 2 ¢}

Par hypothése, cet ensemble est contenu dans une sphére S de rayon R(€).
Soit H tout hyperplan de support S. Ensuite, tous les points du coté de H
que ne contenir l'origine se trouvent a l’extérieur ou sur S, et donc pour tous

ces points de

Lemme 3.2.1 [6] Soit A un ensemble flou borné, et soit M = supfy (z). (M

sera appelé le mazimum grade dans A). Ensuite, il y a au moins un point x
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3.2. Ensemble flou borné

a laquelle M est essentiellement atteints en ce sens que, pour chaque & > 0,

chaque voisinage sphérique de xo contient des points dans [’ensemble

Q&) ={z/falz) 2 M —¢&}.

Preuve. Considérons une séquence imbriquée d’ensembles bornée I'y, I, ...,

Ou
M

Noter que I',, est vide, pour tout n fini, et par définition de M on a:
M =sup fa(z),M >0
X

(Nous supposons que M > 0). Soit x,, étre un point choisi arbitrairement en
I',n = 1,2,....Puis x1, 29, ...,est une séquence de points dans un ensemble
borné I';.Par le théoréme de Bolzano-Weierstrass'!, cette séquence doit
avoir au moins un point de limite disons x(y en I'y. Par conséquent, chaque
voisinage sphérique de zy contiendra une infinité de points de séquence

x1, X2, ...,et plus particuliéerement du subséquence zy,1, xni2,...,0U
N 2 MJ/E.
Etant donné que les points de cette séquence se situent dans 1’ensemble
Q) ={z/fa(x) 2 M —¢}.

Le lemme est prouvé. =

(L En topologie des espaces métriques, le théoréme de Bolzano-Weierstrass donne une caractérisation séquentielle des espaces

compacts. Il tire son nom des mathématiciens Bernard Bolzano et Karl Weierstrass.

37



3.3. Convexité stricte et forte

3.3 Convexité stricte et forte

Définition 3.3.1 [6] Un ensemble flou A est strictement conveze si les en-

sembles I'y,,0 < o < 1 sont strictement convexes, c’est-a-dire

Fa: {l./fA(x) za}

Sont strictement convexe (Autrement dit, si le milieu de toute deuzx points

distincts de Ty, reste dans Uintérieur de T'y,).

Notation 3.3.1 [6/ Notez que cette définition réduit o celui de la converité

stricte pour les ensembles classique lorsque A est un ensemble quelconque

Définition 3.3.2 /6] Un ensemble flou A est fortement convexe si pour n’importe
quels deux points distincts x1 et xo ,et pour toute A dans l'intervalle ouvert
(0,1).

fa[Ary 4+ (1= N)xy] 2 min [fa(z1), fa(a2)]

Proposition 3.3.1 /6]
Notez que la convexité forte n’implique pas la convexité strict, vice-versa.
On note si A et B sont bornés alors leur union et l'intersection, De méme.
Si A et B sont strictement (fortement) convezes, leur intersection est

strictement (fortement) conveze.

Définition 3.3.3 [6] Soit A un ensemble flou convexe et soit

M = sup fa ().

Si A est borné, alors de ce qui précéde, soit M est atteinte pour un certain

x, dit xo, ou sl y a au moins un point, xy & laquelle M est essentiellement
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3.3. Convexité stricte et forte

atteint en ce sens que, pour chaque & > 0, chaque voisinage sphérique de x

contient des points dans l’ensemble

Q) ={z/falx) 2 M —¢&}.

En particulier, si A est fortement convexe et xq est atteint, alors xq est
unique.

Car st
M = fa(wo) et M = fa ()
Avec xg # x1, puis fa(x) > M pour x = 0.5z9 + 0,5x1, qui contredit
M =maxf, (z).

Définition 3.3.4 Le noyau d’un ensemble flou A de X, Noté Noy(A), est
lensemble de tous les éléments qui lui appartiennent totalement a A (avec
un degré 1).

Formellement:
Noy(A) ={zx € X, fa(x) =1}.

Plus générale

Soit C'(A) 'ensemble de tous les points de X telle que M est essentiellement
atteint. Cet ensemble sera désigné comme le noyau de A. Dans le cas des

ensembles flous convexes, nous pouvons affirmer la propriété suivante de

C(A).

Théoréme 3.3.1 [6] Si A est un ensemble flou convexe alors le noyau de A

est un ensemble convezxe.

39



3.3. Convexité stricte et forte

Preuve. Il suffit montré que si M est essentiellement atteint en zq et
x1. telle que x1 # xg. Alors M est essentiellement atteint en tous les points

x de forme:

x=Arg+ (1 — Nz telle que 0 = A = 1.

Jusqu’a la fin soit P un cylindre de rayon &, le droite passer en z( et 1 comme
son axe. Soit g un point d’'une sphére de rayon ¢ et de centre zy et o, étre

un point dans une sphere de rayon £ centré sur x; telle que:
fa(o) 2 M — & et fa(21) 2 M —&.
D’apré la convexité de A pour tout point u en le segment Z¢x1, nous avons

fa(u) =2 M €.

En outre, par la convexité P, tous les points sur xgxr; seront sur P. Main-
tenant, nous allons z un point quelconque dans le segment zyx;. La distance
entre ces point et la segment x(xdoit étre inférieure ou égale a &, xgx; depuis
réside dans P. Par conséquent, une sphére de rayon & centré sur x contiendra,
au moins un point de la segment xyx. Et donc contiendra au moins un point,

dire w, au cours de laquelle

1\

fa(w) =2 M — €.

Ce qui montre qu’il M est essentiellement atteint en x et prouve ainsi le

théoréme.

Corollaire 3.3.1 [6] Si X = E' et A est fortement convere, le point ot M

est essentiellement atteint est unique.
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3.4 Projection d’un ensemble flou

Soit A est un ensemble flou dans E™ de fonction caractéristique

fa(z) = fa(xy, xa, ..., ).

Définition 3.4.1 [6/ La notion de projection (I’'ombre) de A sur un hyper-
plan H sera définie ci-dessous pour le cas particulier ot H est un hyperbole

de coordonnées, par exemple
H ={z/x, =0}.

Remarque 3.4.1 [6] Spécifiquement, la projection de A en
H={x/z1 =0}

Est défini comme un ensemble flou Sg(A) dans E™ ! avec

fSH(A)(SU) = fSH(A)(SU1,3727 cory Ty) = SUP fa(T1, T2, ..., Tp).

Z1
Notez que cette définition est conforme a 1’équation (2.4.2).
Lorsque A est un ensemble flou convexe, la propriété suivante de S (A)

est une conséquence immédiate de la définition ci-dessus:

Proposition 3.4.1 [6/ Si A est un ensemble flou convexe, alors son projec-

tion sur tout hyperplan est également un ensemble flou conveze.

Proposition 3.4.2 [6/ La projection de deuxr ensembles flous convere est

exprimée par lincidence suivante:
Su(A) =Sy(B)< A=B.

Pour tout H.

41



3.4. Projection d’un ensemble flou

Preuve. Pour prouver cette affirmation, il suffit de montrer que s’il existe

un point, dit zy, de telle sorte que

fa(wo) # fB(20)-

Puis leur existe un hyperplan H tel que

fsua)(w0) # fsum) (o).

Ou zj est la projection de zp sur H. Supposons que

fa(zo) = a > fp(wo) = B.

Puisque B est un ensemble flou convexe, I’ensemble

Is={z/fp(x) > B}

Est convexe, et donc il existe un hyperplan F' soutenir I'g et passant par .
Soit H un orthogonale hyperplan a F', et que x{ la projection de z( sur H.

Ensuite, étant donné que

Pour tout x sur F, nous avons

fsu(m)(T5) = B.
D’autre part
fsu(ay(zg) 2 a.

Par conséquent
fsu(m)(20) # fsua) (@)

Et de méme pour le casoti aa < 3. m
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3.4. Projection d’un ensemble flou

e Une forme un peu plus générale de I'affirmation ci-dessus est le suivant:

Soit A, mais pas nécessairement B, soit un ensemble flou convexe, et
Sy(A) = Sy(B).

Pour tous H. Alors
A = convB.

Ou convB est la coque convexe (ou Enveloppe convexe)de B, qui est le

plus petit ensemble convexe contenant B. Plus généralement
Su(A) = Sy(B).

Pour tous H implique

convA = convB.
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Conclusion générale

Conclusion générale

La théorie du flou (Fuzzy théory) est presque devenue une mode pen-
dant les années 90. Beaucoup de chercheurs, dans différents domaines sci-
entifiques, utilisant la théorie formulée par le professeur Lotfi Zadeh de
I'université de Berkeley [6].

Cette théorie est tres attractive, parce qu’elle est basée sur le raisonnement
intuitif et prend en compte la subjectivité et 'imprécision. Mais ce n’est pas
une théorie imprécise. C’est une théorie mathématique rigoureuse, adaptée
au traitement de tout ce qui est subjectif et/ou incertain.

Nous avons simplifié les concepts et démontré quelques résultats, étudié

les ensembles flous, les ensembles convexes et la relation entre eux.
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ABSTRACT

In this work, we studied the fuzzy Set and some of its properties.

The most important propertie that we dealt with the convexity, we relied
on the first article of Professor Lotfi Zadeh Ali, entitled: « Fuzzy sets »

(June, 1965).

Keywords: fuzzy set, fuzzy relation, Convexity, Projection.

RESUMES

Dans ce travail, nous avons étudié¢ 1’ensemble flou et certaines de ses
proprietés.

La propriété le plus importante que nous traitaient de la convexité, nous
nous sommes appuyes sur le premier article de professeur Lotfi Ali
Zadeh, intitulée : « Fuzzy sets » (Juin, 1965).

Mots clés: Ensemble flou, Relation flou, Convexité, Projection.






