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Notation

Nous introduisons les notations et les définition nécessaires qui sont utilisées par la suite.

symbole signification

dx Mesure de Lebesgue de dimension N.

LP(Q) Espace de Lebesgue.

D(Q) Espace des fonctions indéfiniment dérivables dans €2,
a Support compact dans 2.

WhP(Q) Espace de Sobolev.

Wy (Q) La fermeture de D(§) dans W1P(Q), c-a-d : mwlm(m.

C(Q) Espace des fonctions continues sur (2.

D.p. Presque partout tous les points.

J'(u) Dérivée au sens de Fréchet.

J(w) Dérivée au sens de Gateaux.

s.c.t Semi continue inférieurement.

f.s.ca Faiblement semi continue inférieurement.

U Fonction mesurable définie de 2 dans R.

Du=Vu= (8‘9—;‘1, %, . 8‘%) Gradient de u.

Au Laplacien de wu.

A, = div(|Vul’~* Vu) P Laplacien de u.

o) La Frontiere de 2.

CH(X,R) L’ensemble des fonctions différentiables et la dérivée est continue.

CE(Q) Fonctions de classe K dans Q.

Co« Espace de Hélder.

C>(Q) Fonctions indéfiniment différentiables dans (2.

Cye(R2) =D(Q) Fonctions de C*°(2) a Support compact.

HY(Q) Espace dual de H} ().

E’ Est le dual topologique de F ou l'espace des formes
linéaires et continues sur E.

R Ensemble des réels.

RY Espace euclidien de dimension N.

N Ensemble des entiers naturels.

Q Ouvert de RY muni de la mesure de Lebesgue.

Q La frontiere de €.

P’ Conjugué de Holder de p, p’ = p%l sip>letp =oc0sip=1.

p* L’exposant se Sobolev telle que : p* = N]\%'

Suppf Support des fonctions.
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HY(Q) wue L?(Q)et Vue L(Q).
1
1@ D@" "
E — F  FE s’injecte continiment dans F'.

E —. F F s’injecte d’'une maniere compacte dans F'.

— Converge faiblement.

— Converge fortement.

(u,v) Est la produit scalaire.

f.s.c Faiblement séquentiellement continue.



Introduction

Avant de présenter le travail qui a été réalisé a 'occasion du mémoire de master 2, nous
allons faire une introduction général, afin de mettre en lumiere le caractére général de notre
sujet.

Les équations aux dérivées partielles "EDP en abrégé” correspondent a la traduction mathéma-
tique des lois de la physique par exemple en mécanique de fluides : équations de Navier-Stockes,
en électromagnétisme : équations de Maxwell et en mécanique quantique : équations de Schro-
dinger... .... etc. D'une maniere générale, la modélisation des phénomeénes physiques repose sur
la résolution des équations aux dérivées partielles.

En fait, une EDP n’est autre qu'une relation entre un fonction des plusieurs variables et ses
dérivées qui S’écrit sous la forme suivante :

ou 0%u o™

TR e Oy By O O,

ou m est le degré de 1’équation

F(x

) =0

Les EDP sont donc des outils mathématiques dont I'importance prime par le fait de modéliser
des phénomenes naturels, pour cette raison, elle demeurent fortement sollicitées dans différents
contextes tels que : physique, chimie, mécanique, biologie,.....

Dans les dernieres années, beaucoup d’attention a été accordée aux EDP, a plus forte rai-
son les problemes elliptiques dont la résolution de quelques classes fait l'objet principal de ce
mémoire. Les équations elliptiques interviennent tres souvent dans la modélisation des phéno-
menes stationnaires. De puis leurs découverte, plusieurs méthodes ont été mises en évidence
pour l'existence et les propriétés qualitatives qui sont basé a établir I'existence d’une point
critique en utilisant le Théoreme de multiplicateur de Lagrange et la condition de Palais-Smale
et le théoreme du col (mountain-pass ).

La Théorie des points critiques a subi une impulsion nouvelle en 1973 avec la parution d’un
article d’Ambrosetti et Rabinowitz dans lequel figure le Théoreme du col, et elle a connu un
essor avec 'application de la condition de Palais-Smale pour montrer I'existence d’une valeur
critique.

Notre mémoire est divisée a trois chapitre :

Dans le premier chapitre : nous présentons quelque rappels sur les espaces de Sobolev et

de Lebesgue et certain propriété de base de ces espaces.



Dans le deuxieme chapitre : on présenté quelques définitions concernant la notion de dif-
férentiabilité au sens Gateaux et Fréchet et Les points critiques, aussi le Théoréeme de Mul-
tiplicateur de Lagrange, en outre la condition de Palais-Smale, Théoréeme de Mountain-Pass
(Théoreme du col)

Pour le troisieme chapitre, on a étudier 'existence de point critique de quelque probleme
aux limite elliptique on applique le Théoreme de Multiplicateur de Lagrange et Mountain-pass

avec la condition de Palais-Smale.



Chapitre

Rappels

Dans ce chapitre, nous allons donner quelques notions et compléments mathématiques en re-
lation avec le travail de ce mémoire, nous présentons en particulier certains espaces fonctionnels

et leurs propriétés.

1.1 Espace de Lebesgue

Définition 1.1 ( L’espace L?)[2], [7]
soit €2 un ouvert de R™ et p un nombre réel supérieur ou égal a 1. On définit l’espace de Lebesque

LP(Q2) par :

LP(Q) = {f : Q0 — R mesurable, (/Q |f(:p)|pd:p> < oo},

On le munit de la norme suivante :

e = 171, = ([ 1@ az)” =1

Quand p = 2, cette norme provient d’un produit scalaire :
(,9(Q) = [ f(@) - gla)da,

On peut vérifier facilement que ||-||;, définit une norme sur l’espace vectoriel LP() ce qui
montre que LP(Q) est un espace normé.

Définition 1.2 (L’espace L>) On défini l’espace L>(S2) par :

L=(Q)={f:Q =R, f est mesurable,3c > Otellque |f(x)| <c ppx e Q}.

L>(Q2) est une espace normé quand le muni par la norme :

[fll e = inf{e, [f(2)] < ¢ ppsurQ}.

3



Théoréme 1.1 o L’espace LP(Q)) est un espace de Banach pour 1 < p < co.
o Lespace LP(Q) est un espace de séparable pour 1 < p < 00.

o Lespace LP(Q) est un espace de réflexif pour 1 < p < oo.

Notation 1.2 Soit 1 < p < 0o, on désigne par p' l’exposant conjugué de pas savoir :
Sip=1,p =400
Sip=+oo,p =1
1 1 ,
-+—==1 ou p=—0n
pp p—1
Proposition 1.1 (Inégalité de Holder) Soient f € LP(Q) et g € LY (Q) avec 1 < p < 0.
Alors,fg € LY(Q) et

/Q gl dz < 1|1l oy 91l ey

Sir=1p=p =2, linégalité 1.1 on a

1 glle < Nl z2e) N9l 2 -
S’appelle Cauchy Schwartz.

Proposition 1.2 (Inégalité de Holder généralisé) Soient p,p/,r € [1,00] tel que :
]13 + z% =1 et feLr(Q),ge LV (). Alors

HfQHLr(Q) < ||fHLP(Q) ||9||Lp’(gz) .

Proposition 1.3 (Inégalité de Young) Soient a,b deux réels positifs et p,p’ > 1,alors

a? W1 1
(lb S — + DWE -+ - —
p p p P
De plus, pour tout € > 0, il existe C(e) > 0 tel que :

L,

ab<e-a’+Cle) - v,

Proposition 1.4 [9] on a les deux inégalités suivantes :
(i) Sil<p<?
"~ a— b~ b] < ¢y la— b

(id) Sip>2

al” " a— b2 b] < ¢, (Jal”™ + [b"*) | — b]
pour certain constante c, > 0 dépend de p et pour tout a,b € RV,
Théoréme 1.3 (Théoréme de convergence dominée de Lebesgue) Soit (f,)nen une
suite de fonctions de LP(S). On suppose que (fn)n converge p.p. sur ) vers une fonction f et

qu’il existe une fonction g € LP(QY) telle que pour chaque n : |f,(z)| < g(z) p.p.x € Q.
Alors f € LP() et limy o0 || fn — f“LP(Q) =0.

4



1.2 Espace de Holder

1.2.1 Espaces CF

Définition 1.3 [7/, [3] Soient k € N et Q@ C R™ un ouvert. On définit les espaces suivants :

¥ pour k=0, C°(Q) est I'ensemble des fonctions f: Q2 — R continues.

¥ pour k > 0, C*(Q) est I’ensemble des fonctions f : Q — R ayant toutes leurs dérivées
partielles jusqu’a l'ordre k continues; c-a-d D®f € C°(Q2) pour tout o € A, 0 < m < k,

telle que A,, est l’ensemble des multi-indices d’ordre m.

% COQ) = C(Q) est l'ensemble des fonctions f : Q — R continues et bornées. Nous mu-

nissons cet espace de la norme

1fllco@y = sup|f(@)],
e

k Ck(Q) est Uensemble des fonctions bornées dans Q dont les dérivées jusqu’a lordre k
peuvent étre étendues Contintment sur 0 et sont bornées. Nous munissons cet espace de
espace de la norme

pour o = 0, K
k
Hf”ck((z) - Z HDafHCO(Q) ’

la

S7il n’y pas d’ambiguite, nous omettons la dépendance en Q) et écrivons simplement

k
[£ller = 211D fllco -

lal

% CF.(Q) est Uensemble des fonctions f : Q — R telles que fi, € C*(K) pour toute
compact K C ().

Nous donnons maintenant la définition des espace de Holder.

1.2.2 L’espace C**

Définition 1.4 [2], [3] Soient Q un ouvert R™, une fonction f: Q — R et un réel 0 < a < 1.
On définit la quantité

[f]co,a(g)z sup M

(e}
z,yeQ/xty lz —yl

Les espaces de Hélder sont définis par les ensembles suivants :



o CO%(Q) est l’ensemble des fonctions f € C°(Q) telle que

[f]coya(ﬁ) < Q.

oC(Q) est I'ensemble des fonctions f € CH(Q) telles que

<oo, ou feN'avec|f| <k.

D7)

1l est muni de la norme suivante :

oo (9)

K
[fllerca =N llex + Z [Dﬁf}

Ccoa(Q)
1B1=0 )

o CE(Q)est lensemble des fonctions C*(K) pour tout compact K C Q.

loc

Remarque 1.1 ¥ Lespace CF(Q), muni de la norme || f||or.a, est un espace de Banach.

% pour a =0, on a C*°(Q) = C*(Q), on écrit

£ lleeo = 11 fllex -

Définition 1.5 (Support d’une fonction) Soit f : ) — K une fonction, on appelle support
de f, noté Supp f, l'ensemble définie par :

Suppf ={x € Q: f(z) # 0}.
C’est a dire, le plus petit fermé en dehors la fonction est nulle.

Définition 1.6 (Espace des fonction Test ) On appelle espace des fonctions test sur (2,
noté D(Q), l'ensemble définie par :

D) ={f:Q—K:felC®Q),Suppf =K CQ}, compact(bornée).

C’est a dire l’ensemble de toutes les fonctions :
f:Q—K 4ndéfiniment différentiable d Support compact dans ().
Remarque 1.2

D) # 6.

1.3 Espace de Sobolev

1.3.1 Définitions

Soit 2 un ouvert de RY, on note par D(£2) I'espace des fonctions de classe C* et a support

compact inclus dans € .



Définition 1.7 /2], [7] L’espace de Sobolev W'P(Q) est définie par :

Soit 1 <p<oo

Il

=t

[\
——

dp .
Lp — P . P . - _ )
WP (Q) {u e LP(Q), g, € LP(Q) - /Quaxidx /nggpdx,Vgo € D(Q), i

En particulier, pour p = 2,0on note

pour u € WHP(Q), on note

Ou =qg;, et Vu=
axi_gl ~ \ Oz 0y’ T Oy,

9w est appelé la dérivée faible par rapport & x; de u .

ox;

Notation 1.4 [7] L’espace WHP(Q) est muni de la norme suivante :

lellwie = llull o + [Vl -

D=

= [llullZs + IVullL]

ou de la norme équivalente (||u||W1,p = ) L’espace H' est muni du produit

scalaire

(u,v) g :/uvdx—l—/ Vu.Voudz.
0 Q

la norme associée :
1
lull 2 = (lullze + [IVul72)2.
Voici quelques propriétés topologiques de I'espace de Sobolev WHP(Q).

Proposition 1.5 [2], [7]
¥ L’espace WP(Q) est un espace de Banach pour 1 < p < oo.

¥ L’espace WP (Q) est réflexif pour 1 < p < oo et Séparable pour 1 < p < oo.

¥ L’espace H' est un espace de Hilbert.

1.3.2 Injections de Sobolev

Définition 1.8 [2], [3] Soient E et F' deux espaces vectoriels normés.

& F s’injecte de maniére continue dans F' si E C F et linjection canonique j : E — F

est continue : c-a-d,
de>0:|jz||p <c|lz|z, Vz € E.

et on note £ — F



T E s’injecte de maniére compacte dans F, signifie E C F et l'injection 7 : E — F est
compact c’est a dire toute suite bornée dans E admet une sous-suite convergente dans F
et on le note par £ —. F.

Notation 1.5 Si1 < p < n < oo, l'exposante de Sobolev de p* est définie par :

. np
Pt = :
n—p
Ou
111
p* p n

Théoréme 1.6 (Injection Continue) [’], [7] Soit 1 < p < oo, on suppose que € est un

ouvert de classe C', borné, ou bien Q = R"
¥ Si1<p<mn, alors WWP(Q) < LP"(Q).
» Sip=mn, alors W'P(Q) — LY(Q), V q € [1,+00].
¥ Sip>n, alors WH(Q) — L>®(Q).

Théoréme 1.7 (Rellich-Kondrachov) (Injection Compact) [’], [?] On suppose que Q
borné de classe C*. On a

* Si1<p<n, alors W (Q) <, L1(Q), Vq € [1,p*[.
* Sip=mn, alors WP(Q) <, L), Vq € [1,400].
* Sip>n, alors WHP(Q) <. C(Q).

1.3.3 L’espace W,?”(Q)
Définition 1.9 /7] Etant donné 1 < p < oo, on désigne par Wy (Q) 'adhérence de D(Q) dans

W(Q), c-d-d :

_ wilp
wir@) =p)” ".

Ou de maniére équivalente :
WyP(Q) = {u ceWh(Q), u=0 sur 02 (ou sens de trace)}.
On note
Hy () = Wy (),

Hy(Q) = {f € L*(Q);D*f € L*(Q);u=0 sur 8(2}.

Lespace 2 est muni de la norme induite par W'P(Q), lespace H(2) est muni du produit

scalaire induit par H*(£2)



Proposition 1.6 L’espace Wol’p(Q) est un espace de Banach Séparable,il est de plus réflexif
pour 1 < p < co. L'espace HL(Q) est un espace de Hilbert Séparable.

Le résultat suivante fournit une caractérisation essentielle de base des fonctions dans [’espace
Wo ().

Proposition 1.7 (Inégalité de Poincaré) Soit ) un ouvert borné, alors il existe une constante

c > 0 telle que

lull o < cllVull,,  Vu € WoP(9), (1 < p < o).

En particulier, sur Wy *(Q) la quantité |Vul|,, est une norme équivalente d la norme usuelle de

1

5 OU A1 est la premier valeur propre

W1P(Q). De plus la constante optimal c est exactement
de Uopérateur —Ayu sur Wy P ().

Définition 1.10 (Espace dual) L’ensemble des fonctionnelle linéaires continues définies sur
un espace vectoriel normé constitue un espace vectoriel. On appelle dual de ['espace X et on

note X'. On munit X' de la norme

Ifllx = sup [{f,x)], VfeX"

zeX,[lzl|<1

X' muni de cette norme est un espace de Banach et on a l'inégalité :

(o) < Iflx ll=ll, . Vo e X

Définition 1.11 (Réflezivité)
Soit X un espace de Banach et soit i linjection canonique de X dans X”. On dit que X
est réflexif, si 1(X) = X", ou X" est la bidual de X.

corollaire 1.1 (Formule de Green)

Soient Q un ouvert de classe C' et u,p deux fonction de classe C*(Q). Alors on a :

ou

—/ng(x)Au(x)dx: /QVgp(x).Vu(:L’)dx—/man(u)go(u)dl/.

Définition 1.12 Lespace HZ(Q) est l'adhérence de D(Q)) dans H?*(QY) il est caractérisé par :

H}(Q) = {u € H*(Q),u = o =

0 sur 89}

Définition 1.13 (Convergence faible)
Soit X un espace de Banach. On dit qu’une suite (x,) € X converge faiblement vers x, si
pour tout f € X'

(fren) — ([ ).

et on écrit x, — x



Chapitre 2

Rappels sur la théorie du points critique

2.1 Différentiabilité des Fonctions

2.1.1 Différentiabilité au sens de Gateau

Définition 2.1 [?] Soit E un espace de Banach, Q@ C E un ouvert et soit J : Q — R une
fonctionnelle. On dit que J est différentiable au sens de Gateau (G-différentiable) en u € €,

sl existe A, € E' (A, linéaire et continue), noté par J(u) tel que, pour tout v € E, on a

lim J(u+tv) — J(u)

t—0 t

= (Ay,v) .

On dit que J est G-différentiable sur ) si J est G-différentiable en tout point de €.

Exemple 2.1 On considére :
J:L}Q) — R
wr— J() = [ fof*do = Jull}s(q
J est G-différentiable sur L*(Q). En effet soit v € L*(2)

J(uttv)—J(u) fn(u+tv)2dx—fﬂ u?dx
t

t
fn u?dx+t? fn v2dx+2t fn uvda:—fQ u?dx
t

t [quide + 2 [ uvdx
lim J(uttv) - J(u) = 2/ w.odx
t—0 t Q

on vérifier que :

T,: L*(Q) — R
v— Ty (v) = 2/ uw.vdx
Q

10



Fuvident que T, est linéaire, T, est continue on a :

IT,(v)] = 2’/Qu.vdx

il suffit de prendre C' = 2 ||ul| 2y > 0, donc J est G-différentiable, de plus

(JG(u),v) = 2/Qu.vd:n, Vv € L*(Q)
Exemple 2.2 1 < p < 00, on considére la fonctionnelle suivante :
J:LP(Q) — R
ur— J(u) = /Q |ul? dx
J est G-différentiable sur LP(Q2). En effet , soit v € LP())

J(uttv)—J (u) JoluttolPda— [ |ulPde
t

t
1 J(uttv)—J(u)
= limy 0 =——F——
fﬂ\u—l—tv\pd:p—fﬂm\pd:v

= hmt—>0 t

On applique Le théoréme de accroissent finis, on considére la fonction soit t > 0

g:[0,t] — R

s+— g(s) = |u+ sv|’
g est continue sur [0,t] et dérivable sur ]0,t[, il existe ¢, €]0, ]

g(t) — g(0) = g'(ce) -t

on a :
(| = plaf"z.
alors
g(s) =plu+ sv] > (u+ sv)w
donc
2.1) & |Ju+t]’ —|ul’ = plu+ v’ (u+ cw)ut
Do

J tv) —J
lim (u+tv) () = lim p/Q lu+ e’ (u+ c).vda

t—0 t ct—0
On a l'inégalité suivante :
(a4 b <2071 (a? +bP), Vp>1,Ya,b>0

On utilise le théoréme de convergence dominée 1.3, pour démontrer :

lim p/ lu+ e’ (u+ c).ode = p/ luP% w.vda
Q Q

ct—0

11

< 2|ull g2y - 101l 22 (D'aprés linégalité de Cauchy Schwartz)

(2.1)

(2.2)



(i) |u+ vl (u+ co)o <=5 [uf " uw

(i)
‘|u + |’ (u+ ctv).v‘ = “u + el U’
lu 4 coolP " ol
(lul + c¢ [P~ vl
en utilisant (2.2), on a :a,b>0 et p>1, alorsp—1>0
< 272 ([uf ™t + e ) ol
< o éwl [o] + [o]”)

Comme v € LP(Q) alors [v]’ € L'(Q), on vérifie que [u|’~" |v] € LY(Q)

<
<

p—1
Jo lulP olde < (fQ(|u|p71)ﬂ%1dx) Y (fﬂ|v|pdx)%(D’aprés l'inégalité de Holder)

p—1

< (o lul d2)T (fo o) da)?

—1
[ull7oq) - 10l ooy
(2.3)
= / P! o] dz < o0 = JuP ™" o] € LY(Q)
Q

Alors, d’aprés le théoréme de convergence dominée 1.3, on déduit que :

lim p/ u + P (u+ c).vde = p/ luP% u.vda
ct—0 O Q

lim Jluttv) = J(w) = p/ luP% w.vda
Q

t—0 t
Maintenant, on vérifier que :

T,:LP(2) — R
vi— T, (v) = p/ luP~? wvda
0

On démontre que T, € (LP(Q)) = L? (Q) c-d-d :
T, est linéaire, en effet soit vy,ve € LP(Q) et soit o, € R
Tu(avy + Bra) = pfo [ul""ulavy + Buo)da
= pfq [ulP " vavide + [ ulP " uBvydz]
= ap [y [ul’ P uvrdz + Bp fo [ul’ T uvoda

= aT,(v1) + BTu(v2)
Donc, T, est linéaire.
T, est continue :(de méme maniére avec (2.3))
Tu(0)l = pllolul’* uvdz
p Jo luf™

-1
pllullzog) - 10l o)

< |v| dx
<

Il suffit de prendre C' = p HUHI,;;(lQ) > 0, donc J est G-différentiable et de plus :
(JG(u),v) = p/ lul’ " wodz, Yo € LP(Q).
Q
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Exemple 2.3 On considére
J:Hy(Q) — R
ur— J(u) = HU“%(Q)

J est G-différentiable sur Hy(S)). Nous appliquons les mémes étapes que l'exemple 2.2 et on

remplace w = Vu. D’ou J est G-différentiable. Alors on obtient
(JG(u),v) = Q/QVu.Vvd:c, Yu € H)(9).
Exemple 2.4 On considére :
J:WyP(Q) — R
ur— J(u) = /Q |Vul|? dx

On montre d’abord que J est G-différentiable c’est a dire :

lim J(u+tv) — J(u)

t—0

= (Jo(u),v) (2.4)

O Jh(u) € Wy '7(Q) est la différentielle de Gateauz. On sait que Uapplication X — |X|°
définie de RN sur R+ est différentiable et donc G-différentiable pour tout p > 1, et on a :

X +tY [P —|X]|P
i X=X v xy. wxy erY
t—0 t
(avec | X|P7> X = 0 pour X =0). Par conséquent, on a

lim |Vu(z) + tVo(z)|” — |Vo(z)|”

t—0 t

= p|Vu(z)]"? Vu(z).Vo(z), (2.5)
p.p.x € R et pour tout u,v € Wol’p(Q). On considere application suivante :

:R — R

2.6
t — O)=|X+tY]", X, YeRV (2:6)

Avec p > 1. Cette application est dérivable sur R et satisfait d’apres le théoréme des accroisse-
ments finis :

O(t) — (0) B | X +tY " — | X|P B
t—0 t N

pIX +0Y P2 (X +6Y)Y,
pour 0 < |0| < |t|. Supposons que |t| < 1 et applique cette inégalité Na,b € RN

la+0]? < 207Y|a]?+ |B|T) si g>1
la+b? < Ja|?+b]* si 0<g<1
On obtient

| X+tY|P—|X|P
t

< plx oYY
< c(IXP )

13



D’ou, on a p.p.x €

|Vu(z) +tVo(z)|’ — [Vu(x)[”

t <c(|Vu@)P ™ Vo) +[Vo@)"™) = hz) - (27)

par linégalité de Holder, on a h € LY(Q). D’aprés (2.5) et (2.7), on peut appliquer le théoréme
de convergence dominée 1.3 on obtient (2.4). On en déduit que J est G-différentiable sur
Wy (Q) et

(Je(u),) = 10/Q \Vu(z) [P~ Vu(x). Vo(z)dz.

(il est facile de montrer que Ji(u) € Wy 7' (2)).

2.1.2 Différentiabilité au sens de Fréchet

Définition 2.2 [?] Soit E un espace de Banach, Q@ C E un ensemble ouvert et soit J : 2 — R
une fonctionnelle. On dit que J est différentiable au sens de Fréchet en u € (), s’il existe
A, € E' tel que :

J(u+v)— J(u) — Ay

im = 0.
lofj—0 [ v]]
Ou
J(u+v) = J(u) = Ao+ o(||v]).
Avec
ol
loli=0 [Jv]]

Si J est différentiable, alors A, est unique et on note J'(u) = A,.
St la fonctionnelle J est différentiable en tout point u € ), on dit que J est différentiable sur
Q.

Remarque 2.1
e On note que J'(u) est définie sur E tendais que J définie sur Q) C E.

o Si J est différentiable en u alors J est continue en wu.

Exemple 2.5 Soit E un espace de Banach et soit a un application bilinéaire et continue :

a: ExFEF—R

(u,v) — a(u,v)
On consideére la fonctionnelle associée :

J:E—R

ur— J(u) = a(u,u)

14



J est Fréchet différentiable sur E. En effet soit u,v € E, on a :

Ju+v)—Ju) = alu+v,u+v)—alu,u)
a(u,u) + a(u,v) + a(v,u) + a(v,v) — a(u, u)
a(u,v) + a(v,u) + a(v,v)

Il suffit de prendre A,(v) = a(u,v) + a(v,u) et o(||v||) = a(v,v)

On a a est bilinéaire et continue c-a-d : ¢ > 0

la(u, v)] - < ellu]l vl

2
= la(v,v)] < cllv
R =0
= hmHvH—>0 a(v.v) =0

lloll

= hmHvH—>0

On montre que :

A, EFE—R

v— A, (v) = alu,v) + a(v, u)

o Kuvident que A, est linéaire car a est linéaire par rapport a v .

e A, est continue soitv € E

A, (v)] = |a(u,v) + a(v,u)
< a(u,v)| + |a(v,u)| (D'aprés linéarité de a)
< e fullfloll + ez [[ull [[oll = (ex + c2) [[ull [[o]
< ol

Donc A, est continue avec C' = (¢; + ¢2) ||u]| > 0 et par suite A, € E'.
D’ou J est Fréchet différentiable, de plus :

(J'(u),v) = a(u,v) + a(v,u).

J'(u) =a(u,.) +a(.,u).

De plus si a est symétrique :
Alors
(' (), v) = 2a(u, ).

Donc
J' (u) = 2a(u,.).

Exemple 2.6 (cas particulier) Si on prend E = L*(Q) et Q un ouvert de RN et :
a:L*(Q) x L*(Q) — R
(u,v) — a(u,v) = (u,v) = / uvdx

Q

15



On considere la fonctionnelle associée suivante :
J:L*(Q) — R
2
ur— J(u) = a(u, u) = |[ul[2q)

Evident que a est bilinéaire, continue et symétrique. Alors on déduit que : J est Fréchet dif-
férentiable, de plus :
(J'(u),v) = 2a(u,v)
= 2 [quvdr =2(u,v)
Donc

J (u) = (2u,.).
Exemple 2.7 On considére la fonctionnelle suivante
J:H(Q) — R
ur— J(u) = /Q |Aul? da
On va montrer que J est F-différentiable. on a

J(u—i—’u)—J(u):/Q|A(u+v)]2dx—/gmu]2dx

= 2/ Au.Avdw+/ |Av|? de.
Q Q
On pose (J'(u),v) = 2 [o Au.Avdzx,

On a J'(u) est linéaire (évident), et on a J'(u) est continue car
(J'(u),v) <2 ||Au||L2(Q) ||AU||L2(Q) =C ||U||Hg((2) :

et on a
2 2 2
L1808 do = 180]5a0) = [0 = o0l )

Donc J est différentiable au sens de Fréchet.

et on a
17" (u) = J' ()l -2 = Sup”U”Hg(Q):l<J/(u) — J'(w),)
= Pl gz ) =1 Jo Alu — w).Avdx 1 |
< s - (o A = w)de)” (Jo [A0f de)®
= o=l
Donc

2
LN J (u) — J'(w),

D’ou J' est continue. Donc J est de classe C'(HZ;R).

Proposition 2.1 5i J : Q@ — R est Fréchet-différentiable en u € ), alors J est

G-différentiable en u.
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Démonstration 2.1 On suppose que J est Fréchet-différentiable en u c’est a dire : A, € E' :

J(u+wv)—J(u) — A

lim =0
Iol—0 ]
En particulier, on pose v =tw , ||w|| =1=|jv|| =t
hmtao J(uttw)—J(u)—tA,w -0

t
— limt_m w = Auw, (Au S E/)
D’ou J est G-différentiable.
Le cas inverse n’est pas toujours vraie.

Proposition 2.2 Soient E un espace de Banach, € un ouvert de E.

Soit F': 2 — R une application Giteaux—différentiable telle que l'application :

F,:Q— F

u— Fj(u)

est continue. Alors F est Fréchet-différentiable sur() et de plus elle est de classe C1(2;R)

et on

F'(u) = FL(u), Yue€ Q.
Démonstration 2.2 [2] Soient u,v € Q, avec ||[v — u|| << 1 (assez petit). Alors

$:0,1] — R
t— o(t) = F(u+t(v—u))

est bien défini. comme F' est G-différentiable alors ¢ est dérivable
¢(t) = (Fo(u+t(v —u), v —u)

et on a
1
o(1) = 6(0) + | (1)t
D’ou

F(v) = F(u)+/01<Fé(u+t(v—u)),v—u>dt

= P+ (B0 ) + [ (B o — ) — Ffu) v — i
= F(u)+ (F5(u),v —u) + h(u,v —u).

Par commodité, on a posé :
1
h(u,v —u) = / (Fhu+t(v—u)) — F5(u),v — u)dt.
0
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Il suffit donc a montrer que h(u,v —u) = o(v — u) c’est a dire

lim h(u,v — u)
vmu o —ull

=0.

Or ww— FL(w) étant continue. Alors pour tout € > 0, il existe 6 > 0 tel que
lw —ull <6 = [|[Fg(w) = Fgu)|| <e.
Par conséquent si ||[v —ul| < on a pour tout t € [0,1]

(w0 =) < |[Fg(u+t(v —u)) = Fgu)]| | — ull

< ello—df

Ce qui, en intégrant sur [0,1], donne |h(u,v —u)| < €||lv — u||, pourvu que ||jv —ul| < 9.

Remarque 2.2 L’importance de la proposition (2.2) réside dans le fais qu’il est souvent tech-
niquement plus facile de calculer la dérivée au sens de Gateau et ensuite de prouver qu’il est

continu, plutot que de prouver directement la différentiabilité au sens de Fréchet.
Exemple 2.8 On considére :
J:WyP(Q) — R
ur— J(u) = /Q |Vu|” dz

D’apres l'exemple 2.4 J est G-différentiable. Pour conclure la différentiabilité de J au sens
Fréchet, On applique la proposition 2.2, il suffit de montrer la continuité de Ji;(u) : Wy(Q) —
W, 'P(Q). En effet, soit C C WiP() un ensemble borné, i.e.

On a pour u,v € C

16 (1) = Ja()llyy -1 ) = Sup”wuwé,p(m:l((]é;(U) = Jo(v), w)
= SUPjuf 1 =1 Ja (\Vu\p_2 Vu — [VolP? Vv) Nwdx
0

Cp suprHWOLp(Q):1 fa (|Vu]p_2 + |Vv\p_2) (|IVu — Vo|) |[Vw|dr si p>2

—92 .
Cp supHu,HWOLp(Q):1 JolVu—=Vo|" 7 |Vwldx si 1<p<?2

(Ici on a appliquer les deux inégalité donnés par la proposition 1.4). D’ou, par linégalité de
Hélder, on obtient

2Me, [[Vu—Vullpyq si p=>2

J, u _J, v —1,p’ S
16 (1) = Ja(0)llyy 10 { Mc, |[Vu—Vol,q si 1<p<?2

D’ou Ji, est uniformément continue sur WyP(Q). Par conséquent J est Fréchet différentiable
et
(J'(u),v) = p/ \Vul"* Vu.Vode, Yo € WyP(9).
Q

Donc J est de classe CH (W3 (2),R).
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Exemple 2.9 On considere
J:Hy() — R
ur— J(u) = ||U||§{5(Q)

D’aprés lexemple 2.3 J est Gateau différentiable.
Pour conclure la différentiabilité de J au sens de Fréchet. Nous utilisons les mémes étapes que
lexemple 2.8. Donc J est Fréchet différentiable et

(J'(u),v) = Q/QVU.Vde, Yu € Hg(Q).
Donc J est de classe C'(H}(Q),R).
Exemple 2.10 On considere
J:IP(Q) — R
u— J(u) = /Q lul” dx

D’aprés Uexemple 2.1 J est G-différentiable. Pour conclure la différentiabilité de J au sens
de Fréchet. Nous utilisons les mémes étapes que [’exemple 2.8.
Donc J est Fréchet différentiable et

(J'(u),v) = p/Q |’ wodz, Yu € LP(Q).

Donc J est de classe CL(LY(2),R).

2.2 Définitions et Points Critiques

2.2.1 Préliminaires
Dans tout la suite (X, ||.||) est un espace de Banach et Q est un ouvert de X.

Définition 2.3 ( Fonction semi continue inférieurement(s.c.i) ) xy € Q, si on dit
qu’une fonctionnelle f : Q — R est semi-continue inférieurement (s.c.i) au point xo € S0, si

pour chaque suite (z,,) C 2, telle que x,, — xg, on a

f(zo) < liminf f ().
c’est elle est s.c.i en xg Vg € X

Définition 2.4 (Fonction Faiblement semi continue inférieurement(f.s.c.i))
Une fonctionnelle f : Q0 — R est dite faiblement semi-continue inférieurement (f.s.c.i) au

point xy, si pour chaque suite (x,) C S telle que x, — x, on a

f(z) < liminf f(z,).

n—-+o0o

f est fs.ci sur X.
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Proposition 2.3 Soit (X, |.||) un espace de Banach et réflexif. Alors l'application
u— [[ul]
est f.s.c.i. C’est a dire pour chaque suite (x,) C X telle que x,, — x, on a
ol < Himnf |

Définition 2.5 (Suite minimisante)

Une suite minimisante d’une fonctionnelle J : X — RN est une suite (x,,) de X telle que :

lim J(z,) = gg)f( J(x).

n—-+o0o

Définition 2.6 (Point Critique)
Soient Q un ouvert d’un espace de Banach E. Supposons que J € C'(Q,R) et F € C*(Q,R),

on dit que u € §2 est un point critique pour la fonctionnelle J — \F', si :
J'(u) = AF'(u) =0

Siu n’est pas point critique, alors on dit que u est un point régulier pour la fonctionnelle J—\F'.
Si ¢ € R, alors on dit que ¢ est une valeur critique pour la fonctionnelle J — NF', s’il existe
u € () tel que

J(u) = AF(u)=c et J'(u)—AF'(u)=0

Si ¢ n'est pas une valeur critique, alors on dit que ¢ est une valeur réguliere pour la fonctionnelle
J—\F.

Définition 2.7 (faiblement séquentiellement continue (f.s.c))
Une fonctionnelle F': Q — R est dite faiblement séquentiellement continue (f.s.c) au point uy,

si pour chaque suite (u,) C Q telle que u, — x
F est f.s.c sur u.

Définition 2.8 (Fonction Coercive) Une fonctionnelle J définie sur un espace de Banach

X vers R est dite Coercive si :

J(z) = +o0.

ll]| 5 =400

Définition 2.9 (Fonction Carathéodory) Soit Q un ouvert borné de RY. On dit que f :
QxR — R est Carathéodory, si elle vérifie :
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¢ L’application :

flz,):R—R
t— f(x,t)

est continue presque partout x € €.

€ L’application :

fl,t): Q=R
x> f(x,t)

est mesurable pour tout t € R.

2.2.2 Multiplicateurs de Lagrange

Tres souvent, trouver la solution d’une équation aux dérivées partielles revient a minimiser
une fonctionnelle sur un ensemble de contraintes ou sur une variété. C’est pourquoi on doit
préciser le sens qu’on donne a un point critique ou a une valeur critique sur un ensemble de

contraintes.

Définition 2.10 [/

Soient X un espace de Banach, F € C*(X,R) et un ensemble de contraintes :
S={veX, Fv)=0}.

On suppose que pour tout u € S, on a F'(u) #0. Si J € C1(X,R) (ou bien de classe C* sur un
voisinage de S ou encore C' sur S). On dit que ¢ € R est valeur critique pour la fonctionnelle
J—=AF sur S s’il existeu € S, et A € R tels que J(u)—AF = c et J'(u) = AF'(u). Le point u est
un point critique pour la fonctionnelle J — AF sur S et le réel X est appelé multiplicateur
de Lagrange pour la valeur critique ¢ (ou le point critique ).

Cette définition est justifiée par le résultat suivant qui établit ’existence de multiplicateur de

Lagrange.

Remarque 2.3 Lorsque X est un espace fonctionnelle et I’équation J'(u) = AF'(u) correspond
a une équation aux dérivées partielles, on dit que J'(u) = AF'(u) est l’équation d’Euler-Lagrange

(ou l’équation d’Euler) satisfaite par le point critique u sous la contrainte S.

Proposition 2.4 [7]
Sous les hypothéses et notations de la définition 2.10, on suppose que ug € S est tel que
J(up) = infyeg J(v). Alors il existe A € R tel que :

J (ug) = NF'(up).
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Démonstration 2.3 (de proposition 2.4) [?]
Soit F: X — R (FeCY(X,R)etJeCX,R), S={veX;F(v)=0}.
Soit ug € S tel que J(ug) = inf,eg J(u).
On montre que I\ € R :
J (ug) = ANF'(up)

Comme F'(ug) # 0, Jwy € X tel que :

(F'(ug), wo) =1

et on a :
dim KerF'(ug) + dim ImF'(ug) = dim X.
D’ou
X = KerF'(ug) ® woR (2.8)
O

’LU()R = {)\'wO/)\ S R}
On pose : Xo = KerF'(ug) (X = Xo @ woR)
On définit la fonction suivante :
6:Xo xR —R
(v,t) — @(v,t) = F(ug + v + twy)

Et on a

(v, t) = (F'(up 4+ v + twp), wp).

9¢(0,0) = (F'(ug), wo) =1 #0.
et on a : $(0,0) = F(ug) =0 caruy € S.

0p(v,t) = (F'(ug + v + twy), 1) = F'(ug + v + twg) ,0,0(0,0) = F'(ug) =0 surXo.

On applique Le théoréme des fonctions implicites sur ¢ en (0,0), on obtient 3T un application
et W est un ouvert de X

T7:-W —R
v— T'(v)

on a
o(v,t) =0 & o(v,T(v))=0,YveW

Flug+v+twy) =0 & F(ug+v+T(w)- wy) =0

et on a :p(v,T(v)) =0 et $(0,0) =0= ¢(0,7(0)) =0=T(0) =0
D’o1 il existe un voisinage 2 C X de ug, tel que :

Flup+v+T(v)wy) =0, YvoeW
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Q=ug+TW) wy+W carve WN¥ueQ:
Fluy=0 < Fuy+v+T(v)wy) =0
& u=ug+v+T(v)wy, YveW
On pose
J: W —R
v J(v) = J(up + v+ T(v).wp)

On a
J(0) = J(ug) = inf J = inf J(v).

veW
et on a J est de classe C'(W,R)

Donc
J'(0)=0s (J(0),v) =0, YveX,

(J'(0), k) = (J'(ug + v + T(v).wp), k + (T (v), k)wo)

on a :

on remplace v =0

(J(0), k) = (J'(0),k + (T"(0), k)wy), Vk € X
et on a T'(0) = 0. En effet : On a

Opp(v, T'(v)) =0 (2.9)
et on a
(0p(v, T'(v)), k) = (O F (up + v+ T(v).wp), k)
= (F'(ug + v+ T(v).wp), k + (T'(v), k)wy)
9y9(0,0) = (F'(uo), k + (T"(0), k)wo) = 0
(F'(uo), k) = —(F"(uo), wo) (T"(0), k)
D’ou
(T'(0),k) = (F'(ug), k) =0, Yve X,
Donc
T'(0)=0
Donc
(J'(0), k) = (J'(uo), k), Vk € X,
Alors
(J'(ug), k) = 0,Vk € Xog = KerF"(ug)
D’ou

Xo C KerJ' (ug)
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Soit W € Rwy. On distingue deux cas :
Si (J'(ug), W) =0, alors
J(u) =0 sur X.

Donc on choisit A\ =0 et on a
J (ug) = ANF'(ug)  surX,

Si (J'(ug), W) # 0, alors
soit u € X = Xo @ woR. Donc u = vy + awy tel que vg € X et a € R.
D’ou

J (ug) = AF'(ug) < (J'(up),vo + awo) = A(F'(ug), vo + awp)
< alJ (ug), we) = M (F'(ug), wp)
=4

(u
A= (J(up),wo)
Donc 1l suffit de choisir
A = (J(ug),wp) # 0.

2.2.3 La condition de Palais-Smale

Soit X un espace de Banach. Pour exprimer la compacité des suites minimisantes, ou de
facon générale des suites qui convergente vers un point dont on espere montrer que c’est un

point critique, on a souvent recours a la condition de Palais-Smale.

Définition 2.11 [2] Soient X un espace de Banach, et J : X — R un fonction de classe C'.
Si c € R, on dit que J vérifie la condition de Palais-Smale (au niveau c), si toute suite
(Up)n de X telle que :

J(u,) = ¢ dans R, et J(u,) — 0 dans X'
Contient une sous-suite (unx) convergeant.

Remarque 2.4 Intuitivement, ce que [’on exige c’est la compacité des suites qui ont tendance
a réaliser une valeur critique. Mes, méme si la fonction est bornée inférieurement et ¢ = inf J,
il n’est pas du tout évident que lorsque J(u,) — ¢, alors J'(uy,) tend vers zéro. Si J vérifier

la condition de Palais-Smale en ¢ € R, une conséquence importante est que [’ensemble
Kl)={ue X;J(u)=c et J(u)=0}.
est compacte, il en est de méme de U,<.<p, K (c), pour tous a,b € R.

En fait, trés souvent il faut adapter la définition de condition de Palais-Smale au probléeme que
I'on veut résoudre. Une variante est la suivante : s’il existe (u,), une suite de X telle que J(u,)

tend vers ¢ et J'(u,) — 0 dans X’ alors ¢ est une valeur critique de J.
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Remarque 2.5 Pour une fonctionnelle J qui n’est pas bornée, chercher ses points critiques
revient a chercher des points selles. Ces points sont déterminées par un arqgument de type min-

mazx, ce qui nous ramene a [’'utilisation du théoreme du col de la montagne.

Exemple 2.11 La fonction J(x) = e définie sur R, ne vérifie pas la Condition de Palais-

Smale en 0.

Exemple 2.12 La fonction J(x) = % définie sur R*, ne vérifie pas la Condition de Palais-

Smale.

Théoréme 2.1 (Théoréme du Col (Mountain-Pass theorem))[’] Soient X un espace
de Banach, J € C(X,R) vérifiant la condition de Palais-Smale. On suppose que J(0) = 0 et
que :
(1) il existe R >0 et p > 0 tels que si ||u|| = R, alors J(u) > p.
(17) il existe e € X tel que |le]| > R et J(e) <O0.

Alors J posséde une valeur critique c telle que ¢ > p. De fagon plus précise, si on pose :

B ={e([0,1]) [ ¢ € C([0,1]; X), ¢(0) = 0,(1) = e},

et

¢=inf max J(e(1)),

Alors ¢ est une valeur critique de J, et ¢ > p.
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Chapitre 3

Applications aux Problemes elliptiques

3.1 Probleme aux valeurs propres

On considere le Probléeme aux valeurs propres suivant :

—Au = Mu dans €,
()
u = 0 sur  0f),

ou €2 est une ouvert borné et régulier, 02 est la frontiere de 2.

Définition 3.1 (Solution faible) Une solution faible de (Py) est une fonction u € H}(Q)
telle que :
/QVU.Vvdx = /\/qud:t, Yo € Hy(9).

Alors on a le résultat d’existence suivant :
Théoréme 3.1 Le Probléme (Py) admet une solution faible pour certain A > 0.
Pour montrer ce théoreme, on a besoin de ce résultat auxiliaire :
Proposition 3.1 On considere les application suivantes :
F:H)(Q) —R
ur— F(u) = HUH;(Q) —1
FEt
J:Hy() — R
ur— J(u) = ||U||12L15(Q)

Avec

§ = {u e HYQ): JullZaey = 1}

Alors il existe ug € S tel que :
J(u) = = HIGIE J(v).
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Démonstration 3.1 (de proposition 3.1) On a pour tout u € H}(Q)
2
J(w) = 2 > 0,
Donc J est minoré. Soit (u,) C S une suite minimisant de J c-d-d :

J(u,) — p = inf J(v).

ueS

Comme (J(uy)) est convergente alors elle est bornée. Dot J(u,) = Hun”ég(m est borné
et donc u,, est borné dans H,(Q) et par conséquent
Ju € H ()
u, —~u dans Hi(Q)
HUHHg(Q) < 1,{gl+igof HunHHg(Q)
J(u) < 171Lr_r>1i£1§ J(up) = nl_l&loo J(up) = p (3.1)

Par ailleurs, d’aprés le Théoréeme de Rellich-Kondrachov 1.7

H(Q) —. L*(Q)

donc

U, — u dans L*(Q)
D’ou

lunll72) = 1 — llullz2gq
Donce

HU||2L2(Q) =1, alors ues

Alors F(u) =0 et par la définition de u
On a
Jw) > (32)

De (3.1) et (3.2), J atteint son minimum en u c-d-d :
J(u) = msin J(v) = p.
Démonstration 3.2 (" du théoréme 3.1) On pose

J:HN Q) — R

2 2
ur— J(u) = [Vull12q) = llully g

F:H(Q) —R

2
ur— F(u) = [Jul[72¢) — 1

On a F et J sont de classe C*(H}(2),R) ( voir exemples 2.9, 2.10). D’aprés la proposition
précédente : Ju € S
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J(u) = 11}1612 J(v).
D’apres le Théoreme de multiplicateur de Lagrange 2.4, A\ # 0 tel que :
J (u) = NF'(u),

/Vu.Vvda: = /\/uvdx, Vv € Hy ().

Donc u est une solution faible de (py).

3.2 Probléeme semi-linéaire

On considere le Probléme suivante :

—Au = |t dans 9,
(1) ul
u = 0 sur OS2,

ou §2 est une ouvert borné et régulier, 02 est la frontiere de €.

On va montrer le résultat d’existence suivante :

Définition 3.2 (Solution faible ) Soit 1 < p < f+2. Une Solution faible de (P;)

est une fonction u € H} () telle que :

/Vu.Vvda: :/ juf’" uvdz, Yo € HH(Q).
Q Q
pour montrer ce théoréme, on a besoin de ce résultat auxiliaire :

Théoréme 3.2 Soit 1 < p < XE2. Alors le Probléme (P;) admet une solution faible .

Proposition 3.2 Soient Q un ouvert borné et régulier de RN et 1 < p < % On considere,

l’ensemble :

S = {ve Hy(Q); F(v) = 0}.
et on définit les applications suivantes :
F:H}Q) —R
v F(v) = ollfy i — 1
et

J:Hj(Q) — R

2 2
v J(v) = HVUHL?(Q) = ||UHH5(Q)

Alors, il existe ug € S tel que :
J(vg) = p = min J(v).

veES

28



Démonstration 3.3 (de proposition 3.2) On a :
2 2
J(wn) = [ Vol dz = [[oallfy @) = 0.
Donc J est minoré. Soit (v,) C S une suite minimisante de J i.e.
J(vp) — pu= TI)IGIEJ(U),

Comme (J(vy,)) est convergente alors elle est bornée. Dot J(v,) = ||UH§{&(Q) est borné et donc

(vn) est borné dans H}(Q), on peut extraire une sous suite notée encore (vy),
v, = vy dans Hy ().
On a donc d’apres la proposition 2.3
HUOHiIé(Q) < 17113}201“ HUnHiIg(Q) :

J(vo) < liminf J(vy) = lim J(v,) = p. (3.3)

Par ailleurs puisque p < (N +1)/(N —2) = 2N)/(N —=2)—1=2*—1, doup+1 < 2.
D’apreés le théoréme de Rellich-Kondrachov (1.7) on a :

HY(Q) <, L*(Q) — LPT(Q)

Alors il existe une sous-suite notée encore (v, ), telle que v, — vy dans  LPTY(Q). En parti-

culier F'(vg) = 0 et donc vy € S et par définition de p on a :
J(vo) = p (3.4)
De (3.3), (3.4), J atteint son minimum en vy c-d-d :
J(vg) = p = min J(v).
Démonstration 3.4 ( du théoréme(3.2)) On pose :
S = {ve Hy(Q); F(v) = 0}.
avec

F:H(Q) —R

v F(v) = o(@) e — 1

et
J:H;j(Q) — R

v J(v) = ||VU($)||i2(Q) = ||U($)”i15(9)
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On a F et J de classe C*(H} (Q2),R) voir exemple 2.9 et 2.10. D’aprés la proposition précédente :
Jug € S

J(vg) = irslf J(v).
D’apres le Théoreme de multiplicateur de Lagrange 2.4, 3\ € R telle que :
J' (vg) = A" (vy).
c-d-d pour tout ¢ € H}(Q)
2/vi0.v¢d:c —Ap+1) /Q oo vopde, Vo € HL(S). (3.5)
Pour ¢ = vy, on obtient

2 [q |Vvo\2d:z: = ANp+1) Jq |vo\p+1 dex = ANp+1).
20 = AMp+1).

Donc

Donc la formule (3.5) devient :
/ VUO.ng = ,u,/ |1)0’p_1 v()(bdx.
Q Q

On pose u = ;M%lvo, Vu = ,uﬁVvo.
D’ou
-1 —1 —1
prt fo Vu.Vode = pfo|pp=Tvg|  (ur—Twvg)vde.

.
= =t [ |vo|"" vovde.

Donce
/Vu.Vvd$:/ luP~ " uvdz.
Q 0

Donc u est une solution faible de (Py).

Remarque 3.1 On peut montrer que 'on peut choisir la suite minimisante (vy,), telle que

v, > 0 et on obtient ainsi une solution u > 0 et de classe C*° dans ().

3.3 Probléeme non linéaire aux valeurs propre

—Ayu = MNMulP?u dans Q,
(P2> 4 | ’
u = 0 sur 09,

Ou (2 est une ouvert bornée et régulier, d€) est la frontiere de €.

30



Définition 3.3 (Solution faible) Une Solution faible de (Py) est une fonction u € Wy ()

telle que :
/ IVulP™2 Vu.Vode = A / P~ wvde, Yo € WyP(9).
Q Q

Théoréme 3.3 Le Probléme (Py) admet une Solution faible pour certain valeurs de X.

Proposition 3.3 Soient Q un ouvert bornée régulier de RN et p > 1 tel que p € [1, +00]

. 1
On considére, sur lespace Wy*(2) :

avec
F:WyP(Q) — R
v F(v) = [v]lLoq) —1
et
J:WyP(Q) — R
v J(0) = [VollLoq) = [0l
Alors, il existe ug € S tel que :
J(ug) = po = min J(v).

vES

Démonstration 3.5 On a Yu € WyP(Q) :

J(un) > 0.

D’otu J est minoré, soit (v,) C S une suite minimisante de J c-a-d :
J(vp) — po = inf J(v).
veS

Comme (J(vy,)) est convergente alors elle est bornée. D’ot J(u,) = anH’;Vl,p( est bornée et
0

Q)
Donc (v,) est bornée dans W, ().
WyP(Q) est un espace de Banach et réflexif et comme (vy,) et bornée dans W, (Q), alors on

peut extraire une sous-suite noté encore (v,),
1
vy, = vg dans WyP(Q)
Alors, on a donc d’aprés la proposition 2.8
< lim inf
HUOHWOLP(Q) = Amiiy HUTLHWOLP(Q)

J(vo) < liminf J(v,) = lim J(v,) = po (3.6)

n—-+o0o
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par ailleurs, comme p < p*, d’apres le théoréme de Rellich-Kondrachov(1.7)

Sip < N, alors pour tout p > 1 tel que : p < p* :
WoP(Q) < L (Q) <. LP(9),
déduit que v, — vy dans LP(S2). En particulier on a vy € S car :

loallioy = [ 1oal” dz =1 — ool
D’ou
[vollzpqy =1 alors v € S.
d'oil
F(’Uo) = 0.

J(vg) = inf, J(v) et par définition de py on a :
J(UO) > Ko,
De (3.6) et (3.7), J atteint son minimum en vy c-d-d :

J(vo) = po = min J(v).

vES

Démonstration 3.6 (du théoréme(3.3)) On pose :

J:WyP(Q) — R
v J(0) = [VollLoq) = [0l
et
F:WyP(Q) — R
vi— F(v) = [v]lLoq) —1
S = {v e Wg?(Q); F(v) = 0} .
On a F et J sont de classe C1(WyP(Q),R) (voir 2.8, 2.10).
D’aprés la proposition précédente :Fvg € S
J(vg) = qurelg J(v),
D’aprés le Théoréme de multiplicateur de Lagrange (2.4), 3\ # 0 telle que :

J(w) = AF'(w), ¥ ¢eW(Q)
Ja [Vuol" > Voo Vpdn = A fo vl voedar, Vo € Wy™(9)

pour ¢ = vy, on obtient
Mo = J(Uo) =\

Donc u est une solution faible de (P).
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3.4 Probleme de bi-laplacien aux valeurs propres

—A% = \u dans €,
(P3> _ du __
u = 5= 0 sur OS2,

Ot © un ouvert borné connexe de classe C!, 9 est la frontiere de €.
Définition 3.4 (Solution faible) Une solution faible de (Ps) est une fonction u € HZ(Q)
telle que :

/ AulAvdr = )\/ uvdz, Vv € H3 ().

Q Q

Pour montrer ce théoreme, on a besoin de ce résultat auxiliaire :

Théoréme 3.4
) —Au = f dans §,
b u = 0 sur  0f),

Avec f € L*(Q) et Q est un ouvert borné et réqulier. Alors ce probléme admet une solution
unique u € H}(Q) N H*(Q) et 3¢ > 0 (dépend de Q) tel que : [ull g2y < llfllz2q)

De plus u— ||Aul| 2y définit une norme sur Hy(Q) N H?(Q) et sur H5 ().

Proposition 3.4 Soient Q C RY un ouvert borné connexe de classe C'. On considére, l'en-
semble :
2
§ = {v € Hy(): o]z = 1}

et on définit les applications suivantes :
F:H}(Q) —R
v— F(v) = HUHiQ(Q) —1
et
J:HZ(Q) — R
v J(v) = HAUHi?(Q)
Alors, il existe vy € S tel que :
J(vg) = p = min J(v),

Démonstration 3.7 (de proposition 3.4) On a pour tout u € H3(Q) :
2
J(vn) = HAUnHLZ(Q) >0
Donc J est minoré. Soit (v,), C S une suite minimisante de J : i.e.
J(vp) — pu = 71}612(](11),
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Notons que u — [[Aul| 2 ) définit une norme sur HZ(Q) équivalente a celle de H*(Q) (voir
Théoréme 3.4)
D’ou on a :

[onll () = J (vn) < ¢, Vn

et donc (v,), est bornée dans H2(QY) et par conséquent, Jvg € HE(Q) :

v, = vy dans HZ(Q)

et
lvoll 2 () =/ (vo) < Timuinf [[on| 2 () = lim inf J(v,)
D’ou
J(vo) < p=liminf J(v,) = nl_l}f@ J(vp) (3.8)

et on a d’aprés le Théoréme de Rellich-Kondrachov 1.7 :
H(Q) = Hy(Q)
Donc (pour une sous suite), on a :
vy —> vo  dans  Hy(Q)
D’ou

v, — vy dans L*(Q)
Vo, — Vv, dans (L*(Q)N

En particulier

[voll L2y = Tim [Jon || = 1
et donc
vg €S
D’ou
= i%f J(v) < J(vo), (3.9)
De (3.8) et (3.9), on déduit que
J(’Uo) = Uu.

Donc J atteint son minimum en vy
Démonstration 3.8 (du théoréme 3.4) On pose :
2
S ={ve H3 Q) [v)7a0) = 1} -
et on définit les applications suivantes :

F:H}Q) —R

2
vi— F(v) = [[vll2q) — 1
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et

J:H(Q) — R

v J(v) = HAU||i2(Q)

On a F et J sont de classe CL(HZ(2),R) voir exemple 2.7 .

D’aprés la proposition précédente : Jvg € S
J(vg) = ll)Ielg J(v).

D’aprés le Théoréeme de multiplicateur de Lagrange, I\ # 0 tel que
J,(U()> == )\F/(U())

D’ot pour tout ¢ € HZ(Q)
<‘],(U0)7 90> - )‘<F,(UO)7 §0>

/ AvgApdr = )\/ vopdx
Q Q

A’UO 2 dr = A Uzdl’
0
Q Q

2 2
||AU0HL2(Q) =A ||U0HL2(Q)

pour ¢ = vy, on obtient
Donc
D’ou

A= ”AUOHi?(Q) = J(vo)

Donc u est une solution faible de Pj.

3.5 Probleme non linéaire aux valeurs propres

Ay = |u"u dans 9,
(P4) 4 | ’
u = 0 sur 09,

Ou  un ouvert borné et régulier, 9€) est la frontiere de €2 .

Définition 3.5 (Solution faible) Une Solution faible de (Py) est une fonction u € W,*(Q)
telle que :
/ Vul""* Vu.Vods = / lu|'? wodz, Yo € WyP(9Q).
) Q
Théoréme 3.5 Le Probléme (Py) admet une Solution faible.
Proposition 3.5 Soient Q un ouvert bornée régulier de RY et g < NN—Q sip< N

On considere, sur [’espace Wol’p(Q) :
§ = {ue W ( Q)i lullfue) = 1}
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avec
F:Wy*(Q) — R
w— Pla) = - [l 1
et
J: WP (Q) — R

1
N — p

Alors, il existe u € S tel que :
J(up) = p = min J(v).

veS

Démonstration 3.9 (de proposition 3.5) On a pour tout u € Wy ()
— p
T(w) = [y > 0
Donc J est minoré. Soit (uy,), C S une suite minimisante de J : i.e.

J(uy) — p = inf J(v).

uesS

Comme (J(uy,))est convergente alors elle est bornée. D’ot J(u,) = %HuanV&,p(Q) est borné et

donc u,, est borné dans W,y P(Q) et par conséquent Iug € WyP(Q) :

U, —uy  dans WyP(Q)

et
[wollwir iy = (o) < liminf [|un|y e q) = liminf J (uy,)
D’ou
J(uo) < pp=1liminf J(u,) = lim J(uy) (3.10)

et on a WyP(Q) <, LU(Q) (voir théoréme 1.7) Donc (pour une sous suite), on a :

U, —> ug dans LI(Q)

D’ou
[tnll oy =1 — l[uoll oy
Alors
[uoll oy =1 alors wuo €S
Donc

= igf J(v) < J(up) (3.11)

de(3.10) et (3.11), on déduit que J atteint son minimum en ug c-a-d :
J(up) = p.
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Démonstration 3.10 (du théoréme 3.5) On a l’ensemble de contrainte suivante :
S = {u e W () fulfyqy = 1} -
avec
F:Wy*(Q) — R
w— F(u) = ¢ [ulllaey ~ 1
et

1
_ p
ur— J(u) = , ||| (g

On a F et J sont de classe C'(Wy™(Q),R) voir ezemple 2.8

D’aprés la proposition précédente : Jug € S :
J(up) = irslf J(v).
D’aprés le Théoreme de multiplicateur de Lagrange 2.4, A\ # 0 tel que :
J'(ug) = A\F'(ug), Vv € WyP(Q)

/Q]VUOIP_Q Vuy.Vodr = )\/Q \uolq_2 ugvdz, Vv € WyP(Q).

pour v = ug, on obtient
,u=/ |Vl dz = A
Q

On pose u = cug = ug = %
D’ou N -
() / Vul’ Vu.Vods = p () / || wods
c Q c Q

1\ ! 1!
(0" n) s
C Cc

CcC = ILLQ*p‘

Donc

Alors u est une solution faible de (Py).

3.6 Probleme semi-linéaire sous-critique

Soient €2 un ouvert borné et régulier de R" et 1 < p < % On considere le probleme semi

linéaire suivante :

—Au+pu = |uftu dans 9,
u = 0 sur 01,

Ou p € L™(9) tel que p(z) > —Cph > — ;.
Ou A est la premiere valeur propre de —A.
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Remarque 3.2 Notons que le terme [ |u|p uvdx est bien défini car p < N+2 =2*"—1. Donc
Hy(Q) — LPTH(Q).
D’ou
p_ ptl
u€ HY Q) = ue LPNQ) = |[u"tfue L+ (Q).

Et on v € LPT1(Q). Comme

On a fo |ulP™ wvdr < oc.

p+1 + m =1 alors d’apres l'inégalité de Hdélder

Théoréme 3.6 Le Probléme (Ps) admet une solution faible u dans H}(Q).

On va applique le Théoreme de Mountain-Pass 2.1. On considere la fonctionnelle suivante :
J:Hy(Q) — R
1 1
wi—s J(u) = ||u||H1(Q 2/ 2dx—+/g|u|p+ dz

Alors, on a J est de classe C'(H(2),R), (pour p+ 1 < 2%) (voir 2.9, 2.10)

et on a
(J'(u) /Vu Vvdx—i—/puvdx—/ luP ! uvda.

On commence par démontrer :

Lemme 3.1 J satisfait la condition de Palais-Smale. C’est a dire :
Si (up)n C HF () tel que :

J(up) —> ¢ dans R
J (u,) — 0 dans H™1(Q2)

Alors il existe une sous-suite de (uy,), convergente dans Hj ().

Démonstration 3.11 (de Lemme 3.1)
On a F et J sont de Classe C*(H}(2),R) (voir 2.9 et 2.8) et F'(u) # 0. Soient ¢ € R et
(un)n € S telle que :

J(u,) — ¢ dans R
J () = =Dty + pi, — [un|’  u, — 0 HY(Q) = (HHQ))

Onap>1,doup+12>2

Donc d’aprés 1.6

LPH(Q) — L3(Q)
D’ou
[ p@yids < il [ v = ellulfzg < € fullfpe < "
On a
_ 2 2 p+1
T(n) = ey + [ pl@ydde = [ Juf de — c
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et
D’ou

D’autre part

J(un) — p+1<Jl<un) Up) =

2 1
Ul 0 + 4 Jo pu2de = 5 a2 o)
p+1 (||UnHH1 —1—pr1&%de HunHLerl(Q))

i
N N N N N /N

N N N N N
3

) nHHl (5 pH)prqux
15) (lunll o) + Jo pr2d)
1
+

) llu
) (
——a(wmm C%hU)
) (
) (

1

AVARYS

wmm & | 30)
1- ’un”Hl

+1
1
+1

=

bS]

Donc (uy), est bornée dans H} ().

<hna un> = <_Aun7 un> + <Pum un) + <_ |un|p_1 Up, Un>
= Jo Vu.Vudx + [ pupu,dr — [ |un|p71 UpUpdT
= fQ|Vun\2dx+fQ puldr — [ \un\pH dz
2 1
= HV“nHH(Q) + Jo puidr — Hunﬂ?gﬂ (®)
= J(uy)

Alors ((hy,un)) est borné. D’aprés le théoréme de compacité de Rellich- Kondrachov 1.7 :

etonap<%,p<2*—1 et

HYQ) 5, 1771(Q)
et

HY(Q) <. L*(Q)
Dot u, — uw  dans L*() N LPTY(Q). Donc on peut extraire une sous-suite noté encore
(tn)n qui converge vers u dans (L*(Q) N LPT1())

on a :
_ p—1
hp = —Auy + puy — |un "™ uy,

— Ay, = hy — puiy + |u [P

Unps

On pose f, = h, — pu, + |un]p_1 Uy. Dot —Au, = f,
On a
hn — 0 dans H (),

et
U, — u dans L*(Q),
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Comme
L*(Q) — H Q) alors u, —u dans H ().

et on a
U, —>u dans LPT(Q),
D’ou
p+1
Py — [ufP " u dans L7 () — HY(Q).
Donc
[P — [P u dans  HHQ).
Alors

fo— f=—pu+|uf " u dans HHQ).

et on a —Au, = f,,

On considére (u, —u) comme une fonction test

Alors
/ Vu, V(u, —u) = (fn,u, —u)y — 0.
Q
et on a ]
5/ \Vu,|” — |Vul|* de < / Vu,.V(u, —u)dr — 0.
Q Q
Dot 1imy s yoo [[unl| g3 0y = l1ull 10
Comme
lunll sy — Nullgye
u, — wu dans H()
Alors

Hg(Q)

Il reste a démontrer les deux Condition géométriques de Théoreme de Mountain-Pass.

Lemme 3.2 On a

(1) 3p,r >0 tel que :
Vu € Hy(Q) : [[ull gy < 7= J(u) = p.

(2) Je € Hy(Q) tel que :
||e||H5(Q) >r et J(e) <0.

Démonstration 3.12 (de Lemme 3.2)
On ap+1<2*. Comme H}(Q) — LPT(Q).

Alors
1 1
p+ < H ||p+

||U||Lp+1 HYQ) -

Et on a d’aprés linégalité de Poincaré (voir proposition 1.7)
—Cy Jo u*dz
c 2

=32 fo [Vul" dx

2
= —Glufy -

Jo puda

(AVARAYS
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Dot 1/ G 1
0 2 p+1
T) 2 5 (1= 30 Il = o5 Il
Onposeozzl—%)>0 car Cy > —)\;

Donc

1 2 1 p+1
J(u) > 2@ ||U||H5(Q) - ﬁ HuHHé(Q)

On pose  o(t) = §t* — ﬁt”“, t>0

Onad(0)=0etod(t)=at—t* (p>1)
(t)=0&t,=arT ou t=0

la fonction ¢(t) est croissante sur |0, ow%l[ et décroissante sur ]ou’%l, +ool.
D'otion aty =arT = J(u) = ¢(ap%l) >0
1l suffit de choisir :
r=ar1 et p= gf)(ozril)
D’ot la condition (1) est satisfait. Montrons la condition (2).
faisons u € H}(Q) avec ||U||Hg(9) =1lona

||U||I£J;i1<ﬂ> R

2 g2 S
J(tu) =t +t° | pudx
Q p

D’ot pourt assez grand, on a

On choisit e = tyu, avec tqg > r Alors
J(e) <0.

Démonstration 3.13 (du Théoréme) D’apres le Théoréeme de Mountain-Pass (voir théo-
réme 2.1)
J admet un point critique u € H}(Q) tel que :

J(u) = inf max J(p(t)).

el 0<i<1
Ou
I = {p € C([0,1], Hy()); 9(0) = 0, (1) = e} .
et on a p(0) =0 et p(1) =e, |le]| > r. Alors Ity € [0,1] : p(to) =7
Donc
max J(p(t)) > p > 0.

0<t<1
D’ou
J(u) = inf max J(p(t)) > p > 0.

el 0<t<1
Ce qui implique que u % 0 car sinon J(u) = 0. Donc u est un point critique non nulle de J.
C’est a dire
/Vu.Vvdx+/ puvdx—/ ul’ ! wwdz = 0.
Q Q Q
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Par les lemmes précédents, on a la condition de Palais-Smale et les condition géométriques du

Théoreme de Mountain-Pass qui sont vérifiées. Donc on obtient un point critique uqy de J.

Remarque 3.3 pourp =1 ce dernier Probléme Correspond a un Probleme auz valeurs propres.
Lorsque p > 1, certains auteurs de facon quelque peu impropre appellent ce genre d’équation
Probléme aux valeurs propres non-Linéaire, ce qui n’a pas beaucoup de sens de ce cadre puisque,

par un argument d’homothétie, on peut montre que VA > 0, il existe infinité de Solution pour
—Au+ pu=\|ul" " u.

Nous verrons plus loi que si (N —1)p= N +2 et N > 3, alors en général J ne satisfait pas la
Condition de Palais-Smale sur S.
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Conclusion

L’approche variationnelle appliqué a des problemes elliptiques non-Linéaire est assez clossale
puisque un simple chargement sur 1’équation étudier peut basculé vers l'existence ou la non
existence de solution, de plus la présence des exposants critiques du type Sobolev présentent
beaucoup de difficultés vu qu’ils cause la perte de compacité. L’existence de la solution devient

délicate & démontrer.
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Résumé

Beaucoup de problemes elliptiques admettent plusieurs solutions ou une infinité de solutions. Il
est alors intéressant d’étudier les solutions de certains problemes, en étudiant une fonctionnelle
adéquate sur une contrainte bien choisie pour des raisons différentes par exemple on cherche la
solution qui rend ’énergie est minimal. Dans ce mémoire on considere des problemes elliptiques
semi-linéaire avec des contraintes et on étudie 'existence de la solution avec cette contrainte
en utilisant des méthodes variationnelles.

Mots clés : Différentiabilité au sens de Gateux et de Fréchet, Multiplicateur de Lagrange,
condition de palais-smale, Théoréme du col (Mountain-Pass), problemes elliptiques, points cri-

tiques.

Abstract

Many elliptical problems admit several solutions or infinity of solutions. It is then intereting
to study the solution of certain pronlems, to study an adequate functional on a well-chosen
contraint for different reasons, for example we seek the solution which mackes the energy is
minimal. In this thesis we consider semi-lineair elleptic problems with constraints and we study
the existence of the solution with this constraint using variational methods.

Keywords : Differentiability in the Gateau and Frechet sense, lagrange multiplier, palais-smale

condition, mountain-pass theorem, elliptic problem, critical points.
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