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0.1 Introduction

En 1968, Pietsch et son école ont commencé une investigation systématique sur les
idéaux des opérateurs linéaires entre epaces Banach. Cette théorie est développée en
1978 dans 'excellente monographie de Pietsch " Operator ideals" qui contient de maniére
presque encyclopédique tout ce qui était connu au ce sujet.

En 1993, Defant et Floret publié le célébre livre intitulé " Tensor norms and operator ideals
" en centrant 'attention dans 'interaction entre la théorie des idéaux des opérateurs et
la théorie des normes tensorielles.

L’objectif de notre mémoire est mettez en évidence quelques-uns des résultats de la
théorie des idéaux d’opérateurs linéaires entre espaces de Banach.

Notre travail se divise en trois chapitres. Le chapitre 1 est un rappel sur les opérateurs
linéaires bornés, quelques espaces de Banach usuels et en fin ’adjoint d’un opérateur
linéaire borné et la convergence faible.
Dans le deuxiéme chapitre, on donne une étude générale sur la théorie des idéaux d’opé-
rateurs linéaires et quelques exemples.
Le troisieme chapitre représente les propriétés du dual d’un idéal des opérateurs linéaires

avec des exemples.



Chapitre 1

Notations et préliminaires

Nous rappelerons les résultats dont nous aurons besoin au fil de notre travail concernant

les espaces de Banach, les opérateurs linéaires bornés.



1.1 Espace de Banach

Un espace de Banach (X, ||-]|) est un espace vectoriel normé complet.

La boule unité fermée de 'espace X est définée par
Bx ={z e X,[lz| < 1}.

Critére de complétude

Dans la suite on donne une critére pour montrer qu’un espace normé est de Banach
“+o0o

Soient X un espace normé et (x,), est une suite d’é¢léments de X. La série Zajn est dite

n=1
“+o00

absolument convergente dans X si la série numérique g ||| est convergente.

n=1
Théoréme 1.1.1 Un espace normé X est de Banach si et seulement si toute série de X

absolument convergente est convergente.
Pour la démonstration on a besoin du lemme suivant.

Lemme 1.1.2 Soient X est un espace normé et (z,),>1 une suite de Cauchy de X.
1) Si (x,)n>1 posséde une sous suite (y,)p,>1 convergente dans X vers y. Alors (xp)n>1
converge dans X wvers y.

2) La suite (x,,)n>1 posséde une sous-suite (y,),>1 pour laquelle on a linégalité suivante :
1
|Yp+1 — ypl| < o bour tout p > 1

Démonstration. (du Lemme 1.1.2)

1) Soit € > 0, il existe ny(e) tel que
n,m > ng(e) = ||x, — x| <e. (1.1)

Puisque (yp),>1 est une sous suite de (2, )n,>1 On a Yy, = Ty(p) 0ol (n(p))p>1 est une suite

croissante. Il existe un entier py(e) tel que

p > po(e) = [n(p) > no(e)] et [[ly, —yll <¢]



Utilisons ceci pour comparer y a z,, pour n assez grand. Soit donc n > ng(e) et p > po(e),
nous avons via (1.1)

|zn = yll < |20 — ypll + lyp — yll < 26,

ce qui montre que la suite (mn)nzl est convergente et nlrriooxn =y.

2) 1l s’agit de construire une sous-suite de (x,),>1 de Cauchy. Pour ceci on utilise le
caractére de Cauchy de la suite (z,,),>1 pour ¢, = 277. Pour tout p > 1 il existe N, > 1
tel que

i,j >N, = ||z; —xi]| <277
On pose
mp = p+max{Ny, ..., Ny} et y,=a,,.

Alors, la suite (m,),>1 est strictement croissante et, comme min {m,, m,;1} > N, on a

1
|Yp+1 — ypl| < 2 pour tout p > 1.

]
Démonstration. (du Théoréme 1.1.1)

(=) Supposons que X est de Banach. Soit (z,), est une suite d’éléments de X telle que
+o0

la série numérique E ||x,|| est convergente. Notons

n=1

n n
Sp=Y ap et T, =Y |zl
k=1 k=1

D’aprés I'inégalité triangulaire on a

q<p= HSq_SpH <T, -1 (1'2)
+00

Alors, si la série Z ||z, || est convergente, on a T, — T, — 0 quand p,q — +o0, et (1.2)
n=1

montre que S, — S, — 0 quand p,¢ — 400, autrement dit (S,), est de Cauchy, et

converge.



(<=) Supposons que toute série de X absolument convergente est convergente. Soit (),
une suite de Cauchy arbitraire de X, il s’agit de montrer qu’elle est convergente. Par 2)
du Lemme 1.1.2 il existe une sous-suite (y,),>1 de (x,,), vérifiant ||y,41 — y,|| < 277, et la
série de terme général (y,11 — yp) est absolument convergente, donc convergente. Donc,

la suite de terme général
p—1

Yp =¥yt Z(yj-i-l —Yj)

Jj=1

est convergente. D’aprés 1) du Lemme 1.1.2, la suite (x,,), est convergente. m

1.2 Opérateurs linéaires bornés

Un opérateur linéaire 7' : X — Y entre deux espaces de Banach est dit borné s’il existe

une constante C' > 0 telle que
|Tz|| < Cz|, pour tout x € X.

Dans ce cas, on définit

|T|| = inf{C:|Tz| <C ||}
= sup ||Tz]

r€EBx

(1.3)

On note par L(X,Y) l'espace vectoriel des opérateurs linéaires bornés de X dans Y qui

est un espace de Banach sur K(= R ou C) muni de la norme définie par (1.3).

Le dual topologique
L’espace des formes linéaires continues sur X est dit le dual topologique de X, noté X*,
ie (X* = L(X,K)). Pour z* € X* et € X on notera généralement (z,z*) au lieu de



La propriété suivante, que nous énoncons sans démonstration, est une conséquence du

théoréeme de Hahn-Banach sur le prolongement des formes linéaires.

L’adjoint d’un opérateur linéaire borné
Soit T' € L(X,Y), Popérateur adjoint de 7" est I'unique opérateur linéaire borné T* €
L(Y*, X*) définie par

T(y*)(x) = y"(Tx) Le. (x,T7y") = (T, y")

pour tout z € X et y* € Y.
De plus on a ||T|| = [|T*|| et (SoT)* =T*0 S* pour tout T € L(X,Y) et S € L(Y, 7).

Isomorphisme, isométrie

L’application linéaire T': X — Y est dite isomorphisme si 7" est bijective continue et 7~*
continue.

De plus si || T(z)|| = ||z|| pour tout = € X, on dit que T" est une isométrie.

Si l'isomorphisme 7' : X — T'(X) vérifier | T(x)| = ||z| pour tout 2 € X, on dit que T’

est une isométrie injective et on écrit T': X — Y.

Espace de Banach réflexif

Soit X un espace de Banach et soit X* son dual topologique. On définit I’espace bidual
X**de X comme étant I'espace dual de X*.

Il existe une application linéaire canonique kx : X — X™* associant & = € X telle que

la forme linéaire kx(z) : X* — K est définie par
kx(x)(2") = (kx(x),27) == (z,27)

pour toute z* € X*. Cette définition entraine que l'application linéaire kyx : X — X**

est une isométrie, en effet, pour tout € X on a

lkx (@)l = sup [(kx(z),2")| = sup [(z,2")] = ||z
<1 Ja*/<1



Alors on peut dire que ky est une injection canonique et on écrit
k’X : X — X
En général I'application k£x n’est pas surjective.

Définition 1.2.1 Soit X un espace de Banach. On dit que X est réflexif si kx est sur-

jective. i.e.

kx(X) = X**, isométriquement.
Lorsque X est réflexif on identifie implicitement X et X** (& l'aide de 'isomorphisme

kix).

Proposition 1.2.2 [2/Soit X un espace de Banach. Alors X est réflexif si et seulement

st son dual X* est réflexif.

1.3 Quelques espaces de Banach usuels

Pour p > 1 on note p* le conjugué de p défini par la formule % + 1% = 1. On pose
p*=o00sip=1.
1) L’espace C (K)
Soit K un espace topologique compact. L’espace de Banach C (K) est défini par :

C(K)={f: K — K: continue}

muni de la norme
[ flloo = Sl}l(plf(x)l ,feC(K).
2) L’espace L

Soit (£2, M, 1) un espace mesuré et 1 < p < 0o, on définit I'espace de Lebesgue LP(2) par

LP(Q M, ) = LP(u) = {f : Q@ — R, mesurable et / |fIPdp < oo}



LP(11) est un espace de Banach muni de la norme

i, = (/ If(x)|pdpb);.

Pour p = 0o nous avons f € L>(u) s’il existe C' > 0 telle que
|f| < C. p-presque par tout (1.4)
L>®(p) est un espace de Banach muni de la norme
| fll,, = inf {C, vérifier (1.4)}.
3) L’espace /,

Soit 1 < p < 0co. On note par £, 'espace de Banach des suites scalaires p-sommables

b= 4,(K) = { 2 = (2), C K: ||(a)], := (Z |a:i|p)p < 400

i>1

loo = {a: = (2:); CK: [[(23);l o == sup |2] < —i—oo} :

On définit aussi ’espace des suites scalaires convergeant vers zéro

co = {x = (z;), CK: lim |z;|= 0}

i— 400

cet espace est un sous-espace fermé de /., muni de la norme sup .

Inégalité de Holder généralisé
Soient (X, ||-||) un espace vectoriel normé, (z;);_; . (y;)i_, deux suites finies d’éléments de

X et p,q,7 € [1,+00] avec L = 11) + %. Alors

(i(\mu yir)i < (Z Hxiup)

=1

S =

(Z Hyiu‘I> ; (15)

4) L’espace /,(X)



Soit X un espace de Banach. On désignera par ¢,(X) 'espace de Banach des suites p-

sommables d’éléments de X dont la norme est

1
o I3
@)l = (Zuxiup) pour 1 < p < oo,
=1

et par £ (X) lespace de Banach des suites bornées, normé par
()] o = sup [Jazs]] -

5) L’espace cy(X)
On désignera par ¢o(X) 'espace de Banach des suites (z;), d’éléments de X convergeant

vers 0. Notons que ¢y(X) est un sous espace fermé de (o (X) muni de la norme |||, .

6) L’espace /¢, ,(X)
On désignera par ¢,,,,(X) Pespace de Banach des suites (z;), d’éléments de X faiblement

p-sommables, c’est a dire des suites (x;); vérifiant
({(z;,2%)), € £, pour tout z* € X™,

muni de la norme définie par

[(@i)ll, ., == sup [[((zi,z)),ll,,
’ flz*]|<1
c’est-a-dire
o N
1@l = SUPer<1 (ZIK%HJ*)!) ,sil<p<oo
1=
(@)l o = (@)l -

1.4 La convergence faible
Définition 1.4.1 Soit X un espace de Banach. La suite (z,,), de X est dite converge
faiblement vers x € X si

Vo e XT: lim o(w) = (2)

, . w
et on écrit x,, — .

10



Proposition 1.4.2 Soit X un espace de Banach et soit (z,,), une suite de X. On a

1) Si (a)

converge vers x fortement, alors elle est convergente faiblement vers x, i.e

( liIE |xn — || = O) — (xn — x)

2) Si z, — x, alors (||x,]]), est bornée. De plus on a

n

|z|| < liminf ||z,||
n—s-+oo

11



Chapitre 2

Idéal d’opérateurs linéaires

1) Théorie général des idéaux d’opérateurs.
2) Idéal des opérateurs de rang fini.

3) Quelques exemples des idéaux d’opérateurs.
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2.1 Théorie général des idéaux d’opérateurs

Les opérateurs linéaires de rang fini.
Soient X et Y deux espaces de Banach et soient ¢ € X* et y € Y. On définit 'appli-

cation linéaire ¢ ® y par

pRy: X —Y, pey(r) = (z,9)y
Cette application est continue de norme ||y|| ||¢|| car

le@yll = sup |[(z,0) ¥yl

[[=]|<1

=yl sup [z, )|
ol <1

=yl el
Définition 2.1.1 Soit X et Y deux espaces de Banach. Un opérateur T € L(X,Y) est
de rang fini si dim(ImT") < oc.

De plus (voir [9]) T est de rang fini si et seulement si, il existe n € N tel que

T= Z% ® Yi
i=1
avec oy, ..., 0, € X* etyy, ...y, €Y. On écrit T € F(X,Y).

Définition 2.1.2 [9/Une classe T des opérateurs linéaires bornés est dite idéal si

1) Z(X,Y) est un sous espace de L(X,Y) et F(X,Y) C Z(X,Y) pour tout espaces de
Banach X etY.

2) (Propriété d’idéal) siu € L(E,X), T € I(X,Y) et v € L(Y,F), alorsvoT ou €
(B, F).

De plus, si ||-||; : Z(X,Y) —R, satisfait :

i) (Z(X,Y), ||l;) est un espace normé (de Banach).

i) |idk|; = 1.

wit) |[oo T oully < [0l [Tl [lu]-

Alors (Z(X,Y), |I|l7) s’appelle idéal normé (de Banach) des opérateurs linéaire.

13



Remarque 2.1.3 (Z, ||-||) (avec la norme usuelle des opérateurs) est un idéal normé. En

effet :
(a) Z(X,Y) est un sous espace de L(X,Y")

(b) |Hdx|| = sup [Idx(N)] = sup [A] = 1.
IAI<1 IA[<1

(c) Soitue L(E,X), TeZ(X,Y) etve LY,F) pour tout € X on a
[oo T oul| < vl |7} flul-

Et alors (Z, ||.||) est un idéal normé.

L’idéal fermé
Définition 2.1.4 Un idéal linéaire T est dit fermé si Z(X,Y) est fermé dans L(X,Y)
pour tout espaces de Banach X etY.

L’idéal injectif
Définition 2.1.5 Un idéal linéaire T est dit injectif s’il vérifie la propriété d’injectivité

ioTeI(X,Z) =T eI(X,)Y)
ou i :Y — Z est une isométrie injective. De plus on a
lioT|l; =TIl (2.1)

1.e. l'idéal ne dépend pas de l’espace d’arrivé.

Le critere suivant il sera tres utile pour preuver que certain classes sont des idéaux de

Banach.

14



Théoréme 2.1.6 [9, Théoréme 6.2.3] (Z,||.||;) est un idéal de Banach si et seulement
81 :

(1) Idg € T(K,K) et || Idx||; =1

(2) Sive L(E,X), TeI(X,Y), ve LY, F), alorsvoTou € I(E,F) et |[vo T oul|; <
Joll 1T e } i}

(3) Si (T)n C I(X,Y) avec Y | Tyll; < o0, alors T ==Y T, € I(X,Y) et |T||; <

n=1 n=1
[e's)
> Tl
n=1

Démonstration. Premiérement supposons que (Z, ||-||;) est un idéal de Banach. L’opéra-
teur Idx est de rang fini alors d’apres la Définition 2.1.2 on a Idx € Z(K, K) et || Idk||; = 1.
Pour la condition (3), la série Y>>, T,, est absolument convergente dans I’espace de Ba-
nach Z(X,Y') alors elle est convergente et 7' € Z(X,Y). La continuité de la norme dans

un espace normé donne

I7lz =

= lim
n

i T, lim Zn: T,
n=1 "= I

< 1) T, = Y T,
7=1 n=1

Réciproquement, on suppose que les conditions (1), (2) et (3) sont satisfait. Soit X et Y

> T,
j=1

v T

deux espaces de Banach. Il est clair que si 7'=0 de X dans Y et v =0 de K dans Y et
pe€ X" ona

T=wvoldgoyp
et I'hypothese (2) donne 7' = 0 € Z(X,Y) et ||0]|; = 0. L’hypothése (3) affirmé que si
T, T, € I(X,Y) alors
Ti+TeI(X,Y) et [Th+ Tl < [Tl + |72l

(pour ceci on considére dans (3) la suite (7},) C Z(X,Y) avec T,, = 0 pour tout n > 3).

Soit maintenant 7" € Z(X,Y) et A € K. Il est clair que l'opérateur linéaire

Th:Y —Y, T\(y) = \y,

15



est continu avec || Ty|| = |A|. La condition (2) donne
N'=T\oT eZ(X,Y) et [[XT||; <|A.|T];
D’autre part pour A # 0 on a

1
< 7 A Tllz,

1
17| :H—AT <
z ST

A

ce qui donne ||AT'||; > |A|||7]|;. Alors
ATz = (Al 1T

Pour A = 0 I'égalité est évidente. Soit 7' € Z(X,Y) tel que ||T||; = 0. Supposons que
T # 0, alors il existe x € X, x # 0 tel que T'(z) # 0 (on peut choisir x avec ||z|| = 1).
Par le Théoréme de Hahn-Banach il existe une fonctionnelle ¢ € F* tel que ¢(7(z)) = 1.

L’application linéaire définie par
S:K— E, S(\) = Az,
est de rang fini, alors S € Z(X,Y). D’autre part pour toute A € K on a
00T o S(N) = (T(SN) = (T(A)) = Ap(T(x)) = A = Idg(N).

Donc la condition (2) implique que poT'oS = Idg € Z(X,Y) et | Idk||; < ll¢ll - | T]l7- IS =
0. Alors ||/dk||; = 0, ce qui contredit la condition (1), donc 7" = 0. Alors nous avons mon-
tré que Z(X,Y) est un sous espace vectoriel de £(X,Y") et que [|-||; est une norme sur
espace vectoriel Z(X,Y'). Maintenant nous montrons que Z(X,Y') contient les opérateurs

linéaires de rang fini. Soit p € X* et y € Y, 'opérateur linéaire
Sy K— F, S,(\) = My,
est clairement continu. D’autre part pour tout z € F on a

Sy o ldg o p(x) = Sy(p(r)) = p(z)y = ¢ @y(x)

16



alors nous avons conclu que ¢ ® y = S, o Idk o ¢. Par les conditions (1) et (2) on a
YRy € Z(X,Y). Soit maintenant T' € F(X,Y'), comme Z(X,Y") est un espace vectoriel

on a

T = Zgoi@)yi €cZ(X,Y)

i=1
En fin, le Théoréme 1.1.1 (avec la condition (3)) assurer que (Z(X,Y), ||-||;) est de Banach.

Proposition 2.1.7 Soient X et Y deux espaces de Banach et (Z, ||-||;) un idéal normé.
Alors

(a) |T|| < ||T||; pour tout T € Z(X,Y)

(b) lle @ yllz = llell - lyll pour tout o € X* ety €Y.

Démonstration. (a) Soient T € Z(X,Y), x € Bx et ¢ € By+. Premiérement on a
o(T(x))ldx = poTo (Idg ® x).
En effet, pour tout A € K,

(P(T(@)Ide)(A) = o(T(x))Idk(A)
(T(Az))
(

(

|
jS

= o(T(ldx(N)z))
= o(T((Idy @ x)(N)))
= (poTo(ldy®x))(N).

Pour tout ¢ € By+, x € By et T € Z(X,Y) on a

|o(T'(2))]

(T ()] - [ 1d |z (T () L dic | £
= llpoTolldg @)l < llell [Tl l[1dx @ 2]

lell Tl - [l| 17z -

IN

Ceci implique que

1T = Sup |T'(z)|| = sup sup [p(T'(x))] < Tl
reBx

r€Bx pEBy*

17



(b) Soient ¢ € X* et y € Y, nous avons vu que ¢ ® y € Z(X,Y). Par (a), il s’ensuit que

le@yll < lle@yllz-
D’autre coté, pour tout x € X on a

((Idg @ y) o Idg o p)(z) = (Idx ©y)(Idk(p(7)))
= (Idx @ y)(p())
= Idk(p(z))y
= w(@)y
= (pey)(z),
donc p ® y = (Idg ® y) o Idk o p. Dans ce cas, encore d’aprés (a) et la propriété d’idéal

on peut écrit,

le®yll < lle®yllz
|({dx @ y) o Idy o ¢ll7
< Hde@yl - [[dil7 - [l
= wll-llell

lell - llyll

En fin [[o @ yllz = llel -yl

Fermeture d’un idéal

Pour un idéal d’opérateurs Z et deux espaces de Banach X et Y, on définit

I(X,Y)=Z(X,Y)

tel que la fermeture est au sens de la norme usuelle des opérateurs linéaires bornés.

Théoréme 2.1.8 Soit T idéal des opérateurs. Alors T est un idéal de Banach muni de la

norme usuelle des opérateurs.

Démonstration. Premiérement montrons que Z est un idéal

Comme 7 est un idéal, nous avons que Z(X,Y) est un sous espace de £(X,Y") qui contient

18



F(X,Y), alors Z(X,Y) est aussi un sous espace vectoriel de £(X,Y’) contenant F(X,Y)
car

F(X,Y)CI(X,Y) CT(X,Y) :=I(X,Y)

Soient T3 € L(E, X), Ty € Z(X,Y) et Ty € L(Y, F). Alors il existe une suite (7},)

n=1 g
Z(X,Y) telle que T,, — T3 avec la norme usuelle des opérateurs. Par la propriété d’idéal

de Z, la suite (T} o T, 0 T3)° ; est dans Z(F, F’). De plus, pour chaque = € F on a

[T (T (T5())) = T(T(Ts()Il = [T ((Tn = T2)(T5(2)))]
T3] - ([T = Tl - || =]

IN

Ce qui implique que
||T1 o Tn (¢] T3 — T1 o T2 (0] T3|| S ||T1|| . ||Tn — T2|| . ||T3|| e 0

Alors Ty 0T, 0T3 — Ty 0T50T3 dans Z(FE, F') avec la norme usuelle et donc Tj 0Ty 015 €
Z(E, F). Par Définition 2.1.4, T est un idéal fermé. Et comme Z(E, F) est fermé dans
L(E, F) pour tout espace de Banach E et F. alors Z est un idéal de Banach avec la norme

usuelle des opérateurs. m

2.2 1Idéal des opérateurs de rang fini.

Proposition 2.2.1 La classe F (des opérateurs de rang fini) est le plus petit idéal d’opé-

rateur et L est le plus grand.

Démonstration. F(X,Y’) est un sous espace vectoriel de £(X,Y") car est le sous espace
engendré par les opérateurs de type ¢ ® y. Pour la propriété d’idéal, soient u € L(FE, X),
TeF(X,)Y)etve L£(Y,F). llexiste (y;)/-; CY et (p;)i, € X* tel que

T= Z%‘ @ Yi-
i=1

19



Dans ce cas, pour tout z € F on a
voTou(zr) = v(T(u(x)))="v (Z ©; @ yi(u(x))
= v (Z (u(), ¢;) yz) = Z (u(), ¢;) v(Yi),

i=1 i=1
ceci implique que image de Im(v o T" o u) est inclu dans le sous espace engendré par
(v(y;))i, et donc le rang de opérateur (v o T ou) est fini d'ontvoT ou € F(E,F).
F est le plus petit idéal car, par définition, tous les idéaux contient F. m
La proposition suivante montre que F n’est pas un idéal de Banach avec la norme

usuelle des opérateurs.

Proposition 2.2.2 [}/ ou [9[L’idéal F n’est pas de Banach avec la norme usuelle des

opérateurs.

Démonstration. Il suffit de trouver deux espaces de Banach X et Y; et montrons que
F(Xo, Yp) n’est pas fermé dans L£(Xy, Yp).
On consideére les espaces de Banach Xy = ¢ muni de la norme sup, et I'espace Yy = ¢

muni de la norme ||-||;. Soit (e,)72; la base canonique de l'espace /1, i.e.

e; = (0, ,,,,O,( dl 4),0, ...), pour tout i > 1

On définit application T' : ¢ — ¢; par

(o 0]
—J- € ¢
2 Jl 0

Cette application est bien définie car pour tout suite (A;)32; € co on a

[e.e]

> g

j=1

[e.e]

=N Joo 1
ZQ_S j:]-HOOZ2j_H j= 1” <0

j=1

1Tl =

Il est facile de prouver que 7" est linéaire. Aussi, par I'inégalité précédente, il est immédiat

de voir que T est continue avec norme < 1.
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Maintenant on définit une suite (7,),, des opérateurs linéaires 1), : ¢¢ — {1 par
n
)\.
To(A)20) =D Fer, (M) € o
j=1

On remarque que Im(7},) est inclue dans le sous espace engendré par {ey,...,e,} ce qui
implique que

dim(Im(7},)) < o0

et donc T,, € F(co, ¢1) pour tout n > 1.

En outre, nous avons

00 Aj
1T =T = sup |(T-T)((N)2)] = sup 2 €
(Aj)521€Beg (Aj)FZ1€Beq || j=n+1
)\.

-~ STy

(Aj)521€Beg j—pi1 j=n+1
Donc,
0< lim |T—T, < li il lim — — 0

im —T,|| < lim — = lim — =0,

T n—o0 n—-s00 S 23 n—oo 2N

ce qui donne T,, — T dans L(cy, ¢1) muni de la norme usuelle des opérateurs.

D’autre part notons que T'(27¢;) = e;. Alors
e; € Im(T"), pour tout j € N.

Ceci signifier que l'espace Im(7") contient une infinité de vecteurs e; linéairement indé-
pendants, alors la dimension de Im(7") est infinie, d'ou 7" ¢ F(co,¢1). Finalement on

obtient
(Tn)zozl C f(CO’gl)

T, — T dans L(cy, ¢1)
T ¢ f(Co,gl)

D’ou F(co, 1) n’est pas fermé dans L(co, £1) avec la norme usuel des opérateurs. m
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2.3 Quelques exemples des idéaux d’opérateurs.

2.3.1 1déal des opérateurs approximables

La classe F des opérateurs linéaires de rang fini est un idéal normé dont la norme
idéal est la norme usuelle des opérateurs (Proposition 2.2.1 et Remarque 2.1.3). Puisque

F n’est pas fermé, on peut définit la classe des opérateurs suivante.

Définition 2.3.1 Soient X et Y deux espaces normés. L'opérateur T € L(X,Y) est dit
approximable s’il existe une suite (T,,)5°, dans F(X,Y) converge vers T dans L(X,Y),
i.e.

lim |7, —T| =0

n—s-4

On note par A(X,Y) lespace de tout les opérateurs approximables de X dans Y.

Réellement on a

AX,Y) = F(X,Y).

Proposition 2.3.2 A est un idéal de Banach avec la norme usuelle des opérateurs.

Démonstration. Comme A(X,Y) = F(X,Y), le Théoréme 2.1.8 garante que (A, ||-||)

est un idéal de Banach m

2.3.2 1Idéal des opérateurs compacts

Définition 2.3.3 Soient X et Y deux espaces normés. L’opérateur linéaire T : X — Y

est dit compact si T(Bx) est compact dans Y.
On désignera par K(X,Y") Uespace des opérateurs compacts de X dans Y.

Dans la suite nous donnons une caractérissation importante des opérateurs compacts

par les suites.
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Théoréme 2.3.4 Soit T : X — Y un opérateur linéaire entre espaces normés. Donc T

o0

est compact si, et seulement si, pour toute suite bornée (x,)5, dans X, la suite (T'(x,))22

contient une sous suite convergente dans Y.
Proposition 2.3.5 K est idéal des opérateurs linéaires.

Démonstration. Il claire que 'opérateur nul a zéro 0 : X — Y est compact. Soient
T, T, € K(X,Y), Ae Ket (x,)22; C X une suite bornée. Comme T € K(X,Y), la suite

(T1 ()32, admet une sous suite (7' (xy, )52, convergente. On pose alors

lim Tl(flﬁnk) =2z € Y.

k—~+o00

La méme chose pour Ty € K(X,Y), on pose

lim TQ(!Enk) = Z9 € Y.

k—~+o00

La suite ((71 + AT2)(2,))52; est une sous suite de ((71 + AT2)(2,))32; qui converge vers
21 + Azz. Alors d’aprés le Théoréme 2.3.4, on a T} + \T; € K(X,Y) et donc £(X,Y) est
un sous espace vectoriel de L(E, F).

Prouvons que K(X,Y") contient les opérateurs linéaires de rang fini, il suffit de montrer
que

pRyeK(X,Y), pourtout p € X*etyeY

11 est clair que (¢ ® y)(Bg) contient le sous espace vectoriel engendré par y, i.e.

(¢ ®y)(Bg) C spam {y}.

Comme ¢ ® b est un opérateur continu, (¢ ® Y')(Bg) est un ensemble borné, de plus

(¢ ® y)(Bg) C spam {y}

et dim(spam {y}) = 1, alors (¢ ® y)(Bg) est un ensemble compact parce qu'’il est fermé

et borné dans un espace normé de dimension fini. Donc ¢ ® y est un opérateur compact.
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Pour la propriété d’idéal. Soient T3 € L(X, E), To € K(E, F), Ty € L(F,Y). Si une suite
()22, est bornée dans X . Il en sera de méme de la suite (T3(x,,))22; et, T étant compact,
la suite (T50T5(x,,))52, contient une sous suite (15075(z,, )7, convergente. La continuité
de T3 implique la convergence de la suite (7} o Ty o T5(x,, )52, qui est une sous suite de
la suite (77 0 Ty 0 T5(x,,))52 . De nouveau le Théoréme 2.3.4 donne Ty 0T5 0715 € K(X,Y).

Avec la Remarque 2.1.3 nous concluons que (K, ||-||) est un idéal normé. m
Proposition 2.3.6 K est un idéal fermé.

Démonstration. Montrons que IC(X,Y) est fermé dans £(X,Y) pour tout espaces de
Banach X et Y. Soit (7},)5°; une suite d’opérateurs compacts qui converge vers un opé-
rateur T € L(X,Y), il s’agit de prouver que T" est un opérateur compact. Cela revient a

prouver que T'(By) est relativement compact. Soit € > 0, alors il existe ng > 1 tel que

[Ty =T <

Wl M

Puisque T}, € K(X,Y), 'ensemble T,,,(Bx) est relativement compact et il existe donc

(x;), C By tels que

n

€
To(Bx) € UB (Tl 3)
on en déduit que pour tout x € Bx on a

IT(x) = T(@) |l < NT(@) = Tag(2) | + [ Tno (€) = T (@) || + [ Tng (:) = T()|| <€

c’est-a-dire

ce qui termine la preuve. m

2.3.3 1Idéal des opérateurs complétement continus

Définition 2.3.7 Un opérateur linéaire borné T € L(X,Y) est dit complétement continu

s’il transforme une suite convergeant faiblement dans X wvers x en une suite convergeant
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en norme vers T(x) dans 'Y i.e.

V(2,)°, C X 12, — v = T(x,) — T()
On écrit T € V(X,Y).
Proposition 2.3.8 La classe V est un idéal d’opérateurs linéaires.

Démonstration. Il est clair que 7= 0 € V(X,Y).
Soient 71, Ty € V(X,Y), a € K et (z,)>, une suite de X tel que ,, — x € X. Alors

(T} + aT3)(x,) = Ti(z,) + aTa(x,) — Ti(x) + aTy(z) = (T + oT5)(x).

Donc (77 + aTy) € V(X,Y).
Maintenant montrons que V(X,Y') contient F(X,Y'). Soient p € X*, y € Y et (2,)32, C

X tel que z,, — . Par la définition de convergence faible on a ¢(z,) — ¢(x). Alors,

(@ Y)(xn) = @(rn)y — @(2)y = ¢ @ y(z).

Ceci prouver que p ® y € V(X,Y). En fin on a F(X,Y) C V(X,Y).
Pour la propriété d’idéal, soient v € L(E, X), T € V(X,Y), ue€ LY, F) et (2,)2, C E
tel que x,, — 2. Comme v est continu, nous avons v(x,) — v(x). Comme T € V(X,Y)

nous avons

T(v(zn)) — T(v(x)).

En fin par continuité de u on a
u(T'(v(zn))) — w(T(v(x))).
Do, uoTov e V(E,F). m

Proposition 2.3.9 L%déal V est fermé.
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Démonstration. Soient (7,)7°, C V(X,Y) tel que lin}r |7, — T|| = 0 et montrons que
T € V(X,Y). Soit (z;)32, C X avec z; — 2 € X. Comme chaque T}, est complétement
continu, pour tout n on a

lim |[T(z;) = T(x)[| =0

j—r+oo

Par la Proposition 1.4.2, il existe M > 0 tel que
Vilzll <M et ||z| <liminf ||z;|| < M.
J
Pour € > 0, il existe ng € N tel que

9
T, —T| < —
Ty =TIl < 5=

Comme T,,, € V(X,Y), nous avons lim T, (x;) = Tp,(x), et donc il existe jo € N tel

j—too

que

Vi 2 Jo: [ Tne(25) = T (2)]| <

w| ™

Alors pour tout j > jo on a

1T(x;) =T(@)| = T () = Ty (25) + Tg () + Tg () = T (x) = T()|
< T () = Tog ()| + 1 Tg (25) = Tong (@) | + [ Tng () — T'() |
< N Too =TI sl + 5+ 1 Te = T - [l
< GiM+ S+ 55M =€,

cesi donne lim T(z;) =T (z), et doncT € V(X,Y). m

Jj—+o0
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Chapitre 3

Le dual d’un idéal d’opérateurs

linéaires

1) Propriétés de dual d'un idéal
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3.1 Propriétés de dual d’un idéal

En utilisant les propriétés de 1’adjoint d’un opérateur linéaire borné pour étudier le
dual d’un idéal.

Soit Z un idéal des opérateurs linéaires. Pour tout espaces de Banach X et Y on définit
TN X Y)={T € L(X,Y): T* € Z(Y*, X"}

Théoréme 3.1.1 Si T est un idéal des opérateurs linéaires alors T est aussi un idéal

des opérateurs linéaires.

Démonstration. Dans la suite on désigne par spam {(z;)"_;} l'espace engendré par les
vecteurs (x;)I" ;.

Il est claire que opérateur nul 7' = 0 € Z% (X Y) parce que T* = 0 € Z(Y*, X*). Soient
NeKet Ty, Ty € 7% X,Y). Comme T, Ty € Z(Y*, X*) et comme Z(Y*, X*) est sous

espace vectoriel de £(X,Y") on a
(Ty + \To)* = T + ATy € (Y™, X*)

et donc (T + \T3) € %X Y.
Maintenant montrons que Z%%(X,Y) contient les opérateurs de rang fini. Tout d’abord
montrons que pour tout ¢ € X* ety € Y, si p®@y € Z(X,Y), alors (p®@y)* € Z(Y™*, X*).

En effet, pour tout z € X et y* € Y* on a

p®y(z) = p(r)y € spam {y}.

et

donc

(p®@y)"(v*) = y*(y).¢ € spam {p}
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ce qui implique que I'image de opérateur (¢ @y)* est inclue dans spam {¢} (de dimension

finie) et ceci montre que I'opérateur (¢ ® y)* est de rang fini, alors
(p@y)" e Z(Y", X7).
Soit T € F(X,Y) alors

TZZ%@ZJ@', avec p € X*et y e Y

i=1
Comme 7 est idéal des opérateurs on a

n

T =) (g @uy) €I(YV*,X7),

i=1
ce qui donne

T € T™(X,Y).

Pour la propriété d’idéal, soient Ty € L(X, E), Ty € T%YE,F) et Ty € L(F,Y). Alors
T; € L(E*, X*), Ty € Z(F*, E*) et T} € L(Y*, F*). Par la propriété d’idéal de Z on a

(T3 0T5 0Ty) = (ThoTaoTs) € Z(Y", X7).
Donc Ty o Ty o Ty € T%(XY). m

Définition 3.1.2 Soit (Z, ||-||;) un idéal normé des opérateurs. Pour tout T € T%*(X,Y),
on définit
17| zawer := [Tl -

Théoréme 3.1.3 Si (Z,|-||;) est un idéal normé des opérateurs, alors (T ||| zaua)

ausst est un idéal normé des opérateurs.

Démonstration. Soit 7' € Z%(X,Y). Donc T* € Z(Y*, X*), et comme |||, est une

norme sur Z(X,Y), nous avons

1Tl zauar = 1T"[lz = 0
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Par la méme raison,
I Tlzawa =Tz =0) = (" =0) < (|T*[|=0) < (T'=0)
Pour 'inégalité triangulaire, si 11, Ty € Z%(X,Y), alors T}, Ty € Z(Y*, X*) et
1Ty + ol zavar = [(Th + T2)" [z = 117 + T3l < 177Nz + 173 |z = (173l gawer + [ T2l zauar -
Si T e T%I(X,Y) et A € K, alors T* € I(Y*, X*), et
AT zavar = [AT) Iz = AT Iz = AL Tl = AL T 2w

Et aussi on a
[ dx || zuer = [|(Tdi)*[|7 = [[Tdx|lz = 1.
Soient T3 € L(X,E), Ty € T™(E, F) et Ty € L(F,Y). La propriété d’idéal de (Z,|-||;)
donne
[T1 0o Ty 0 T3l zawar = [[(Th 0Tz 0 T3)*||l; = |15 o T3 o T |7
1T N3z - 1770 = 1T50 - (172l zaver - T3]

IN

Théoréme 3.1.4 Si (Z, ||-||;) est un idéal de Banach, donc (2% ||-|| zaua) aussi est idéal

de Banach.

Démonstration. Nous utiliserons le critére de Théoréme 2.1.6. Les conditions (1) et
(2) sont déja montrés. Il reste & prouver la condition (3). Soit (7},)$°; une suite dans

Tl (X, Y) tel que >.00 || Tl zawa < 00. Done (T7)%°; est une suite dans Z(Y*, X*) et
Z [ Z 1Tl zauar < 00
Comme (Z, ||-||;) est idéal de Banach, par le critére de Théoréme 2.1.6 on a

S:=3"TreI(y*,X7)C LY X" et ||, <> Tzl

n=1 n=1
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D’autre part d’apres (a) dans la Proposition 2.1.7, nous avons
ITall = T < 1757, pour tout n

Donc
o0 0o 00
ST =D 1T < DTz < oo
n=1 n=1 n=1

Ceci dire que la série >~ T, est absolument convergente dans l’espace de Banach
L(X,Y). Par le Théoréme 1.1.1 alors la série Y~ T, est convergent dans L(E, F), dire
T:=>>,T,€ L(E,F). De

gol-|(-5)
j=1 Jj=1

nous concluons que 7% = > T* = S € Z(Y*, X*). Ceci implique que T'= > >° | T, €
Tdual (XYY et

n

T-) T,

J=1

— 0, quand n — 0

17| awer = 1Tl =

oo o0 00
DT < Tz =D 1Tl v -
n=1 T n=1 n=1

Par le Théoreme 2.1.6, (2™, ||-|| fauar) est un idéal de Banach. m

Corollary 3.1.5 Si T est un idéal fermé, alors T qussi est un idéal fermé.

Démonstration. Supposons que (7,)2; est une suite de Z%(X,Y) qui converge vers
T € L(X,Y) et montrons que T € Z™(X,Y). On a (T)>, C Z(Y*, X*) et T — T*
car

lim |T; =7 = lim |7, 7] =o.

n—s+0co
Puisque Z est un idéal fermé on a T* € Z(Y*, X*) dou T € Z%(X,Y). =

Idéal des opérateurs p-sommants

Cet idéal est introduit par Pietsch dans [8].

Soit '€ L(X,Y) et 1 < p < oo on dit que T' est p-sommant s’il existe une canstante

C > 0 tel que pour toute (z;)"; C X, on ait

(T (z)izall, < Cli(z)ill,. (3.1)
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L’idéal des opérateurs p-sommants est noté par II, et sa norme idéal est définie par
7p(T) = inf {C : vérifiant (3.1)}.

Idéal des opérateurs fortement p-sommants
Cet idéal est introduit par Cohen dans [3].
Soit T € L(X,Y) et 1 < p < oo on dit que T est fortement p-sommant s’il existe une

constante C' > 0 tel que pour tout (x;)!; C X et tout (y;)i, C Y* on ait

1T (), )izl < CHIGza)isally 1(57)is (3.2)

p*.w

L’idéal des opérateurs fortement p-sommants est noté par D, et sa norme idéal est définie
par

d,(T) =inf {C : vérifiant (3.2)}.

Cohen a montré dans [3, Theorem 2.2.2] que 'opérateur linéaire 7" € L(X,Y") est forte-
ment p-sommant si et seulement si son adjoint 7% € L(Y*, X*) est p*-sommant. Autrement
dit,

(Hp)dml =Dy

Idéal des opérateurs compacts
Le théoréeme de Schauder dit que 'opérateur linéaire T € L(X,Y), entre espaces de
Banach, est compact si et seulement si son adjoint 7" € L£(Y™*, X*) est compact. Autrement
dit,
( ,C)dual _K
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