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Resumé

Dans ce mémoire on étudie la différentiabilité au sens de Fréchet des fonctions
lipshitziennes entre espaces de Banach, la propriété de Radon-Nikodym dans les
espases réflexifs, séparables,...cte.

Mots-clés:

Les appli'cations lipshitziennes, convexité uniforme, RNP, Gateaux différentiable,
Fréchet différentiqble, espace asplund.

Abstract

In this paper we will study Fréchet differentiability of Lipschitz mappings between
Banach spaces, and Radon-Nikodym property and reflixif space, separable
space...cte.

Key word:

Lipschitz mappings, uniform convexity, RNP, Gateaux differentiability, Fréchet
differentiability, asplund space.
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Introduction

La notion d’espaces métriques a été formalisée par le frangais Maurice Fréchet dans sa
these "Doctorat d’Etat" en 1906 sous la direction de Hadamard, et I’espace de Arens-Eells
(libre) a été introduit par ARENS-Eells en 1956 sur une idée de Kantorovich en 1942. La
terminalogie ARENS-Eells est due a Weaver (1999), La (RNP) porte le nom de Radon de
Johann, qui a prouvé le théoreme pour le cas spécial ot I’espace fondamental est RY en
1913 et par Ofto Nikodym qui a prouvé le cas général en 1930.

Soient (X,dx), (Y,dy) deux espaces métriques. On dit qu’une fonction f de X dans
Y est Lipschitzienne, s'il existe ¢ > 0 telle que, d(f (z), f (y)) < cd(z,y), la constante ¢
s’appelle la constante Lipshitzienne. On note par Lip(X,Y) lespace de toutes les fonctions
lipschitziennes de X dang X

Pour les fonctions vectorielles ils existes deux versions principales de dérivées.

o Dérivée de Gateaux (ou faible: généralisation de la dérivée directionnelle). On dit que
f est Gateaux différentiable en z il existe un opérateur linéaire continu T € L(X;Y)
tel que,

lim =Tk}, Yhe X

T (h) s’appelle la dérivée de Gateaux de f au point b de X.

e Dérivée de Fréchet (ou forte: généralisation du gradient). On dit que f est Fréchet

différentiable en z s'il existe un opérateur linéaire continu T € L(X;Y') tel que,

e A f@)-TMI _ 0.Vh € X.
lInf|—0 (I~ ]l

T (R) s’appelle le dérivée de Gateaux de f au point h de X.
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Introduction

L’objectif de ce mémoire est d’étudier la Fréchet différentiabilité des fonctions lipschitzi-

ennes entre I’espace de Banach.

ce travial est organisé en trois chapitre.

e Dans le premier chapitre, on rappelle quelques notions de base concernant les espaces

métriques, les opérateurs de Lipschitz et les espaces de Arens-Eells (espace libre).

e Dans le deuxieme chapitre, on étudie quelques propriétés des espaces réflexifs, sépara-

bles et La propriété de Radon-Nikodym (RNP) .

e Dans le troisiéme chapitre, on étudie les Fréchet et Gateaux différentiabilité des fonc-

tions lipschitziennes dans ’espace de Banach.

On termine par une conclusion sur les résultats obtenus ainsi que les perspectives de ce

travail.



Conclusion générale

On a etudié dans ce mémoire les Fréchet et Gataux différentiablité pour pouvoir approcher

les opérateurs de Lipschitz par des opérateurs linéaires. Cela, nous facilite la transposition

de quelques propriétés linéaires au cas lipschitziens.
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